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PURES  ET  APPLIQUÉES. 


A. 


ABE 

ABERRATION.  (.4sfr.)  Lis  formules  d'aberration  en 
ascension  droite  et  en  déclinaison  énoncées  dans  le  pre- 
mier volume  de  ce  dictionnaire  (pag.  10),  bien  qu'elles 
soient  sous  une  forme  très-simple,  ne  sont  cependant 
pas  celles  dont  les  astronomes  font  ordinairement  usage 
pourconsiruirc  des  tables  particulières  ou  géncrales;voici 
une  application  fort  élémentaire  du  calcul  différentiel  et 
de  la  géométrie  aux  trois  dimensions  qui  conduit  à ces 
dernières  formules  de  la  manière  la  plus  directe. 

Le  rayon  de  la  splièrc  céleste  sur  laquelle  on  projette 
tous  les  astres  pouvant  être  pris  arbitrairement,  suppo- 
sons-lc  égal  au  ravon  vecteur  y*  de  la  terre;  supposons 
de  plus  que  ce  rajon  représente  la  vitesse  de  la  lumière  ; 
dans  ce  cas,  le  parallélogramme  d'aberration  s’étendra 
nécessairement  jusque  dans  la  région  de  l’étoile  que 
l’on  considère,  et  l'extrémité  de  la  diagonale  qui  y est  si- 
tuée marquera  à toute  époque  de  l’année  le  lieu  apparent 
de  cette  étoile.  Or.  cette  diagonale  ne  différant  de  la  dis- 
tance r que  d’une  quantité  extrêmement  petite,  on 
pourra  la  représenter  par  r 

Cela  pose,  rapportons  la  position  de  l’étoile  à trois 
axes  rectangulaires  x,  y,  z,  dont  le  plan  des  deux  pre- 
miers soit  l’équateur  céleste;  prenons  pour  origine  des 
coordonnées  le  centre  de  ce  cercle  ou  celui  de  la  terre, 
et  considérons  l'axe  des  ,t  comme  la  ligne  des  équinoxes; 
enfin,  désignons  par  A l’angle  que  la  projection  de  la 
distance  de  la  terre  à l’étoile,  sur  le  plan  des  xy,  fait 
Tomi  in. 
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avec  l’axe  des  x,  et  par  D l’angle  que  cette  même  dis- 
tance fait  avec  ce  plan  ; on  aura,  par  les  principes  de  la 
trigonométrie  rectiligne (i) 

cos  A.  cos  D,  y— r sin  A.  cos  D,  g^rsinD; 
d’où  I’oii  tire (a) 

tangAsss-,  x*  -V-  y* -f-  z1  = r*. 
x 

Il  est  évident  que  A et  D sont  respectivement  l’ascen- 
sion droite  et  la  déclinaison  vraies  de  l'étoile,  et  que 
pour  passer  du  lieu  vrai  ail  lieu  apparent  qui  en  est  très* 
proche,  il  suffit  de  faire  varier  tous  le»  élémens  du  pre- 
mier. Ainsi,  en  diffèrenliant  les  équations  (a),  il  vien- 
dra  (5) 

dA=.fc^co,*A 

rdr  = xdx  -f-  ydy  -f-  zdx. 

Maintenant  soit  d»  le  petit  are  do  ao’a5â  que  la  terre 
décrit  en  de  temps,  cl  nommons  a,  |5,  y les  angles 

que  cet  élément,  considéré  comme  rectiligne,  fait  avec 
les  axes  des  coordonnées;  on  aura  évidemment,  eu 
transportant  ce  mouvement  dans  la  région  de  l’étoile  ou 
aux  confins  de  la  sphère  céleste (4) 

dx  dy  „ dx 

fi  ==  COS  «,  = COip,  — CO»  y. 
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Multipliant  et  divisant  par  ds  le  second  membre  de  la 
première  équation  différentielle  (5),  il  viendra 

d\  = ~(cos  p — cos  a tang  A)  cos  lA; 

enfin,  éliminant  x au  moyen  de  sa  valeur  (i),  l’aberra- 
tion  en  ascension  droite  sera (a) 

d\  = — — -=r  (cos  fl  cos  A — cos  et  sin  A)  ; 
rcosD  v r 

le  rapport  — étant  celui  de  la  vitesse  de  la  terre  à lu 
vitesse  de  la  lumière. 

La  troisième  équation  (i)  diffèrentiée  donne  par  le 
même  procédé 

dz  . ..  i r r.  Jr* 

-r-  Slll  I)  4-  -5-  cos  D.  aD, 

ds  ds  ds 


d'où 


ds 


d D = — (c< 

r cos  D v 


dr 

ds 


,D). 


Mais  la  seconde  équation  différentielle  (3)  pouvant  s’é- 
crire ainsi  : 


dr  _x  âx  , y dy  , z dz 
ds  r ds'  r ds  r ds1 


il  est  facile  de  voir  que  l'on  aura  pour  l'aberration  en 
déclinaison (d) 


désignerons  par  L = i8o*  -f-  t étant  introduite  dans  la 
valeur  de  a on  aura 

« = L — 90*  ; 

et,  par  conséquent, 

sin  oc  = — cos  L,  cos  « = siu  L. 

Donc,  en  définitive,  les  formules  (a)  et  (d)  sc  chan- 
geront en  celles-ci,  en  faisant  attention  que  ^—10*3559 

aber.  en  A — — 30  - (coswcos  A cos  L -j-  sin  A sin  L) 
eus  D 

aber.  eu  I)=  — ao*255  sin  D ( — coswsinAcosL 

-f- cos  A sin  L) 

— 20*255  sin  ai  cos  D cos  L. 

Les  tables  d'aberration  insérées  à la  page  1 15  des  ad- 
ditions à la  connaissance  des  temps  pour  i853  ont  été 
calculées  à l’aide  de  ces  formules , où  2o*a55  cos  *> 
s=  i8’58o(J  et  20*255  sin  w = 8'o638,  parce  que  l'obli- 
quité de  l'écliptique  répond  à très-peu  près  à celte 
époque. 

Quant  aux  nouvelles  tables  d’aberration  et  de  nutation 
pour  les  planètes  dressées  par  M.  Puissant,  qui  a bien 
voulu  nous  communiquer  cet  article,  voyez  la  Connais- 
sance des  temps  pour  1818. 

AtîENT-MOTKl  II.  (A/ér.)  Yuy.  Motecr. 


— cosycosD  — — sin  D (eosacos  A-}*co$psiu  A). 

Les  formules  (a)  et  (d)  renferment  les  angles  «,  jî,  y, 
qu’il  fout  éliminer.  Pour  cet  effet,  soit  l'BC  l'équateur 
(PI.  1,  fig.  1),  ïTT'  l’éeliptiqiie,  S le  soleil,  T la  terre, 
X le  point  équinoxial,  TU  une  tangente  ù l’orbite  ter- 
restre supposée  circulaire,  ST'  une  parallèle  à celte  tan- 
gente, 01  l'obliquité  de  l'écliptique  ou  l’angle  TvB  ; enfin 
X , Y,  ’L  trois  axes  passant  par  le  centre  du  soleil \ t res- 
pectivement parallèles  aux  axes  x,  y,  z menés  par.  le 
centre  de  la  terre.  Le  triangle  sphérique  ïBT  dans  le- 
quel ïT'  = a,  BT'  = j5  et  ïB  — 90*  donne 

cos  jfl  = sin  a.  cos  e>  ; 

le  triangle  sphérique  dont  les  sommets  sont  V,  1"  et  le 
point  où  l’axe  de  Z rencontre  la  surface  de  la  sphère 
céleste,  donne 

cos  y — siu  a.  sin  &>  ; 

et  dans  le  triangle  reelilignc  RTS  rectangle  eu  T,  l’angle 
ïST  est  ce  qu’on  nomme  la  longitude  heliocentrique  v 
de  la  terre  T;  enfin  l’angle  « =go*-f-  p. 

D’un  autre  côté,  lorsque  la  terre  est  en  T,  le  soleil  S 
parait  sur  l’écliptique  en  S',  et  sa  longitude  que  nous 


AJLTAGK  ou  A.IlTOIll.  (/ Igdraul.)  Petit  tuyau 
qu'on  adapte  ù un  réservoir  ou  à l’extrémité  d’un  tuyau 
de  conduite  pour  faciliter  l'écoulement  d’un  fluide. 

L’influence  des  ajutages  sur  la  vitesse  du  fluide  qui 
s’écoule  et  par  conséquent  sur  sa  quantité  ou  sur  la  dc- 
pense  du  réservoir,  sc  manifeste  d’une  manière  déter- 
minée dans  les  trois  cas  suivons,  lorsque  l’écoulement 
s’effectue  d’ailleurs  à gueule  bée  ou  n tuyau  plein,  pre- 
mière condition  essentielle. 

i*  lîn  ajutage  cylindrique,  de  même  diamètre  que 
l’orifice  pratiqué  dans  la  paroi  mince  du  réservoir,  four- 
nit une  dépense  d’environ  un  tiers  plus  grande  que 
celle  qui  aurait  lieu  par  cet  orifice.  Pour  tenir  compte 
de  cette  circonstance  dans  la  pratique,  il  faut  calculer  la 
dépense  théorique  de  l’orifice  cl  la  multiplier  par  le  fac- 
teur constant  0,82.  Ainsi,  l’expression  générale  de  la 
dépense  théorique,  pour  un  orifice  circulaire  pratiqué 
dans  la  paroi  mince  d’un  réservoir  ù niveau  constant , 
étant 

1)~  (|5.gi.j5)  T't\/h 

dans  laquelle  r désigne  le  demi  diamètre  de  l’orifice, 
t la  durée  en  seconde  de  l'écoulement,  et  h la  hauteur,  en 
vôtres,  du  uiveau  du  réservoir  au-dessus  du  centre  de 
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r orifice  (Foy.  Hydrodynamjqvb,  tom.  h,  pag.  90),  la 
dépense  réelle  par  l'ajutage  sera 

D = {11,4099)  r't\/k 

formule  qui  donne  la  râleur  dcD  en  mètres  eulies.  Elle 
se  réduit  simplement  à (1) 

D = (i  1,4099)  r T/* 

en  ne  considérant  que  la  quantité  d'eau  écoulée  dans 
une  seconde. 

Soit  par  exemple  r=o*i  et  A =•-  a mètres;  on  aura 

d =3(11,4090)  (0,01)  (t,4  >4a) =0  m.  c.  i(iir»:»9; 

c’est-à-dire  que  la  dépense  réelle  est,  dans  ce  cas,  de 
161 35j  centimètres  cubes  par  seconde. 

a"  Un  ajutage  conique  convergent  (PI.  1,  fig.  a)  ou 
plus  large  à l'orifice  cd  du  réservoir  qu'à  son  extrémité 
abf  augmente  la  dépense  d'écoulement  dans  un  rapport 
encore  plus  grand , mais  qui  parait  varier  avec  l'angle 
de  convergence.  Dans  le  cas  le  plus  favorable,  où  cet 
angle  est  de  la  à i3  degrés,  on  obtient  la  dépense  réelle 
en  multipliant  la  dépense  théorique  par  le  facteur  con- 
stant 0,95.  La  formule  générale  devient  alors (a) 

D = (i5,2i88)  r’i/A 

t désignant  le  demi-diamètre  de  l’orifice  cd. 

5“  I.cs  ajutages  coniques  divergens,  c’est-à-dire  crut 
dont  la  plus  petite  base  cd  (PI.  i,  fig.  5)  est  ajustée  à 
l’orifice  du  réservoir,  présentent  la  particularité  très-re- 
marquable de  fournir  une  dépense  réelle  plus  grande 
que  la  dépense  théorique.  Il  est  reconnu  qu'un  tel  aju- 
tage ayant  en  longueur  neuf  fois  le  diamètre  de  sa  petite 
base,  peut  donner  une  dépense  réelle  une  Ibis  et  demie 
plus  grande  que  la  dépense  théorique  de  l’orifice  simple; 
011  peut  donc  employer  pour  calculer  la  dépense  réelle 
la  formule (3) 

D = (20,87 1 /)  r’v/A 

r étant  toujours  le  demi-diamètre  de  l’orifice  du  ré- 
servoir. 

Un  pourrait  construire  des  ajutages  qui.  loin  d'aug- 
menter la  dépense,  seraient  susceptibles  de  la  diminuer 
en  établissant  des  renflement  dans  leur  intérieur,  car  tout 
ce  qui  peut  occasionner  un  changement  de  direction 
produit  dans  les  molécules  fluides  une  diminution  de  vi-, 

tCSSC.  ( Voy . ÉCOtLKMRXT  DES  PLCIDES.) 

ALTERNATIF.  ( Mic .)  Mouvement  alternatif.  C’est 
celui  qui  présente  une  répétition  périodique  de  rétro- 
gradations ou  de  changement  de  direction  dans  un  sens 
directement  opposé.  On  le  nomme  aussi  mouvement 
de  t?«  «(  WML  Tel  est  le  mouvement  d’ascension  et  de 
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descente  du  piston  d'une  pompe;  relui  de  la  marche 
d’un  rouet  à filer,  etc.,  etc. 

Il  n’existe  que  deux  espèces  principales  de  mouve- 
ment : le  mouvement  rcclilirjne  et  le  mouvement  cur- 
viliyne:  mais  chacun  tic  ces  mouvemens  peut  être  con- 
tinu ou  alternatif;  ainsi,  dans  la  mécanique  pratique, 
on  doit  considérer  les  quatre  mouvemens  généraux 
suivans  : 


* Mouvement  alternatif  rectiligne. 

2  Mouvement  alternatif  curviligne. 

3  Mouvement  continu  rectiligne. 

4  Mouvement  continu  curviligne. 


Parmi  les  mouvemens  curvilignes,  on  distingue  par- 
ticulièrement les  mouvemens  circulaires,  comme  ceux 
qui  se  présentent  le  plus  fréquemment  dans  les  machi- 
nes; par  exemple,  une  roue  qui  tourne  a un  mouve- 
ment circulaire  continu , et  un  pendule  qui  oseille  a 
un  mouvement  circulaire  alternatif. 

La  transformation  de  ces  divers  mouvemens  les  uns 
dans  les  autres  forme  la  partie  la  plus  importante  de  la 
science  des  machines;  nous  la  traiterons  en  détail  au 
mot  Composition  des  machine». 

ALTITUDE.  ( Géog .)  Mot  consacré  maintenant  en 
géodésie  pour  désigner  la  troisième  coordonnée  géogra- 
phique d’un  objet;  c’est,  autrement  dit,  sa  hauteur  au- 
dessus  du  niveau  moyen  de  l’Océan.  Ainsi  la  position  d’un 
lieu  sur  la  terre  ou  près  de  sa  surface  est  parfaitement 
connue  par  sa  latitude,  sa  longitude  et  son  altitude  ou 
sa  hauteur  absolue. 

La  détermination  de  cette  hauteur  est  ordinairement 
du  ressort  de  la  trigonométrie  rectiligne;  mais  dans  cer- 
tains cas  elle  dépend  d’observations  barométriques  faite* 
simultanément  an  niveau  des  mers  et  à la  station  que 
l’on  veut  signaler  géographiquement.  (Voy.  Altimétrie, 
tome  1,  pag.  63.)  Souvent  aussi  V altitude  d’un  point  se 
compose  de  celle  d’un  autre  point  Connu  augmentée  ou 
diminuée  de  leur  différence  de  niveau,  et  le  calcul  de 
cette  différence  fait  pallie  de  ceux  auxquels  donne  lieu 
toute  triangulation  qui  forme  le  canevas  de  la  carte  d’un 
pays.  Donnons  une  idée  de  ro  nivellement  trigonomé- 
trique. 

Indépendamment  du  relèvement  des  angles  entre  les 
objets  terrestres,  pour  connaître,  au  moyen  d’une  base 
mesurée,  leurs  distances  respectives,  on  observe  leur 
hauteur  ou  dépression  angulaire,  ou  bien  leur  distance 
nu  zénith,  quanti  011  opère  avec  le  cercle  répétiteur  de 
Borda.  Alors  le  lieu  de  la  station,  qui  est  un  sommet  «le 
triangle,  se  trouvant  mis  en  comparaison  avec  les  autres 
sommets  environnons,  il  en  résulte  qu’on  peut  connaître 
la  différence  de  niveau  de  deux  sommets  consécutifs. 
Si,  par  exemple,  du  point  A (PL  1»  % 7)*  *"r  la 
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sphérique,  on  observe  U distante  zénithale  ZAD  *=  f du 
point  D,  et  que  l’arc  AB  compris  entre  les  vert  ici  les 
ZC,  7j'C  et  représentant  la  distance  horizontale  dos  deux 
pointa  comparés  soit,  etT  meme  temps,  tin  côté  K de 
triangle,  ce  côté  sera  connu  : ainsi  l’on  aura  à résoudre 
le  triangle  DAB.  Or,  l'angle  BAC  = 90*—  l’angle 
DAB  « 90“  — (d — 4C),  l’angle  ADB  2=  9 — €,  et  In 
base  AB=K;  011  a donc 


l)B=r 


K cos  (d  — fC) 
tin"(5-- C)  " 


ou,  à très-peu  près, 


DB  = K col  9 + 4 


K* 

R 


C étant  l'angle  des  deux  verticales  ZC , Z’C  et 
R ==  6366198  mètres  le  rayon  moyen  de  la  terre;  au- 
quel cas  C évalué  eu  secondes  sexagésimales  a pour 

valeur  . - ^ . . Mais  il  est  plus  exact  de  prendre  au 

R sin  1 1 r 

Heu  de  R la  normale  au  point  A de  l’ellipsoïde  de  réso- 
lution. ( Voy.  Trigonométrie  smieuoÏuiqi  e.) 

Cette  formule  suppose  que  la  réfraction  terrestre  est 
insensible,  mais  le  plus  souvent  la  distanee  zénithale  en 
est  tellement  affectée,  que  pour  corriger  l’effet  de  ce 
phénomène  sur  la  valeur  de  DB  il  est  nécessaire  de  la 

diminuer  de  , il  étant  ce  qu’on  nomme  le  cocfli- 

cienl  de  la  réfraction,  lequel  = 0,08,  valeur  moyenne, 
(loy.  Réfraction  terrestre.) 

Lorsque  la  distance  zénithale  9’  du  point  A a été  prise 
aussi  du  point  D,  à peu  près  dans  les  mêmes  circon- 
stances atmosphériques,  la  formule  qui  donne  alors  lu 
différence  de  niveau  DB  est  celle-ci  : 


DB  : 


K sin  4 (é 
cos  -J  (J*  — 


■-*) 

J + Cj 


ou  assez  exactement 


DB  es  K tang  4 (d'  — d) 

à cause  de  l'extrême  petitesse  de  C.  Ainsi  ces  deux  for- 
mules sont  indépendantes  de  la  réfraction. 

Pour  avoir  maintenant  l’altitude  du  point  D,  il  est  vi- 
sible qu’il  faudrait , d’après  le  cas  de  la  ligure , ajouter  à 
la  hauteur  absolue  de  A la  différence  de  niveau  DB. 

Enfui,  si  d’un  lieu  1)  élevé  l'on  voit  l’horizon  T de  la 
mer,  et  qu’on  en  mesure  la  dépression  A=d — 90%  la 
hauteur  absolue  DB  —11  de  ce  lieu  sera  , à cause  de  la 
propriété  du  triangle  rectangle  DTC , 

II  = x R (t  -f-  n)  * tang  *A 

n désignant  comme  ci-dessus  le  coeflicicnt  de  la  rè- 

Crnotion. 
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L’application  de  res  formules  est  trop  simple  pour 
nous  y arrêter;  an  surplus,  on  peut  consulter  ù cet  égard 
les  traités  spéciaux. 

(Article  communiqué  par  M.  Puissant.) 

ANAMORPHOSE.  (Pertp.)  On  donne  ce  nom  à toute 
représentation  défigurée  d’un  objet,  faite  sur  une  snr- 
facc  plane  ou  courbe,  qui  parait  régulière  et  exacte  lors- 
qu’on la  regarde  d’un  point  de  vue  déterminé. 

La  construction  des  anamorphoses  planes  n’exige  pas 
d’autres  principes  que  ceux  de  la  perspective  linéaire,  et 
s'exécute  très- facilement  par  la  méthode  du  treillis  per~ 
tjxetif  (loin.  11.  pag.  298).  Ayant  tracé,  par  exemple, 
le  carré  ABCD  (PI.  r,  lig.  8)  d’une  grandeur  arbitraire 
et  Payant  divisé  en  plusieurs  autres  petits  carrés,  on  y 
dessinera,  dans  ses  proportions  exactes,  la  figure  dont 
011  vent  avoir  une  apparence  monstrueuse.  Ceci  fait,  ou 
tirera  une  droite  ab  (lig.  9).  égale  au  côté  AB  du  carré 
et  on  la  divisera  en  un  même  nombre  de  parties  égales 
que  ee  côté;  sur  le  milieu  a de  cette  droite,  on  mè- 
nera la  perpendiculaire  e\.  longue  sï  volonté,  puis  de 
chaque  point  de  division  a , 1,  a,  3, 4,  5,  b 011  tirera  une 
droite  au  point  A.  A ce  même  point  A on  élèvera  sur 
c\  la  perpendiculaire  AV,  d’autant  plus  petite  par  rap- 
port à rA  qipon  Voudra  rendre  Pannmorplio.se  plus  dif- 
forme, et  on  joindra  les  points  V et  b par  la  ligne  Y 6. 
Par  les  points  d’inlerscHions  de  V6  avec  les  lignes  A a. 
Ai,  Aa,  A3,  etc.,  011  mènera  ensuite  les  droites  ed,  e f, 
(jh,  etc.  parallèles  à ab  et  on  aura  le  treillis  perspectif 
alfcd , dans  lequel  il  n’y  aura  plus  qu'à  distribuer  les 
traits  de  la  ligure  tracée  dan»  le  carré  ABCD,  en  a>ant 
soin  de  placer  proportionnellement  dans  chaque  trapèze 
ceux  qui  se  trouvent  dan»  In  petit  carré  correspondant. 
On  aura  de  cette  manière  une  image  monstrueuse  qui 
parailra  néanmoins  semblable  à celle  du  carré  ABCD  si, 
pour  la  regarder,  on  place  Paul  au-dessus  du  point  A à 
la  distance  AV. 

L’espèce  de  réseau  ABCD,  sur  lequel  on  dessine  la 
représentation  exacte  de  l’nhjct,  et  qui  peut  être  toute 
autre  chose  qu’un  carré,  reçoit  le  nom  de  prototype  cra - 
titulaire;  sa  perspective  abcd  prend  celui  d eetype  cra- 
ticulaire . Le  problème  de  décrire  une  anamorphose  sur 
une  surface  quelconque  sc  réduit  évidemment  à celui 
de  tracer  sur  cette  surface  un  cctype  qui  paraisse  sem- 
blable ail  prototype,  Pcril  étant  placé  au  point  de  vue. 

Proposons-nous  d'abord  de  tracer  une  anamorphose 
sur  la  surface  convexe  d’un  cône  droit,  et  supposons,  pour 
plus  de  simplicité,  que  le  côté  de  ce  cône  soit  le  double, 
du  diamètre  de  sa  base.  Décrivons  le  cercle  ABCDEF 
(PI.  1,  lig.  10),  égal  à la  base  du  cône,  et  divisons  sa 
circonférence  eu  un  nombre  quelconque  de  parties 
égales  AB,  BC,  CD,  etc.  Par  chaque  point  de  divisioh 
meuons  uu  rayon,  et  après  avoir  divisé  un  de  ccs  rayons, 
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AO  par  exemple,  en  un  nombre  quelconque  de  parties 
égales  01 , i a,  u 3,  etc.  Décri  unis  avec  les  rayons  01, 02, 
o3,  des  circonférences  concentriques,  La  figure  ABC  DE  K 
sera  le  prototype  craticulaire  sur  lequel  il  faut  dessiner 
l'image  exacte  de  l’objet  dont  on  veut  avoir  l'anamor- 
phose* 

Avec  un  rayon  oa  (lig.  11),  égal  à quatre  fois  le  rayon 
OA  de  la  base  du  cône,  décrivons  un  quart  de  cercle 
aoa'  ; le  quart  «te  circonférence  aa  sera  égal  à la  cir- 
conférence entière  ABC  DE  F,  et  le  quart  de  cercle  aoa' 
sera  le  développement  de  la  surface  convexe  du  cône , 
sur  laquelle,  par  conséquent,  011  pourra  replier  exacte- 
ment ce  quart  de  cercle.  Divisons  l’arc  aa’  en  un  même 
nombre  de  parties  égales  que  la  circonférence  du  pro- 
totype, et,  par  tous  les  points  de  division,  menons  des 
droites  au  centre  0.  Prolongeons  oa'  d’une  quantité  oV, 
égale  à l’élévation  que  nous  voulons  donner  à l’a  il  au- 
dessus  du  sommet  du  cône,  et  lirons  la  droite  Va;  du 
point  V comme  centre,  avec  No  pour  rayon,  décrivons 
Tare  om ; divisons  cet  arc  en  autant  de  parties  égales 
que  le  rayon  OA  du  prototype,  et,  par  tous  les  points 
de  division  , lirons  des  rayons  qui  rencontrent  oa 
aux  points  1,  a,  5.  Du  centre  o avec  les  rayons 
01,  oa,  o3,  décrivons  des  arcs  concentriques,  et  la  li- 
gure aoa  sera  l’eclypc  craticulaire;  eu  le  roulant  sur 
la  surface  du  cône  et  en  plaçant  l’œil  A une  distance  oV 
de  son  sommet,  eel  erlype  paraîtra  exactement  semblu- 
ble  ou  prototype  ABCDEF.  On  aura  donc  une  anamor- 
phose conique  en  distribuant  dans  les  subdivisions  de 
Feetypc  les  projections  des  traits  de  la  figure  placés 
dans  les  subdivisions  correspondantes  du  prototype. 

La  même  construction  peut  s'appliquer  à toutes  les 
pyramides  régulières  en  opérant  sur  les  cercles  circon- 
scrits aux  polygones  de  leurs  bases. 

On  simplifie  considérablement  la  construction  de  toute 
espèce  d’anamorphose  par  le  procédé  mécanique  sui- 
vant. Après  avoir  percé  avec  une  pointe  très-fine  le 
prototype  dans  toutes  scs  lignes  de  contour,  011  l’expose 
à la  lumière  d’uuc  bougie  et  011  marque  sur  la  surface 
où  l’on  veut  décrire  l'anamorphose  les  endroits  où  tom- 
bent les  ru)  011$  lumineux  qui  passent  par  les  trous.  Ces 
endroits  sont  les  points  correspomlans  de  l'anamorphose 
qu'on  peut  ensuite  achever  très-facile  ment.  Le  point  de 
vue  sc  trouve  déterminé  par  la  place  du  foyer  lumineux. 

Pour  rendre  l'illusion  plus  complète,  on  ne  doit  re- 
garder les  anamorphoses  que  par  un  petit  trou  fait  au 
milieu  d’un  carton  ou  de  tout  autre  corps  opaque  qui  les 
isole  des  objets  environnons. 

Les  propriétés  des  miroirs  cylindriques,  coniques  et 
pyramidaux,  permettent  encore  de  tracer  des  anamor- 
phoses qui,  vues  dans  ces  miroirs,  offrent  des  figures 
régulières;  mais  nous  croyons  en  avoir  dit  assez  sur  un 
objet  de  pure  curiosité  pour  lequel  on  peut  avoir  recours 


APL 

à la  catoptrique  de  Wolf  ou  aux  Actes  de  Leiptik  de  171a. 
Un  trouve  dans  ce  dernier  ouvrage  la  description  d’une 
machine  propre  à décrire  des  anamorphoses  pour  les 
miroirs  cylindriques  et  coniques. 


APLATISSEMENT.  (Gé  d.)  C'est  en  général  la  dif- 
férence des  demi-axes  d'une  ellipse,  l’un  d’eux  étant 
pris  pour  unité.  En  considérant  la  terre  comme  un  el- 
lipsoïde de  révolution  aplati  aux  pôles,  son  aplatisse- 
ment ou  ellipticité  a a pour  expression  : 

a — b 

a 

a étant  le  rayon  de  l'équateur  et  b celui  du  pôle. 

L'aplatissement  et  l'excentricité  dont  le  carré 

at  — . 

* = — — — sont  donc  lies  par  la  relation 
el  = 3* — et1. 


La  valeur  numérique  de  I'iiiic  de  ees  quantités  se  déduit 
ordinairement  de  la  mesure  de  deux  airs  de  méridiens 
situes  sous  des  latitudes  Irès-diffémiles.  Par  exemple, 
011  sait  ( Foy.  Rbctipicatiox)  que  si  I et  X’  sont  les  lati- 
tudes des  extrémité»  d’un  arc  A du  méridien,  l’on  a 

A = a ( 1 — ex  ) [m(X  — V) — n sin  (X — X')cos  (X  -f-  X') ] 

série  dans  laquelle.  w=  1 -|-  { n = A e1 

Ainsi  pour  un  autre  are  A'  terminé  aux  latitudes  \ et  J»', 
on  a pareillement 


A'=sa(i— $’)— «sin(£— f)cos($ +•{/)....] 

Cela  pose,  si  l*o:i  divise  ces  deux  expressions  l’une 
par  l’autre  et  que,  pour  abréger,  l’on  fasse 
X — X = f , X -}-  X*  = <1* 

— ft  ^ 

on  aura  en  définitive,  k étant  le  rapport  de  la  circonfé- 
rence au  diamètre, 

^ l-îhW-A'ri -,  M 

À sin  rf  cos  «]►'  — À'  sin  j cos  •{»  ' 3 ’ N * 

c'est-à-dire  A peu  près  le  double  de  l'aplatissement. 

Prêtions  pour  application  l’arc  A mesuré  en  France 
par  Delnmhre  cl  Méchain,  et  l’arc  A'  mesuré  à l'équa- 
teur par  Bougucr  el  La  (’ondnmine.  Dans  ec  cas 


A =s  55i583*  G; 
? = 9"  67395 
À'—  1 70877' 
f = 3*  1 i?5 


X = 5i*  a'  9#,3 
X'  = 4 * a * /|<i,  58 

= o*  3'  3i* 
— 3 4 3s 


et  l’on  trouve,  en  opérant  A l’aide  des  logarithmes  à 
7 décimales, 

N = i5o*,  79-,  N =»  31199',  i3, 
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d’où  c*  ?=o.ooG  |Vi»  et  •(  très  pou  près 

* 

« — - o.oiO'j'.vi  =r  - — 

jiu  * 

11  est  évident  que  t étant  trouvé,  la  valeur  du  rayon 
a de  l'équateur  se  tirerait  de  rime  des  séries  A,  A*  ci- 
dessus  ; et  enfui  l’on  aurait  b — a \/ 1 — *tl.  (l’est  ains* 
qu’ont  été  déterminées  les  dimensions  dé  la  terre. 
(Foy.  Te  a*f.,  loin,  h.) 

[Article  communiqué  par  M.  Puissant.) 

APPAREIL.  On  donne  généralement  ce  nom,  en 
mécanique,  à tout  système  ou  combinaison  de  parties 
qui  concourent  à produire  un  effet. 

ARCHES.  Voy.  Poser*. 

ARÉ0MÉT1UK  (de  trpah;,  léger,  et  dcp?ro*v,  mesure). 
Art  de  mcburerda  densité  des  liquides. 

La  construction  des  aréomètre*  ou  des  inslrumcnâ 
propres  à faire  connaître  les  densités  relatives  des  li- 
quides repose  sur  celte  loi  hydrostatique  : 

Un  eorps  solide,  plongé  dans  un  liquide  quelconque  perd 
une  partie  de  son  poids  égale  à relui  du  volume  de  ce  li- 
quide qti'il  déplace. 

Sans  remonter  à la  démonstration  mathématique  que 
nous  avons  donnée  de  celte  loi  (tom.  ii,  pap.  96),  par- 
tons d’un  fait  connu  de  tout  le  monde  et  qui  peut  faire 
comprendre  facilement  la  théorie  des  aréomètres.  On 
sait  qu’un  morceau  de  liois  (lotte  sur  l’eau  tandis  qu’un 
morceau  de  fer  coule  au  fond  : ce  phénomène  résulte 
des  densités  différentes  de  ce.  corps  ; la  densité  de  l’eau 
étant  plus  grande  que  celle  du  buis  et  plus  petite  que 
celle  du  fer.  Ainsi,  lorsque  le  morceau  de  bois  dont  le 
Tolume  entier  pèse  moins  qu’un  volume  égal  d’eau  s’est 
enfoncé  de  manière  à déplacer  un  volume  d’eau  d’ut* 
poids  égal  «son  poids  total,  il  sc  Itoutc  soutenu  par  la  co- 
lonne d’eau  inférieure  qui  supportait  ce  poids,  et  11e  peut, 
conséquemment , descendre  davantage;  le  fer,  au  con- 
traire , dont  le  volume  pèse  plus  qu’un  volume  égal 
d’eau,  ne  peut  jamais  être  soutenu  par  la  colonne  d’eau 
inférieure  et  doit  tomber  au  fond  du  vase.  Or,  si  l’on 
plonge  le  même  morceau  de  bois  dans  du  v in  ou  dans 
tout  outre  liquide  plu»  léger  que  l’eau,  il  est  évident 
qu’il  s'entourera  plus  que  dans  l’eau,  mais  qu’il  flottera 
cependant  encore,  à moins  que  la  densité  du  liquide  soit 
moindre  que  la  sienne,  ras  où  il  tombera  au  fond  du 
vase,  comme  le  fer  dans  l’eau.  Il  résulte  de  ces  circon- 
stances qu’on  peut  comparer  les  densités  de  deux  liquides 
d’après  les  volumes  qu'en  déplace  un  nu  me  corps  solide 
pour  pouvoir  flotter  sur  l’un  et  sur  l’autre. 

Supposons,  par  exemple,  qu’un  cube  d'une  substance 
parfaitement  homogène,  ayant  un  décimètre  de  côté  et 


are 

pesant  5oo  grammes,  ne  puisse  flotter  dans  un  certain 
liquide  qu’en  s’enfonçant  de  sa  moitié,  et  dans  un  autre 
liquide  qu’en  s’enfonçant  de  ses  trois  quarts  ; les  deux 
volumes  de  liquides  déplacés  pour  obtenir  l’équilibre 
pèseront  chacun  5oo  grammes;  mais  le  volume  du  pre- 
mier liquide*  ne  sera  qu’un  demi -décimètre  cube  ou 
5oo  centimètres  cubes,  tandis  que  relui  du  second  sera 
de  ç5o  centimètres  cubes.  On  aura  donc  en  désignant 
par  I)  la  densité  du  premier  liquide  et  par  I)'  la  densité 
du  second 

D : D'  «sas  700  : 5oo , 

parce  que  les  densités  sont  en  raison  inverse  des  volumes 
lorsque  les  poids  sont  égaux.  [Voy.  De.vsité,  tom.  1, 

pa?-  4»40 

Si  nous  supposons,  en  outre,  que  le  premier  liquide 
soit  de  l’eau  pure,  dont  on  prend  ordinairement  la  den- 
sité pour  terme  de  comparaison  ou  pour  unité,  cette 
proportion  nous  donnera 


et  nous  en  conclurons  que  la  pesanteur  spécifique  du  se- 
cond liquide  est  égale  ;i  o,G6C6...  celle  l’eau  étant  1. 

Admettons  maintenant  qu’on  ait  tracé  sur  le  coté  du 
cube  une  échelle  graduée  dont  les  subdivision»  soient 
telles  qu’on  puisse  connaître  immédiatement  la  pesan- 
teur spécifique  d’un  liquide  par  le  chiffre  de  la  subdi- 
vision qui  répond  à la  ligne  de  flottaison  du  cube  im- 
mergé, et  nous  aurons  un  aréomètre  à poids  constant 
dont  l’emploi  n’exigera  aucun  calcul  ultérieur. 

C’est  à Robert  Boy  le  qu’on  doit  les  premiers  pcrfec- 
tionnemens  de  l'aréomètre  ù échelle  stable,  construit 
d’après  les  principes  précédons.  C’est  lui  qui  en  a dé- 
crit la  forme  et  qui  a indiqué  la  rrionière  de  s’en  servir. 
Cet  aréomètre  se  compose  d'un  tube  de  verre  cylindri- 
que (PI.  1,  fig.  (>)  terminé  par  une  boule  soufflée  de 
même  substance  qui , par  sa  dimension  et  la  légèreté  de 
son  poids,  fait  constamment  flotter  tout  l’instrument 
dans  l’eau  ; sous  cctlc  boule  s'en  trouve  une  autre  plus 
petite,  remplie  de  mercure  ou  de  grenaille,  afin  de  faire 
plonger  davantage  le  centre  de  gravite  et  maintenir  l'in- 
strument dans  la  position  verticale.  En  place  de  la  boule 
inférieure  on  allonge  souvent  la  plus  grande  par  en  bas. 
Une  échelle  graduée  en  parties  égales  indique  la  quan- 
tité plus  ou  moins  grande  dont  l’aréomètre  plonge. 

La  division  en  parties  égales  de  l’échelle  aréométri- 
que,  conservée  dans  les  aréomètres  usuels,  tels  que 
ceux  de  Bcaumé,  Cartier,  Iliclitcr  et  autres,  suppose 
que  les  changement  des  densités  des  fluides  sont  pro- 
portionnels aux  augmentations  des  parties  plongeantes 
du  tube,  ce  qui  n’est  nullement  exact;  aussi,  les  phy- 
sicien» les  plus  distingués  sc  sont-ils  efforcés  ù l’cnvi  de 


Digitized  by  Google 


7 


ARE 

perfectionner  l’ aréomètre,  non  seulement  dans  l'intérêt 
du  commerce,  pour  lequel  cet  instrument  ne  donne  que 
des  évaluations  incomplètes,  mais  encore  dans  l'intérêt 
de  la  science,  qui  réclame  dans  un  grand  nombre  de 
cas  un  moyen  simple  et  rapide  d'estimer  la  densité  des 
lluides.  La  difliculté  de  faire  concorder  la  différence  des 
parties  de  l'aréomètre  qui  plongent  avec  les  variations 
des  densités  a été  levée,  pour  la  première  fois,  par 
Brisson,  et  nous  devons  nous  étonner  que  son  procédé, 
susceptible  d'atteindre  une  parfaite  exactitude,  ne  soit 
pas  devenu  d’un  usage  général.  Voici  les  principes  in- 
contestables sur  lesquels  il  est  fondé. 

Désignons  par  D la  densité  de  l'eau,  par  d celle jdc 
tout  autre  liquide,  par  V le  volume  de  la  partie  de  l'a- 
réomètre qui  plonge  dans  l’eau , et  par  t?  la  partie  qui 
plonge  dans  l'autre  liquide.  Le  poids  du  volume  V d’eau 
étant  égal  au  poids  du  volume  v du  second  liquide,  nous 
aurons 

I) 

d * 

Si  nous  voulons  maintenant  que  la  partie  de  l’instru- 
ment  qui  plonge  dans  l’eau  ait  un  volume  égal  à ® ou 

à V.  il  faudra  nécessairement  augmenter  son  poids 

dans  le  même  rapport  qu’on  veut  augmenter  le  volume 
de  la  partie  plongeante  ; c’est-à-dire  cpie,  si  le  poi  Js  pri- 
mitif qui  faisait  plonger  le  volume  V est  représenté  par 

P,  ce  poids  doit  devenir  P.  pour  pouvoir  faire  plon- 
ger le  volume  V.  ^ ; ainsi  l'accroissement  du  poids  pri- 
mitif sera 

p.  ~ — p = p.  -7-rf 

La  quantité  P.  — ^ ^ représente  donc  le  poids  qu’il 

faut  ajouter  au  poids  primitif  P pour  que  l’aréomètre 
descende  dans  l’eau  à la  même  profondeur  qu’il  attein- 
drait avec  le  poids  P dans  un  liquide  d’une  densité  in- 
férieure d. 

A l’aide  de  ces  principes,  il  est  facile  de  graduer  exac- 
tement l’échelle  de  l'aréomètre  ; car,  faisant  la  densité 
de  l’eau  D — 1000,  le  poids  de  l’instrument  étant  P—  i, 
pour  trouver  le  volume  dont  il  s’enfoncera  dans  un  li- 
quide d’une  densité  égale  à 990 , on  cherchera  le  poids 
additionnel  nécessaire  pour  qu’il  s’enfonce  dans  l’eau 
de  ce  même  volume.  Ce  poids  est 

p D — d 1000  — 990  jo 
~ 90»»  ~ 99° 

Ainsi,  versant  dans  la  boule  de  l’aréomètre  — de  mer- 
’ 99° 

cure,  cl  le  plongeant  ensuite  dan;  l'eau,  on  marquera 


AKÉ 

d’ou  trait  le  niveau  de  In  partie  submergée  ; Ce  trait  sera 
numéroté  990,  cl  tous  les  liquides  dans  lesquels  l’in- 
strument, avec  son  seul  poids  primitif,  enfoncera  jus- 
qu'à ce  trait,  auront  une  densité  égale  à 990,  celle  de 
l’eau  étant  rooo.  On  arrivera  de  la  même  manière  à la 
détermination  des  traits  correspondant  aux  densités 
9®°»  97°  1 9C0,  etc. , et  l’on  aura  une  échelle  divisée  de 
10  en  10  degrés  correspondant  exactement  avec  les  pe- 
santeurs spécifiques  des  liquides  plus  légers  que  l’eau. 
Les  divisions  intermédiaires  seront  prises  proportion- 
nellement; ou,  pour  plus  d’exactitude,  011  les  cherchera 
par  la  niêuie  méthode.  Quant  aux  liquides  plus  lAurds 
que  l'eau,  comme  D — d devient  négatif,  lorsque  d est 
{dus  grand  que  D,  c’c.-t  nue  diminution  de  poids  qu’il 
faut  faire  subir  à l'instrument  si  l’on  veut  aussi  indiquer 
leurs  densités  sur  l’échelle.  Il  est  essentiel  de  1 amener 
les  liquides  qu’on  essaie  à une  même  température  et 
principalement  à celle  de  l’eau  qui  a servi  à la  eonstruc-  ' 
lion  de  l’échelle;  Brisson  avait  pris  pour  température 
normale  14  degrés  lléaumur. 

L 'échelle  de  Brisson  peut  être  construite  avec  beau- 
coup d'exactitude  en  se  servant  d’un  appareil  très-ingé- 
nieux proposé  par  .Monligny.  hl  (PI.  1,  fig.  la)  est  une 
barre  d'ivoire  portée  par  un  support  mm  de  laiton  en- 
tourant le  vase  rempli  d'eau  ; à son  extrémité  supé- 
rieure A , est  une  autre  barre  Ait , disposée  de  manière 
à pouvoir  glisser  du  haut  en  bas  en  conservant  exacte- 
ment sa  position  horizontale.  Si  l’aréomètre  est  plongé 
jusqu’au  point  normal,  la  barre  hn  doit  toucher  son  ex- 
t.émité  supérieure  ; 11  mesure  qu'on  augmente  le  poids, 
l’aréomètre  s’enfonce  et  l’on  fait  glisser  la  barre  An, 
pour  qu'elle  touche  encore  la  pointe  de  l’insl ruinent  ; 
on  marque  avec  un  crayon  les  points  »,  k , etc.  détermi- 
nés par  la  pnritiou  de  hn , et  l'èchcllc  se  Irouvc  ainsi 
tracée  sur  hl.  11  suffit  ensuite  de  lu  transporter  sur  le 
papier  qu’on  met  dans  le  tube. 

Le  commerce  des  liquides  exigeant  qu’on  puisse  déter- 
miner aisément  le  degré  de  leur  concentration,  on  s’est 
beaucoup  occupé  de  la  construction  d’aréomètres  pai  ticu- 
licrs  connus  sous  les  noms  populaires  de  pèse  liqueurs, pèm- 
acides,  pèse-sels,  pèse-sirops,  etc.  Tous  ces  instrumens  11c 
sont  que  des  aréomètres  à échelles  cil  parties  égales  for- 
mées entre  deux  points  fixes  dont  l’un  correspond  géné- 
ralement à l’eau  pure  et  l’autre  à un  mélange  déter- 
miné. Dans  l’aréomètre  de  Bcaiimé,  qui  est  encore  le  plus 
usité,  les  points  fixes  sont  l’eau  pure,  marquée  10  sur 
l'échelle,  et  un  mélange  d’une  partie  de  sel  de  cuisine 
cl  «le  neuf  parties  d'eau,  marquée  o.  (Je  physicien,  après 
avoir  divisé  en  10  parties  égales  l'intervalle  de  ces  deux 
points,  construisit  ensuite  le  reste  de  son  échelle  en  por- 
tant 40  parties  pareilles  au-dessus  des  premières  ; de 
sorte  que  l’échelle  porte  5o  divisions  égales  (PL  1, 
Og.  4)*  ü cr»ff  pouvoir  ainsi  délcrmiucr  en  même  temps 
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le  degré  de  rectification  des  boissons  spirit  ucuses  et 
leur  poids  spécifique;  mais,  comme  ces  deux  quantités 
ne  varient  pas  dans  les  mêmes  proportions,  il  chercha 
simplement  ù obtenir  une  exacte  concordance  des  aréo- 
mètres, ce  qui  présente  des  dillicultés  insolubles  par 
l'impossibilité  de  déterminer  rigoureusement  le  degré 
de  pureté  et  de  sécheresse  des  sels  employés.  Si  l’aréo- 
mètre de  Bcaunié  était  susceptible  d’une  construction 
toujours  idcutiquc . on  pourrait  calculer  la  pesanteur 
spécifique  des  liquides  d’après  les  degrés  indiqués  par 
cet  instrument  et  à l'aide  des  pesanteurs  spécifiques  de 
l’eau  pure  et  de  l’eau  salée. 

Bcaunié  est  aussi  l’auteur  d’un  aréomètre  pour  les  li- 
quides plus  lourds  que  l’eau.  Le  point  où  celui-ci  plonge 
dans  l’eau  est  marqué  o,  et  celui  m’i  il  plonge  dans  un 
mélange  de  85  parties  d’eau  et  de  i5  parties  de  sel  de 
cuisine  est  marqué  i5.  I/inlervalle  de  ces  deux  points 
est  divisé  en  i5  parties  égales,  et  l’échelle  se  prolonge 
au-delà  de  i5  jusqu’à  70  et  plus  par  des  subdivisions 
égales  aux  premières  (PI.  1,  fig.  5).  O11  peut,  à la  mé- 
rité, peser  avec  eet  instrument  tout  fluide  plus  lourd 
que  l’eau  et  plus  léger  que  le  mercure  ; mais  il  est  su- 
jet aux  mêmes  iuconvénicns  que  le  premier.  Comme 
ces  deux  aréomètres  indiquent  d’une  manière  diflêrente 
le  point  de  densité  de  l'eau,  qui  est  marqué  10  dans  le 
premier  et  o dans  le  second,  quelques  physiciens  pro- 
posèrent, dès  leur  introduction  , de  placer  générale- 
ment le  point  de  densité  pour  l’eau  à zéro,  puis  de 
choisir  des  degrés  égaux  au-dessus  et  au-dessus  de  ce 
point.  Ces  propositions  n'obtinrent  point  l’assentiment 
général  : les  Hollandais  furent  seuls  jaloux  d’avoir  des 
aréomètres  uniformes,  et,  en  i8o5,  In  pharmacopée  ba- 
tave  décida,  conformément  à la  demande  des  médecins 
d’Amsterdam,  que  tons  les  aréomètres  indiqueraient  io* 
an  point  de  la  densité  de  l’eau,  oB  dans  un  mélange  de 
9 parties  d’eau  et  1 partie  de  sel,  et  qu’on  porterait  en- 
suite des  degrés  égaux  au-dessus  et  au-dessous  de  o.  On 
nomme  de  semblables  insl  rumens  aréomètre * hollandais . 

Lorsque  l’usage  des  aréomètres  de  Heaiimé  fut  de- 
venu général,  on  reconnu!  bientôt  qu’ils  no  donnaient 
pas  les  poids  spécifiques  des  liquides , et  plusieurs  sa- 
vans  entreprirent  de  calculer  ces  derniers  pour  les  di- 
vers degrés  des  aréomètres  et  de  les  réunir  tous  deux 
en  des  tables  dont  on  se  sert  encore  aujourd’hui  pour 
passer  de  l’une  de  ces  quantités  à l’autre.  Les  travaux 
qui  ont  été  exécutes  pour  cet  objet  ne  doivent  compter 
dans  l’aréométrie  que  comme  ayant  signalé  l’état  d’en- 
fance où  se  trouvait  alors  la  science. 

Nous  ne  décrirons  pas  les  divers  aréomètres  à échelles 
stables,  proposés  par  d’autres  physiciens;  quelques-uns 
de  ces  instrumente!  notamment  ceux  de  Miisschcubrock, 
Richter,  Lerar-de-Lnnlhenée  et  Cartier,  n’ont  rien  qui 
puisse  les  faire  préférer  aux  aréomètres  de  Heaume  ; 


quelques  autres  sont  d’une  construction  beaucoup  trop 
compliquée , ou  sont  dcsliiiés  spécialement  ù des  éva- 
luations commerciales,  comme  l alcoomètre  centésimal 
de  N.  Gay-Lusaac,  dont  l’emploi  est  deveuu  obligatoire 
par  une  loi.  Nous  dirons  seulement  de  ce  dernier  qu’il 
est  bien  supérieur  à l’aréomètre  d’Atkins  (PL  a,  fig.  1), 
qui  sert  en  Angleterre  pour  lever  l'impôt  sur  les  bois- 


Kxaminons  maintenant  une  seconde  classe  d'aréomè- 
tres, celle  des  aréomètres  à poids  variable , bien  plus 
propre  que  la  précédente  à donner  des  appréciations 
exactes.  La  construction  de  ces  iiistrimiens  est  fondée 
sur  le  principe  que  les  densités  des  corps  sont  en  raison 
directe  de  leurs  poids  lorsque  leurs  volumes  sont  égaux. 

1 11  aréomètre  à poids  variable  se  compose  d’un  tube  . 
mince  terminé  par  une  boule  lestée  de  mercure,  et  porte 
à sa  partie  supérieure  une  petite  coupe  B (PI.  1,  fig.  17), 
destinée  ù recevoir  le  poids,  lu  petit  bouton  6 placé 
vers  le  haut  de  la  tige  indique  le  niveau  qu’on  doit  faire 
prendre  à l'instrument  dans  tous  les  liquides  où  on  le 
plonge. 

Désignons  par  P le  poids  total  d’un  tel  aréomètre, 
par  p le  poids  additionnel  qu’il  faut  placer  dans  la  coupe 
pour  la  faire  descendre  dans  Peau  pure  jusqu'au  point  b, 
et  par  p' le  poids  additionnel  qui  donne  le  même  ni- 
veau dans  un  autre  fluide.  Les  volumes  déplacés  des 
fluides  étant  les  mêmes  et  leurs  poids  respectifs  étant 
P -j-p  et  P -}- p,  nous  aurons , D et  D'  étant  les  den- 
sités y 

D : l>'=  (P  + |>)  :(P  + jO, 


d'où,  en  prenant  la  densité  de  l’eau  pour  unité, 


D'  = 


r+p' 

e+p 


Supposons , par  exemple  , que  l'instrument  pèse 
a5  grammes  et  qu’il  plonge  dans  l’eau  pure  avec  un 
poids  additionnel  de  2 grammes,  tandis  qu’il  ne  plonge 
dans  une  eau  salée  qu’avec  un  poids  de  \ grammes, 
nous  aurons 


pesant,  spécif.  de  l’eau  salée 


*5  4-  4 

jj  -J—  a 


1,07 


L’instrument  que  nous  venons  de  décrire,  dû  à Fa- 
rcnlicit,  a été  perfectionné  parC.  Schmidt,  qui  le  fit  con- 
fectionner par  l’habile  artiste  Ciarcy.  Dans  sa  forme 
primitive  il  ne  donnait  pas  les  poids  spécifiques  de  tous 
les  liquides  et  exigeait  des  calculs.  Pour  éviter  res  in- 
couvénicns  en  eut  d’abord  recours  à deux  instrument 
correspondant  ; l’un  pesait  800  demi-grains  de  Cologne 
et.  par  des  poids  ajoutés,  pouvait  être  porté  à 1 204»  demi- 
graius,  l’autre  pesait  1 aoo  demi-grains  et  pouvait  être 
porté  à aooo  demi-grains;  mais  on  adopta  bientôt  la 
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construction  suivante  qui  est  en  effet  préférable.  On 
attache  au  mente  corps  A,  en  forme  de  poire  (PI.  3, 
fig.  n),  deux  vases  en  verre  a,  remplis  de  mercure,  de 
manière  qu’avec  l’un  tout  l’appareil  pèse  700  demi- 
grains,  de  Cologne,  et  avec  l’autre  îaoo  demi-grains. 
Pour  déterminer  le  niveau  constaut  b,  on  plonge  dans 
l’eau  pure,  à la  température  normale  de  i5*  Réaumur, 
l’instrument  lesté  du  plus  petit  poids  et  surchargé  dans 
sa  coupe  de  3oo  demi-grains.  Alors  le  poids  du  volume 
d’eau  pure  déplacé  est  représenté  par  1000  ou  par  1,000, 
et  il  suffit  d'ajouter  au  poids  additionnel  exigé  par  tout 
autre  liquide  le  nombre  constant  700  pour  obtenir  im- 
médiatement la  pesanteur  spécifique  de  ce  liquide.  Par 
exemple,  si  un  liquide  ne  demande  que  ia5  demi- 
grains  de  poids  additionnel  pour  faire  plonger  l’aréo- 
mètre lesté  du  plus  petit  poids  jusqu’au  niveau  constant 
6,  sa  pesanteur  spécifique  sera  700-}-  ia5  = 8a5,  celle 
de  l’eau  étant  1000;  ou  o,8a5,  celle  de  l’eau  étant  1. 
Pour  les  liquides  dont  la  pesanteur  spécifique  sur- 
passe 1 aoo,  il  faut  lester  l’aréomètre  avec  le  plus  grand 
poids  pour  qu’il  ne  soit  pas  trop  surchargé  à la  tète  et 
demeure  en  équilibre;  la  pesanteur  spécifique  est  égale, 
dans  ce  cas,  au  poids  additionnel  augmenté  du  nombre 
constant  1300.  Ainsi,  s’il  fallait  un  poids  additionnel 
de  435  demi-grains  pour  faire  plonger  l’aréomètre  jus- 
qu’au niveau  6 , le  poids  spéciquc  du  fluide  serait 
1 300  -|-  435  =*  1 635,  ou  1 ,635  par  rapport  à l’eau  pure. 
11  est  bien  entendu  que  la  température  normale  doit 
être  exactement  observée  et  déterminée  par  un  ther- 
momètre appartenant  à l’appareil.  11  est  clair  qu’outre 
les  poids  de  demi-grains  de  Cologne  indiqués,  on  peut 
choisir  toute  autre  espèce  de  poids,  en  les  partageant  en 
700  et  en  1300  parties  de  poids  égaux  et  en  faisant  en- 
core pour  y être  ajoutés  3oo  et  800  autres  petits  poids 
égaux,  afin  d’obtenir  avec  exactitude  la  détermination 
du  poids  spécifique  des  liquides.  Au  surplus,  il  n’est  pas 
strictement  nécessaire  que  l’instrument  pèse  700  ou 
1300  parties  de  poids,  puisque  le  mesurage  et  le  calcul 
seront  également  exacts,  si,  par  exemple  , l’aréomètre 
surchargé  du  plus  petit  vase  rempli  de  mercure  ne  pe- 
sait que  655  ou  735  parties  de  poids  ; car  il  plonge- 
rait jusqu’en  b dans  le  premier  cas,  surchargé  de  345  par- 
ties de  poids  ; et  dans  l’autre  cas  surchargé  de  375. 
Lorsque  l’aréomètre  doit  servir  à déterminer  le  poids 
spécifique  de  liquides  en  petite  quantité,  on  peut  le 
rendre  très-petit.  La  figure  en  forme  de  poire  procure 
l’avantage  d’empêcher  le  renversement  de  l’instrument, 
qui  ne  manquerait  pas  d’avoirlicu  s’il  n’était  qu’un  simple 
tube , parce  qu’alors  le  poids  ajouté  ferait  plonger  pro- 
fondément le  centre  de  gravité  de  l’instrument , et  le 
centre  de  gravité  de  l’eau  qui  aurait  été  dérangé  de  sa 
place  monterait  au-dessus  en  renversant  le  tube. 

L’aréomètre  que  nous  venons  de  décrire  suffit  am- 
Ton.  iii. 
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ph  ment  pour  la  détermination  du  poids  spécifique  des 
liquides,  parce  que  cette  détermination  n’est  jamais 
cherchée  que  dans  le  rapport  de  l’eau  comme  unité.  Si 
cela  n'était  pas,  on  trouverait  les  poids  spécifiques  trop 
petits,  à cause  de  l'extrême  faiblesse  du  poids  de  l’a- 
réomètre qui,  pesé  à l’air,  perd  de  son  poids  une  quan- 
tité égale  au  poids  de  l’air  déplacé,  laquelle  quantité 
doit  être  ajoutée  à son  poids  absolu. 

L'influence  aérostatique  de  l’air  sur  le  chapiteau  et 
les  parties  de  poids  A l’aide  desquelles  on  détermine  1a 
densité  doit  être  d'autant  plus  observée , que  ces  par- 
ties, ne  plongeant  pas  dans  l’eau,  sont  toujours  portées 
par  l’air  environnant. 

11  est  facile  de  trouver  la  correction  de  l'influenco 
aérostatique  : soit  le  poids  de  l’instrument  et  le  poids 
ajouté,  lorsqu’il  plonge  dans  l'eau  pure  jusqu’au  petit 
bouton  — p;  le  poids  spécifique  de  l’air,  par  rapport  à 
l’eau  avec  les  corrections  nécessaires  = Y ; la  perte  de 
poids  par  l’influence  de  l'air  sera  = p V.  Ainsi  le  poids 
absolu,  outre  les  parties  de  poids  pesées  dans  l’espace 
vide,  estj>'=j>  (1  -j-  Y),  et  comme  cette  correction 
affecte  chaque  parcelle  de  poids  simple,  les  700  par- 
celles de  poids  de  l’instrument  doivent  Cire  calcu- 
lées = 700  (a  — |—  V) , ainsi  que  les  3oo  poids  ajoutés 
= 3oo  (1  -{-  V)  pour  trouver  le  poids  spécifique  de 
l’eau  : ou  bien  il  faudrait  diminuer  convenablement  les 
poids  ajoutés  de  manière  qu’on  ait  p ==  p (1 — V)  ; si  a 
de  ce  poids  était  nécessaire  pour  plonger,  le  poids  spé- 
cifique du  liquide  à éprouver  scrait=700  (x— np\ 

Cet  instrument  peut  au  besoin  se  passer  de  cette  cor- 
rection. Ses  avantages  sont  évidens,  et  nous  ne  savons 
pourquoi  il  n’est  pas  devenu  d’un  usage  plus  général, 
particulièrement  pour  les  acides  concentrés  où  l’emploi 
de  la  balance  hydrostatique  offre  de  grandes  difficultés, 
à cause  de  leurs  vapeurs. 

Les  observations  suivantes  servent  à déterminer  jus- 
qu’à quel  point  il  donne  exactement  le  poids  spécifique. 
L’aréomètre  de  Ciarcy  pesait  5oo  grains  de  Cologne  ; 
d’après  Schmidt,  le  pouce  cube  de  Paris,  d’eau  de  pluie, 
5 

pèse  1 ; la  première  quantité , divisée  par  la  dernière, 

donne  l’espace  de  l’eau  déplacée  par  l’instrument  plongé 
=s  i,55  pouces  cubes.  La  millième  partie  de  cette  quan- 
tité, o,ooi55  pouces  cubes,  est  égale  à l’espace  dont  il 
plonge  de  plus  par  les  parcelles  de  poids  ajoutés.  Le 
dernier  espace  divisé  par  la  ligne  transversale  du  petit 
pilier  qui  porte  le  vase,  étant  plus  petit  que  o,ooa5  pouces 

, . . 0,001 55  „ , , 

cub. , on  a ainsi  = o,6a  pouces,  pour  la  lon- 

gueur de  la  partie  plongée  par  les  parcelles  de  poids.  Si 
on  en  retranche  la  moitié , pour  l’adhésion  à vaincre , 
U reste  encore  o,3a  de  la  longueur  de  la  partie  plongée; 
et  si  l’on  admet  qu’on  peut  en  évaluer  un  quart,  on  trou- 
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Sera  sans  peine  lr  pubis  spécifique  d'un  liquide  jus- 
qu'à o,0ooi5.  11  résulte  de  là  que  la  déllcalesse  de 
l'instrument  est  ni  rapport  direct  avec  sa  grandeur  et 
en  rapport  invifse  arec  la  section  transversale1  de  son  roi. 

Lanier  a publié  sous  le  nom  d’éyrfroméfre  nnirertel 
un  instrument  qui,  quoique  semblable  ù celui-ci,  est 
beaucoup  plus  compliqué  et  bien  moins  applicable. 
L’ hydromètre  thermomitrique  , dont  Charles  se  servait 
pour  trouver  la  dilatation  des  liquide*  par  la  chaleur,  ne 
présente  pas  moins  de  ressemblance  avec  cet  aréomètre,  il 
n>n  diflere  que  par  sa  grandeur  et  la  délicatesse  «le  sa  tige. 

Nicholson  a proposé,  sous  le  nom  A' hydromitre,  un 
instrument  qui  exige  pareillement  à égal  volume  des 
poids  variables.  11  consiste  (PI.  a,  fig.  ft)  en  un  cylindre 
fermé  d’en  haut  et  d’en  bas  par  des  surfaces  arrondies, 
en  ferblanc;  à l’extrémité  supérieure,  dons  la  direction 
de  l’axe,  est  fixée  une  verge  de  laiton  très-mince  sur  la- 
quelle se  trouve,  à un  endroit  déterminé,  un  petit  anneau 
de  ferblanc  r;  le  tout  est  surmonté  par  une  coupe 
plate  B;  un  fil  d’aivhal  soudé  à l'extrémité  inférieure 
porte  un  étrier,  et  celui-ci  un  cône  renversé  ou  un  go- 
det a dont  l’extrémité  d’en  bas  est  surchargée  d’un  poids. 
S’il  doit  servir  à trouver  le  poids  spécifique  des  liquides, 
il  faut  déterminer  son  poids  absolu  et  celui  dont  il  est 
surchargé,  pour  le  faire  plonger  jusqu’à  l’anneau  r du 
col,  et  alors  il  en  arrive  comme  avec  f instrument  de 
Fahrenheit,  que  Ici  poids  spécifiques  des  deux  liquides 
se  comportent  comme  les  poids  absolus  de  l'instrument 
lorsqu’il  plonge  dans  l’un  et  dans  l’autre  jusqu’au  point 
marque.  L’inventeur  l’avait  aussi  destiné  à déterminer 
le  poids  spécifique  des  corps  solides,  et  HaGy  le  recom- 
mande surtout  pour  trouver  le  poids  des  minéraux. 
Dans  ce  dernier  usage,  il  est  inutile  de  connaître  son. 
poids  absolu,  et  l'on  opère  de  la  manière  suivante  : pour 
obtenir  le  poids  absolu  du  corps,  on  n’a  qu’à  chercher 
le  poids  ajouté  avec  lequel  l’instrument  plonge  jusqu'à 
la  marque,  mettre  le  minéral  dans  la  petite  coupe  et  re- 
tirer de  cc  poids  ajouté  jusqu'à  ce-  que  l'instrument 
plonge  de  nouveau  jusqu’au  point  normal.  Mettant  alors 
ce  corps  dans  le  petit  godet  et  le  plongeaul  dans  l’eau, 
il  déplacera  un  volume  d’eau  égal  au  sien,  dont  il  fau- 
dra mettre  le  poids  dans  la  petite  coupe  pour  rétablir  le 
point  normal  où  doit  plonger  l’instrument  ; le  poids  ab- 
solu, divisé  par  ce  dernier,  donne  le  poids  spécifique  du 
corps.  Ainsi, l'aréomètre  plongeant  jusqu'au  trait  avec 
4on  gr.  de  poids  ajoutés,  si  l’on  met  un  morceau  de 
spath  calcaire  dans  la  coupe  et  qu’ôn  retire  à sa  pinça 
aüo  gr.  pour  rétablir  l'équilibre;  qu  ensuite  on  mette  le 
morceau  de  spath  calcaire  dans  le  petit  godet,  en  ajou- 
tant r)3  gr.  dans  la  coupe,  pour  faire  dé  nouveau  plon- 
ger l'instrument  jusqu’au  trait,  on  aura  3,71-5 

pour  le  poids  spécifique  du  spath,  calcaire  par  rapport  à 


l'eau,  comme  unité,  à la  température  pendant  l’expé- 
rience. Le  volume  de  l'appareil  et  la  finesse  du  fil  d’ar- 
chnl  étant  connus,  on  peut,  par  le  calcul  de  Fahrenheit 
indiqué  ci-dessus , déterminer  lu  degré  d’exactitude 
qu’on  doit  espérer.  Ces  aréomètres  sont  pour  la  plupart 
construits  avec  des  lames  de  laiton  ; mais  il  s’y  attache, 
par  le  poli,  uiio  couche  grasse  qui  empêche  l’adhésion 
de  l'eau  et  les  rend  bien  moins  délicats.  Ces  derniers  io- 
convéniens  s’aggravent  lorsque  les  instruimns  sont  en- 
duits de  laque  ou  de  vernis  ; mais  comme  le  laiton  non 
verni  se  noircit  promptement  et  que  le  vernis  supprime 
l’adhésion  de  l’eau  et  la  facile  mobilité  dans  ce  liquide , 
on  doit  se  servir  de  l’argent  et  mieux  encore  du  verre 
pour  composer  de  bons  aréomètre!  de  cette  espèce. 

Charles  s'est  servi  d’un  aréomètre  semblable , qu’il 
ovait  approprié  à son  but  ; il  le  nommait  aréomètre - 
balance.  D’après  sa  construction,  c'est  un  aréomètre  de 
Fahrenheit,  avec  un  vase  en  verre  suspendu  à son  ex- 
trémité et  rempli  de  mercure.  Entre  les  deux  parties  de 
cet  instrument,  il  se  trouve  un  crible  en  argent  dans  le- 
quel les  corps  solides  sont  placés  pour  trouver  ce  qu’il» 
perdent  de  leur  poids  dans  l’eau.  (PI.  a,  fig.  10.)  L’in- 
strument peut  ctro  renversé  lorsqu’on  veut  s’en  servir 
pour  des  corps  plus  légers  quo  l’eau  ; ceux-ci  le  pousse- 
ront vers  le  haut. 

La  grande  exactitude  de  l’instrument  de  Fahrenheit 
permet  d’arrangerconvcnablcment  les  dispositions  indi- 
quées ici,  tant  pourles  corps  solides  que  pour  les  fluides. 

La  balance  hydrostatique  de  llawksbéc  appartient 
également  à cette  dusse  d’aréomètres;  mais  elle  est  très- 
compliquée,  coûteuse  et  ne  représente  pas,  malgré  cela, 
un  appareil  aréométvique  complet.  Elle  consiste  en  une 
balance  à brus  égaux,  qu'on  peut  hausser  et  baisser,  avec 
une  languette  pendant  en  bas  : à l’un  des  bras  clic  a un 
plateau  de  balance  ordinaire,  à l’autre  un  corps  en  verre 
de  forme  ronde  allongée,  au-dessus  duquel,  à la  barro 
qui  le  porte,  est  adapté  un  second  plateau  de  balance. 
Pour  déterminer  le  poids  spécifique  d’un  liquide,  oi> 
amène  au  niveau  ec  corps  de  verre  avec  le  plateau  de 
l’autre  bras;  on  le  plonge  dans  l'eau,  et  les  poids  à ajou- 
ter alors  pour  établir  l’équilibre  donnent  le  poids  d’un 
volume  égal  d'eau.  On  plonge  ensuite  le  corps  en  verro 
dans  le  liquide  à éprouver,  cl  les  poids  nécessaires  à 
ajouter,  divisés  par  les  premiers,  en  donnent  le  poids 
spécifique. 

La  balance  proposée  des  1633  par  liooke  est  bien 
plus  simple  et  plus  facile  à comprendre.  Elle  consiste 
en  un  fléau  délié  à deux  bras,  une  boule  do  verre  sua- 
penchicpar  un  fil  très-lin  de  métal  est  à)’ un  des  côtés,  et  à 
l’autre  un  plateau  do  balance.  L’emploi  en  est  tout  na- 
turel, et  l’inventeur  pivlnul  avoir  trouvé  avec  cet  instru- 
ment — * — de  sel  dans  l’eau. 

»ooo 
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La  balance  hydrostatique  de  llamsdçii  vit  préférable 
ù toutes  deux  (PL  i,  fi  g.  îC);  elle  se  compose  duo  le- 
vier qui  porte  au  bras  le  plus  court  un  corps  en  verre  a , 
au  plus  long  un  poids  mobile  m,  et  qui  donne  immé- 
diatement et  à la  lois,  sur  deux  échelles,  d'une  part,  le 
poids  spécifique,  de  l’autre,  la  valeur  de  l'alcool  en 
centièmes  dans  le  lluidc  où  on  plonge  la  boule. 

Hassenfratz,  dans  une  critique  étendue  do  la  plupart 
des  balances  connues  jusqu’alors,  a proposé  une  amé- 
lioration qui  consiste  à faire  donner  par  l'un  des  bras 
les  dixièmes  de  l’autre  : de  plus  il  les  a réduites  en  poids 
français  et  les  a rendues  universelles  en  substituant  au 
corps  en  verre  un  petit  sceau  pour  lu  détermination  du 
poids  spécifique  d'un  corps  solide.  Ce  dernier  change- 
ment fait  sortir  cet  instrument  de  la  classe  des  aréomètres 
proprement  dits  et  le  fait  ranger  parmi  les  balances  hy- 
drostatiques. 

Nous  devons  iudiquer  aussi  l'excellente  balance  plon- 
geante de  Trallcs,  imitée  pour  ce  qu’il  y a de  principal 
de  l'aréomètre  de  FahreiMieit  (1*1.  1,  lig.  *5).  Elle  con- 
siste en  un  corps  creux  A,  de  préférence  en  verre,  avec 
un  col  mince  qui  plongera  dans  le  liquide  jusqu'à  ui 
point  indiqué.  A la  pointe  supérieure  du  col  se  trouve 
uo  bras  deux  fois  replié  aaaa ; ù l'extrémité  inférieure 
de  celui-ci  est  suspendu  un  petit  plateau  de  balance  avec 
les  poids  p,  de  manière  que  l'instrument  bien  établi  nage 
dans  le  verre  cylindrique  U.  La  balance  doit-elle  tire 
d’un  usage  général,  ou  pèsera  le  corps  en  verre  ainsi  que 
les  bras,  les  bassins  cl  les  poids  dont  elle  devra  être 
chargée,  pour  que  le  corps  eu  verre  plonge  dans  l'eau, 
à la  température  normale,  jusqu’au  signe  fait  au  col,  et 
or  poids  total  est  l’ unité  : celle-ci , divisée  par  le  poids 
qui  fait  plonger  le  corps. en  verre  dans  un  autre  lluidc, 
jusqu’audit  signe,  donne  le  poids  spéciiiquc  de  ce  fluide 
à la  température  admise.  Si  l’on  prend  donc  le  poids  total 
de  l'appareil  donné  plus  haut  pour  unité,  et  qu’on  fasse 
des  parties  de  poids  qui  en  donnent  des  0,001"*',  on  ob- 
tiendra le  poids  spécifique  du  fluide,  sans  calcul.  L’appa- 
reil pèse-t-il.  par  exemple,  sans  les  poids  ajoutés,  ôao 
parties  de  poids,  de  sorte  qu’il  faut  encore  ajouter  480  de 
ces  parties  pour  le  faire  nager  dans  l’eau,  le  poids  spé- 
.chique  d’un  fluide  plus  léger,  pour  lequel  on  enlèvera 
xo parties  de  poids,  sera  = 0,980  ; et  pour  un  fluide  plus 
lourd,  où  il  faudra  ajouter  35  de  ces  parties,  il  sera 
=:  i,o35.  Mais  si.  l’on  veut  employer  ht  balance  ù dé- 
terminer une  quantité  particulière  ; par  exemple,  ce  qui 
est  contenu  d’alcool  dans  l’eau-dc-vic , on  pourra  dis- 
poser pour  cet  effet  les  poids  ajoutés,  et  préparer,  pour 
chaque  exemplaire,  des  tableaux  qui  donnent  d’une  part 
les  poids  spécifiques  diminuant  avec  le  conlcnu  du  mé- 
lange et  de  l’autre  les  variations  dues  à la  température, 
Tralles,  en  même  temps  que  la  description  de  l'instru- 
ment, donne  la  manière  de  s’en  servir.  Du  reste  on  voit 
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sans  peine  que  cct  instrument  est  égal  à celui  de  Fah- 
renheit pour  l’exactitude , l'étendue  et  la  finesse  ; infé- 
rieur en  quelque  cbo-sc  pour  la  commodité  et  la  facilité 
de  son  emploi , mais  préférable  pour  la  modicité  de  son 
prix. 

Les  mêmes  principes  ont  conduit  à une  autre  série 
d'instrumens  qu'on  peut  employer  avec  avantage  : tel 
est  celui  de  Plomber#,  qui  est  un  des  plus  anciens.  11  so 
compose  d'une  bouteille  de  verre  A (PI.  2,  lig.  12),  avec 
un  col  mince  et  un  petit  tube  f , adapté  de  côté,  qui  at- 
teint jusqu'à  la  hauteur  e du  col  et  empêche  que  le  li- 
quide renferme  ne  puisse  jamais  s’élever  au  delà  de  cet 
intervalle  très-étroit, et  qui  permet  aussi  le  dégagement  de 
Pair  lorsqu’on  introduit  le  liquide  dans  le  vase.  On  plaça 
ce  vase  sur  une  balance  très-exacte,  puis  on  le  remplit 
d’eau  jusqu'au  signe  fait  eu  e;  on  pèse  cette  eau,  on  vide 
ensuite  le  vase,  on  le  sèche  avec  soin  et  on  le  remplit 
de  nouveau  avec  le  liquide  dont  ou  veut  déterminer  la 
densité.  Ce  liquide  étant  aussi  pesé,  on  divise  le  dernier 
poids  trouvé  par  le  premier,  et  on  obtient  ainsi  le  poids 
spécifique  du  liquide  compare  à celui  de  l'eau  pris  pour 
unité.  Comme  le  col  do  la  bouteille  sc  rétrécit  jusqu'à 
la  capillarité , les  volumes  des  fluides  introduits  ne  peu- 
vent essentiellement  différer,  hors  ce  qui  cumposc  l'at- 
traction différente  de  la  capillarité  ; il  faut  aussi  bien  te- 
nir compte  de  la  difficulté  ù rendre  le  vase  sec  et  pur. 

Descroisillcs  apporta  à cct  appareil  un  premier  chan- 
gement , peu  important  il  est  vrai,  et  lui  donna  le  nom 
tYairouiilt  ilyjie,  vu  qu’il  devait  servir  à calibrer  les  aéro- 
iiù  li  es  de  Bcaumé.  D’après  lui , l'instrument  consiste  eu 
un  verre  épais  yk,  avec  un  bouclum-Uuupun  de  verre  ab 
forcé  dedans  et  qu'on  fait  entrer  dans  l’espace  du  verre, 
rempli  de  telle  sorte  qu’il  y reste  juste  100  déçigrammcs 
d’eau  distillée.  Cette  quantité  peut  être  exactement  ré- 
glée dons  le  coufcctionncincnt  de  l’instrument , soit  en 
amincissant  un  peu  le  bouchon,  soit  en  enlevant  un  peu 
de  sa  surface  iuférieurc.  Le  verre  rempli  d’eau  pure  est 
mis  en  équilibre  sur  une  balance  délicate,  avec  son  étui 
en  fcrblanc  BB  et  son  couvercle  A,  de  manière  à être 
exactement  taré.  Dans  le  petit  tiroir  de,  sc  trouvent  de 
petits  poids  réduits  en  milligrammes , et  quand  le  verre 
est  rempli  d’un  fluide  quelconque,  on  le  reporte  sur  la 
balance  et  l’on  met  de  ces  petits  poids,  soit  dans  le  pla- 
teau contenant  l’étui,  soit  dans  celui  du  verre;  ec  qui 
donne  immédiatement  le  poids  spécifique  du  liquide. 
L'inventeur  n’a  point  tenu  compte  des  variations  de  la 
température  et  de  leur  influence. 

Uamsdcn  perfectionna  ect  instrument  au  point  de  dé- 
terminer rigoureusement  la  température  des  fluides  à 
peser , en  y plongeant  un  thermomètre  dont  l’échelle  ne 
coutuuait  que  10  à 12  degrés  français  (PI.  I,  lig*  iS)* 
La  bouteille  de  2 à 2, à pouces  de  diamètre  se  termine 
par  un  col  étroit  très-bien  poli  de  0,3 pouces  de  diamètre 
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<*t  finiffil  d'un  petit  carreau  de  Terre  pareillement  bien 
poli;  ce  dernier  a un  petit  trou  rond  par  lequel  passe 
l'extrémité  du  thermomètre  qui  atteint  presque  le  fond 
du  rase. 

On  doit  considérer  comme  une  amélioration  impor- 
tante que  Schmcisler  ait  pourvu  le  vase  d'un  bouchon 
en  verre  dans  lequel  le  thermomètre  est  également  in- 
troduit au  moyen  d'une  tige  en  verre.  De  cette  manière, 
l'instrument  est  plus  compliqué  et  plus  difficile  A con- 
struire ; mais  il  permet  d’observer  les  degrés  du  ther- 
momètre avec  des  fluides  non  transparens.  Hassenfrat* 
n’apporte  point  d’amélioration  réelle  en  proposant  de 
fermer  le  vase  avec  un  bouton  en  plomb  percé  d’un  trou. 
Nagcnman  rejette  le  thermomètre  ; il  conseille  de  pren- 
dre uniquement  un  simple  vase  contenant  environ  deux 
onces  d’eau , bien  poli  par  en  haut  et  couvert  d’un  car- 
reau de  verre  également  poli  pour  déterminer  exacte- 
ment par  cette  superposition  le  volume  du  fluide.  On 
pèse  ensuite  sur  une  balance  délicate  la  bouteille  rem- 
plie et  tarée  auparavant,  et  on  détermine  le  poids  spé- 
cifique de  différons  liquides  par  le  poids  des  quantités 
égales  trouvées  par  ce  moyen.  Ainsi  fait,  cet  instrument 
se  nomme  microartomètrt  ou  aussi  balance  hydrostati - 
que;  et  Parrot  démontre  qu’on  peut  s’en  servir  égale- 
ment pour  déterminer  le  poids  spécifique  des  corps  so- 
lides, puisqu’on  les  précipitant  dans  l’eau  on  trouve 
leur  volume  par  la  quantité  d’eau  déplacée. 

Enfin  Meissner  a proposé  un  dernier  perfectionne- 
ment pour  ces  aréomètres  qu’il  nomme  pyknamètres.  Il 
consiste  simplement  A faire  un  petit  trou  dans  le  carreau 
de  verre  qui  le  couvre,  pour  laisser  ainsi  une  issue  au 
liquide  excédant  quand  celui-ci  n’est  pas  de  nature  à 
mouiller  les  bords  du  vase  et  à s’étendre  par-dessus. 

11  est  certain  que  cet  instrument  présente,  tant  par  sa 
délicatesse  que  par  sa  commodité,  un  avantage  marque 
sur  tous  ceux  de  même  espèce.  Mais,  pourvu  d’un  ther- 
momètre, le  poids  dn  vase  est  trop  lourd  eu  égard  au 
poids  du  fluide  contenu,  et  sans  thermomètre,  la  tem- 
pérature peut  d’autant  moins  être  déterminée,  qu’elle 
est  très-facilement  changée  par  l’écoulement  du  fluide 
et  par  la  manipulation  nécessaire  pour  l’essuyer.  11 
exige  ainsi  un  calcul  aussi  étendu  que  l’instrument 
de  Nicholson  , et  on  doit  le  classer  après  l’aréo- 
mètre de  Fahrenheit  et  ceux  à échelle  flic.  La  petitesse 
de  son  volume  ne  le  rend  commode  que  lorsqu’il  n'y  a 
qu’une  petite  quantité  de  fluide  A vérifier.  Dans  ce  cas, 
l’on  peut,  pour  de  petites  quantités,  allonger  des  verres 
minces  en  pointes  fines  ; puis,  après  les  avoir  tarés,  rem- 
plir ces  verres  en  quantité  égale  autant  que  possible  A la 
même  température,  d’abord  d’eau,  puis,  du  fluide  A vé- 
rifier; fondre  les  pointes  en  les  tenant  simplement  A la 
flamme  d’une  lumière  ; et  les  peser  alors.  On  obtient 
de  cette  manière,  pour  de  très-petites  quantités  de  Qui- 
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des,  les  poids  spécifiques  A peu  près  exacts.  Pour  des 
travaux  en  grand , on  se  sert  également  avec  avantage 
de  grands  vases  A volonté  avec  des  cols  minces;  on  les 
remplit  A une  égale  température  (telle  qu'on  l'obtient , 
par  exemple,  par  un  séjour  prolongé  dans  une  cave  pro- 
fonde) des  liquides  à éprouver;  et  on  détermine  le  de- 
gré normal , pour  leur  rectification  ou  leur  concentra- 
tion, en  les  pesant  sur  une  balance  ordinaire. 

On  a encore  proposé  plusieurs  in-t rumens  du  même 
genre,  mais  ils  n'ont  point  été  adoptés  par  les  physi- 
ciens, qui  ont  recours  A la  balance  hydrottati  que , toutes 
les  fois  qu’ils  ont  besoin  de  détenninations  très-exactes. 
(Voy.  Dessité,  tom.  I.)  * 

ÂLBES.  ( Mie .)  Palettes  qui  garnissent  la  circonfé- 
rence d’une  roue  hydraulique  pour  recevoir  l’action 
d'un  courant  d’eau. 

On  distingue  deux  espèces  de  roues  A aubes  : les  roues 
verticales  et  les  roues  horizontales. 

I.  Boucs  verticales.  Les  plus  simples  de  ces  roues  sont 
celles  qu’on  nomme  roues  pendantes  , parce  que  leurs 
aubes  plongent  dans  le  courant  de  l’eau  qui  n'agit  sur 
elle  que  par  son  choc.  On  les  applique  le  plus  commu- 
nément ù l'axe  horizontal  des  moulins  sur  bateaux  amar- 
rés dans  les  rivières.  La  fi  g.  5,  PI.  a,  présente  la  coupe 
d'une  telle  roue,  et  la  fig.  6 son  profil.  6,  6,  sont  les 
aubes  fixées  A l’axe  e auquel  elles  impriment  un  mouve- 
ment de  rotation  en  sens  inverse  du  courant  de  la  ri- 
vière. Cet  axe  transmet  le  mouvement  A toutes  les  pièces 
du  moulin  par  une  roue  d’engrenage  ou  par  tout  autre 
mécanisme  approprié  A cet  effet. 

11  résulte  des  expériences  les  plus  récentes,  que  la 
longueur  des  aubes  ne  doit  pas  dépasser  les  28  cen- 
tièmes de  la  distance  du  centre  de  l’axe  au  centre  de 
l'aube,  et  que  ces  aubes  doivent  plonger  entièrement 
l’eau.  On  donne  ordinairement  4 ou  5 mètres  de  lon- 
gueur au  diamètre  de  la  roue  ; la  largeur  des  aubes  varie, 
selon  les  circonstances,  de  a mètres  et  demi  A 5 mètres. 
On  n'est  pas  d'accord  sur  le  nombre  des  aubes  qui  est 
de  6 dans  la  plupart  des  moulins  existans  et  qui  pour- 
raient être  certainement  augmenté  avec  avantage. 

Les  aubes  des  roues  pendantes  sont  généralement 
planes,  mais  il  est  reconnu  qu'elles  produiraient  plus 
d’effet  si  elles  étaient  légèrement  concaves  du  côté  où 
elles  reçoivent  le  choc  de  l’eau.  Une  autre  disposition 
avantageuse  serait  de  les  armer  de  rebords  faisant  saillie 
sur  ce  même  côté  ; par  ce  moyen  l’eau  s’échapperait 
plus  difficilement  A la  droite  et  A la  gauche  de  l’aube 
après  l'avoir  frappée. 

Comme  il  est  prouvé  (roy.  Cocüst)  que  la  force 
impulsive  d’un  courant  contre  les  aubes  d’une  roue  est 
plus  grand , de  près  du  double  , dans  un  coursier  ( voy . 
ce  mot)  que  dans  un  large  ram  J,  l’usage  suivi  dans 
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plusieurs  pays  «l’établir  les  moulins  au  milieu  des 
rivières  et  de  recevoir  l’action  de  l’eau  sur  deux  roues 
placées  des  deux  côtés  d’un  même  bateau  est  évidem- 
ment vicieux.  On  obtiendrait  un  meilleur  résultat  en 
disposant  une  seule  roue  entre  deux  bateaux  assez  rap- 
prochés l’un  de  l’autre  pour  ne  laisser  entre  eux  que  la 
distance  nécessaire  au  jeu  des  aubes  et  pour  leur  former 
ainsi  une  espèce  de  coursier. 

La  théorie  de  ces  sortes  de  roues  et  des  suivantes  a été 
exposée  au  mot  aooi  hydracliqie  (tom.  II . p.  436)  ; on 
trouvera  les  notions  nécessaires  pour  l’apprécier  dans 
ce  supplément , aux  mots  courant,  effet,  force  vive  et 
QUANTITÉ  d’action. 

Les  roues  verticales  destinées  à recevoir  l’actiou  d'une 
chute  d’eau  se  composent  généralement  d’un  axe  b 
(P.  j,  Bj.  3 et  4)  duquel  partent  des  bras  qui  l’unissent 
à la  circonférence  solide  de  la  roue  composée  de  deux 
ou  trois  jantes;  de  fortes  chevilles  en  bois,  nommées 
frrorons,  sont  implantées  dans  les  jantes  et  servent  à re- 
tenir les  aubes  qui  sont  clouées  et  boulonnées  sur  elles. 
Quelquefois  on  ferme  une  partie  de  l'iutcrvalle  qui 
existe  sur  les  jantes , d'un  aube  ù l’autre , par  une  plan- 
che fixée  à plat  contre  les  jantes  ; ces  planches,  nommées 
contre-aubes , empêchent  l’eau  de  jaillir  dans  l'intérieur 
de  la  roue. 

De  toutes  les  dispositions  qu’on  peut  employer  pour 
faire  frapper  les  aubes  par  l’eau,  la  meilleure  est  celle 
dans  laquelle  le  point  où  l'eau  sort  du  réservoir  est  le 
plus  prés  possible  de  l'extrémité  de  l’aube.  La  vanne  ff, 
qui  laisse  échapper  l’eau,  doit  être  inclinée  comme  on 
le  voit  dans  la  figure,  parce  qu'il  est  prouvé  que  la  dé- 
pense d’eau  est  plus  considérable  avec  une  vanne  in- 
clinée qu’avec  une  vanne  droite.  (Voy.  Écoulement). 
Lorsqu’on  a besoin  d’une  grande  vitesse , et  que  la  chute 
est  petite,  on  fait  frapper  l’eau  sur  la  deuxième  ou  la 
troisième  aube  à partir  du  diamètre  vertical  ; alors  l’eau, 
quoique  enfermée  dans  un  coursier  gg  (fig.  4)  * n’agit 
sensiblement  que  par  son  choc.  Dans  tous  les  cas,  au 
contraire,  où  l’on  a besoin  d’une  vitesse  moyenne,  le 
coursier  doit  être  disposé  de  manière  que  l’eau  com- 
mence à frapper  la  septième  aube , ù partir  du  diamètre 
vertical,  et  continue  à frapper  les  aubes  précédentes  jus- 
qu’à la  quatrième  : elle  agit  alors  sur  celles-ci  par  son 
choc,  tandis  que  son  poids  agit  presque  uniquement  sur 
la  troisième , la  seconde  et  la  première  aube.  L’action 
de  la  roue  ù aubes  se  rapproche  dans  ccs  circonstances 
de  l’action  de  la  roue  à augets.  (Fey.  Aucets.) 

On  détermine  la  largeur  du  coursier  sous  la  roue  par 
le  volume  d'eau  qu’il  doit  conduire,  en  observant  que 
la  hauteur  de  l’eau  dans  le  coursier,  débarrassé  de  la 
roue  , ne  doit  pas  surpasser  *5  centimètres  ni  être 
moindre  de  1 5 centimètres.  L’intervalle  entre  les  pa- 
rois du  coursier  et  le  bord  des  aubes  doit  être  le  plus 


petit  possible,  afin  que  la  quantité  d’eau  qui  y passe  et 
qui  n’exerce  aucune  action  sur  les  aubes  soit  propor- 
tionnellement assez  petite  pour  que  la  force  du  courant 
n’en  soit  pas  sensiblement  diminuée.  Il  ne  parait  pas 
possible  de  donner  ù cet  intervalle  moins  de  i5  milli- 
mètres , parce  que  les  roues  les  mieux  faites  s’affaissent 
toujours,  après  un  certain  temps,  dans  quelques-unes 
de  leurs  parties,  de  sorte  que  les  aubes  finiraient  par 
frapper  le  coursier  si  l’intervalle  était  trop  petit. 

La  longueur  des  aubes  , dans  le  sens  du  rayon  de  la 
roue,  doit  être  environ  trois  fois  la  hauteur  delà  lame 
d’eau  dans  le  coursier,  sans  dépasser  toutefois  65  centi- 
mètres. Quant  à leur  largeur,  elle  est  fixée  par  celle  du 
coursier.  On  prend  ordinairement  pour  intervalle  d’une 
aube  à l’autre  une  distance  à peu  près  égale  ù leur  lon- 
gueur , ce  qui  fait  dépendre  le  nombre  des  aubes  de  la 
grandeur  du  diamètre  de  lp  roue.  Lorsque  ce  diamètre 
est  de  a4  mètres,  on  emploie  a4  aubes;  a8,  s’il  est  de 
5 mètres;  3a,  s'il  est  de  6 mètres;  56,  s’il  est  de  7 mètres; 
et  enfin  40,  s’il  est  de  8 mètres. 

La  grandeur  du  diamètre  de  la  roue  est  déterminée 
d’après  la  vitesse  qu’on  veut  donner  aux  aubes , car 
c’est  uniquement  de  celte  vitesse  que  dépend  l’effet 
utile  de  la  roue.  11  faut  donc  connaître  le  nombre  de 
tours  que  la  roue  doit  faire  en  une  minute  de  temps, 
pour  opérer  l’effet  auquel  elle  est  destinée , puis  on  cal- 
cule son  diamètre  de  manière  que  la  vitesse  des  aubes 
soit  la  moitié  de  celle  du  courant.  La  vitesse  de  toutes 
les  roues  à aubes  sc  mesure  par  le  chemin  que  parcourt 
en  une  seconde  le  centre  d’une  aube. 

Il  résulte  de  la  théorie  (tom.  II,  pag.  437)*  1*  Çue  le 
maximum  d’effit  d'une  roue  à aubes  a lieu  lorsque  sa  vitesse 
est  la  moitié  de  celle  du  courant  ; a*  que  le  maximum , 
dans  le  cas  où  l'eau  n’agit  que  par  son  chjc , est  égal  à 
la  moitié  de  la  force  vive  dont  l'eau  est  animée. 

C’est  d’après  ccs  deux  principes  rpi’on  peut  juger  si , 
pour  une  machiuc  mue  par  une  roue  à aubes , le  mo- 
teur a été  employé  de  la  manière  la  plus  avantageuse. 
L’effet  maximum,  calculé  en  prenant  la  moitié  de  la 
force  vive  ou  de  la  quantité  d’action  du  courant,  doit 
toujours  être  considéré  comme  le  terme  de  comparaison, 
et  la  rouo  est  d’autant  plus  parfaite  que  son  efTet  géné- 
ral ou  dynamique  se  rapproche  plus  de  cet  effet  maxi- 
mum qui  a pour  expression , en  le  désignant  par  E, 

E = 4P.  Il  J 

égalité  dans  laquelle  P.  est  le  poids  d’eau  dépensé  eu 
une  seconde  de  temps  et  H la  hauteur  totale  de  la  chute. 

Dans  la  pratique,  l’effet  théorique  maximum  est  bien 
loin  d’être  obtenu,  car,  dans  les  circonstances  les  plus 
favorables,  l’effet  dynamique  d’une  roue  à aubes  à per- 
cussion ne  dépasse  jamais  le  tiers  de  la  force  totale  du 
courant,  et  dans  les  circonstances  “rdinaircs  cet  effet 
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équivaut  tout  au  plus  au  quart  de  la  force  dépensée. 
Quant  aux  roues  à pression  et  A percussion,  comme  celle 
de  la  figure  f\ , ou  peut  estimer  que  leur  elTet  maximum 
est  équivalent  aux  six  dixièmes  de  la  force  du  courant 

I.a  grande  perte  de  puissance  occasionnée  par  les  roues 
verticales  à aubes  plates,  mues  par-dessous,  et  l'avan- 
tage incontestable  qu'elles  présentent  pour  utiliser  les 
petites  chutes  ont  fuit  chercher  par  un  grand  nombre 
de  savons  les  moyens  de  les  perfectionner.  M.  Ponce- 
let a eu  riicureuse  idée  de  substituer  aux  grandes  pa- 
lettes en  usage  de  petites  aubes  courbes  disposées  de 
manière  que  l'eau,  bien  que  transmise  de  côté,  n'agit 
sensiblement  que  par  son  poids , ce  qui  annule  théori- 
quement la  perte  de  vitesse  due  au  choc,  et  permettrait  à 
la  roue  de  recevoir  toute  la  force  de  l'eau  si  l'aube  pou- 
vait satisfaire  exactement  ù deux  conditions  qui  ne  sau- 
raient être  réalisées  qu’appnjxiraativrmcnt  : l’entrée  de 
Peau  sans  chor,  et  sa  sortie  avec  une  vitesse  dirigée  en 
sens  inverse  de  celle  que  possède  la  circonférence  de  la 
roue.  Cette  circonstance  réduit  l’effet  maximum  réel 
des  roues  ù aube* t courbes , mais  il  n’en  demeure  pas 
moins  supérieur  ù celui  de  toutes  les  roues  à aube»  or- 
dinaires : car,  d'après  les  expériences  les  plus  précise.4, 
il  peut  dépasser  dans  certains  cas  les  troit  quart s de  la 
force  totale  du  courant.  Al.  Poncelet  a publié  eu  1837 
un  mémoire  sur  la  théorie  et  l'etablissement  pratique 
de  sa  roue,  dans  lequel  il  résume  toutes  les  améliora- 
tions produites  ou  tentées  jusqu’alors  sur  les  roues  hy- 
drauliques , ainsi  que  toutes  les  connaissances  acquises 
sur  ccs  machines.  Cet  ouvrage  ne  saurait  être  trop  mé- 
dité par  les  praticiens  qui  ne  se  laissent  encore  guider 
que  trop  souvent  par  une  routine  aveugle. 

IL  Moue m à aube*  horizontale t.  Nous  avons  donné, 
dans  le  tom.  II , la  théorie  de  ces  roues  qui  lie  sont 
guère  employées  que  dans  le  pays  de  montagnes  04  les 
courans  d’eau  sont  rapides  et  abondons.  Elles  servent 
particulièrement  pour  les  moulins  à farine,  et  sont  très- 
commodes  en  cc  qu’on  peut  appliquer  immédiatement 
la  meule  tournante  à l'extrémité  supérieure  de  l'axe 
même  de  la  roue,  cc  qui  dispense  de  tout  engrenage. 
Le  diamètre  des  roues  horizontales  est  ordinairement 
de  i",  Go,  et  leur  épaisseur  de  o,  20;  elles  portent  18 
ou  ao aubes,  de  o",  4<>  de  longueur,  en  forme  de  cuillers 
au  centre  desquelles  l’eau  vient  frapper.  L’effet  dyna- 
mique de  ccs  roues  n’est  pas  moins  du  tiers  de  la  force 
du  courant,  mais  clics  exigent  une  certaine  vitesse  pour 
donner  une  bonuc  moulure  et  ne  peuvent  être  mises  en 
jeu  que  par  des  chutes  d’au  moins  3 métrés. 

A liG ET.  (Méc.)  On  donne  ce  nom  aux  cavités  pla- 
cées sur  la  circonférence  d’une  roue  hydraulique  verti- 
cale pour  recevoir  l’eau  motrice  fournie  par  un  cou- 
rant. 
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Ci»  c«viii'*,  nommée?  aussi  poli  et  ooieli , doivent 
être  disposées  de  manière  que , lorsque  la  roue  tourne, 
l'eau  dont  clics  sont  remplies  soit  conservée  le  plus  ^ 
long-temps  possible  et  ne  s’échappe  entièrement  que 
lorsqu'elle  sont  arrivées  au  point  le  plus  bas  de  leur 
course. 

Les  roue*  à augets  sont  tnues  principalement  par  le 
poids  de  l'eau  dont  les  augets  sont  chargés.  Quelque- 
fois elles  sont  doubles  comine  celles  des  ligures  8 et  9, 

PI.  11,  où  les  augets  sont  disposés  sur  l’une  des  parties 
de  la  circonférence  en  sens  contraire  de  celui  où  ils  sont 
disposés  sur  l'autre , et  elles  peuvent  alors  tourner  dans  | !*’« 
lin  sens  ou  dans  le  sens  opposé  suivant  qu'on  ouvre  la  toto 
vanne  destinée  à fournir  l’eau  nécessaire.  Le  canal  bb  b la 
qui  conduit  l'eau  au  sommet  de  la  roue  est  percé  de  » K 
deux  orifices  opposés  ec  fermés  par  des  vannes  qu'un  ’W 
levier  f fait  manœuvrer,  de  mauière  que  les  vannes 
soient  baissées  lorsqu’il  est  horizontal,  et  qu'il  n’eu  peut  wçe 
lever  qu’une  seule  à la  fois  lorsqu’on  l'incline  ou  qu'on  ll!<  c 
l’élève  par  rapport  ù la  ligne  horizontale.  Les  deux  ori-  ’uen 
lices  ne  sont  pas  directement  opposés , mais  correspon-  ai- 
dent aux  deux  parties  de  la  roue.  Les  principales  dispo-  'fini 
sillons  des  roue*  simples  sont  les  mêmes,  sauf  que  la  1 
roue  n'est  pas  divisée  en  deux  parties,  quelle  ne  peut  «?. 
tourner  que  dans  un  sens,  et  que  le  canal  aliment oteur  tu 
n’a  qu’une  seule  vanne.  iâ 

Les  roues  à augets  dans  lesquelles  l’eau  arrive  au  som-  ! et 
met  se  nomment  roue.*  en  dessus;  leur  diamètre  doit 
être  moins  grand  que  la  hauteur  de  la  chute,  alin  que  les 
augets  ne  plongent  pas  daus  l’eau  du  canal  de  fuite  ou  Uvi 
de  décharge.  Cette  eau,  s’écoulant  dans  une  direction  in- 
verse du  mouvement  de  la  roue,  présenterait  une  résis-  J 
tance  à vaincre  si  elle  frappait  les  augets. 

Dans  toutes  les  espèces  de  roues  à augets,  il  est  avnn-  nr 
tngeux  de  faire  entrer  l'eau  dans  l’augct  au  niveau  de  la  q 
surface  du  réservoir.  .1 

On  nomme  roues  par  derrière  celles  qui  reçoivent 
l’eau  au-dessous  de  leur  sommet.  Leur  mouvement  s'uf-  t 
fectuant  eu  sens  inverse  de  celui  de  l’eau  motrice  et  dans 
le  même  sens  que  la  fuite  dans  le  canal  de  décharge,  ‘ij 
on  peut  1rs  laisser  plonger  de  deux  ou  trois  décimètres 
dans  ee  canal  sans  inconvénient,  ce  qui  permet  d’aug- 
menter la  chute  en  baissant  la  roue , à laquelle  on  peut  d 
donner  d’ailleurs  un  diamètre  plus  grand  que  la  hauteur 
de  la  chute.  . 

Les  roues  à augets  se  construisent  en  bois  ou  en  fonte. 

Leurs  pièces  principales  sont  un  arbre  d (PL  a,  lig.  8 
et  9)  qui  porte  les  bras  destinés  à soutenir  U couronne.  1 
Lotte  couronne  a a est  composée  de  deux  plateaux  Mi- 
nutaires larges  de  ao  à 4°  centimètres , et  entaillés  de 
mortaises  dans  lesquelles  on  place  les  planches  ou  pa- 
lettes qui,  avec  le  fond  de  la  couronne,  exactement 
ferpié  par  des  planches  transversales , forment  les  au- 
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jet-.  Le  nombre  des  augets  Tarie  avec  b grandeur  du  même  verticale  avec  le  ra)onOL  = r',  le  triangle  OCL 
diamètre  de  la  roue,  d’après  les  rapports  suivait*  î donnera 
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L’eau  motrice  agit  de  deux  manières  différentes  sur 
les  roues  a augets  : ou  sa  vitesse  est  la  même  que  celle 
de  la  roue,  et  alors  elle  agit  uniquement  par  son  poids, 
ou  sa  vitesse  est  plus  grande , et  alors  elle  agit  par  son 
choc  et  par  son  poids.  L’expérience,  d’accord  avec  11 
théorie,  enseigne  que  l'effet  dynamique  d’une  roue  À 
augets  est  d’autant  plus  grand  que  sa  vitesse  est  plus  pe- 
tite et  qu'elle  diffère  moins  de  la  vitesse  de  l’eau  af- 
fluentr.  Le  maximum  théorique  de  l’effet  de  ces  roues 
est  la  force  même  dépensée  ; il  est  donc  le  double  de 
celui  ces  roues  à aubes. 

L’effet  dynamique  des  roues  en  dessous  ne  diffère  pas 
sensiblement  de  celui  des  roues  par  derrière,  de  sorte  que 
les  circonstances  locales  doivent  seules  déterminer  le 
choix  des  constructeurs  entre  ces  puissans  instruirions 
dont  l’effet  utile  peut  s’élever  aux  quatre  cinquièmes  de 
la  force  motrice.  ( Voy . tom.  ll,pag.  4^8»  et  les  mots 
Coca  art,  Eifet  utile,  Force  vive  et  Machine  «torau- 

LIQCE. 


AUGMENTATION  du  diamètre  de  la  lune.  (Astr.) 
L'angle  sous  lequel  nous  voyons  le  diamètre  de  la  lune 
varie  continuellement,  parce  qu’elle  n’est  pas  toujours  à 
la  même  distance  du  centre  de  la  terre,  et  qu’elle  est  plus 
ou  moins  élevée  sur  l'horizon.  Si  par  le  centre  L de  cet 
astre  (PI.  3,  fig.  1)  on  conçoit  deux  rayons  CL  = r, 
OL  = r’  menés  l’un  au  centre  C de  la  terre  et  l’autre  au 
lieu  O de  l’observateur,  le  de  mi-diamètre  de  la  lune  pa- 
raîtra sous  l’angle  LCD  du  point  C et  sous  l’angle  LOD' 
du  point  O;  faisant  LCD  = J,  LOI)'  — J*  et  désignant 
par  d ce  demi-diamètre,  on  aura,  daus  les  triangles  CLD 
et  OLD', 

CL  : LD  — sin  CDL  : siu  LCD 
OL  : LD  = sin  01)'L:sin  LOD' 

d’où  l’on  lire,  en  observant  que  LD  =3  LD'  = d, 
d sas  r sin  9 = r'  sin  d', 

parce  que  les  angles  CDL  et  UD’L  ne  diffèrent  pas  sen- 
>ibirfH€ftt  d’un  angle  droit.  D’autre  part,  daignant  par 
Z l’angle  /.CL  de  la  verticale  du  lieu  de  l'observateur 
avec  le  rayon  CL  «r,  et  par  X l’angle  ZOL  de  cette 


r sin  Z.  = r'  sin  Z\ 

On  a donc 

sin  S'  sin  7/ 

sin  3 sin  Z 


ou,  sans  erreur  sensible , à cause  de  la  petitesse  des  an- 
gles d cl  f, 

iï  sin  Z* 

ê sin  Z 


On  tire  de  cette  relation,  pour  la  différente  du  demi- 
diamètre  apparent  au  dcmi-diamètrc  vrai 


d — d^=î 


sin  Z' — sin  Z 
sin  Z 


ad 
sin  Z 


sin  | (Z' — Z)cos;  (Z'-f-Z), 


d étant  le  demi-diamètre  «rat  et  V le  domi-diamètre 
apparent. 

Soit  maintenant  p la  parallaxe  de  hauteur  de  la  lune 
ou  l’angle  C LO  (Voy.  Parallaxe,  dans  ce  volume  et  dans 
le  tom.  Il)  ; on  a alors  Z — Z'  — p,  et  par  conséquent 

ad 

d — d =3  - — r- r sin  î p.  co  s (Z  — in) 

sin  (Z — p)  1 v ‘ 

Or,  si  l’on  développe  le  second  membre  dans  la  sup- 
position que  l’angle  p est  fort  petit,  et  si  l’on  met  pour 
cet  angle  sa  valeur  it  sin  Z',  n exprimant  la  parallaxe 
horizontale,  on  aura,  en  s’arrêtant  au  premier  terme  de 
la  série, 

d*— • d = d sin  n.  cos  Z*. 


Telle  est  l’augmentation  du  dcmi-diamèlrc  d de  la  luco 
pour  une  distance  zénithale  apparente  Z’,  dont  on  doit 
tenir  compte  pour  corriger  les  observations  de  l’un  des 
bords  de  cet  astre,  surtout  dans  le  calcul  des  longitudes 
terrestres  par  la  méthode  des  distances  de  la  lune  au  so- 
leil ou  aux  étoiles.  Voy.  Occultation.  [M.  Puissant.) 


AX10MKTRE.  (Nav.)  Instrument  qu’on  adaptait 
jadis  sur  l’avant  du  timonier  des  vaisseaux  pour  faire 
connaître  la  position  de  la  barre  du  gouvernail.  On  s’en 
sert  peu  aujourd'hui. 

AZIMUT.  {Ast.  et  Giod.)  L’azimut  (Voy.  ce  mot, 
tom.  I)  d’un  astre  qui  a clé  observé  au-dessus  de  l’ho- 
rizon d’un  lieu  fait  connaître  l’azimut  d'un  objet  ter- 
restre, lorsqu’on  a mesuré  l’angle  horizontal  que  cet 
objet  faisait  au  même  instant  avec  cet  astre.  C’est  dans 
cette  opération  délicate  que  consiste  l’orientation  d'uu 
réseau  de  triangles,  comme  celui  qu’on  destine  à la  me- 
sure d'un  arc  du  méridien.  Le  théodolite,  instrument 
qui  a la  propriété  de  donner  la  projection  horizontale 
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de  l’angle  compris  entre  deux  objets  quelconques,  est 
surtout  employé  dans  la  circonstance  dont  il  s'agit,  et  U 
détermination  d'un  azimut  est  d'une  grande  facilité  en 
comparant  un  objet  terrestre  arec  une  étoile  de  première 
grandeur  qui  doit  passer  prochainement  au  méridien  à 
peu  de  degrés  au-dessus  de  l'horizon. 

Supposons,  par  exemple,  qu’on  soit  muni  d'une  pen- 
dule  astronomique  ou  d’un  chronomètre  réglé  sur  le 
temps  sidéral,  et  que  les  lunettes  de  l'instrument  por- 
tent chacune  un  réflecteur  propre  à éclairer  les  fils  des 
réticules  où  vient  se  peindre  la  lumière  de  l'étoile  et 
celle  du  réverbère  placé  à l’objet  terrestre.  On  notera 
d’une  part  l'heure,  la  minute,  la  seconde  et  la  fraction 
de  seconde  à l’instant  où  l'étoile  traverse  le  fil  vertical 
de  la  lunette  supérieure,  et  de  l'autre  l’angle  observé 
sur  le  limbe  de  l'instrument.  On  répétera  plusieurs  fois 
cette  opération  quelques  momens  avant  et  après  le  pas- 
sage de  l'étoile  au  méridien,  lequel  passage  aura  lieu  à 
l’heure  sidérale  inarquée  par  l’ascension  droite  apparente 
de  l'étoile  ; et  comme  alors  les  aecroissemens  ou  dimi- 
nutions de  l’angle  observé  seront  proportionnels  aux 
aecroissemens  du  temps,  une  simple  proportion  fera  con- 
naître quel  était  cet  angle  à l'instant  même  du  passage. 

Ainsi , en  admettant  que  par  une  première  observa- 
tion l'on  ait  eu  : 

temps  de  la  pendule  6k4a’  IO*  angle  observé  M*3o'55# 

et  que  l’époque  moyenne  et  l’angle  moyen  de  plusieurs 
obsen  ations  soient  : 

époque  moyenne  6fc5o'4®»0?  angle  moyen  ao*7'53*,a 

que,  de  plus,  l’heure  du  passage  de  l’étoile  au  méridien 
(temps  de  la  pendule)  soit  de  6k5o'3i',  a5  ; on  en  con- 
clura que,  puisqu'il  s’est  écoulé  8' 36*,  07  depuis  la  pre- 
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mière  observation 'jusqu’à  l’époque  moyenne  et  que 
pendant  cet  intervalle  l’azimut  de  l’étoile  a change  de 
a*a3'  i',8,  la  variation  x de  cet  azimut  correspondant  à 
i4#>8a,  différence  entre  l’époque  moyenne  et  l’heure  du 
passage,  doit  être  donnée  par  la  proportion 

8' 36*,  07  : a*a3'  i*,8  = 14',  8a  : x 

ou,  en  réduisant  tout  en  secondes , 

5i6*,07  :858i',8  = i4\8a  :x 

ce  qui  donne  #=246',  44»  quantité  qu’il  faut  ajouter 
à l’azimut  approché  20-7' 53',  a.  Donc,  en  définitive, 
l’azimut  du  signal  compté  du  sud  à l’ouest  était  de 
ao*  ai'  59',  64. 

Nous  avons  supposé  que  l'heure  du  passage  de  l'étoile 
au  méridien  était  donnée  par  son  ascension  droite  ap- 
parente, telle  qu'on  la  trouve  maintenant  dans  la  con- 
naissance des  temps , et  que  l’on  savait  de  combien  la 
pendule,  d'ailleurs  réglée  sur  le  temps  sidéral,  avançait 
ou  retardait  sur  cc  temps;  mais  dans  le  cas  au  contraire 
où  l’on  serait  dépourvu  d’éphémérides , il  serait  indis- 
pensable de  faire  usage  de  la  méthode  des  hauteurs  cor- 
respondantes ( coy . ce  mot,  tom.  Il)  pour  déterminer 
exactement  l’heure  de  ce  même  passage. 

Telle  est,  en  peu  de  mots,  une  des  méthodes  les  plus 
simples  pour  orienter  les  plans  d’une  grande  étendue  ; 
celles  plus  généralement  usitées  dans  les  grandes  opé- 
rations géodésiques  sont  fondées  sur  des  calculs  dont  le 
développement  nous  mènerait  trop  loin.  Nous  nous 
bornerons  donc  à dire  qu’en  comparant  les  plus  grandes 
digressions  orientale  et  occidentale  de  l'étoile  polaire  à 
un  objet  terrestre,  on  se  procure  deux  angles  horizon- 
taux dont  la  demi-somme  est  l’azimut  de  cet  objet. 

(AT.  Puissant.) 


B. 
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BACHE.  Caisse  en  métal  ou  en  bois  doublée  de 
plomb,  destinée  à contenir  de  l’eau. 

On  nomme  Bâche  alimektaiee  un  petit  réservoir, 
placé  à une  hauteur  suffisante  au-dessus  de  la  chau- 
dière d’une  machine  à vapeur,  et  dans  lequel  1a  pompe 
alimentaire  élève  une  portion  de  l’eau  tiède  du  réfrigé- 
rant destinée  à remplacer  celle  qui  s’évapore  de  la 
chaudière. 

BALANCIER.  (Méc.)  Nom  générique  qu’on  donne  à 
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un  levier  qui  a un  mouvement  alternatif  circulaire  au- 
tour d'un  axe  placé  au  milieu  de  sa  longueur. 

Balasciex  iivdeai xiQCE.  Espèce  de  bascule  que  l’eau 
met  en  mouvement  par  son  poids. 

Elle  se  compose  d’une  petite  caisse  en  bois  tournant 
sur  une  axe  c (P.  3,  fig.  a)  et  partagée  en  deux  parties 
égales  m,  m par  une  cloison  n.  Deux  appuis  fixes  A et  B 
empêchent  alternativement  la  machine  de  se  renverser. 
L’eau  qui  coule  par  le  tuyau  D tombe  dans  la  partie  éle- 
vée de  la  caisse,  par  exemple  la  partie  a»,  et  quand  cett* 
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partie  est  pleine , la  caisse  tourne  sur  son  axe  et  Tient 
s'appuyer  sur  l'obstacle  B , versant  l’eau  dont  le  poids 
a déterminé  son  mouvement.  L’autre  partie  se  remplit 
à son  tour,  fait  de  nouveau  pencher  la  caisse  vers  l’ob- 
stacle A et  ainsi  de  suite. 

Ce  balancier  hydraulique  a été  imaginé  par  Perrault, 
qui  le  proposait  comme  pouvant  appliquer  une  chute 
d’eau  au  mouvement  d’une  horloge.  ( Voy . Recueil  des 
machines  approuvées  par  l'Académie  des  sciences,  tom.  I.) 

BARRAGE.  (Aftc.) Digue  en  bois  ou  en  maçonnerie 
qu’on  établit  transversalement  dans  un  courant  d’enu 
pour  le  forcer  d'élever  son  niveau,  soit  qu’on  ait  besoin 
d’en  dériver  une  portion  dans  un  canal  latéral,  soit  pour 
tout  autre  usage. 

BASCULE  HYDRAULIQUE.  (Méc.)  Cette  machine, 
composée  en  général  de  vases  adaptés  à l'extrémité 
d'un  ou  plusieurs  leviers,  reçoit  du  moteur  un  mouve- 
ment alternatif  qui  lui  fait  verser  l’eau  immédiatement 
après  l’avoir  puisée.  On  en  a imaginé  un  très-grand  nom- 
bre décrites  dans  les  œuvres  de  Pcrronct  et  dans  le  traité 
de  Borgnis  sur  les  machines  hydrauliques.  I.aplus  simple 
est  une  longue  caisse  en  bois  (Pi.  3,  fig.  3)  mobile  sur 
un  appui  O , et  qu’un  homme  fait  osciller  ; aon  produit 
ne  peut  jamais  être  très-considérable,  et  on  ne  doit  avoir 
recours  à de  semblables  machines  qu’en  l’absence  de 
tout  autre  moyen. 

BASE.  (GéoéT.)  Dans  les  opérations  de  l’arpentage,  la 
mesure  d’une  hase  n’offre  aucune  difficulté,  parce  que, 
bien  qu’il  y ait  des  précautions  ù prendre  pour  l’obte- 
nir avec  exactitude  , elle  n’a  pas  l’importance  de  celle 
d’où  dérive  la  longueur  des  côtés  d’un  réseau  de  trian- 
gles formant  le  canevas  trigonométrique  d’une  grande 
carte.  Ici  la  plus  petite  différence  dans  cette  mesure  a 
d’autant  plus  d’influence  sur  les  distances  conclues  entre 
les  objets  observés  que  ces  distances  sont  plus  considé- 
rables. Ce  dictionnaire  ne  comportant  pas  l’exposé  de 
tous  les  soins  minutieux  A prendre  en  pareille  circon- 
stance ,nous  nous  bornerons  ù indiquer  en  peu  de  mots 
de  quelle  manière  on  procède  en  général. 

Après  avoir  choisi  un  terrain  uni,  spacieux,  à peu 
près  horizontal  et  dégagé  d’obstacles , on  trace  avec  des 
piquets  une  ligne  droite  aussi  longue  que  possible.  Il 
faut  avoir  trois  fortes  règles  de  bois  de  sapin  d’égale 
longueur,  lesquelles  étant  mises  bout  à bout  représen- 
tent un  certain  nombre  de  mètres.  Ces  trois  règles , ainsi 
juxta-posées , forment  ce  qu’on  appelle  une  portée.  On 
dispose  chaque  portée  exactement  en  ligne  droite  sur 
des  poutrelles  soutenues  par  des  chevalets,  et  on  lui 
donne  la  position  horizontale  au  moyen  d’un  niveau  A 
perpendicule , afin  d’éviter  toute  réduction  A l’horiton. 
Ton.  in. 
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Il  faut  avoir  l’attention,  en  notant  sur  un  registre  le 
nombre  des  portées  contenues  dans  la  base , d’inscrire 
en  même  temps  la  température  qu’elles  ont  eu  durant 
la  mesure,  température  qui  est  donnée  par  un  ther- 
momètre enchâssé  dans  chaque  règle  et  garanti  de  l’ac- 
tion directe  du  soleil  au  moyen  d’une  petite  tente  porta- 
tive. La  moyenne  des  trois  températures  observéesdans 
chaque  portée  est  prise  pour  sa  température  moyenne. 

Supposons  maintenant  que  la  portée  ait  eu  une  lon- 
gueur de  io“,  oa5  ù la  température  de  îo  degrés  centi- 
grades, mesurée  avec  une  règle  de  fer  qui  ne  représente 
le  mètre  légal  qu’A  la  température  de  la  glace  fondante; 
et  que  la  base  ait  été  trouvée  de  5io  portées  A la  tempé- 
rature moyenne  do  17%  5 du  même  thermomètre.  On 
demande  la  longueur  réelle  de  cette  hase. 

D’abord  il  est  évident  que  la  portée,  étalonnée  à la 
température  do  10  degrés,  a été  trouvée  trop  courte 
puisque  le  mètre  de  fer  était  trop  long  ù cette  tempéra- 
ture. Or  on  sait,  par  des  expériences  faites  avec  soin, 
que  la  dilatation  linéaire  du  fer  est  de  0,0000 1 784= A par 
chaque  degré  du  thermomètre  centigrade  (*oy.  Dila- 
tation) ; ainsi  il  est  évident  que  la  portée  soumise  à la 
température  de  10  degrés  a eu  réellement  pour  lon- 
gueur 

io,oa5(i-(-ioA)  = io“,oa5i78. 

De  plus  s’il  était  constaté  que  la  dilatation  de  cette  portée 
construite  en  bois  de  sapin  et  prise  pour  unité  de  lon- 
gueur fût  de  0,0000057=1  pour  un  <h*gré  d’accroisse- 
ment de  chaleur,  cette  portée  prise  A la  température  de 
la  base  ou  A 17%’5  aurait  eu  réellement  pour  longueur 

10,035178  ( i-f-7,5d)  = io“,oa5aai 

et  puisqu’elle  a été  contenue  5 10  fois  dans  la  base,  la 
longueur  de  cette  base  serait  définitivement  de 

io",ioa5aai  X5o=5ua",86a7; 

or,  en  n’ayant  pas  égard  A la  température,  la  longueur 
de  la  base  serait  seulement  de  5m",a75  c’csl-à-dire 
plus  petite  de  ia,588  que  la  longueur  réelle , ce  qui  fait 
une  erreur  intolérable. 

Toutefois,  cette  mesure  effective  n’est  pas  encore  celle 
qu’on  emploie  pour  calculer  de  proche  en  proche  les 
côtés  des  triangles  de  la  chaîne  à laquelle  elle  appar- 
tient ; elle  doit  subir  préalablement  une  petite  réduc- 
tion proportionnelle  à la  hauteur  du  sol  moyen  où  elle 
a été  prise  au-dessus  du  niveau  de  la  uier.  En  Résignant 
par  h cette  hauteur,  par  C le  rayon  de  la  terre,  par  b la 
longueur  ci-dessus  de  la  base,  et  par  x ce  qui  doit  être 
retranché  de  cette  longueur,  on  a 
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base  réduite  — B — Ï = B — • — . 

P 

Par  exemple , en  supposant  A = 56  mètres,  on  trouve 
x—  o“,o.|5,  ù cause  de  h>gp=6,8o388,  et  par  suite 

base  réduite  — 5i  t2“?8l7y. 

Les  hases  de  Melun  et  de  Perpignan,  mesurées  par 
Dehinihre,  l’ont  été  avec  quatre  règles  de  platine  de  a 
toises  chacune  , construites  d'après  les  idées  de  Borda? 
on  en  trouvera  la  description  dans  la  base  du  système 
métrique  décimal  et  dans  notre  Traité  de  géodésie.  Cinq 
autres  bases  ont  été  mesurées  avec  trois  des  mêmes  rè- 
gles par  les  ingénieurs  géographes  A l’occasion  de  la 
triangulation  générale  de  la  nouvelle  carte  de  France. 

(A/.  Puissant.) 

BELIER  HYDRAULIQUE.  ( Méc.  ) (jette  machine, 
aussi  ingénieuse  que  .simple  et  utile,  est  duc  ü Mongol- 
fier,  dont  l'invention  des  aréosluts  a rendu  le  nom  po- 
pulaire. Elle  a pour  objet  d'élever  l’eau  au-dessus  du 
niveau  de  son  courant. 

I.c  bélier  hydraulique  est  composé,  i*  de  deux  tu  vaux, 
l’un  horizontal  c,  nommé  corps  du  bélier  (PI.  3,  fig,  4), 
l’autre  vertical  F nommé  tête  du  bélier  ; a*  d’un  réser- 
voir d’air  II  ; 3°  d’un  tuyau  d’ascension  recourbé  I ; 
4*  de  deux  soupapes  F,  C ; la  première  se  nomme  sou- 
pape  d arrêt , la  seconde  soupape  ascensionnelle. 

Le  tu^au  horizontal  F communique  avec  la  partie 
inférieure  du  réservoir  dont  il  s’agit  d’élever  l’eau  ; cette 
eau  arrivant  dans  le  tuyau  C , rencontre  la  soupape  E 
ouverte  et  s’échappe  par  son  ouverture;  la  vitesse  qu'elle 
requiert  p:.r  ce  mouvement  la  fait  bientôt  agir  sur  la 
soupape  elle-même  qu’elle  ferme  en  la  soulevant.  Alors 
toute  la  colonne  d’eau  qui  ne  peut  perdre  instantané- 
ment sa  vitesse  s’élance  par  le  tuyau  F,  pousse  la  sou- 
pape (i , pénétre  dans  le  réservoir  d’air  H . et  de  là  dans 
le  tuyau  d’ascension  I , où  la  compression  de  l’air  en  II 
la  force  A monter.  Lorsque  le  mouvement  ascensionnel 
est  épuisé  , l’eau  réagit  dans  le  tuyau  ] , la  soupape  (i 
retombe  et  se  ferme,  la  colonne  ofTlucnlc  ne  peut  plus 
retenir  la  soupape  E qui  s'ouvre  en  retombant,  et,  dès 
que  celte  soupape  est  ouverte,  le  mémo  jeu  recommence 
et  dure  tant  que  le  réservoir  fournit  de  l’eau.  Après  un 
certain  nombre  de  coups,  l’eau  parvient  au  sommet  du 
tuyau  d’ascension  I et  sort  par  un  dégorgeoir. 

Le  réservoir  d’air  1!  produit  deux  effets,  celui  de  di- 
minuer la  violence  du  choc  en  le  faisant  agir  sur  une 
masse  d’air  qui  est  douce  d’élasticité,  et  celui  de  pro- 
duire un  écoulement  continu. 

La  petite  quantité  d eau  qui,  à chaque  coup,  sort  per 
la  soupape  E,  s’écoule  par  une  décharge  J. 


L’effet  utile  du  bélier  hydraulique  dépasse  de  beau- 
coup celui  de  toutes  les  autres  machines  à élev  er  l’eau 
lorsque  la  hauteur  de  l’élévation  n’est  pas  considérable 
par  rapport  à la  hauteur  de  la  chute.  Il  résulte  des  ex- 
périences d’F.ylclwein  : i*  que,  si  la  hauteur  d'ascension 
est  quatre  fois  plus  grande  que  celle  de  la  chute , le  bé- 
lier élève  près  d’un  septième  plus  d’eau  que  les  pompes 
mues  par  une  roue  ù augets  ; a*  que  les  effets  utiles  de 
ces  deux  machines  sont  égaux  lorsque  la  hauteur  de 
l’ascension  est  six  fois  celle  de  la  chute  ; 3*  que  le  bé- 
lier devient  progressivement  moins  avantageux  lorsque 
cette  hauteur  augmenfe  ; 4*  que  le  bélier  est  préférable 
aux  pompes  mues  par  une  roue  à aubes,  lorsque  la  hau- 
teur d’ascension  est  moindre  que  douze  fois  celle  de  la 
chute. 

Pour  comparer  l’effet  utile  d’un  bélier  hydraulique  à 
sa  force  motrice , il  faut  se  rappeler  que  l’effet  dyna- 
mique de  cette  dernière  a pour  expression  QXH,Q 
étant  le  volume  d’eau  dépensé  en  une  seconde , et  H la 
hauteur  de  la  chute,  tandis  que  l'effet  utile  obtenu  est 
q X A,  q représentant  le  volume  d’eau  élevé  dans  une 
seconde,  et  h la  hauteur  à laquelle  il  a été  porté.  En 
combinant  les  données  fournies  par  l’expérience,  on 
trouve  que  cet  effet  utile  est  assez  exactement  repré- 
renté par  la  formule  empirique  suivante (i) 

q.  A = i,aoQ(lI  — o,*\/lï . h) 

qui  doit  servir  de  guide  aux  constructeurs. 

La  longueur  du  corps  du  bélier  influe  sur  la  quantité 
d’eau  qui  s’élève  à chaque  coup,  mais  on  ne  connaît 
pas  encore  la  longueur  correspondante  au  maximum 
de  produit.  Eytelwcin  pense  qu’elle  doit  être  exprimée 
jvar  la  longueur  du  tuyau  montant,  plus  le  double  du 
rapport  de  la  chute  d la  hauteur  d'ascension  On  ne  devra 
dans  aucun  cas  la  réduire  au-dessous  des  trois  quarts  de 
la  hauteur  d'ascension.  Quant  au  diamètre  de  ce  tuyau 
il  doit  être  déterminé  par  la  formule 

',7l/Q 

dans  laquelle  Q a la  même  signification  que  ci-dessus. 

Le  diamètre  du  tuyau  d’ascension  I peut  être  la 
moitié  de  celui  du  corps  du  bélier. 

Les  deux  soupapesdoivent  être  très-rapproebées l'une 
de  l’autre  , et  le  diamètre  de  la  soupape  d’arrêt  ne  doit 
jamais  être  plus  petit  que  celui  du  tuyau  horizontal. 

La  capacité  du  réservoir  d’air  ne  parait  pas  exercer 
d'influence  sur  l’action  du  bélier,  on  la  fait  ordinaire- 
ment égale  à celle  du  tuyau  d’ascension. 

Proposons-nous  d’établir,  d’après  ces  principes,  un  bé- 
lier capable  d’élever  si  litres  d’eau  par  minute,  à une 
hauteur  de  ta  mètres;  la  chute  d’eau  dont  on  peut  dis- 
poser pour  cet  effet  ayant  une  hauteur  de  i",5o. 

La  première  chose  A déterminer  est  le  volume  Q de 
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l'eau  qu’il  faut  dériver  du  réservoir.  Dégageant  donc  Q Y Estai  sur  Ut  machines  hydrauliques  de  Ducrest , et  le 

de  la  formule  (i),  nous  aurons  d’abord  Traité  élémentaire  des  machines  de  Hachette. 


1*20  (II — o,a  V/H A) 

puis,  observant  que  21  litres  d’eau  par  minute  font  o,35 
litres  par  seconde  ou  o"%oco35,  nous  aurons 

H = i",  5o;  h =1 2 ■ ; ÿ » o%ooo35 
et,  par  suite, 

q o,ooo35  X ta 

1,20  £i,5o — o,ay/(i,5o  X ta) 

Tel  est  la  volume  d’eau  qui  doit  être  dépensé  par  se- 
conde ; on  la  portera  à o"%oo54  pour  plus  de  sûreté. 

Le  diamètre  du  bélier  sera  donc 

>,71/(0,0054  ) ==o*,i3 

et  celui  du  tuyau  d’ascension  ~ (o",  i3)  = o*,o65. 

Si  les  localités  le  permettent,  on  donnera  1 2 mètres 
de  long  au  corps  du  bélier. 

La  capacité  du  réservoir  d’air  devant  être  égale  à celle 
du  tuyau  d'ascension  dont  le  diamètre  est  o,o65  et  la 
hauteur  1 a",  on  aura  pour  cette  capacité 

3, 14 16  X (o,o65)t  = o*',i5<). 

Enfin , on  donnera  o*,  1 7 de  diamètre  à la  soupape 
d’arrêt  parce  qu’elle  est  traversée  par  la  bande  de  métal 
qui  tient  le  battant  E dont  on  fera  le  diamètre  o“,  19. 
Le  poids  de  cette  soupape  ne  devant  pas  être  plus  grand 
que  deux  fois  son  volume  d’eau,  on  le  fera  d’un  kilo- 
gramme. Le  battant  E devra  être  en  laiton  épais  de  5 
millimètres.  L’épaisseur  du  clapet  d’ascension  G peut- 
être  de  7 millimètres. 

Cette  belle  machine  n’a  été  employée  jusqu’ici  que 
pour  élever  de  petites  quantités  d’eau.  Le  bruit  qu’elle 
produit  est  Incommode  et  les  ébranlemcns  périodiques 
qu’elle  éprouve  la  détériorent  assez  rapidement.  11  existe 
cependant  des  béliers  qui  fonctionnent  depuis  plusieurs 
années , mais  leur  usage  se  borne  ù satisfaire  les  besoins 
en  eau  des  habitations  oû  on  les  a construits , et  il  est 
douteux  qu’on  puisse  jamais  les  utiliser  pour  d’autres 
usages. 

BÉLIER  A TUYAU  MOBILE.  Cet  instrument,  réduit 
à sa  plus  grande  simplicité , est  un  tuyau  recourbé  dont 
le  bout  inférieur  plonge  dans  un  puisard  et  auquel 
on  imprime  un  mouvement  de  rotation  très-rapide  ; 
l’eau  s’élève  au  sommet  par  l’effet  de  la  force  centrifuge 
qui  lui  est  communiquée. 

On  g proposé  plusieurs  machines  de  ce  genre.  Foy. 


BIEF  ou  BIKZ.  (ffydranL)  Canal  élevé  qui  conduit 
l’eau  sur  une  roue  hydraulique.  Ce  nom  lui  vient  de  ce 
qu’il  est  ordinairement  incliné  ou  biaisé. 

BIGUK.  (Méc.)  Appareil  composé  de  deux  fortes 
pièces  de  bois  réunies  à leur  sommet  par  un  amarage  et 
écartées  dans  leur  partie  inférieure.  11  est  destiné  à for- 
mer un  point  de  suspension  pour  élever  les  fardeaux. 
On  emploie  dans  les  arsenaux  de  la  marine  des  bigues 
qui  ont  plus  de  80  pieds  de  hauteur. 

BOCÀRD.  (Méc.)  Machine  composée  d’une  rangée  de 
pilons  en  bois  armés  d’une  tête  de  fer  et  qui  sont  suc- 
cessivement soulevés  par  l’arbre  d’une  roue  hydrauli- 
que. Elle  est  employée  dans  les  mines  pour  piler  le  mi- 
nerai. Voy.  l’ouvrage  de  d’Aubuissott  sur  le*-  mines  de 
Fri  ber  y . 

BOIS.  (Méc.)  La  question  de  la  résistance  des  bois 
et , en  général , des  matériaux  , est  si  importante  pour 
l'architecture  et  la  marine,  qu’on  ne  saurait  douter 
qu’elle  ait  provoqué  l’attentiou  des  anciens  dont  les  con- 
structions hardies  sont  encore  de  nos  jours  un  sujet  d’ad- 
miration. Cependant  les  premiers  fondemens  de  la  théo- 
rie de  cette  résistance  n’ont  été  posés  qu’à  une  époque 
bien  postérieure  à leurs  hrillans  travaux,  car  ils  sont 
entièrement  dus  au  génie  de  Galilée  qui, dans  cette  ques- 
tion comme  dans  une  foule  d’autres  non  moins  intéres- 
santes, a su  porterie  premier  le  flambeau  de  la  géométrie. 

La  solution  de  ce  grand  homme  est  loin  sans  doute 
d'être  entièrement  rigoureuse,  mais  elle  a tracée  la  route 
et  il  a eu  le  mérite  d’en  déduire  des  principes  incontes- 
tables dont  on  ne  soupçonnait  pas  même  l’existence 
avant  lui. 

Pour  donner  une  idée  de  la  nature  du  problème,  sup- 
posons qu’un  prisme  quadrangulairc  de  hms  A K (PI.  3, 
fig.  5)  soit  encastré  dans  un  mur  par  une  de  scs  extré- 
mités, d’une  manière  inébranlable,  et  qu’on  charge  de 
poids  son  extrémité  libre  E jusqu’à  ce  qu’on  détermine 
sa  rupture.  La  ligne  AB,  dit  Galilée,  devient  un  point 
appui , et  chaque  fibre  du  bois  est  sollicitée  par  le  poids 
suivant  un  bras  de  levier  égal  ù la  longueur  D K de  la 
pièce,  tandis  qu’elle  résiste  par  un  bras  de  levier  d’au- 
tant plus  court  qu’elle  est  plus  proche  de  l'appui.  La 
résistance  que  chaque  fibre  oppose  à la  rupture  est  donc 
proportionnelle  à sa  distance  à cet  appui,  et  il  en  résulte 
que  la  somme  des  résistances  est  à ce  qu’elle  serait  si  cha- 
cune d’elle  était  égale  àla  plus  graudr,comme  la  distance 
du  centre  de  gravité  de  la  figure  ABCD  à l’appui  AB  est 
à l’aie  de  cette  figure.  Quant  à la  plu«  gronde  résis- 
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tance,  son  rapport  avec  le  poids  est  égal  au  rapport  in- 
verse des  bras  de  leviers  DC  et  DE.  Ainsi , les  résis- 
tances de  deux  prismes  de  bois  de  même  base  sont  en 
raison  inverse  de  leurs  longueurs,  et  il  en  est  de  même 
des  résistances  de  deux  cylindres  de  même  base,  parce 
que  le  centre  de  gravité  de  cette  base  est  à son  centre 
ou  au  milieu  de  son  diamètre. 

Galilée  conclut  de  cette  théorie  que  des  corps  sem- 
blables n'ont  pas  des  forces  proportionnelles  à leurs 
masses  pour  résister  ù leur  rupture  , car  les  masses 
croissent  comme  les  cubes  des  côtés  semblables,  tandis 
que  les  résistance»  ne  croissent  que  comme  les  carrés 
de  ces  côtés.  Il  y a donc  un  terme  de  grandeur  au  delà 
duquel  un  corps«>c  romprait  au  moindre  choc  ajouté  à 
son  propre  poids,  ou  par  ce  poids  même  , pendant 
qu’un  corps  semblable  , mais  d'une  moindre  niasse  , 
pourrait  résister  ou  sien  et  même  à un  effort  étranger. 
De  là  vient,  dit  Galilée,  qu’une  machine  qui  fait  son 
effet  en  petit  manque  lorsqu’elle  est  exécutée  en  grand 
et  croule  sous  sa  propre  masse.  La  nature,  ajoute-t-il, 
ne  saurait  faire  des  arbres  ou  des  animaux  démesuré- 
ment grands  sans  être  exposés  à un  pareil  accident , et 
c’est  pour  cela  que  les  plus  grands  animaux  vivent  dans 
un  fluide  qui  leur  ôte  une  partie  de  leurs  poids. 

Une  autre  conséquence  très -remarquable  de  cette 
théorie,  c’est  qu’un  cylindre  creux  résiste  davantage 
que  s'il  était  plein  ; vérité  qui  a fait  dire  ù .Montucla  : 
« C’est  cc  me  semble  pour  cette  raison,  et  pour  concilier 
en  même  temps  la  légèreté  et  la  solidité,  que  le  nature 
a fait  creux  les  os  des  animaux , les  plumes  des  oiseaux 
et  les  tiges  de  plusieurs  plantes.  » Au  mot  nature  près, 
qui  n’a  aucun  sens,  on  ne  peut-  qu’admirer  cette  ingé- 
nieuse appréciation  de  la  sagesse  infinie  du  créateur. 

L’hypothèse  de  Galilée  sur  la  résistance  des  fibres, 
proportionnelle  ù leur  distance  du  point  d’appui , ne 
saurait  être  exacte  que  dans  le  cas  où  les  fibres  se 
rompraient  brusquement  sans  éprouver  aucune  exten- 
sion , ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  ù cause  de  leur  élasti- 
ticité.  Mais  cette  circonstance  , signalée  bientôt  par 
Leibnitz  et  Mariette,  n’influe  que  sur  les  détermina- 
tions numériques  et  non  sur  les  conséquences  générales 
que  nous  venons  de  rapporter. 

La  résistance  des  diverses  espèces  de  bois  varie  dans 
des  limites  assez  étendues  ; elle  parait  être  sensiblement 
proportionnelle  à leur  pesanteur  spécifique,  et  ou  peut 
établir  que  deux  pièces  parfaitement  égales  offriront  des 
résistances  dont  le  rapport  sera  le  même  que  celui  de 
leurs  poids.  La  constitution  physique  du  bois  par  fibres 
superposées  longitudinalement  rend  raison  de  ce  phéno- 
mène, car  plus  ces  fibres  sont  nombreuses  dans  un  es- 
pace donné,  plus  le  bois  a de  force  et  plus  sa  pesanteur 
spécifique  est  considérable.  La  table  des  pesanteurs  spé- 
cifiques donnée  au  mot  DsnsitA  (tom.  1)  peut  donc  faire 
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connaître  quels  sont  les  bois  qui,  comparativement,  résis- 
teront davantage,  mais  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  qu’une 
foule  de  circonstances  telles  que  les  défauts  du  bois,  les 
nœuds,  la  carie,  les  directions  obliques  des  fibres,  le  de- 
gré de  dessiccation,  la  nature  du  sol  qui  a produit  les  ar- 
bres, leur  fige,  etc.,  etc.,  sont  autant  de  causes  capables 
de  modifier  la  résistance. 

Un  physicien  allemand  M.  Karmasch  a prétendu  tout 
récemment  que  la  manière  ordinaire  d’évaluer  le  poids 
spécifique  des  bois  et  qui  consiste  à les  peserdans  l’eau, 
est  défectueuse,  parce  que  le  liquide  s’introduit  dans  les 
pores  du  bois  et  augmente  son  poids  véritable.  Il  a pesé 
avec  la  plus  grande  exactitude  des  parallélipipèdes  des 
différentes  espèces  de  bois  séchées  à l’air,  travaillés  avec 
le  pins  grand  soin  et  dont  il  a mesuré  le  volume  avec  une 
extrême  précision.  Ces  morceaux  avaient  généralement 
de  10  à 2-î  pouces  cubes  de  Vienne.  Nous  rapporterons 
ici  quelques-uns  de  se»  résultats,  dont  il  a publié  le  ta- 
bleau en  »83.'|  (Jahrb.  de  Polyt.  Inst,  in  Wien.);  ils 
pourront  servir  de  points  de  comparaison  pour  des  ex- 
périences du  même  genre. 


Espèces  de  l>ois.  Poids  spécifii|ues. 

Buis.  . . 0,94a 

Prunier 0,87a 

Aubépine 0,871 

Bouleau  de  Suède 0,799 

Pin 6,763 

Hêtre 0,750 

If- 0,744 

Bouleau 0,738 

Pommier 0,734 

Poirier 0.73a 

Charme 0,738 

Olivier  (souche) 0,676 

Frêne 0,670 

Dito 0.669 

Noyer 0,660 

Chêne o,65o 

Frêne 0,645 

Orme.  . o,568 

Tilleul 0,559 

Châtaignier o,55i 

Aulne o,538 

Epicéa 0,481 

Peuplier 0,587 


La  résistance  que  les  bois  opposent  aux  poids  qui 
sollicitent  leur  rupture  reçoit  des  noms  différons  suivant 
la  position  différente  des  pièces;  on  la  nomme  résis- 
tance horizontale  lorsque  les  pièces  do  bois  ont  leurs 
fibres  parallèles  A l’horizon  et  que  la  charge  agit  verti- 
calement sur  elles  ; résistance  verticale , lorsque  la 
charge  pèse  dans  le  sens  des  fibres  et  au  sommet  de  la 
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pièce  poiéo  verticalement;  enfin,  adhérence  des  fibre* , 
lorsque  la  pièce. est  suspendue  verticalement  et  chargée 
ù sa  partie  inférieure.  Nous  allons  examiner  successive- 
ment ces  trois  cas  principaux. 

I.  Résistance  horizontale.  Luc  pièce  de  hois  peut  être 
maintenue  dans  une  position  horizontale  de  trois  ma- 
nières différentes  : i“  chacune  de  scs  extrémités  est  en- 
castrée solidement  dans  un  bâti  inébranlable  (PI.  3, 
fig.  6);  a*  cette  pièce  est  seulement  soutenue  sur  deux 
points  d’appui  (fig.  7);  3*  une  seule  de  ses  extrémités  est 
encastrée  (fig.  5).  Les  résistances  d’une  même  pièce 
dans  ces  trois  dispositions  sont  entre  elles  comme  les 
nombres  4»  a?  c'est-à-dire  que  si  dans  le  premier  cas 
elle  exige  un  poids  de  4000  kilogrammes  pour  sc  rom- 
pre, il  suffira  d’un  poids  de  aooo  kil.  dans  le  second  et 
seulement  un  poids  de  1000  kil.  dans  le  dernier.  Ainsi 
la  résistance  étant  connue  dans  un  quelconque  de  ces 
trois  cas,  on  peut  aisément  conclure  ce  qu’elle  est  dans 
les  deux  autres. 

On  a tiré  de  la  théorie  de  Galilée  la  règle  suivante  : 
La  résistance  est  en  raison  inverse  de  la  longueur  des 
pièces,  en  raison  directe  de  la  largeur  et  en  raison  directe 
du  carré  de  la  hauteur.  Si  nous  désignons  donc  par  R la 
résistance  horizontale  d’un  prisme  quadrangulaire  de 
bois  dont  l est  la  longueur,  0 la  largeur  et  h la  hauteur 
ou  l’épaisseur  dans  le  sens  vertical  , et  que  nous  nom- 
mions p la  résistance  d’une  autre  pièce  du  même  bois 
dont  les  dimensions  correspondantes  soient  l\ 0,  h'9 
nous  aurons  (1) 


«A1. 

I : 


e'k'1 

T" 


proportion  ù l'aide  de  laquelle,  connaissant  la  résistance 
p d’une  pièce  de  bois,  nous  pourrons  calculer  la  résis- 
tance R d’une  autre  pièce  de  la  même  espèce  de  bois. 

Mnsschenbrock,  Parent,  Bélidor,  ûuffon  et  Duhamel 
ont  fait  un  grand  nombre  d’expériences  sur  la  résistance 
des  bois  qui  ont  été  résumées  par  iiassenfratz  dans  le  ta- 
bleau suivant,  très-commode  pour  les  calculs.  Les  ré- 
sistances sc  rapportent  à des  pièces  posées  librement  sur 
deux  points  d’appui,  et  toutes  les  pièces  sont  ramenées 
h la  dimension  de  cinq  mètres  do  longueur  sur  un  dé- 
cimètre d'équarrissage,  c’est-à-dire  sur  une  largeur  et 
sur  une  hauteur  d’un  décimètre. 


Solive  de  ■’>  mètres 
sur  un  décimètre  carré. 

Prunier 

Orme 

ir. 

Charme 

Hêtre 

Chêne, 

Noisetier.  . . . 


Poids  que  supporte  la  pièce 
avant  de  rompre. 

• • • • • 1 447  kilog. 

1 077 

• • • • , 1037 

1 o34 

t o3  a 

ioa6 

1 00$ 


Solive  de  & mètres 

Poids  que  supporte 

•ur  un  décimètre  carré. 

avant  de  romp 

Pommier 

Châtaigncr.  . . . 

Marronicr.  . . . 

931 

Sapin 

918 

Noyer 

Poirier 

Bouleau 

853 

Saule. ...... 

85o 

Tilleul 

Peuplier  d'Italie. 

Pour  approprier  ù cette  table  la  proportion  (»),  faisons 
f = 5*,e=/i=io*,  » et  nous  aurons  en  substituant. 


d’ort,  (a) 


_ eh1  0,1X0,001 

R:p=T: 5— 


R = 5ooo 


eh1 

?T 


valeur  dans  laquelle  p est  le  nombre  qui  correspond 
dans  la  table  ù l’espèce  de  bois  en  question. 

Supposons,  par  exemple,  que  la  pièce  de  bois  dont 
on  veut  connaître  la  résistance  soit  une  solive  de  chêne 
de  4 mètres  de  longueur  sur  i5  centimètres  d’equarris- 
sage,  on  fera  e=A  = o",i5,  1=4"  et  comme  dans  ce 
cas  0=  1026  kil.  on  aura 


R==5oooX  102O 


(0,15)1  _ 


: .'|3a8  kilog. 


la  pièce  proposée  ne  se  rompra  donc  que  sous  un  effort 
de  43a8  kil. 

Les  résistances  calculées  d’après  cette  formule  sont 
généralement  trop  grandes  parce  qu’il  n’y  entre  pas  tin 
élément  essentiel  le  poids  propre  de  la  pièce  ; on  ne  doit 
donc  le»  considérer  que  comme  des  approximations. 

Dans  les  expériences  de  Buffon,  sur  lesquelles  on  peut 
sc  fonder  en  toute  confiance,  le  décroissement  des  résis- 
tances a toujours  été  plus  grand  que  l’accroissement  des 
longueurs. 

L'n  résultat  pratique  très-important,  c’est  que,  la  ré- 
sistance croissant  d’après  le  carré  de  la  hauteur,  les  bois 
méplats  doivent  toujours  être  posés  sur  leur  plus  petite 
épaisseur  ; aussi,  dans  beaucoup  de  combles,  on  a rem- 
placé très-avantageusement  la  charpente  par  des  plan- 
ches de  i5  lignes  d’épaisseur  posées  de  champ.  Nous 
ferons  encore  remarquer  que  le  point  le  moins  résistant 
d’une  pièce  horizontale  est  son  extrémité  libre  lorsqu’il 
n’y  en  a qu’une  de  soutenue,  et  son  milieu,  lorsque  les 
deux  extrémités  sont  soutenues.  Les  nombres  de  la  table 
ci-dessus- se  rapportent  à des  pressions  exercées  an  mi- 
lieu des  pièces. 
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Les  circonstances  de  la  fracture  varient  avec  celles 
des  positions.  Lorsque  la  pièce  est  assujettie  par  une  de 
ses  extrémités,  elle  sc  brise  près  du  point  d'appui  ; lors- 
qu’elle est  fixée  par  ses  deux  extrémités,  elle  se  brise  en 
trois  endroits  (1*1.  3,  lig.  8),  au  milieu  et  près  des  points 
d’appui  ; enfin , lorsqu’elle  est  seulement  soutenue  par 
ses  extrémités,  la  fracture  est  unique  et  se  fait  au 
milieu. 

II.  Résistance  verticale,  line  pièce  de  bois  posée  ver- 
ticalement sur  sa  base  et  chargée  à son  extrémité  supé- 
rieure plie  généralement  avant  de  s’écraser. 

llondclct  a obtenu,  de  nombreuses  expériences,  les 
résultats  suivans  : 

i*  lin  poteau  de  chêne  qui  a plus  de  sept  ou  huit  fois 
la  largeur  de  sa  base  en  hauteur  plie  sous  la  charge 
avant  de  s’écraser  ou  de  sc  refouler,  et  une  pièce  de  bois 
dont  la  hauteur  serait  cent  lois  le  diamètre  de  sa  base 
n’est  plus  capable  de  porter  le  moindre  fardeau  sans 
plier. 

a“  Quand  une  pièce  de  chêne  est  trop  courte  pour 
pouvoir  plier,  la  force  qu’il  faut  pour  l’écraser  est  de 
4o  ù 4^  livre*  par  ligne  superficielle  de  sa  base;  et  cette 
force  pour  le  bois  de  sapin  va  de  48  ù 56. 

3*  Des  cubes  de  chacun  de  ces  bois,  soumis  ù une 
forte  pression,  ont  diminué  de  hauteur  sans  se  désunir; 
ceux  en  chêne  de  plus  d’un  tiers  et  ceux  en  sapin  de 
moitié. 

4*  La  force  moyenne  du  bois  de  chêne , qui  est  de 
44  livres  par  ligne  superficielle  pour  un  cube,  se  ré- 
duit à deux  livres  pour  une  pièce  de  même  bois, 
dont  la  hauteur  est  égale  ù ;a  fois  la  largeur  de  la 
base. 

5*  En  comparant  un  cube  de  chêne  avec  des  parallé- 
lipipèdcs  rectangulaires  de  même  base,  la  résistance  a 
décru  dans  les  rapports  suivans  : 

Pour  le  cube  dont  la  hauteur  est  J,  la  résistance  étant  I 


ce  dont  la  hauteur  est 
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D’après  Perronct , la  résistance  comparative  des  six 
espèces  suivantes  de  bois  chargés  debout  est 

Chêne 136 

Saule 96 

Sapin 9'» 

Peuplier.  . . • 74 

Frêne 7 a 

Orme 70 

M.  Girard,  à qui  l’on  doit  un  grand  nombre  de  belles 
expériences,  a reconnu  que  l’élasticité  des  bois  posés 
debout,  ou  la  résistance  qu’ils  sont  capables  d’opposer 
ù la  flexion,  lorsqu’ils  sont  chargés  verticalement,  est 
m raison  directe  des  largeurs , double  des  hauteurs  et 
s’nveriM  des  longueurs.  Il  faut  entendre  ici  par  hauteur 
la  plus  grande  largeur  du  bois.  Ce  savant  a trouve  que 
l’élasticité  absolue  d’un  morceau  de  bois  de  chêne  d’un 
mètre  cube  est  de  1 1 784  45 1 kilogrammes,  et  que  celle 
d’un  mètre  cube  de  sapin  est  de  8 161  128  kilogrammes. 
D’après  ses  calculs,  une  pièce  de  bois  de  chêne  de  1 2 9 5 
mètres  de  hauteur  sur  un  mètre  d’équarrissage  ne  résiste- 
rait pas  à la  pression  de  son  propre  poids.  11  en  serait 
de  même  d’une  pièce  de  sapin  de  i83a  mètres. 

III.  Adhérence  des  fibres.  Il  résulte,  de  toutes  les  ex- 
périences, que  le  bois  résiste  mieux  à l’extension  qu’ù  la 
compression.  Le  résultat  moyen  des  expériences  de 
Rondelet  est  que  la  force  du  bois  de  chêne  ordinaire 
est  d’environ  981  kilogrammes  par  centimètre  carré  de 
la  base  du  morceau  soumis  à une  traction  perpendicu- 
laire par  ses  deux  bouts.  Barlow  estime  la  force  du 
chêne  d’Angleteterre  de  648  à 800  kilogrammes,  tandis 
que  Trcdgold  ne  la  porte  qu’à  i63  kilogrammes,  tou- 
jours par  centimètre  carré.  Nous  ne  rapporterons  pas 
d’autres  appréciations  tout  aussi  différentes  et  qui  ne 
sont  propres  qu’à  faire  sentir  le  besoin  d’une  théorie 
plus  avancée.  (Foy.  Œuvres  de  Buiïon,  Partie  expérim. 
XI • mémoire;  Traité  de  l'art  de  bâtir,  par  Rondelet; 
Œuvres,  de  Perronet  ; Traité  analytique  de  la  résistance 
des  solides,  par  Girard.) 

BUSE.  {Hydraul)  On  désigne  sous  ce  nom,  soit  une 
caisse  qui  contient  de  l’eau,  soit  le  canal  ou  coursier 
qui  conduit  l’eau  sur  une  roue  hydrauliqne. 
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CAMES.  {Méc.)  Parties  saillantes  adaptées  à un  axe 
tournant  et  qui  servent  à imprimer  un  mouvement  al- 
ternatif aux  tiges  des  pilons.  Telles  sont  les  carnet  b,  b 
(PI.  3,  fig.  9)  qui,  ajustées  sur  le  cylindre  A,  soulèvent 
alternativement  le  pilon  B par  son  jnentonnet  m pour 
le  laisser  ensuite  retomber. 

I.a  courbure  de  la  came  se  détermine  d’après  l'effet 
qu’on  en  veut  obtenir.  Lorsqu’on  désire  que  l’ascension 
du  pilon  soit  régulière,  il  faut  évidemment  que  la  courbe 
soit  telle  que  le  rayon  du  cylindre  moteur  décrive  des 
arcs  égaux  dans  le  même  temps  que  le  mentonnet  par- 
court des  espaces  égaux,  condition  qui  se  trouve  rem- 
plie par  la  développante  du  cercle , comme  on  peut  aisé- 
ment s’en  assurer.  Soit,  en  effet,  bn  une  partie  de  la 
développante  du  cercle  A (PI.  3,  fig.  1 1)  rencontrée  ù 
son  origine  en  b par  la  droite  m&.  Supposons  que  le 
cercle  A tourne  avec  sa  développante  autour  de  son  cen- 
tre et  que  pendant  ce  mouvement  la  droite  mo  s’élève 
parallèlement  à elle-même,  de  manière  que  son  extré- 
mité 0 parcoure  successivement  les  divers  points  de  la 
développante  bn  tout  en  décrivant  la  verticale  6M.  Lors- 
que, par  suite  du  mouvement  de  rotation  du  cercle  A , 
la  développante  sera  arrivée  en  b'n,  la  droite  mo,  sera 
en  bV  et  son  extrémité  0 aura  décrit  bo ; de  même, 
lorsque  la  développante  sera  parvenue  en  b’n,  la  droite 
mo  se  trouvera  dans  la  position  mo*,  et  son  extrémité  b 
aura  décrit  la  droite  bo*.  Or,  d’après  la  théorie  des  déve- 
loppée* {Voy.  ce  mot,  tom.  1),  la  droite  bo'  est  égale  à 
l’arc  bb'  du  cercle  A,  et  la  droite  bo'  est  égale  à l'arc  bb', 
car  6M  est  tangente  au  cercle  en  b,  ainsi  le  rapport  de 
bo'  à bo ' est  le  même  que  celui  de  l’arc  bb'  à l’arc  bb',  et 
il  en  résulte  évidemment  que,  si  le  mouvement  du  cercle 
est  uniforme,  la  droite  mo  décrira  des  espaces  verticaux 
égaux  pendant  que  le  rayon  A 6 décrira  des  arcs  égaux. 

La  construction  de  la  développante  du  cercle  s’effec- 
tue de  la  manière  suivante  : ayant  décrit  un  cercle  A 
(PI.  3,  fig.)  on  portera,  un  certain  nombre  de  fois  sur 
sa  circonférence,  un  arc  m 1 assez  petit  pour  qu’on  puisse 
le  considérer  comme  une  ligne  droite.  Par  tous  les  points 
do  division  1 , a,  3,  f\,  etc.  on  mènera  des  tangentes  in- 
définies, puis  on  prendra  la  première  m'i  égale  à mi,  la 
seconde  m'a  égale  à deux  fois  mi,  la  troisième  m'"3, 
égale  à 3 fois  mi  et  ainsi  de  suite.  La  courbe  passant 
par  tous  les  points  m,  m',  m' etc.  sera  la  développante  du 
cercle  À, 


Pour  tracer  le  profil  d’une  came,  on  prendra  le  rayon 
du  cercle  A égal  à relui  du  cercle  primitif  considéré  par 
rapport  au  mentonnet,  c’est-ù-dire,  égal  ù la  distance 
qu’il  y a entre  le  centre  du  mouvement  et  l’extrémité 
du  mentonnet  lorsque  le  pilon  est  en  repos  ; après  avoir 
décrit  la  développante,  on  prendra  le  rayon  An  égal  b 
la  distance  qu’il  doit  y avoir  entre  le  centre  du  mouve- 
ment et  l’extrémité  du  mentonnet  lorsque  le  pilon  est 
arrivé  au  plus  liant  point  de  sa  course,  et,  avec  ce  der- 
nier rayon,  ou  décrira  un  arc  qui  déterminera  en  0 l’ex- 
trémité de  la  came  mo  capablo  do  produire  l’effet  de- 
mandé. 

Cette  manière  de  faire  mouvoir  les  pilons  est  sujette 
à plusieurs  inconTéniens  dont  le  plus  grave  est  le  choo 
de  la  came  contre  le  mentonnet  au  moment  où  elle  le 
rencontre  avec  sa  vitesse  acquise  ; ce  qui  occasionne  une 
perte  de  force  motrice.  On  a cherché  à y remédier  par 
diverses  dispositions  dans  lesquelles  la  vitesse  du  men- 
tonnet, nulle  au  moment  où  il  est  saisi  par  la  came,  s'ac- 
célère ensuite  progressivement,  ce  qui  fait  perdre  l’a- 
vantage de  l'uniformité  du  mouvement.  Pour  éviter 
aussi  la  déviation  du  pilon,  qui  résulte  de  ce  qu’il  est 
soulevé  par  un  seul  coté,  on  a essayé  de  le  revêtir  d’une 
crémaillère  (Voy.  ce  mot)  et  d’armer  l’axe  tournant  de 
dents  d’cngTénogc  ; mais  cc  système  est  encore  plus  dé- 
fectueux que  celui  des  simples  cames.  {Voy.  Belidor, 
Archit.  hydraul.;  Hassenfratz,  Sidérotechnie;  Hachette, 
Traité  det  machine 1.) 

CARTES.  {Géoy.  math.)  La  construction  des  cartes 
a pour  objet  de  représenter  sur  une  surface  plane  la  si- 
tuation respective  des  divers  lieux  de  la  terre.  (Foy. 
tom.  I,  pag.  9î). 

Pour  qu’une  carte  fût  rigoureusement  exacte,  il  fau- 
drait : 1*  que  tous  les  lieux  y fussent  placés  dans  leur 
juste  position  par  rapport  aux  principaux  cercles  géo- 
graphiques, comme  l’équateur,  les  méridiens,  les  paral- 
lèles, etc.  *,  a*  que  les  grandeurs  des  différens  pays  aient 
cntr'cllcs  les  mêmes  rapports  que  sur  la  surface  de  la 
terre  ; 3*  que  les  différens  lieux  fussent  respectivement 
sur  la  carte  aux  mêmes  distances  les  uns  des  autres  et 
dans  1a  même  situation  que  sur  la  terre  elle-même.  Cet 
conditions  ne  sauraient  être  généralement  remplies. 

Lorsque  l'étendue  du  terrain  qu'on  veut  figurer  est 
très-petite,  la  portion  qu'il  comprend  de  la  surface  du 
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globe  ne  diffère  pas  sensiblement  d'une  surface  plane,  et 
il  est  possible  de  conserver  aux  objets  les  rapports  exacts 
de  grandeur  qu’ils  ont  entre  eux,  mais  lorsque  cette  éten- 
due est  considérable,  il  dcvicut  nécessaire,  soit  d’alté- 
rer quelques-uns  de  ces  rapports  pour  pouvoir  conserver 
l’exactitude  des  autres,  soit  de  les  modifier  tous,  suivant 
le  but  qu’on  se  propose  en  construisant  la  carte,  parce 
que  la  surface  de  la  sphère  n’est  point  développable, 
comme  celles  du  cylindre  et  du  cône,  et  qu’on  ne  peut, 
conséquemment  l’étendre  sur  un  plan  sans  qu’il  en  ré- 
sulte des  déchirures  ou  des  duplicatures. 

L'impossibilité  de  développer  la  surface  de  la  sphère  a 
fait  adopter,  pour  la  construction  des  cartes,  diverses  mé- 
thodes  qui  reposent  en  principe  sur  les  propriétés  des  pro- 
jections ( Voy.  ce  mot,  tom.  II).  Qu’on  imagine,  parexem- 
ple,  un  plan  qui  coupo  la  terre  dans  une  position  déter- 
minée, puis,  de  chacun  des  points  de  la  surface  courbe 
terrestre,  qu’on  conçoive  une  perpendiculaire  nbaissco 
sur  le  plan,  les  pieds  de  ces  perpendiculaires  représen- 
teront les  points  corrcspondans  de  la  surface  du  globe. 
Il  en  sera  encore  de  même,  si,  au  lieu  d'être  perpendi- 
culaires, les  droites  projetantes  concourent  toutes  à un 
même  point,  alors  on  pourra  considérer  ce  point  commo 
le  point  de  vue  d’un  tableau,  et  les  intersections  des 
droites  avec  le  plan  de  projection  ou  le  plan  du  tableau 
seront  les  perspective»  des  points  correspondant  de  la 
surface  terrestre.  Cette  dernière  espèce  de  projection , 
nommée  stirëographique , est  celle  qu’on  emploie  le 
plus  particulièrement  pour  représenter  un  hémisphère 
entier.  Les  cartes  construites  par  ce  moyen  sont  donc 
de  véritables  perspectives,  et  l’altération  qui  en  résulte 
dans  les  positions  respectives  des  objets  dépend  de  la 
situation  du  tableau  et  du  lieu  qu’on  choisit  pour  point 
de  vue. 

Or,  pour  projeter  un  hémisphère,  soit  en  totalité,  soit 
en  partie,  on  suppose  ordinairement  que  l'œil  est  placé 
à l’un  des  points  de  la  surface  terrestre  et  que  le  plan  de 
projection  est  celui  du  grand  cercle  dont  ce  point  est  le 
pôle,  ce  qui  présente  trois  cas  différens  : »•  l’œil  étant  à 
l’un  des  pôles  de  la  terre,  la  projection  a lieu  sur  le 
plan  de  l'équateur  ; a*  l’œil  étant  entre  le  pôle  et  l’équa- 
teur, la  projection  a lieu  sur  le  plan  de  son  horizon; 
3*  enfin  l’œil  étant  sur  l’équateur  même,  la  projection 
s'effectue  sur  le  plan  d’un  méridien.  La  projection  est 
dite  polaire  dans  le  premier  cas,  horizontale  dans  le  se- 
cond, et  on  la  nomme,  dans  le  troisième,  projection  sur 
le  méridien.  On  peut  encore  supposer  l’œil  placé  au  cen- 
tre de  la  terre  ; il  en  résulte  une  quatrième  projection 
nommée  centrale  dont  on  ne  fait  point  usage.  Nous  al- 
lons examiner  successivement  les  trois  premières. 

I.  Projection  polaire.  On  reconnaît  aisément  que  lors- 
que l’œil  est  ù l’un  des  pôles,  la  projection  de  ce  pôle  est 
le  centre  même  de  l’équateur  et  que  les  projections  des 


cercles  parallèles  ù l’équateur  sont  des  cercles  concen- 
triques à ce  dernier.  Quand  aux  projections  des  méri- 
diens, elles  sont  évidemment  des  lignes  droites. 

Avec  un  rayon  AO  (PI.  3,  fig.  »3),  choisi  d'après  la 
grandeur  qu’on  veut  donner  à l'hémisphère,  on  décrira 
donc  un  cercle  ACBD  qui  représentera  l’équateur  et  on 
prendra  pour  premier  méridien  un  diamètre  quelconque 
AB;  à partir  du  point  A on  divisera  le  quart  de  circon- 
férence AC  en  neuf  porties  égales  ou  de  îo  degré»  en 
to  degrés,  puis  par  tous  les  points  de  division  on  mè- 
nera de»  diamètres  (io)(u)o),  (20}  (non),  (3o)  (210), etc. 
Ils  seront  les  projection.-*  des  méridiens  correspondons  aux 
longitudes  io\20%."o%  etc.,  90*.  La  même  construction 
effectuée  sur  l’arc  AD  donnera  les  méridiens  correspon- 
dons aux  longitudes  100%  1 10*,  cto.,  180*. 

Pour  avoir  les  projections  defc  parallèles  à l’équateur, 
également  de  10  en  10  degrés,  on  mènera  par  l’extré- 
mité D du  diamètre  CD,  perpendiculaire  au  premier 
méridien  AB,  des  droites  D(io),  D(ao),  D(3o),  etc. .qui 
couperont  AO  en  des  points  m,  m\  m\  etc.,  et  du  point 
O comme  centre  avec  les  rayons  bm,  bm  , bm',  etc,;  on 
décrira  des  cercles  qui  seront  les  parallèles  demandées. 
F11  effet,  si  l’on  couçoit  que  le  cercle  ACBD  tourne  sur 
le  diamètre  AB  jusqu’ A ce  qu’il  soit  perpendiculaire  au 
plan  de  la  figure,  le  point  D deviendra  le  point  de  vue,  et 
les  points  m.  m,  m',  etc.  seront  les  projections  sur  le 
rayon  AO  des  intersections  du  premier  méridien  par  les 
cercles  parallèles  ù l'cquatcur. 

Après  avoir  achevé  le  réseau,  il  ne  s’agit  plus  que  d’y 
marquer  la  position  des  lieux  terrestres,  d’après  leur  la- 
titude et  leur  longitude,  d’y  tracer  le  cours  des  fleuves, 
les  contours  des  terres  et  des  mers,  etc.,  etc.  Dans  cette 
projection , les  méridiens  et  les  parallèles  se  coupent  à 
ongles  droits  comme  sur  la  sphère , mais  les  degrés 
égaux  des  méridiens  y sont  représentés  pour  des  por- 
tions de  ligne  droite  inégales,  ce  qui  raccourcit  l’éten- 
due des  terrains  en  allant  de  l’équateur  au  pôle. 

2.  Projection  sur  un  méridien.  L'œil  étant  toujours 
placé  au  centre  de  l’hémisphère  oppoyé  ù celui  qu'on 
veut  représenter  est,  de  plus,  sur  l’équateur  même,  et 
alors  la  projection  de  ce  cercle  est  une  droite  perpen- 
diculaire à l’axe  du  globe. 

Soit  donc  AB  (PI.  3,  fig.  12)  la  projection  de  l’équa- 
teur; avec  la  moitié  de  cette  droite,  pour  rayon,  on  dé- 
crira la  circonférence  APBP'}  ce  sera  le  méridien  sur 
lequel  on  doit  faire  la  projection.  La  diamètre  PP',  per- 
pendiculaire ù AB  sera  l’axe  de  la  terre  et  représentera 
en  même  temps  U projection  du  méridien  qui  passe 
par  le  point  de  vue  dont  le  centre  O est  la  projection. 

Après  avoir  divisé  comme  ci-dessus  l’arc  AB  de  10  en 
10  degrés,  menons  par  le  premier  point  de  division 
(10),  le  diamètre  (io)(if)o)  et  par  le  pôle  P'  tirons  les 
droites P'(io),  P'(»9<0  dont  la  première  couper*  le  dia- 
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mètre  AB  en  un  poiut  m,  et  la  seconde  le  prolongement 
de  ce  même  diamètre  en  un  point  n;  les  points  m et  » 
seront  les  projections  des  extrémités  du  diamètre  du  mé- 
ridien éloigné  de  i o*  en  longitude  par  rapport  au  méri- 
dien AB  ; du  milieu  de  mn , comme  centre , on  décrira 
donc  l'arc  PwP*  qui  sera  la  projection  du  méridien  en 
question.  Cette  même  construction,  répétée  sur  les  dia- 
mètres (ao)(aoo),  (3o)(aio)  etc.,  donnera  tous  les  mé- 
ridiens compris  dans  la  moitié  PAP'  de  l'hémisphère,  et 
comme  les  deux  moitiés  sont  symétriques,  il  sulllra  de 
reporter  de  O Ters  A la  longueur  des  rayons  compris  de 
0 Ters  B pour  décrire  les  méridiens  de  la  partie  PBP'. 

Les  projections  des  parallèles  à l'équateur  devant  pas- 
ser par  les  points  correspondans  de  division  (80)  et 
(100),  (70)  et  (120),  etc.,  et  leurs  centres  étant  tous 
situés  sur  le  prolongement  de  l’axe  P'P,  on  détermi- 
nera ces  centres  en  menant  du  point  B une  droite  à 
chacun  de  ces  points;  par  exemple,  B(4o)  et  B(iao), 
dont  la  première  coupe  l’axe  en  m*  et  son  prolongement 
en  n;  m'n  étant  le  diamètre  du  parallèle  (4o)(iao),  du 
milieu  de  cette  droite , comme  centre,  on  décrira  l'arc 
(4o)m’(  1 20)  qui  sera  la  projection  du  parallèle  demandé, 
et  ainsi  des  autres. 

Cette  projection  est  employée  pour  la  construction 
des  mappemondes  ; elle  a l’avantage  de  représenter 
d'une  manière  un  peu  plus  exacte  que  la  précédente  les 
distances  des  lieux  à l’équateur  et  au  premier  méridien  ; 
mais  elle  rend  les  degrés  de  l’équateur  inégaux,  ce  qui 
raccourcit  toutes  les  parties  situées  vers  l’axe.  On  con- 
struit depuis  peu  de  temps  des  mappemondes  dans  les- 
quelles les  espaces  sont  moins  altérés,  en  remplaçant 
la  projection  stéréographique  par  la  projection  suivante 
qui  n’est  plus  une  perspective  du  globe. 

Après  avoir  divisé  en  parties  égales,  par  exemple,  en 
18  (PI.  4,  fig.  1),  chacun  des  diamètres  rectangulaires 
AB  et  PP',  on  divise  en  9 parties  égales  chacun  des  arcs 
AB  et  AP',  puis  on  fait  passer  d’une  part  des  arcs  de  cer- 
cle par  tous  les  points  de  division  m et  par  les  pôles 
P et  P'  et  de  l’autre  par  tous  les  points  de  division  n 
et  par  les  points  correspondans  (10),  (20),  etc.  ; les 
premiers  représentent  les  méridiens  et  les  seconds  les 
parallèles  à l’équateur;  les  uns  et  les  autres  de  10  en 
1 o degrés. 

3.  Projection  horizontale.  Dans  cette  projection , c’est 
l’horizon  rationnel  qui  est  le  tableau,  le  point  de  vue  est 
le  pôle  de  l’horizon,  et  le  méridien  qui  passe  par  ce 
pôle  et  qu’on  nomme  méridien  principal  est  une  ligne 
droite,  sur  laquelle  sc  trouve  le  pôle  de  l’hémisphère 
représenté. 

Soit  ABCD  (PI.  4,  fig.  2)  l’horizon  d’un  lieu,  son 
centre  O sera  la  projection  du  point  de  vue  et  on  pourra 
choisir  un  diamètre  quelconque  AC  pour  représenter  le 
méridien  principal.  Ayant  mené  le  diamètre  BD  per- 
Tom.  111. 


pendicuiaire  AC,  ainsi  que  le  diamètre  pp  qui  fait  avec 
AC  un  angle  pOA  égal  à l’élévation  du  pôle  au-dessus 
de  l’horizon,  on  tirera  les  droites  Dp  et  Dp'  qui  coupe- 
ront AC  prolongé  en  deux  points  P et  P'  dont  le  premier 
sera  la  projection  du  pôle  supérieur  et  le  second  la  pro- 
jection du  pôle  inférieur.  Les  projections  des  méridiens, 
qui  passeront  toutes  par  les  pôles  P,  P',  auront  en  même 
temps  leurs  centres  sur  la  droite  MN  perpendiculaire 
sur  le  milieu  de  PP'. 

Pour  trouver  ces  centres,  on  décrira  du  point  P avec 
le  rayon  PE  le  quart  de  cercle  EQ  qu’on  divisera  en  neuf 
parties  égales,  si  l’on  ne  veut  avoir  les  méridiens  que  de 
10  en  10  degrés;  on  mènera  ensuite  du  point  P A cha- 
cun des  points  de  division  uno  droite , qu’on  prolongera 
jusqu’à  ce  qu’elle  rencontre  MN;  les  points  d'intersec- 
tions a,  b,  c,  etc.,  ainsi  obtenus,  seront  les  centres  de 
méridiens  qu’on  décrira  avec  leurs  rayons  respectifs  aP, 
ÔP,  eP,  etc.  Le  point  E est  le  centre  du  méridien  DPB 
perpendiculaire  au  méridien  principal  AB. 

La  construction  des  parallèles  ne  présente  pas  plus  de 
difficulté.  Après  avoir  divisé  la  circonférence  ABCD  en 
36  parties  égales  à partir  du  point  p,  on  mènera  aux 
deux  divisions  également  éloignées  de  p , des  droites 
D(i)  et  D(i'),  D(a)  et  D(a'),  etc.,  et  les  intervalles  eu, 
eu', eV,  etc.,  déterminés  par  ces  droites  sur  le  méri- 
dien AB  seront  les  diamètres  des  parallèles.  La  projec- 
tion de  l’équateur  passera  par  les  points  B et  D qui  mar- 
quent l’est  et  l’ouest  de  la  carte  ; une  moitié  seule  de  ce 
cercle  se  trouve  projetée  parce  qu’il  est  coupé  en  deux 
parties  égales  par  le  plan  de  l’horizon. 

Les  altérations  que  cette  espèce  de  projection  occa- 
sionne ne  sont  pas  symétriques  par  rapport  au  pôle. 

4.  Des  projections  par  développement.  Les  construc- 
tions que  nous  venons  d’indiquer  deviennent  très-em- 
barrassantes pour  les  cartes  particulières  où  les  rayons 
des  méridiens  et  des  parallèles  sont  d’une  longueur  con- 
sidérable, aussi  les  géographes  préfèrent-ils  dans  ce  cas 
les  projections  dites  par  développement  à la  projection 
stéréographique.  On  en  distingue  de  deux  espèces  : les 
premières  sc  nomment  développemcns  coniques,  les  se- 
condes, développement  cylindriques. 

On  sait  qu’une  zone  sphérique  d’une  très-petite  lar- 
geur ne  diffère  pas  sensiblement  de  la  surface  convexe 
d’un  cône  tronqué,  et  comme  cette  dernière  est  exac- 
tement développable  sur  un  plan,  on  peut  obtenir,  en 
opérant  ce  développement,  une  représentation  d’autant 
plus  exacte  de  la  zone  que  cclle-ei  est  plus  étroite  et  se 
confond  mieux  avec  la  surface  du  cône. 

Considérons,  par  exemple , la  zone  sphérique  dont 
ab  (PI.  4»  fig*  3)  est  la  largeur,  si  nous  imaginons  un 
cône  tangent  au  parallèle  moyen  M de  cette  zone,  les 
surfaces  du  cône  et  de  la  zone,  coïncidentes  à ce  paral- 
lèle, s’écarteront  4 sa  droite  et  & sa  gauche  et  en  pro- 
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jetant  les  lignes  géographiques  de  la  zone  sut  la  surface 
du  cône,  les  projections  des  méridiens  feront  entre  eux 
des  angles  moindres  que  suf  la  sphère,  et  les  pro- 
jections des  parallèles  seront  plus  grandes  que  ces  pa- 
rallèles , tant  à la  droite  qu’à  la  gauche  du  parallèle 
moyen. 

Si,  au  lieu  d’employer  le  cône  tangent,  nous  prenons 
le  cône  inscrit,  la  corde  ab  est  alors  le  côte  du  tronc  de 
cône  dont  la  surface  développée  doit  former  la  carte, 
et  il  est  facile  de  voir  que  cette  carte  sera  parfaitement 
exacte  sur  les  parallèles  extrêmes  a et  b;  mais  que  les 
parallèles  intermédiaires  seront  trop  petits. 

Par  une  disposition  intermédiaire  entre  le  cône  tan- 
gent et  le  cône  inscrit,  on  peut  encore  diminuer  l’alté- 
ration des  parallèles,  comme  l’a  fait  Delisle  dans  sa  carte 
générale  de  Russie.  Ce  géographe  a choisi  pour  la  sur- 
face conique  représentative  d’une  zone,  celle  qui  la  cou- 
pait suivant  deux  parallèles  placés  chacun  à égale  dis- 
tance du  parallèle  moyen  et  de  l’un  des  parallèles  ex- 
trêmes. De  cette  manière,  les  dimensions  des  parallèles 
communs  aucune  et  à la  sphère  ne  sont  point  altérés,  et 
l'étendue  de  la  carte  diffère  peu  de  l'étendue  terrestre 
correspondante , parce  que  l’élargissement  des  parties 
Inférieures  se  trouve  à peu  près  compensée  parle  rétré- 
cissement des  parties  supérieures. 

Quelle  que  soit  celle  de  ces  dispositions  qu’on  veuille 
adopter,  les  intersections  des  plans  des  parallèles  avec 
la  surface  conique  déterminent  sur  cette  surface  les  pro- 
jections des  parallèles,  et  les  projections  des  méridiens 
sont  des  lignes  droites  qui  concourent  au  sommet  du 
cône.  Il  en  résulte  qu’en  développant  la  surfa  t conique, 
les  parallèles  deviennent  des  arcs  de  cetrlfe  dont  le  centre 
commun  est  au  sommet  du  cône,  et  qrtc  les  méridiens 
demeurent  des  droites  concourantes  à ce  sommet,  ce  qui 
conduit  aux  constructions  que  nous  allons  exposer,  en 
prenant  pour  premier  exemple  le  cas  du  cône  tangent 
au  parallèle  moyen. 

Observons  d’abord  que,  dans  le  développement , le 
rayon  du  parallèle  moyen  M (f»g.  3)  est  la  droite  MO,  co- 
tangente de  l'angle  ECM  ou  de  la  latitude  de  ce  paral- 
lèle; ainsi,  après  avoir  tracé  (fig.  4)  Une  ligne  indéfinie 
AO,  on  prendra  une  longueur  OM  stir  cette  ligne,  égale 
à la  colangente  du  parallèle  moyen  de  la  carte , puis  du 
centre  O avec  OM  pour  rayon,  on  décrira  un  arc  indé- 
fini NK;  cet  arc  représentera  le  parallèle  moyen  de  la 
carte. 

Supposons  maintenant  que  l’amplitude  de  ce  paral- 
lèle moyen  ou  que  sa  partie  comprise  entre  les  limites 
de  l’espace  terrestre  qu’on  veut  représenter  soit  de  5o  de- 
grés. Comme  dans  la  sphère , le  rayon  de  ce  parallèle 
est  MR,  tandis  qu’ü  est  MO  dans  la  carte,  et  que  les 
nombres  de  degrés  contenus  dans  deux  arcs  égaux  soûl 
^entre  eux  dans  le  rapport  inverse  des  rayons,  on  aura, 


si  NY  représente  l’amplitude  du  parallèle  moyen  sur  la 
carte, 

angle  SOT  = 5o" 

Ayant  donc  calculé  le  nombre  des  degrés  de  l’angle 
NON*,  on  construira  cet  angle  en  faisant  de  chaque  côté 
de  OA  un  angle  égal  à sa  moitié. 

Tour  décrire  les  parallèles  extrêmes,  on  prendra  sur 
l'axe  AO  de  la  carte  deux  parties  Mo  et  M6  égales  cha- 
cune & la  moitié  de  la  différence  ab  de  latitude  de  ce* 
parallèles  extrêmes  ; si,  par  exemple,  cette  différence  est 
de  degrés,  on  prendra  la  longueur  de  ao  degrés  sur 
l’échelle  de  la  carte  et  on  la  portera  de  M en  a et  en  bt 
puis  du  centre  commun  O on  décrira  les  arcs  DD’  et  EE*. 

Si  l’on  veut  que  les  méridiens  et  les  parallèles  soient 
distans  les  uns  des  autres  de  10  degrés,  on  partagera 
NY  en  5 parties  égales  et  ab  en  4>  puis  on  mènera  les 
lignes  de  la  figure.  DD'E'E  sera  le  réseau  de  la  carte. 

C’est  de  cette  manière  qu'ont  été  construites  la  plu- 
part des  cartes  particulières  des  empires. 

Dans  le  cas  du  cône  inscrit , il  s’agit  de  déterminer 
préalablement  la  grandeur  de  AO  (PI.  4»  fig*  5),  rayon 
du  premier  parallèle  extrême.  Or  l’angle  O a pour 
mesure 

i AP’—  l BP  = — t (<>o-  -f-  AK)  — î (90* — BP) 
t AK  — t BP 

ou  7 lal  A — \ lat  B , et  on  a dans  le  triangle  rectangle 
AOm 

1 : sin  O = AO  : Am 


t /lat  A *—  lat  ...  ... 

1 : sin  ( J ass  AO  : cos  lat  A, 

ce  qui  donne 


_ cos  lat  A 
AU  “ sinf  (ütA-ÜTB)  *' 


le  rayon  delà  sphère  étant  pris  pour  uni  fl.  Après  avoir 
décrit  une  droite  égale  a AO,  dont  on  déterminera  la 
grandeur  soit  par  la  construction  graphique  de  la  figure  5, 
soit  'en  la  calculant  à l’aide  des  tables  des  sinus,  on  cher- 
chera l'amplitude  du  premier  parallèle  extrême  sur  la 
carte,  d'après  son  amplitude  sur  la  terre.  Cette  ampli- 
tude sera 


1 désignant  le  nombre  des  degrés  de  l'amplitude  terres- 
tre. Lfe  reste  de  la  construction  s’effectuera  d’une  ma- 
nière analogue  à la  précédente. 
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Cei  principes  sont  immédiatement  applicables  à toute# 
lei  autres  positions  qu’on  vdhdrait  donner  à la  surface 
conique , car  il  s’agit  uniquement  de  déterminer  la  gran- 
deur du  rayon  d’un  parallèle  commun  & la  surface  du 
globe  et  ù la  surface  conique , ainsi  que  l’amplitude  que 
doit  avoir  ce  parallèle  sur  la  carte;  ces  deux  quantités 
déterminent  la  grandeur  de  toutes  les  autres. 

5.  Projection  conique  modifiée.  Pour  éviter  l’altération 
des  aires,  Flamstced  a employé  dans  son  Atlas  céleste 
une  espèce  de  projection  dans  laquelle  le  méridien  du  mi- 
lieu de  la  carte  et  les  parallèles  sont  développés  en  lignes 
droites,  tandis  que  tous  les  autres  méridiens  sont  courbes, 
ce  qui  permet  de  représenter  le  quadrilatère  compris 
entre  deux  méridiens  et  deux  parallèles  quelconques  sur 
la  surface  de  la  sphère,  par  un  quadrilatère  équivalent 
sur  la  carte,  mais  ce  qui  présente  le  désavantage  d’alté- 
rer considérablement  la  configuration  des  parties  situées 
vers  les  limites  de  la  carte.  En  adoptant  la  projection 
de  Flamstced,  pour  ce  qui  concerne  les  méridiens,  les 
géographes  ont  su  diminuer  ses  inconvéniehs  en  ren- 
dant circulaires  tous  les  parallèles  et  les  faisant  concen- 
triques au  parallèle  moyen  de  la  carte,  dont  le  centre 
est  sur  le  méridien  rectiligne,  et  qui  a pour  rayon  la  co- 
tangente de  sa  latitude  comme  dans  la  projection  co- 
nique pure.  C’est  d’après  la  projection  de  Flamstced, 
ainsi  modifu  c,  que  Bonne  cl  Delislc  ont  construit  les 
cartes  des  quatre  parties  du  monde. 

Soit  donc  OM  (PI.  4?  fig.  6) , le  rayon  du  parallèle 
moyen  et  AB  ce  parallèle,  ayant  porté  au-dessus  et  au- 
dessous  du  point  M,  sur  le  méridien  rectiligne  MN , 
des  parties  Ma,  ab,  bc , etc.  égale  chacune  ù la  grandeur, 
prise  sur  l’échelle,  de  10  degrés , ou  de  5 ou  même  de  i 
degré,  suivant  la  distance  qu’on  veut  donner  aux  paral- 
lèles, du  point  O comme  centre  on  décrira  les  arcs 
concentriques  CD,  EF,  etc.  Nous  supposerons  que  les 
parallèles  doivent  être  tracés  ainsi  que  les  méridiens  de 
degré  en  degré. 

Ceci  fait,  on  divisera  chacun  de  ces  arcs,  à partir  du 
méridien  MN  et  à la  droite  et  ù la  gauche  de  ce  méri- 
dien , eu  parties  égales  entre  elles  et  qui  seront  égales 
à l’intervalle  d’un  degré  du  parallèle  correspondant  sur 
le  globe  terrestre,  puis  on  fera  passer  des  courbes  par 
toutes  les  divisions  d’un  même  ordre.  Ces  courbes  re- 
présenteront les  méridiens  de  degré  en  degré. 

Les  avantages  de  celte  construction  sont  évidemment 
de  conserver  entre  les  parties  des  méridiens  rectilignes 
et  celles  des  parallèles  les  mêmes  rapports  qu'elles  ont 
sur  la  sphère;  ses  defauts  sont  d’altérer  les  rapports 
des  outres  méridiens,  mais  comme  elles  ne  commen- 
cent à devenir  sensibles  que  loin  du  centre  du  déve- 
loppement, on  doit  préférer  cette  méthode  ù toutes 
les  autres,  d’autant  plus  qu’il  est  très-facile  d’y  tenir 
compte  de  l'aplatissement  de  la  terre . en  calculant  les 
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degrés  des  parallèle*  pour  un  sphéroïde  et  non  pour  une 
sphère. 

• Vu  la  difficulté  et  souvent  môme  l’impossibilité  de 
tracer  des  arcs  de  cercle  d’un  très-grand  raiyon , l'on  a 
pris  le  parti  de  construire  ces  courbes  par  points , en  les 
rapportant  pour  plus  de  facilité  et  de  précision  à des  co- 
ordonnées rectangles.  Sur  les  cartes  gravées  au  dépôt 

de  la  guerre,  ou  à l’échelle  de  on  y remarque  le 

méridien  et  les  parallèles  tracées  de  décigrade  en  déci- 
grade (de  dixième  en  dixième  du  grade  ou  degré  cen- 
tésimal) , ces  lignes  ont  une  courbure  si  peu  sensible , 
que  les  quadrilatères  qu’elles  forment  peuvent  être  con- 
sidérés comme  rectilignes.  Ainsi  , pour  construire  le 
canevas  d’une  carte,  il  ne  s’agit  que  de  connaître  les 
coordonnées  rectangles  des  sommets  des  angles  de  ce* 
quadrilatères  ; sauf  ensuite,  si  le  cas  l’exige,  ù tracer  les 
courbes  de*  méridiens  cl  des  parallèle*  à l'aide  d'une 
règle  élastique  dont  l’usage  est  très-facile. 

• Mais  le  choix  de  l’origine  des  coordonnées  n’est  pas 
indifférent.  En  effet,  la  grande  étendue  des  pays  à figurer 
exige  souvent  que  la  carte  soit  composée  de  plusieurs 
feuilles;  or,  pour  leur  donner  des  dimentions  agréables 
à la  vue,  les  rendre  facile*  à consulter  et  les  assujettir 
toutes  au  même  format,  on  est  convenu  que  chacune 
aurait  8 décimètres  de  longueur  sur  5 décimètres  de 
hauteur.  Ainsi,  en  prenant  d’abord  pour  origine  des  co- 
ordonnées le  centre  commun  do*  parallèles , et  pour  axe 
des  abeisses  le  méridien  moyen  de  U carter  qui  la  tra- 
verse en  son  milieu,  il  est  évident  que  cette  origine  est 
située  hors  de  cette  carte,  et  que  souvent  aussi  le  méri- 
dien principal  est  hors  de  la  feuille  à construire;  il  y a 
donc  un  peu  plus  d’avantage  ù prendre  pour  origine  le 
centre  du  développement,  c’est-à-dire  le  point  du  mé- 
ridien rectiligne  par  lequel  passe  le  parallèle  moyen. 
Cependant,  toutes  les  fois  que  le»  coordonnées  des  angles 
des  quadrilatères  excèdent  les  dimensions  d’une  feuille , 
il  sera  commode  de  transporter  en  outre  l’origine  à l’un 
des  angles  de  la  feuille  sur  laquelle  on  opèro , et  de 
prendre  pour  nouveaux  axes  des  coordonnées  les  lignes 
mêmes  du  cadre,  qui  doivent  être  constamment  paral- 
lèles aux  coordonnées  primitives,  c’est-à-dire,  au  méri- 
dien principal  et  à la  tangente  du  moyen  parallèle. 

i C'est  de  cette  manière  qu’on  opère  pour  la  nouvelle 
carte  de  France  ; sur  cette  carte,  la  courbure  des  paral- 
lèles est  réglée  d’après  celle  que  prend  le  parallèle  du  5o* 
grade  ( |5*  degré  sexagésimal),  dont  le  centre  est  situé 
sur  le  méridien  rectiligne  de  Paris,  pris  pour  axe  prin- 
cipal des  abeisses  ; ainsi,  à la  latitude  de  ce  parallèle 
moyen,  le  grade  du  méridien  vaut  iooooo  mètres,  et 
non  loin  du  centre  du  développement , les  distances  res- 
pectives des  lieux  sont  ù fort  peu  près  les  mêmes  sur  U 
sphère  que  sur  le  sphéroïde  terrestre.  De  là  résulte  la 
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possibilité  de  former  très-aisément  des  cartes  chorégra- 
phiques, par  la  simple  réduction  des  levés»  à l’échelle 
convenue;  puisque  l’on  conserve  absolument  la  même 
projection,  et  que  l'on  élude  les  difficultés  et  les  erreurs 
auxquelles  le  passage  d'une  espèce  de  projection  à une 
autre  espèce  donne  lieu.  ■ 

Les  calculs  nécessaires  à la  confection  des  cartes  par 
ec  procédé,  le  plus  en  usage  aujourd'hui,  sont  assez 
nombreux.  Ils  exigent  des  détails  dans  lesquels  nous  ne 
pouvons  entrer,  et  pour  lesquels  nous  renverrons  nos 
lecteurs  au  Traité  de  topographie  de  M.  Puissant,  à qui 
nous  avons  emprunté  les  trois  paragraphes  précédons. 

6.  Développement  cylindrique . Concevons  qu’une  zone 
sphérique  soit  inscrite  ou  circonscrite  dans  un  cylindre 
droit , dont  l'axe  coïncide  avec  celui  de  la  sphère , et 
que  les  plans  des  méridiens  et  des  parallèles  détermi- 
nent, par  leurs  intersections  avec  la  surface  convexe  du 
cylindre,  les  lignes  qui  représenteront  leurs  projections 
sur  celte  surface  développée.  Les  plans  des  méridiens 
couperont  la  surface  courbe  du  cylindre  suivant  des  li- 
gnes droites  parallèles  à l'axe,  tandis  que  les  plans  des 
parallèles  formeront  sur  cette  surface  des  cercles  paral- 
lèles égaux  chacun  à celui  qui  compose  la  base  du  cy- 
lindre , de  sorte  qu’en  développant  la  surface  du  cy- 
lindre , ces  parallèles  deviendront  des  lignes  droites 
perpendiculaires  aux  méridiens. 

Dans  le  développement  cylindrique,  les  méridiens  et 
les  parallèles  sont  donc  des  lignes  droites  rectangu- 
laires, disposition  qui  permet  aux  marins  de  tracer  fa- 
cilement, sur  la  carte  ainsi  construite , le  chemin  qu’ils 
ont  parcouru,  ou  de  calculer  celui  qui  leur  reste  ù faire. 
Ces  cartes,  nommées  cartes  plates,  ont  été  inventées  par 
don  Henri , infant  de  Portugal  ; elles  ont  le  défaut  d’al- 
térer les  rapports  de  grandeur  entre  les  degrés  des  pa- 
rallèles et  ceux  des  méridiens. 

y.  Cartes  réduites.  L'utilité  de  représenter  les  méri- 
diens par  des  lignes  droites  parallèles,  dans  les  cartes 
marines,  vient  de  ce  que  la  direction  d'un  rhumb  de 
vent  coupe  sous  le  même  angle  tous  les  méridiens  qu’il 
rencontre,  ce  qui  fait  parcourir  aux  vaissaux,  sur  la  sur- 
face des  mers , une  ligne  courbe  qui  ne  saurait  être  re- 
présentée sur  les  cartes  à méridiens  non  parallèles  que  par 
une  espècvde  spirale  difficile  à décrire.  (Voy.  Loxodro- 
mie.) Dès  qu'on  eut  remarqué  les  défauts  des  cartes  plates, 
on  sentit  la  nécessité  d’abandonner  la  projection  cylindri- 
que, ou  du  moins  de  1a  modifier.  Mcrcator  indiqua  le 
premier  qu’il  fallait  faire  croître  les  degrés  du  méridien 
d autant  plus  qu’ils  s’éloignent  de  l'équateur,  mais  c'est 
à Édouard  M'rigt  qu’est  due  la  loi  de  cette  augmentation, 
quoiqu'il  soit  d’usage  de  nommer  projection  de  Merca- 
ior,  la  projection  cylindrique  altérée  dont  on  se  sert 
généralement  aujourd’hui. 

Poar  Lion  saisir  le  principe  de  celle  projection , il 
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faut  observer  que  les  degrés  des  parallèles  terrestres 
comprennent  sur  la  surface  du  globe  une  étendue  d'au- 
tant plus  petite  qu’ils  sont  plus  éloignés  de  l’équateur 
ou  que  leur  latitude  est  plus  grande , tandis  que  les  de- 
grés des  méridiens  sont  toujours  égauxentre  eux  et  ù celui 
de  l'équateur,  du  moins  en  considérant  la  terre  comme 
sphérique.  Or,  si  l’on  désigne  par  g la  grandeur  cons- 
tante du  degré  de  l’équateur,  et  par  y la  grandeur  des  degrés 
du  parallèle  dont  la  latitude  est  le  rapport  du  degré  du 


parallèle  au  degré  du  méridien,  ù la  latitude  sera 

9 

ainsi , lorsqu'on  fera  sur  un  carte  tous  les  degrés  des 
parallèles  égaux  au  degré  g de  l’équateur,  il  faudra  que 
le  degré  du  méridien  qui  comn^nce  à la  latitude  X 
ait  une  grandeur  j*  telle  que  son  rapport  avec  le  degré  g 


du  parallèle,  soit  égal  à on  qu'on  ait 


9 _ V 
x g 


ce  qui  donne 


Mais,  en  considérant  le  rayon  de  la  sphère  comme 
celui  des  tables  des  sinus=i,  le  rayon  A m (PL  4 fig.  5) 
d’un  parallèle  est  le  cosinus  de  l’arc  EA  ou  de  la  latitude 
de  ce  parallèle  ; donc 


g : 7 = t : cos  >. 


car  les  longueurs  de  deux  arcs  d’un  même  nombre  de 
degrés  sont  proportionnelles  aux  rayons  des  cercles 
dont  ils  font  partie.  Tirant  de  celte  proportion  la  valeur 
de  y et  la  substituant  dans  celle  de  x,  il  vient 


X = — = g séc  X 
cos  X 9 


c’est-à-dire  que  les  degrés  du  méridien  sur  la  carte  doi- 
vent être  proportionnels  aux  sécantes  de  leurs  latitudes. 

Si  au  lieu  de  prendre  l’intervalle  d’un  degré  on  prend 
celui  d’une  minute,  on  aura  évidemment  de  même 


r du  méridien  = i'  de  l’équateur  X séc  X. 


Ainsi,  lorsqu'on  fait  constamment  sur  la  carte  la  mi- 
nute d’un  parallèle  quelconque  égale  à celle  de  l’équa- 
teur, l’intervalle  de  deux  parallèles  consécutifs,  ou  la 
différence  de  leur  latitude,  correspondante  ù une  minute, 
doit  être  égale  à i'X$éc),  À étant  la  latitude  du  parallèle 
le  plus  proche  de  l’équateur.  Pour  trouver  l’intervalle 
correspondant  à un  nombre  quelconque  de  minutes,  il 
faudra  former  la  somme  de  toutes  les  sécantes  de  mi- 
nute en  minute , depuis  celle  de  la  plus  petite  latitude 
jusqu’à  celle  qui  précède  la  plus  grande.  Par  exemple , 


Digitized  by  Google 
.J 


CAR 


CAR 


29 


si  Ton  veut  connaître  la  distance  qu'on  doit  donner  sur 
ta  carte  aux  parallèles  dont  les  latitudes  respectives  sont 
45*  et  45*  4 » on  devra  former  la  somme 

séc  45*4- sec  (45*  i’)-j-séc  (45*a*)-|-8éc  (45°  3 ) 

et  comme  cette  somme  est  à peu  près  5,66,  l’inter- 
valle cherché  sera  i'X5,6ti  ou  5', G6  ; c'est-à-dire 
qu’il  faudra  donner  à la  partie  du  méridien  comprise 
entre  le  parallèle  de  43*  et  celui  de  45*  4 » cinq  fois  et 
demie  environ  la  grandeur  arbitraire  qu’on  a prise 
pour  représenter  dans  la  carte  une  minute  de  l'équa- 
teur. Les  cartes  construites  sur  ce  principe  se  nomment 
cartes  réduites  ou  cartes  par  latitudes  croissantes. 

Outre  que  les  calculs  sont  très-prolixes  par  le  pro- 
cédé que  nous  venons  d’indiquer,  on  ne  peut  compter 
sur  des  résultats  entièrement  rigoureux,  car  l’arc  d’une 
minute  diffère  sensiblement  de  sa  cordc.  Il  faudrait,  pour 
plus  de  précision,  diviser  cct  intervalle  en  parties  très- 
petites,  comme  en  secondes  , mais  il  est  beaucoup  plus 
simple,  daustous  les  cas,  d’avoir  recours  à la  méthode 
directe  que  nous  allons  indiquer. 

Désignons  par  s la  longueur  d'un  arc  du  méridien 
terrestre  compris  entre  l’équateur  et  le  cercle  parallèle 
qui  a X pour  latitude,  ds  sera  l'accroissement  infiniment 
petit  que  reçoit  cet  arc,  lorsque  la  latitude  ).  croit  de  rfX; 
désignons  en  outre  pars'  la  longueur  linéaire  qu’a,  sur 
la  carte  réduite,  l’arc  s du  méridien  circulaire;  il  s'agit 
de  déterminer  l’accroissement  ds  qui  doit  représenter 
sur  la  carte  1’accroisscmont  correspondant  ds.  Or,  d’a- 
près ce  qui  précède,  une  partie  très-petite,  prise  sur  le 
méridien  de  la  carte,  doit  être  à la  partie  correspondante 
du  méridien  de  la  terre,  dans  le  rapport  du  rayon  de 
r équateur  à celui  du  parallèle  de  l’origine  de  celte  par- 
tie. Soit  donc  U le  rayon  de  l'équateur,  r celui  du  paral- 
lèle de  la  latitude  X,  nom  aurons 

ds  :ds=  IL  : r 

mais  le  rayon  de  la  terre  étant  R , celui  du  parallèle  est 
R cos  X,  et  de  plus  d*~~  RrfX,  donc  la  proportion  précé- 
dente est  la  meme  chose  que 

ds  : RrfX  = I : cos  X 


On  aura  donc  ainsi  la  longueur  s qui  représente  sur 
le  méridien  rectiligne  de  la  carte,  l’arc  s du  méridien 
circulaire  de  la  terre. 

Réalisant  l'intégration,  on  obtient 

- «’=rUog  tang  }(<)<>• -fl) 

il  n’y  a pas  besoin  d’ajouter  de  constante,  parce  que 
s =s  o,  lorsque  X — o. 

Dans  cette  formule,  s est  donné  en  mêmes  unités  que 
le  rayon  R de  l'équateur;  pour  l’avoir  en  minutes,  il 
faut  faire 


et  de  plus,  le  logarithme  énoncé  étant  un  logarithme 
naturel,  on  ne  peut  se  servir  des  logarithmes  tabulaires 
qu’aprèsles  avoir  multipliés  parle  module  a,3oa585o93. 
En  tenant  compte  de  ces  circonstances,  on  obtient  pour 
l’expression  de  *'  en  minutes, 

#'=( 3437', 746)  (a,3oa585)  Log  tang  (45*-j--j  )) 

le  logarithme  indiqué  étant  un  logarithme  tabulaire. 
Celte  forme  se  réduit  u 

•*=s  (79,5'»7°44®®)  I-off  lang  (45’+l  *) 

Si  l’on  veut  calculer  s à l’aide  des  logarithmes,  on 

> («J 

Log  1'  = 0,8984896  4-  Log  (Log  tang  (45*  + î X) 

et  les  opérations  deviennent  très- simples.  Soit,  par 
exemple,  à trouver  la  longueur  de  la  partie  du  méridien 
comprise  entre  l’équateur  et  le  parallèle  du  48*  degré 
de  latitude;  on  fera  X=48*et  on  cherchera  dans  les  ta- 
bles le  logarithme  de  la  tangente  de  43* -j- a6*  — 6g*;  ce 
logarithme  étant  o,4i38aa6,  on  aura  ensuite 

Log  (o,'|i58aaG)  =9,6189081 
Nombre  constant  = 0,8984896 

Log  *'  = 3,5i;3o77 


d'où  l’on  tire 


rfi'= 


RrfX 


et,  en  intégrant, 


.=fjy 

J COS 


RrfX 

os  X 


d’où  #'  = 3391. 

En  procédant  de  celte  manière  la  construction  de  la 
table  suivante,  très-utile  aux  marins,  n’est  plus  compli- 
quée des  interminables  additions  qu’ont  eu  à effectuer 
les  premiers  qui  l’ont  calculée.  Elle  renferme,  de  dix  mi- 
nutes en  dix  minutes,  les  longueurs  qu'il  faut  donner  aux 
divisions  du  méridien  dans  les  cartes  réduites. 
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L’hypothèse  do  la  sphéricité  do  la  terre  d'après  la- 
quelle cette  table  est  formée  rend  tous  les  nombres  plus 
grands  qu’ils  ne  devaient  être,  surtout  dans  les  hautes 
latitudes  ; de  sorte  que,  si  l’on  voulait  Avoir  des  cartel  ré- 
duites rigoureusement  exactes,  il  serait  nécessaire  de 
tenir  compte  de  l'aplatissement  de  la  terre.  Delambre  a 
donne  une  formule  extrêmement  Simple  pour  calculer 
les  latitudes  croissantes  du  sphéroïde  terrestre.  La  voici  : 
Soit  ta  l’angle  du  rayon  de  l’équateur  avec  le  rayon  de  la 
terre  aboutissant  au  point  où  la  latitude  vraie  est  X,  on 
aura 

s*  «=*  a Log  tang  (45*  -f-  i •»)  î 
l’angle  u étant  calculé  à l’aide  de  la  relation 
6» 

tang  ta  = — tang>. 

a 

Dans  ces  formules,  a représente  le  rayon  de  l’équateur 
et  b le  rayon  du  pôle.  La  première,  transformée  de  ma- 
nière à donner  la  valeur  de  t en  minutes  devient  identi- 
que avec  la  formule  (i),  sauf  que  «y  occupe  la  place  dcl. 

Pour  donner  au  moins  un  exemple  d’application,  soit 
X — 48%  nous  aurons,  en  supposant  l’aplatissement  de 

la  ,crr*  = 354’ 


d’où 

b1  /3o3\» 

«*  “ \So4/ 

et  par  suite 

Log  3o3  «=3,4814426 

Log  3o4  = 3,4828-35 

Log  quotient  = 9,9966691 

Double  de  ce  Log  = 9,997138a 
Log  tang  48*  — o,o4556a6 

Log  tang  m *=t  0,0437007 

D’où  M = 47*48’  46'  et  x « = a3'54’  »3\  Substituant 
cette  dernière  valeur  à la  place  de  { X dans  la  formule  (1) 
et  réalisant  les  calculs,  on  trouve  : tang  (4^*-i~i  «) 
= tang  68’54'a5%  dont  le  logarithme  = 0,4 137066  ; et 

Log  (0,4137068)  = 9,6166937 
Nombre  constant  = 3,898 '4896 

Logi'  ss  3,5i5«8a3 

d’où  l’on  tire  définitivement  1 =3275.  La  valeur  3391, 
obtenue  précédemment  pour  la  meme  latitude,  est  donc 
trop  grande  de  16’,  quantité  trop  considérable  pour  qu’on 
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puisse  la  négliger  sans  inconvénient , comme  on  le  fait 
communément. 

Quoiquil  soit  des  valeurs  des  latitudes  croissantes, 
voici  la  construction  très-simple  des  cartes  réduites. 

Supposons  qu'il  s’agisse  de  trouver  le  réseau  d’une 
carte  devant  représenter  la  partie  de  l’océan  comprise 
entre  le  a*  et  le  Sa*  degrés  de  longitude  occidentale  et 
entre  le  33?  et  le  48*  degré  de  latitude  septentrionale. 

Après  avoir  tiré  une  droite  de  la  longueur  qu’on  veut 
donner  A la  carte,  on  la  divisera  en  autant  de  parties 
égales  qu’il  doit  y avoir  de  degrés  de  longitudes  com- 
pris dans  la  carte,  c'cst-A-dire  en  3o , qu’on  subdivi- 
sera ensuite  de  10  minutes  en  10  minutes.  Cette  ligne 
ainsi  divisée  sera  l’échelle  de  longitude  de  la  carte,  et 
il  faudra  construire  à part  une  autre  échelle  de  minute 
en  minute  pour  pouvoir  se  servir  de  la  table  des  lati- 
tudes croissantes  et  donner  plus  d’exactitude  aux  divi- 
visions  du  méridien.  Sur  le  milieu  de  la  première  ligue, 
on  élévera  une  perpendiculaire  qui  représentera  le 
méridien  du  milieu  de  la  carte,  et  pour  graduer  ce  mé- 
ridien de  10  minutes  en  10  minutes , on  cherchera  dans 
la  table  la  valeur  du  33”  de  latitude  qu’on  soustraira 
successivement  de  celles  de  33*  1 0',  33*  ao'  etc.  jusqu’A 
48*  où  se  termine  la  carte. 

On  prendra  A mesure,  avec  un  compas,  ces  diffé- 
rentes grandeurs  sur  l’échelle  divisée  en  minutes,  et  on 
les  portera  successivement  sur  le  méridien  à partir  de  son 
origine.  Cela  étant  fait,  si  l’on  tire  par  toutes  les  divi- 
sions de  la  première  ligne  des  parallèles  au  méridien, 
et  pour  toutes  les  divisions  du  méridien  des  parallèles  A 
la  première  ligne,  on  aura  le  réseau  de  la  carte,  et  il  ne 
s’agira  plus  que  d’y  marquer  les  points  terrestres  selon 
leur  latitude  et  leur  longitude.  C’est  ainsi  qu’a  été  cons* 
truite  la  carte  de  la  Pl.  5 qui  représente  une  grande 
partie  du  globe  terrestre.  Les  lignes  extrêmes  horizon- 
tales sont  les  échelles  de  longitude,  et  les  ligues  extrêmes 
verticales  les  échelles  de  latitude. 

Nous  n’avons  sans  doute  pas  besoin  de  faire  observer 
que  la  projection  des  cartes  réduites  allonge  tous  les  es- 
paces dans  le  sens  des  pôles , ce  qui  altère  de  plus  en 
plus,  à partir  de  l’équateur,  le  rapport  d’étendue  des 
pays.  Ce  défaut  ne  les  empêche  pas  de  présenter  toute 
l’exactitude  nécessaire  pour  la  solution  graphique  des 
problèmes  de  la  navigation. 

La  construction  des  cartes  destinées  A représenter  une 
petite  étendue  de  terrain , et  qu’on  nomme  cartes  topo- 
graphiques, est  fondée  sur  les  principes  de  la  géodésie, 
de  Y arpentage  et  du  tticeUenient  ; rite  exige  une  foule 
d’opérations  de  détails  dont  l’exposé  ne  peut  entrer 
dans  notre  plan.  Nous  renverrons  donc  nos  lecteurs 
aux  ouvrages  spèciaux,  et  particulièrement  au  Traité 
de  topographie  de  M.  Puissant,  qui  renferme  l'ensemble 
de  toutes  les  connaissances  actuelles  sur  cet  objet. 
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CENTRE  DE  PRESSION  (Koy.  I’»es»ios), 

CERCLE  RÉPÉTITELR.  Instrument  employé  dan» 
le»  grandes  opérations  géodésiques.  Il  diffère  essentielle- 
ment du  graphomètre  à lunettes,  soit  par  le  principe 
sur  lequel  est  fondée  sa  construction,  soit  par'ses  ap- 
plications à l’astronomie.  C'est  Dorda  qui , profitant 
d’une  heureuse  idée  de  Tobic  Mayer,  pour  trouver  par 
des  opérations  répétées  le  rapport  d’un  arc  à la  circon- 
férence, imagina  cet  instrument  propre  ù mesurer,  sur 
d’assez  petites  dimensions,  les  angles  entre  les  objets 
terrestres , avec  une  précision  extrême  et  dans  un  assez 
court  intervalle  de  temps.  Comme  la  vue  du  cercle  ré- 
pétiteur en  apprend  plus  qu’aucune  description  écrite  , 
nous  nous  bornerons  aux  remarques  suivautes. 

Supposons  qu’une  circonférence  soit  divisée  en  4000 

parties  égales,  et  qu’après  une  révolution  entière  un  arc 

ù mesurer,  porté  neuf  fois  sur  celte  circonférence , se 

termine  sur  le  trait  de  la  5o*  division,  il  est  évident  alors 

que  l’espace  parcouru  contiendra  4<>5o  parties  et  que 

..  4°5o 

l are  propose  aura  pour  mesure  — =400  parties. 

Cet  arc  sera  donc  à la  circonférence  entière  dans  le  rap- 
port de  45o  ù 4000,  ou  de  9 à 80  ; et  l’on  conçoit  que 
s’il  existe  une  petite  erreur  dans  cette  évaluation,  elle 
ne  doit  être  que  la  neuvième  partie  de  celle  dont  pour- 
rait être  affectée  la  mesure  de  l’arc  simple. 

Le  cercle  de  Rorda,  pour  jouir  de  l’avantage  de  la  ré- 
pétition indéfinie,  est  construit  de  manière  que  les  deux 
lunettes,  l’une  supérieure,  l’autre  inférieure,  sont  mo- 
biles ou  fixes  ù volonté,  à l'égard  du  limbe,  et  que  leurs 
axe»  optiques  se  disposent  parallèlement  au  plan  de  ce 
limbe  sur  lequel  est  tracée  la  graduation.  De  là  la  néces- 
sité de  réduire  souvent  ù l'horizon  les  angles  mesurés 
dans  le  plan  des  objets  terrestres;  mais,  pour  éviter  ce 
calcul,  on  se  sert  plus  communément  du  Théodolite  ri- 
pétitevr , parce  que  cet  instrument  est  muni  de  lunettes 
plongeantes  qui  ont  la  propriété  de  sc  mouvoir  con- 
stamment dans  des  plans  perpendiculaires  à celui  du 
limbe  et  de  donner,  par  conséquent,  les  angles  tout  ré- 
duits, lorsque  ce  limbe  est  disposé  horizontalement  et 
maintenu  dans  cette  position  durant  l’opération.  Enfin, 
le  cercle  et  le  théodolite  servent  aussi  à mesurer  le 
multiple  des  angles  verticaux  ù partir  du  zénith,  et  c’est 
pour  cetlc  raison  que  ces  angles  sc  nomment  distances 
zénithales. 

Le  cercle  à réflexion  du  même  géomètre,  antérieur 
au  cercle  répétiteur , est  pour  les  observations  nautiques 
ee  qu’est  celui-ci  pour  les  observations  terrestres  ; aussi 
remplacc-t-il  avantageusement  le  sextant. 

CERCLE  HYDRAULIQUE  (Voy.  Htdxomstibs). 


CHAINE  A GODETS.  ( Hydraul .)  Machine  employée 
pour  transmettre  la  force  motrice  d’une  chute  d’eau. 

Elle  se  compose  de  seaux  en  tolee,  c,  c (PI.  4»  fig.  7) 
suspendus  à une  chaîne  sans  fin  g , g formée  de  barres 
de  fer  articulées  d’une  longueur  égale  ù celle  des  seaux. 
L'eau  amenée  par  un  canal  a est  projetée  par  un  ori- 
fice b,  dans  les  seaux  qu’elle  emplit  et  force  à des- 
cendre. Par  le  mouvement  de  la  chaîne,  les  barres  de 
fer  viennent  successivement  s’appliquer  sur  les  bras 
dos  deux  roues,  l’une  supérieure  f,  et  l’autre  infé- 
rieure e,  et  impriment  à ces  roues  un  mouvement  de 
rotation  sur  leurs  axes  qu’elles  transmettent  l’une  ou 
l’uutrc , et  quelquefois  l’une  et  l'autre  aux  machines 
qu'on  veut  faire  fonctionner. 

Cet  appareil  offre  évidemment  un  emploi  avantageux 
de  la  chute  d’eau , car  il  la  reçoit  presque  ù son  som- 
met et  semblerait  devoir  la  garder  jusqu’à  son  extré- 
mité inférieure,  cependant  il  est  peu  usité  parce  que  le 
mouvement  imprimé  aux  axes  ne  peut  être  générale- 
ment assez  rapide  pour  les  opérations  industrielles, 
vu  le  peu  d’étendue  qu’il  est  possible  de  donner  aux 
roues,  et  que  d’ailleurs  les  oscillations  de  la  chaîne  font 
jaillir  une  partie  de  l’eau  des  godets  pendant  leur  des- 
cente, ce  qui  diminue  la  quantité  d’action  due  unique- 
ment au  poids  de  l'eau. 

CHALEUR.  (Phys.  Math.)  Les  applications  du  feu 
comme  puissance  motrice  sont  devenues  si  nombreuses 
et  si  importantes,  que  la  théorie  de  la  chaleur  n’est  pas 
d’un  intérêt  moindre  aujourd’hui  pour  la  mécanique 
pratique  que  pour  la  physique,  dont  elle  forme  propre- 
ment la  base  fondamentale.  En  exposant  ici  les  points 
principaux  de  cette  théorie , nous  croyons  devoir  nous 
attacher  particulièrement  aux  résultats  numériques  des 
expériences  qui  peuvent  servir  à la  vérifier,  parce  que 
l’état  peu  avancé  de  la  physique  rationnelle  ou,  pour 
mieux  dire,  l’absence  complète  de  toute  connaissance 
positive  sur  la  composition  intime  de  la  matière  ne  per- 
met de  considérer  les  formules  obtenues  par  les  géo- 
mètre que  comme  une  représentation  plus  ou  moins 
exactes  des  faits,  entre  certaines  limites,  et  non  comme 
les  lois  mathématiques  de  ces  faits. 

1.  La  cause  de  la  chaleur  est  entièrement  inconnue, 
et  aucune  des  deux  hypothèses  qui  partagent  en  ce  mo- 
ment les  physiciens  sur  sa  nature  n’est  suffisamment 
établie.  Les  uns  considèrent  la  chaleur  comme  étant 
produite  par  un  fluide  très-subtil  dont  ils  supposent  que 
les  molécules,  doués  d'une  grande  force  répulsive  , se 
meuveutavec  une  extrême  rapidité  et  s'accumulent  dans 
les  corps  à mesure  que  l'intensité  des  effets  de  la  cha- 
leur y augmente.  Les  autres  l’attribuent  à un  mouve- 
ment intérieur  ou  vibratoire  des  corps,  mouvement  qui 
sc  transmet  à distance  par  l’intermédiaire  d’un  fluide 
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répandu  indéfiniment  dans  l'espace.  Dans  cette  seconde 
hypothèse,  la  chaleur  est  propagée  parle  fluide  comme 
le  son  par  l'air,  et  les  corps  les  plus  chauds  sont  ceux 
dans  lesquels  le  mouvement  vibratoire  s’exécute  avec  le 
plus  de  vitesse. 

ï.cs  lois  physiques  de  la  chaleur  étant  indépendantes 
de  ces  hypothèses,  et  l’explication  des  phénomènes  pou- 
vant s'effectuer  d'une  manière  beaucoup  plus  simple 
dans  la  première  que  dans  la  seconde,  nous  admettrons, 
avec  les  physiciens  chimistes,  uniquement  pour  fixer 
les  idées,  que  le  principe  de  la  chaleur  est  une  matière 
propre,  un  agent  distinct  de  la  sulffetancc  des  corps, 
sans  rien  préjuger  d’ailleurs  sur  la  nature  de  ce  prin- 
cipe transcendant  auquel  ou  a donné  le  nom  de  calo- 
rique. 

a.  Les  sensations  particulières  de  chaud  ou  de  froid 
que  nous  font  éprouver  soit  le  contact,  soit  la  simple 
présence  des  divers  corps  de  la  nature,  ne  peuvent  nous 
donner  qn’unc  idée  très-imparfaite  de  la  chaleur  propre 
de  ces  corps;  mais  l’augmentation  de  leurs  volumes, 
produite  constamment  par  l'augmentation  de  leur  cha- 
leur, nous  offre  le  moyen  de  rapporter  celle-ci  à une  unité 
de  mesure  qui  nous  permet  de  comparer  exactement  les 
divers  degrés  de  son  intensité. 

3.  On  nomme  température  d’un  corps  la  chaleur 
propre  qu’il  possède;  ainsi,  lorsqu’un  corps  s’échauffe, 
on  dit  que  sa  température  s’élève,  et,  quand  il  se  refroi- 
dit, on  dit  qu'elle  s’abaisse.  Deux  corps  ont  la  même 
température  lorsque  leur  contact  n’apporte  aucun  chan- 
gement à leur  état  respectif. 

Cette  dernière  appréciation  est  fondée  sur  ce  que  le 
calorique  tend  toujours  à se  répandre  uniformément , 
de  manière  que,  lorsque  deux  corps  sont  en  contact, 
celui  qui  est  le  plus  chaud  cède  de  sa  chaleur  a l’autre 
jusqu’à  cc  qu’ils  aient  tous  deux  la  meme  température. 

4-  Pour  mesurer  les  variations  de  température  des 
corps  par  les  variations  de  volume  qui  les  accompa- 
gnent, on  a fait  choix  de  deux  températures  fixes  fa- 
ciles à produire,  et  on  çst  convenu  de  nommer  degré s 
de  température  l’accroissement  de  chaleur  nécessaire 
pour  produire  un  accroissement  de  volume  qui  soit  une 
partie  déterminée  de  l’accroissement  général  due  au 
passage  de  la  plus  basse  température  fixe  à la  plus 
haute.  Ces  deux  températures  fixes  sont  celles  de  la 
glace  fondante  et  de  l'ébullition  de  l’eau  sous  la  pression 
moyenne  de  l’atmosphère. 

En  nommant,  par  exemple,  o le  degré  de  tempéra- 
ture de  la  glace  fondante,  et  îoo  celui  de  l'eau  bouil- 
lante, nous  dirons  que  la  température  d'un  corps  s’est 
élevée  de  8 degrés,  si  l'accroissement  du  volume  qui 

g 

suit  son  accroissement  de  chaleur  est  égal  aux de 

loo 

l'accroissement  total  qu'il  éprouverait  en  passant  de  la 
T ou.  in. 
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température  de  la  glace  fondante  à celle  de  l’eau  boutf- 
lante. 

5.  Il  suffit  de  connaître  la  température  d'un  corps 
pour  connaître  celle  de  tous  les  autres,  en  les  mettant 
en  contact  avec  celui-ci  ; et  comme  les  diverses  sub- 
stances matérielles  sont  loin  de  se  dilater  également, 
on  a dit  choisir  une  substance  dont  les  dilatations  fussent 
assez  sensibles  pour  qu'on  puisse  les  apprécier  avec  fa- 
cilité. Le  mercure  présente  cet  avantage,  ainsi  que  les 
gaz,  qui  ent,  en  outre,  ta  propriété  de  se  dilater  tousexaç- 
teinent  de  la  même  manière  ; c’est  donc  principalement 
par  les  dilatations  du  mercure  et  de  l’air  qu'on  mesure 
les  variations  de  la  chaleur,  à l’aide  d'un  instrument 
nommé  thermomètre.  (Koy.  ce  mot,  tora.  n,  et  te.mpéba- 
tvue  dans  celui-ci.) 

(3.  Ces  notions  préliminaires  étant  posées , nous  al- 
lons examiner  successivement  les  phénomènes  dus  à 
la  chaleur , en  les  divisant  en  deux  classes  dont  la  pre- 
mière comprendra  les  effet*  physiques  que  le  calorique 
produit  sur  les  corps,  et  la  seconde  les  lois  de  sa  eotnmi»- 
nication  et  de  sa  propagation. 

g.  Krrrrs  physiques  de  la  coaleub.  Le  premier  effet 
général  de  la  chaleur  est,  comme  nous  l’avons  déjà  dit, 
de  dilater  tous  les  corps,  les  solides  très-peu,  les  li- 
quides davantage,  et  les  gazeux  dans  des  proportions 
beaucoup  plus  considérables.  La  dilatation  des  corps  so- 
lides exerçant  une  grande  influence  dans  presque  foui 
les  arts,  on  a dû  s’attacher  à la  déterminer  arec  exacti- 
tude. Laplace  et  Lavoisier,  à qui  l’on  doit  une  belle 
suite  d’expériences  sur  cet  objet,  ont  reconnu  que  les 
dilatations  d’un  même  corps  sont  uniformes  depuis  o*  jus- 
qu’à ioo*  du  thermomètre  centésimal,  c’est-à-dire 
qu’entre ccslimites  l’accroissement  du  volume  par chaque 
degré  d’accroissement  de  la  température  est  une  même 
partie  du  volume  primitif  à o*.  Depuis,  MM.  Petit  et 
Dulong  ont  trouvé  que  la  dilatation  croit  avec  la  tempé- 
rature, d’une  manière  inappréciable  à la  vérité,  outre  o* 
et  ioo“,  ce  qui  confirme  les  résultats  de  Laplace  et  de 
Lavoisier  ; mais  de  o*  à 3oo*  les  accroissemcns  sont 
très-sensibles, 

8.  On  nomme  dtfafafion  linéaire  d’un  corps  l'accrois- 
sement de  sa  longueur  ou  plus  généralement  l’accrois- 
sement d'une  de  ses  dimensions.  Son  accroissement  gé- 
néral de  volume  se  nomme  sa  dilatation  cubique.  On 
obtient  facilement  cette  dernière  lorsque  la  première 
est  connue. 

En  effet,  désignons  par  l la  dilatation  supposée  uni- 
forme de  l'imite  de  longueur  pour  un  degré  centésimal; 
si  L représente  la  longueur  d’un  corps  à la  tempéra- 
ture o , L / sera  l’accroissement  de  cette  longueur  par 
chaque  degré  de  température,  et  fLl  l'accroisse  meut  to- 
tal dû  au  nombro  t'  de  degrés.  La  longueur  du  corps 
eu  question  deviendra  donc  L-J-lLf,  à U température 
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f'i  et  si  nous  représentons  cette  longueur  par  L'  nous 
aurons  la  relation....  (1) 

L'=L  (i+f’O, 

dont  on  peut  tirer  la  valeur  d’une  quelconque  des  qua- 
tre quantités  L,  L',  {,  (',  lorsque  les  trois  autres  sont  con- 
nues. 

Si  nous  désignons  encore  par  V ce  que  devient  la 
longueur  L ùla  température  t‘,  nous  aurons,  en  vertu  de 
l'expression  (i), 

I/=L  (i  + l'Q. 


Ainsi,  substituant,  dans  cette  dernière,  la  valeur  de  L,  ti- 
rée de  (i),  savoir  : L = » nous  obtiendrons... (a) 

L — r+a  • 


Cette  formule  permet  de  trouver  la  longueur  correspon- 
dante à une  température  t'f  lorsqu'on  connaît  la  lon- 
gueur correspondante  à toute  autre  température  t'f  sans 
être  obligé  de  passer  par  la  longueur  à o degré. 

Supposons,  par  exemple,  que  la  longueur  d’une  barre 
de  fer  forgé,  mesurée  à la  température  de  io°,  soit  a",  5o 
et  qu'on  demande  ce  qu’elle  sera  à la  température  de 
i5*.  Un  fera  L*  = a",  5o,  f*  = io“,  f = i5‘,  et  comme 
on  sait  d'ailleurs  que  l = 0,001  aa,  on  aura 


V~2, 


5o  ■ + ‘5  fn,o°m) 
1 10  (0,00  îaa) 


= a",  5 1 5; 


c'est-à-dire  que  la  longueur  de  la  barre  de  fer  croîtra 
de  i5  millimètres  eu  passant  de  la  température  10*  à la 
température  i5\ 

On  obtiendra,  de  la  même  manière,  les  deux  for- 
mules suivantes  pour  la  dilatation  cubique 

V'=  V (i  + f®) 

> +1» 

dans  lesquelles  V désigne  le  volume  à la  température  o, 
V le  volume  à la  température  t'y  V le  volume  à la  tem- 
pérature P et  t)  la  dilatation  cubique  de  la  substance. 

La  valeur  de®  est  toujours  à très-peu  près  le  triple  de 
celle  de  l ou  de  la  dilatation  linéaire  ; car,  puisque  l’u- 
nité de  longueur  devient  1 -f- 1 par  le  passage  de  9a  tem- 
pérature de  o*  ù 1%  l’unité  cubique  dont  le»  trois  dimen- 
sions reçoivent  l’accroissement  /,  dans  les  mêmes  cir- 
constances, devient 

(1  = i 4-3/_f_3r4-^* 

et  par  conséquent  l’accroissement  de  volume  qu’elle 
éprouve,  ®,  est  égal  ù 5(-f-3P-f-  P,  ou  simplement  à 
3 h eu  uégligeant  les  très-petites  fractions  5P,3P.  Rem- 
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plaçant  donc  ® par  3 ly  les  formules  précédentes  devien- 
dront 

V'  = V(i+3*7) 

v=v* 

l‘ar  des  considérations  semblables  on  trouverait  pour 
les  aecroissemeus  des  surfaces 

*' = s (1  -J-  afT) 

• i'  = t' 

»,  »',  »'  étant  les  surfaces  correspondons  aux  tempéra- 
tures 0,  f'et  f.  Tout  se  réduit  donc  ù connaître  la  dilata- 
tion linéaire  de  l'unité  de  longueur  des  diverses  sub- 
stances. Voici  le  tableau  des  principaux  résultats  qui 
ont  été  obtenus  par  les  plus  habiles  observateurs. 

DILATATION  LINÉAIRE  DES  SOLIDES 
roua  1*  CESTÉMMAL  , DE  o*  à 100*. 

D’après  Laplace  cl  Lavoisier. 


Flint  glass  anglais o, 000811  CG 

Platine  (selon  Borda) o,ooo85G55 

Verre  de  France  avec  plomb 0,00087 199 

Idem 0,0008757  a 

Idem 0,0008909$ 

Idem 0,00091750 

Verre  de  Saint-Gobain 0,00089089 

Acier  non  trempé 0,00107880 

Idem 0,00107915 

Idem 0,00107900 

Acier  trempé  jaune  recuit  à 65“.  . . 0,001  a5f)56 

Fer  doux  forgé 0,00122045 

Fer  rond  passe  à la  filière o,ooia55o4 

Or  de  départ o,ooi4GCoC 

Or  au  litre  de  Paris,  recuit 0,001 5 i36i 

Idem  non  recuit . o,ooi55i55 

Cuivre 0,00171220 

Idem 0,00171753 

Idem 0,00172240 

Cuivre  jaune  ou  laiton 0,00180670 

Idem 0,00187821 

Idem 0,00188970 

Argent  au  titre  de  Paris . 0,00190868 

Argent  de  Coupelle 0,00190974 

Étain  de  Malaca 0,00193765 

Étain  de  Falmouth 0,0021 7298 

Plomb 0,00284336 

D’après  Smcaion. 

Verre  blanc  (tube  de  baromètre) . . o,ooo83333 
Régule  martial  d'antimoine.  ....  o,ooio8333 


î + afl 

l-j-iFÎ 


1 +Zfl 
I +3<T 
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Acier  poli 0,001  i5ooo 

Acier  trempé o,ooi325oo 

Fer 0,001  a5833 

Bismuth o,ooi5gif>7 

Cuivre  rouge  battu 0,00170000 

Cuivre  rouge  avec  d'étain.  . . . 0,00181667 

Cuivre  jaune  fondu 0,00187500 

Cuivre  jaune  avec ‘/i7  d’étain.  . . . 0,00190803 

Fil  de  laiton o,ooiq3333 

Métal  de  miroir  de  télescope..  . . . o,ooi95533 

Soudure,  cuivre  a,  zinc  1 partie.  . . o,ooao5833 

Étain  fin . o,ooaa8333 

Étain  en  grain o,ooa48333 

Soudure  blanche,  étain  1 , plomb 

a parties **. o,ooa5o533 

Zinc  8 parties,  étain  1,  un  peu  forgé.  0,00369167 

Plomb 0,00386667 

Zinc 0,0039^167 

Zinc  allongé  au  marteau  de  4/|t.  . . o,oo3io833 

D’aprè»  le  major  général  Roy. 

Verre  en  tube 0,00077550 

Verre  en  verge  solide o,ooo8o833 

Fer  fondu  (prisme  de) 0,001 11000 

Acier  (verge  d’) 0,001  i/|45o 

Cuivre  jaune  de  Hambourg.  ....  o,ooi8555o 
Cuivre  jaune  anglais  en  forme  de 

verge 0,00189296 

Cuivre  jaune  anglais  en  forme  d'auge 

ou  canal  circulaire 0,00189)50 

D’après  H.  Trougton. 

Platine 0,00099180 

Acier 0,00118990 

Fer  tiré  à la  filière * 0,0011)0 10 

Cuivre.  0,00191880 

Argent..  . 0,00208260 

D'après  II.  Wollastoo. 

Palladium. 0,00100000 

D'après  MM.  Petit  cl  Dulong. 

Platine  de  0*  à ioo* 0,00088420 

Idem  de  100“  A 3oo* 0,00091827 

Verre  de  o*  à 100* 0,000861 33 

Idem  de  ioo*  à aoo8 0,00094806 

Idem  de  aoo8  à 3oo\  .....  0,00101084 

Fer  de  o*  ù ioo*. 0,00118210 

Idem  do  100*  à 3oo* 0,00146842 

Cuivre  de  o*  à ioo*. 0,00171820 

Idem  de  aoo8  à 3oo* o,ooi883a4 


9.  La  dilatation  des  corps  creux  s’effectue  de  la  meme 
manière  que  s'ils  étaient  pleins,  c’cst-à-dire  que  le  yo- 
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lume  intérieur  d'un  tube  de  verre  croit  dans  toutes  scs 
dimensions,  comme  le  cylindre  de  verre  qui  serait  ca- 
pable de  le  remplir;  une  sphère  creuse  d'un  métal  quel- 
conque sc  dilate  de  la  même  manière  qu’une  sphère 
massive  de  même  grandeur  et  de  même  métal,  etc.  etc.; 
on  peut  aisément  se  rendre  raison  de  la  cause  de  ce  phé- 
nomène. 

10.  Dans  les  effets  de  dilatation  des  corps  matériels  le 
calorique  développe  une  force  qu’on  peut  comparer  à 
toutes  les  forces  mécaniques,  et  notamment  à celle  de 
la  pesanteur,  prise  ordinairement  pour  point  de  compa- 
raison. F.n  effet,  s’il  faut  exercer  sur  un  cube  métallique 
une  pression  de  deux  miltc  kilogrammes  pour  réduire 
sa  hauteur  autant  que  la  réduirait  un  abaissement  de  I* 
de  température,  on  peut  on  conclure  que  la  force  duc  à 
ce  degré  de  chaleur,  et  qui  maintenait  le  cube  à sa  hauteur 
primitive,  est  pour  le  moins  équivalente  à la  pression  de 
deux  mille  kilogrammes.  Nous  disons  pour  le  moins 
équivalente,  car  la  dilatation  ou  la  contraction  duc  au 
changement  de  température  affecte  également  toutes 
les  dimensions  du  cube,  tandis  que  la  pression  du  poids 
ne  diminue  que  la  seule  hauteur. 

I.c«  corps  solides,  et  particulièrement  les  métaux,  n'é- 
prouvant que  de  très-petites  diminutions  de  volume  par 
des  pressions  énormes  ( Voy . Pression),  on  peut  juger 
que  la  force  de  dilatation  ou  de  contraction  produite  par 
la  chaleur  est  très-considérable.  La  limite  de  la  force 
de  Contraction  est  évidemment  l'effort  capable  de  briser 
le  corps  en  le  tirant  dans  le  sens  de  sa  longueur;  et 
comme  une  barre  de  fer  se  rompt  sous  un  effort  suffi- 
sant ( Voy.  Résistance  des  matériaux),  clic  se  romprait 
également  par  l’effet  de  la  contraction  si  scs  extrémités 
étaient  arrêtées  d’une  manière  inébranlable.  L’emploi 
du  fer  dans  les  grandes  constructions  demande  donc 
beaucoup  de  9oin  et  ne  saurait  être  abandonné  à des 
mains  inhabiles. 

11.  Dilatation  des  liquides.  Si  on  remplit  un  vase 
d’un  liquide  quelconque  ù la  température  0%  et  qu’on  lo 
place  dans  un  bain  5 une  température  plus  élevée,  on 
voit  le  liquide  déborder  ù mesure  qu’il  s’échauffe,  et  il 
devient  facile  d’estimer  sa  dilatation  par  la  quantité  qui 
s’est  écoulée  par  chaque  degré  d’accroissement  de  tem- 
pérature. Par  des  procédés  susceptibles  d’une  plus  grande 
exactitude,  mais  qu'il  n’entre  pas  dans  notre  plan  de 
décrire,  on  a obtenu  les  résultats  suirans  : 

DILATATION  DES  LIQUIDES  POUR  1%  DE  o8  A 100. 

LE  VOLUME  INITIAL  ETANT  1. 


Eau.  0,0466 

Acide  hydro-chlorique  (P.  S.  1,137).  • • 0, 0600 

Acide  nitrique  (P.  S.  i,4<>) 0,1 100 

Acide  sulfurique  (P.  S.  i,85) 0,0600 

Éther  sulfurique.  » . 0,0700 

NC. 
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Huile  d'olive  et  de  lin 0,0800 

Essence  de  térébenthine.  . 0,0700 

Eau  saturée  de  sel  marin.  o,o5oo 

Alcool 0,1100 

Mercure 0,01 56 


Ces  dilatations  ne  sont  proprement  que  les  dilatation» 
apparentes  qu'on  peut  observer  en  plaçant  les  liquides 
dans  des  va  ses  de  verre;  elles  se  trouvent  ainsi  compli- 
(fnées  de  la  dilatation  propre  du  vase.  La  dilatation  aAso- 
du  mercure,  pour  1%  est,  d'après  les  belles  expé- 
riences de  MM.  Petit  et  Du  long. 


Mercure  de  o*  à 1 oo# 0,0 1 80 1 80 

Id.  de  iooD  à 20o° o,oi8453i 

Id.  de  aoo*  ù 5oo* 0,0 18807g 


SI  l'on  désigne  par  V le  volume  d'un  liquide  à «•  et 
par  "S  son  volume  à t'  degré,  on  aura  encore  t>  expri- 
mant la  dilatation  de  l'unité  de  volume  donné  par  la 
table, 


ou  bien  encore. 


r=v<,+ï^=v-^c'+''> 

Comme  on  a également  pour  une  autre  température  f', 
V*  étant  le  volume  correspondant , 

r=v(i+ 0,00575  0 ; v,=v.^(*fi74.  q 

on  en  conclut 


r=r 


1 -j-o,oo575  rt  y==y.  *<£+r 

1 -f-  0,00075  t 2C7  -j-  t 


formules  qu’on  peut  employer  indifféremment  pour  cal- 
culer le  volume  que  prendra  un  gai  ù une  tempéra- 
ture t ' lorsqu'on  connaît  celui  qu’il  a à la  température  t. 

Soit,  par  exemple,  5o  centimètres  cubes  le  volume 
d’un  gai  quelconque  ù 10*;  si  ou  veut  connaître  le  vo- 
lume qu’il  aura  à 8o’,  on  fera  V'=  5o,  t’=i8o%  t ’=  io° 
et  on  aura 


r=v  (,+!■*) 


cl  pour  une  autre  température  t,  le  Tolume  cnn+pon- 
flant  sera  donné  ù l’aide  du  Tolume  Y’,  par  cette  autre 
«pression 


VWV’ 


1 + <0 
1 + <‘® 


Mais  on  ne  doit  considérer  les  résultats  numériques 
qu’on  petit  obtenir  par  ces  formules  que  comme  des 
approximations,  parce  que  la  dilatation  des  liquides  n’est 
pas  uniforme. 

12.  Dilata  lion  des  gax.  Tontes  les  substances  ga- 
leuses se  dilatent  uniformément  , ou  d’une  même 
quantilc  pour  un  même  accroissement  de  tempéra- 
ture, et  de  plus  elles  se  dilatent  toutes  de  la  même  ma- 
nière, lorsque  d’ailleurs  la  pression  demeure  constante 
pendant  leur  dilatation.  51.  Gay-Lussac  a reconnu  que, 
de  o"  d i oo",  et  sous  la  pression  de  Palmuspbère,  tous  les 

gu  se  dilatent  de  de  leur  volume  par  chaque  degré 

du  thermomètre,  ou  de  o,oo3y5,  le  Tolume  initiai  ù o" 
étant  1.  Depuis,  Davy  a constaté  que  cette  propriété 
«rait  lieu,  quelle  que  toit  la  pression,  beaucoup  plus 
grande  ou  beaucoup  plus  petite  qilc  ]a  pression  olmo_ 
sphérique.  Passé  loo",  les  dilatations  comptées  sur  le 
thermomètre  à mercure  deviennent  décroissantes,  mais 
sur  le  thermomètre  a air  la  loi  est  Traie  pour  tontes  les 
températures.  Un  a constaté  encore  qu’elle  avait  lieu 
joaqat’ù  30-  au-dessous  de  o.  Ainsi,  en  désignant  par  V le 
votante  d’un  gai  à o"  et  par  X son  volume  à f degrés 
du shenuométre  centésimal,  on  a 


V'=V  (i  +0,003,5  f1) 


X 


— 5o 


2C7  4-  80 
267^- 10 


= G‘i,(i55. 


Le  Tolume  demandé  sera  donc  de  Ca  centimètres 
C55  millimètres  cubes. 

i3.  Changement  d'état  des  corps.  Lorsque  l'augmenta- 
tion de  la  température  d'un  corps  solide  ou  liquide  par- 
vient à nue  certaine  limite,  l’état  physique  du  corps  subit 
une  altération  très-remarquable  : s'il  est  liquide,  il  passe 
i\  l'état  gaieux;  s'il  est  solide,  il  passe  à l’état  liquide.  Les 
mêmes  phénomènes  se  reproduisent  en  sens  inverse  par 
rabaissement  de  la  température.  Ces  faits  ne  sc  pré- 
sentent cependant  pas  dans  tous  les  corps,  car  il  existe 
des  solides  sur  lesquels  la  plus  grande  chaleur  ne  pro- 
duit aucun  effet , et  des  gaz  que  le  plus  grand  froid  ne 
peut  liquéfier  et  encore  moins  solidifier  ; niais  les  circon- 
stances particulières  qui  empêchent  ces  corps  de  se  com- 
porter comme  les  autres  sont  encore  inconnues  et  se 
trouvent  sans  doute  compliquées  par  l'impuissance  où 
nous  sommes  de  produire  des  températures  assez  hautes 
et  assez  basses. 

Les  corps  solides  susceptibles  de  se  liquéfier  se 
nomment  corps  fusibles  ; ceux  qui  résistent  aux  plus 
hautes  températures  qu'on  ait  encore  pu  produire  sc 
nomment  corps  infusibles , fixes  ou  réfractaires;  le  nom- 
bre de  ces  derniers  diminue  chaque  jour. 

14.  Le  passage  de  l’état  solide  ù l’état  liquide  s’effec- 
tue toujours  ù une  température  déterminée  pour  chaque 
corps  fusible  en  particulier.  Demeuré  solide  jusqu'à 
l'instant  où  il  acquiert  cette  température , il  commence 
alors  ù fondre  , et  tant  que  la  fusion  n’est  pas  complète, 
la  température  demeure  invariable,  quelle  que  soit  la 
quantité  de  chaleur  qu’on  lui  fournisse.  Ce  n’est  que 
lorsque  la  dernière  particule  solide  s'est  liquéfiée  qu’il 
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détient  possible  de  foire  croître  U température  de  la 
masse  devenue  fluide.  Il  en  résulte  qu'une  partie  du 
calorique  est  absorbée  dans  ce  changement  d'état  ou  se 
combine  avec  les  élémens  du  corps  de  manière  à de- 
venir insensible. 

Le  même  phénomène  se  présente  dans  le  passage  de 
l'état  liquide  à Tétât  gazeux.  Le  liquide  parvient  d'abord 
à une  certaine  température.  Où  fl  commence  à entrer  en 
ébullition,  citant  que  la  dernière  molécule  liquide  n'est 
pas  volatilisée,  cette  température  demeure  constante. 

15.  On  a donné  le  nom  de  calorique  latent  ù la  por- 
tion de  calorique  qui  se  trouve  combinée  ou  dissimulée 
dans  le  changement  d’état  d’un  corps.  Cette  portion  est 
plus  ou  moins  considérable  suivant  la  nature  du  corps. 

16.  La  température  de  la  fusion  des  différens  corps 
étant  importante  à connaître  dans  une  foule  de  cas,  nous 
présenterons  ici  celles  de  ces  températures  qui  ont  été 

le  mieux  constatées. 

t 

TEMPÉRATURE  DK  LA  FUSION. 
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Les  degrés  de  pyromètre  ne  peuvent  être  comparés 
avec  ceux  du  thermomètre  d’une  manière  exacte;  de 
sorte  que  la  température  de  fusion  de  la  plupart  des 
métaux  n'est  point  encore  réellement  counue.  ( Voy. 
PtioMtras  et  TanrHATOax.  ) 

17.  La  température  du  passage  de  l'état  liquide  à l'état 
gâteux,  ou  la  température  de  vaporisation.  dépend  de 
diverses  circonstances  quant  au  même  liquide.  Les  prin- 
cipales sont  : i*  la  pression  exercée  à sa  surface;  a”  la 
nature  du  vase  qui  le  contient  ; 5*  la  profondeur  de  sa 
masse. 

Dans  un  vase  ouvert  et  sous  la  pression  moyenne  de 
l’atmosphère,  o", 76, l'eau  bout  à ioo*centésimaux;mai$ 
dans  les  lieux  très-éle  tés  où  cette  pression  est  plus  faible, 
le  point  d'ébullition  est  moins  haut.  A l'hospice  du  Saint*» 
Gothard,  par  exemple,  le  degré  de  vaporisation  est  seu- 
lement 92*,g,  la  pression  atmosphérique  étant  o“, 586. 
On  peut  se  rendre  facilement  compte  de  cette  circon- 
stance en  observant  que  la  formation  des  bulles  de 
vapeur  a lieu  primitivement  sur  les  parois  échauffées  du 
vase , qu'elles  s'élèvent  ensuite  à la  surface  du  liquide 
en  vertu  de  leur  légèreté , et  que  de  là  elles  se  répandent 
dans  l’espace  environnant.  Ces  bulles  doivent  donc  avoir 
une  tension  égale  à la  pression  qu'elles  supportent;  et 
lout  ce  qui  peut  accroître  cette  pression  exige  un  ac- 
croissement de  température  pour  Être  surmonté  par  la 
force  élastique  de  la  vapeur. 

Dans  un  vase  fermé , on  peut  retarder  et  même  em- 
pêcher totalement  l'ébullition,  parce  que  la  vapeur  qui 
se  forme  an-dessus  du  liquide  exerce  une  pression  tot*- 
jours  suffisante  pour  l’empêcher.  Dans  la  marmite  de 
Papin,  on  élève  l'eau  aux  plus  grandes  températnres 
sans  la  faire  bouillir  ; mais  il  fout  que  les  parois  du  vase 
soient  capables  d'une  énorme  résistance  pour  ne  pas  se 
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briser  sous  l’effort  qu'ils  supportent,  et  l'explosion  trop 
fréquente  des  machines  à Tapeur,  malgré  les  précau- 
tions les  plus  minutieuses,  démontre  impérieusement 
la  nécessité  de  nouvelles  recherches  théoriques  sur  les 
phénomènes  de  la  vaporisation. 

îft.  Lorsqu’on  vaporise  de  l’eau  dans  une  chaudière 
qui  ne  présente  qu'une  petite  issue  à la  vapeur,  la  masse 
du  liquide  s’échauffe  d’autant  plus  que  la  grandeur  de 
l’ouverture  est  plus  petite  par  rapport  à la  surface  qui 
reçoit  immédiatement  l’action  du  feu.  On  a trouvé  que, 
sous  la  pression  moyenne  de  l'atmosphère,  les  tempé- 
ratures deviennent  à peu  prés 

loo"  danslacliaudicrc.pouroiiorificc  0,001  et  au-dessus. 


lo5  0,0003 

1 15 0,0001 

î T»8 o,oooo5 


la  surface  chauffée  étant  i. 

La  vapeur  émise  par  ces  ouvertures  n’a  pas  présenté 
de  différence  sensible,  c’est-à-dire  que  le  poids  de  l’eau 
vaporisée  élevée  d’une  chaudière  ouverte,  à 100"  a été  à 
peu  près  le  meme  en  une  seconde  de  temps  que  le  poids 
de  l’eau  vaporisée  qui  a jailli  de  la  même  chaudière, 
à i38%  par  une  ouverture  égale  ù la  vingt-millième  par- 
tie de  la  surface  exposée  à l’action  du  feu. 

19.  La  matière  propre  du  vase  exerce  encore  une  in- 
fluence très-sensible  sur  le  point  d’ébullition.  M.  Gay- 
Lussac  a reconnu  que  l’eau  bout  à une  température  plus 
élevée  dans  le  verre  et  la  porcelaine  que  dans  les  mé- 
taux; la  différence  peut  aller  de  i°  à 1 •*/,,  mais  la  va- 
peur d'eau  a toujours  la  même  température,  quelle  que 
soit  la  nature  du  vase. 

30.  Si  la  hauteur  de  l’eau  est  assez  considérable  dans 
un  vase  quelconque,  elle  concourt  avec  toutes  les  autres 
causes  déjà  signalées  pour  faire  varier  le  point  d’ébulli- 
tion, parce  que  les  tranches  inferieures  du  liquide  sup- 
portent le  poids  des  couches  supérieures.  Alors  l’eau 
commence  par  s'échauffer  uniformément,  et  l'ébullition 
sc  manifeste  d’abord  à la  surface;  ensuite  les  couches 
inférieures  s'échauffent  d'autant  plus  qu'elles  sont  plus 
basses,  jusqu'à  une  certaine  limite  où  1a  température 
demeure  permanente,  quoique  croissante  de  la  surface 
au  fond.  Les  vapeurs  se  dégagent  alors  de  tous  les  points 
de  la  masse  liquide  ; celles  qui  partent  du  fond  sc  refroi- 
dissent en  traversant  les  couches  intermédiaires,  et  elles 
sortent  toutes  à la  température  de  100%  sous  la  pression 
moyenne  de  l’atmosphère. 

Voici  le  tableau  des  températures  de  l'ébullition  de 
différons  liquides  sous  la  pression  ordinaire  o*,y6. 


Éther  sulfurique 8 

Carbure  de  soufre. 47 

Alcool « • t • 79 , y 


Eau  pure 100 

Dissolution  saturée  de  sulfate  de  soude. . . . 100,  7 

Id.  d'acétate  de  plomb.  ...  103 

Id.  d’hydroehloratc  de  soude.  106,  9 

Id.  d’hydrochlorate  d’ammo- 
niaque  1 1 4,  4 

Id.  de  nitre il 5,  G 

Id.  détartre.  ........  11G,  7 

Id.  de  nitrate  d’ammoniaque.  »a5,  3 

Id.  de  sous-carbonate  de  po- 
tasse  1 40 

Huile  de  térébenthine.  167 

Phosphore 390 

Soufre.  . 39g 

Aride  sulfurique 3io 

Huile  de  lin ».  3 16 

Mercure 5i»o 


so  bis.  Les  phénomènes  que  présente  le  passage  do 
l'état  liquide  à l’état  solide  sont  soumis  également  ù deux 
conditions  principales,  lorsqu’ils  s’opèrent  uniquement 
par  l'action  de  la  chaleur.  Ces  conditions  sont:  1*  la 
permanence  de  température  dans  la  masse  liquide  de- 
puis le  commencement  de  la  congélation  jusqu'à  la  so- 
lidification totale,  3*  le  dégagement  du  calorique  latent. 
La  liquéfaction  des  substances  gazeuses  s’effectue  de  la 
même  manière,  mais  elle  n’est  jamais  entièrement  com- 
plète , comme  nous  le  verrons  ailleurs , et  l’espace  dans 
lequel  se  fait  la  condensation  demeure  saturé  de  vapeur. 

(Joy.  V APEC  a.) 

31.  De  caloiiqce.  Après  avoir  esquissé , dans  ce  qui 
précède,  les  principaux  effets  de  la  chaleur  sur  les 
corps , il  nous  reste  à l’étudier  en  elle-même  ou  dans 
les  lois  de  sa  communication  et  de  son  mouvement. 

D’abord  , si  quelques  phénomènes  tendent  directe- 
ment à nous  montrer  le  calorique  comme  une  substance 
particulière  , cette  substance  est  privée  du  caractère 
distinctif  de  la  matière , la  pondérabililé  ; car  un 
corps  pesé  succcssivent  à deux  températures  très-éloi- 
gnées  l’une  de  l’autre  ne  présente  aucune  différence 
appréciable  à nos  instrumens  les  plus  délicats.  Nous 
allons  bientôt  reconnaître  la  grande  analogie  qui  existe 
entre  la  propriété  du  calorique  et  celle  de  la  .lumière, 
autre  substance  impondérable  que  tous  les  efforts  des 
physiciens  n'ont  pu  matérialiser. 

aa.  Un  corps  chaud,  renfermé  dans  une  enceinte  vide, 
dont  l’enveloppe  est  à une  température  plus  basse  que 
la  sienne,  Cnit  toujours  par  se  refroidir  jusqu’à  ce  qu’il  se 
trouve  en  équilibre  de  chaleur  avec  les  parois  de  celte 
enveloppe  ; ainsi  le  phénomène  du  refroidissement  des 
corps  chauds  u’est  pas  dû  seulement  à ce  qu’ils  cèdent 
de  leur  calorique  aux  corps  plus  froids  avec  lesquels  ils 
sont  en  contact,  mais  encore  à ce  qu’ils  lancent  le  ca- 
iQriquc  autour  d'eux,  dans  toutes  les  directions.  C'est  à 
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cc  calorique  ainsi  projeté  par  les  corps  chauds,  comme 
la  lumière  par  les  corps  lumineux , qu’on  a donné  le 
nom  de  calorique  rayonnant.  On  a reconnu  que  : 
i*  Le  calorique  rayonnant  se  meut  en  ligne  droite; 
a*  Il  se  réfléchit  contre  Us  surfaces  polies  en  faisant 
un  angle  d'incidence  égal  à l'angU  de  réflexion  ; 

5*  Son  intensité  varie  en  raison  inverse  du  carré  de  la 
distance  d la  source; 

4*  Il  traverse  tous  les  corps  solides  ou  fluides. 

Ces  propriétés  sc  trouvent  démontrées  par  des  faits  in- 
contestables dans  tous  les  traités  modernes  de  physique. 

a a bis.  Les  corps  polis  réfléchissent  d’autant  mieux 
la  chaleur  que  leur  poli  est  plus  parfait  ; mais  tous  les 
corps  n’ont  pas  le  même  pouvoir  réflecteur.  Leslio  a 
obtenu  les  nombres  suivans  par  des  expériences  mul- 
tipliées. 

POUVOIR  RÉFLECTEUR. 


Cuivre  jaune too 

Argent • 9° 

Étain  en  feuille 8o 

Acier 70 

Plomb Go 

Étain  mouillé  de  mercure.  . 1 0 

Verre *0 

Verre  huilé 5 

Noir  de  fumée. .......  o 


Ces  nombres  ne  font  connaître  que  les  facultés  ré- 
fléchissantes relatives,  et  on  doit  observer  que  l’inten- 
sité du  rayon  réfléchi  diminue  à mesure  que  sa  direction 
f»e  rapproche  de  la  normale  au  point  d’incidence.  La 
variation  d’intensité  est  ù peu  près  nulle  pour  les  sub- 
stances métalliques. 

a3.  La  faculté  qu’ont  les  corps  chauds  d’émettre  la 
chaleur  dans  tous  les  sens  est  ce  qu’on  nomme  Icurpou- 
voir  rayonnant  ou  émissif.  Leslie  a constaté  que  ce 
pouvoir  dépend  en  grande  partie  de  l’état  de  la  surface 
des  corps,  et  qu’il  est  d’autant  plus  gTand  que  la  surface 
est  plus  rude  ou  présente  plus  d’aspérités.  Ce  physicien 
a encore  trouve  les  nombres  suivans  pour  les  rapports 
des  pouvoirs  rayonnans  des  diverses  substances. 

POUVOIR  ÉMISSIF. 


Noir  de  fumée »oo 

Eau 100 

Papier  ù écrire 98 

Verre  ordinaire go 

Encre  de  la  Chine 88 

Glace 85 

Mercure ' . ao 

Plomb  brillant. 19 

Fer  poli >5 


Étain,  argent,  cuiyrc,  or. . • ta 
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a'|.  On  nomme  pouvoir  absorbant  d’un  corps  la  pro- 
priété qu’il  a d’absorber  les  rayons  de  chaleur  qui  tom- 
bent sur  sa  surface.  Cc  pouvoir  est  évidemment  en 
raison  inverse  du  pouvoir  réflecteur,  car  tous  les  rayons 
qui  ne  sont  pas  réfléchis  sont  nécessairement  absorbés. 
On  a trouvé  de  plus  que  dans  des  circonstances  égales 
les  pouvoirs  absorbait*  et  émissif*  d’un  même  corps 
sont  égaux. 

x5.  La  transmission  du  calorique  ù travers  les  corps 
transparens  est  connue  depuis  long-temps,  mais  on  avait 
supposé , jusqu’aux  belles  expériences  de  Dclarochc  , 
que  la  chaleur  rayonnante  est  toujours  absorbée  en  par- 
tie par  le  milieu  qu’elle  traverse.  Ce  physicien  a fait 
voir  le  premier  que  la  chaleur  absorbée  est  d’autant 
moindre  que  l’intensité  de  la  chaleur  rayonnante  est 
plus  grande,  et  en  outre  qu’un  rayon  calorifique  qui  a 
traversé  une  première  plaque  de  verre  est  absorbé  en 
moindre  proportion  lorsqu’il  en  traverse  une  seconde 
et  une  troisième. 

Les  expériences  plus  récentes  de  M.  Mclloni , tout 
en  confirmant  ccs  résultats,  ont  fait  connaître  des  pro- 
priétés très-importantes  que  nous  allons  signaler.  Cet 
habile  observateur  nomme  diathermanes  les  corps  qui 
donnent  passage  au  calorique  rayonnant,  et  athermanes 
ceux  qui  ne  jouissent  pas  de  cette  propriété. 

i*  La  quantité  de  chaleur  qui  traverse  une  plaque 
diathermane  est  d’autant  plus  grande , toutes  choses 
égales  d’ailleurs,  que  le  poli  des  surfaces  est  plus  parfait. 

a*  Le  degré  de  transparence  des  corps  n’a  aucun  rap- 
port avec  leur  faculté  de  sc  laisser  traverser  par  le  calo- 
rique rayonnant.  Des  plaques  minces  de  mica  noir  ou 
de  verre  noir  imperméables  A la  lumière  laissent  passer 
une  quantité  très-sensible  de  chaleur  Une  plaque  de 
cristal  de  roche  enfumée  de  86  millimètres  d’épais- 
seur est  beaucoup  plus  diathermane  qu’une  plaque  d’alun 
bien  transparent  d’un  millimètre  et  demi.  De  tous  les 
corps  solides,  le  plus  diathermane  est  le  sel  gemme, 
le  moindre  est  l’alun.  Dans  les  liquides,  c’est  le  carbure 
de  soufre  qui  laisse  passer  la  chaleur  rayonnante  en  plus 
grande  quantité,  et  l’eau  qui  en  laisse  passer  le  moins. 

3*  La  quantité  de  chaleur  qui  traverse  une  plaque  dia- 
thcrmanc  varie  avec  son  épaisseur,  mais  elle  diminue 
dans  un  rapport  beaucoup  moindre  que  celui  de  l’aug- 
mentation d’épaisseur.  Le  sel  gemme  fait  exception,  du 
moins  pour  des  épaisseurs  comprises  entre  a et  40  mil- 
limètres; il  laisse  toujours  passer  la  même  quantité  de 
chaleur. 

4*  La  chaleur  rayonnante  qui  traverse  plusieurs  pla- 
ques superposées  d’une  même  substance  est  absorbée  en 
plus  grande  quantité  que  si  elle  traversait  une  seule  pla- 
que d’une  épaisseur  égale  à la  somme  jle  leurs  épais- 
seurs. 

5*  La  chaleur  émise  à trayers  un  système  de  plaques 
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de  même  nature  ou  de  nature  différente  est  toujours  la 
même,  quel  que  soit  l’ordre  de  la  «accession  des  plaques. 

6*  Les  quantités  de  chaleur  transmise  sont  différentes 
si  les  sources  de  chaleur  ne  sont  pas  les  mêmes,  quoique 
les  faisceaux  de  chaleur  dirigés  sur  la  plaque  aient  d’ail- 
leurs la  mfme  intensité.  Elles  sont  d’autant  plus  petites 
que  la  température  propre  de  la  source  est  moins  élevée  ; 
mois  la  différence  est  d’autant  moindre  que  la  plaque  est 
plus  mince.  Le  sel  gemme  fait  encore  exception  à cette 
loi  : il  transmet  toujours  0,953  de  la  quantité  de  chaleur 
rayonnante,  quelle  que  soit  la  nature  de  la  source» 

7“  Le  calorique  rayonnant  subit  une  certaine  modifi- 
cation en  traversant  une  plaque  dinthermanc  qui  le  rend 
plus  ou  moins  susceptible  d'étre  transmis  par  d’autres 
substances. 

8*  Dans  son  passage  4 travers  une  lame  diathermane 
quelconque  le  calorique  rayonnant  subit  4 scs  deux  sur- 
faces des  réflexions  qui  lui  font  perdre  0,077  de  son  in- 
tensité primitive.  Le  surplus  de  la  perte  dépend  de  la  na- 
ture de  la  plaque. 

06.  11  résulte  de  l’ensemldc  de  tous  ces  faits,  et  de 
beaucoup  d’autres  que  nous  ne  pouvons  rapporter, 
que  le  calorique  rayonnant  émané  de  différentes  sources 
est  formé  de  diverses  espèces  de  rayons  analogues  aux 
rayons  colorés  qui  forment  la  lumière  des  différentes 
sources;  que  les  corps  diathermanes  sont  inégalement 
perméables  aux  divers  rayons  caloriques , comme  les 
corps  transparens  aux  divers  rayons  de  lumière  ; que 
l’extinction  des  rayons  suit  une  progression  géométri- 
que dont  le  rapport  varie  avec  la  nature  des  rayons  et 
celle  des  corps  ; et  enfln , que  les  sources  de  chaleur 
émettent  des  rayons  d’antant  plus  transmissibles  que 
leur  température  est  plus  élevée. 

Le  calorique  rayonnant  jouit,  en  outre,  de  toutes  les 
autres  propriétés  de  la  lumière;  il  se  réfracte  et  se  po- 
larise dans  les  mêmes  circonstances. 

37.  Communication  de  la  chaleur.  Lorsqu’une  partie 
d’un  corps  solide  est  soumise  4 l’action  d’un  foyer  de 
chaleur,  la  chaleur  sc  propage  de  proche  en  proche  4 
toutes  ses  autres  parties  en  décroissant  d’intensité.  Si 
l’on  plonge,  par  exemple,  l’extrémité  d’une  longue 
barre  de  fer  dans  un  bain  de  plomb  fondu,  on  sent  la 
chaleur  gagner  peu  à peu  le  long  de  la  barre  jusqu’à  ce 
qu’elle  se  fasse  sentir  à l’autre  extrémité.  La  température 
des  diverses  parties  de  la  barre,  qu’on  peut  supposer  par- 
tagée par  des  sections  perpendiculaires  à sa  longueur, 
s’élèvent  toutes  en  même  temps,  de  quantités  inégales, 
d’autant  plus  petites  que  les  sections  sont  prises  plus 
loin  du  foyer  de  chaleur  ; mais,  si  le  foyer  est  constant, 
cette  augmentation  générale  des  températures  de  chaque 
point  s’arrête  bientôt , et  il  arrive  un  moment  où  toutes 
les  températures  demeurent  stationnaires. 

Dans  ce  mode  de  propagation,  qu’on  attribue  à un 


rayonnement  de  molécule  à molécule,  la  différence  de 
température  entre  une  section  quelconque  et  l’extré- 
mité chauffée  dépend  principalement  de  la  Qature  du 
corps  ou  de  sa  faculté  conductrice,  qui  est  très- variable 
dans  les  corps  solides. 

Tout  le  monde  sait  qu’on  peut  tenir  impunément  un 
tube  do  verre  ou  un  cylindre  de  charbon  à une  très- 
petite  distance  du  point  où  ils  sont  iucandcsccns , tandis 
qu’une  barre  métallique  chauffée  au  rouge  à l’une  de 
ses  extrémités  manifeste  une  chaleur  insoutenable  à de 
grandes  distances  de  cette  extrémité. 

38.  On  a reconnu  que,  lorsqu’une  barre  prismatique 
chauffée  à l’un  de  ses  bouts  par  un  foyer  constant  est  ar- 
rivée au  point  d’équilibre  où  les  températures  de  toutes 
ses  parties  restent  stationnaires , ces  températures  for- 
ment une  progression  géométrique  décroissante  dam 
les  sections  également  distantes  entre  elles;  c’est-à-dire 
que.  prenant  des  points  dont  les  distances  au  foyer  crois- 
sent en  proportion  arithmétique,  les  températures  cor- 
respondantes décroissent  en  progression  géométrique, 
suivant  un  rapport  qui  dépend  de  la  conductibilité 
propre  de  la  substance  et  du  pouvoir  émissif  de  sa  sur- 
face. C'est  d’après  cette  propriété  que  M.  Desprctx  a 
trouvé  les  nombres  su i vans. 

FACULTÉ  CONDUCTRICE. 


Or 10000 

Platine 9810 

Argent 9730 

Cuivre 8983 

Fer . 3743 

Zinc. 363o 

Étain 3<>3g 

Plomb 1795 

Marbre 3 36 

Porcelaine 133 

Terre  des  fourneaux.  ..  114 


39.  Les  procédés  employés  pour  obtenir  ces  rapports 
ne  permettent  guère  de  les  considérer  que  comme  des 
approximations.  M.  Péclet  décrit  dans  son  Traité  de 
Physique  un  mode  d’opération  propre  à faire  connaître 
de  la  manière  la  plus  exacte  la  conductibilité  absolue 
des  métaux , et  nous  devons  regretter  que  cet  habile 
physicien  n’ait  point  exécuté  les  expériences  qu’il  in- 
dique. 

En  suivant  la  méthode  de  M.  Desprels,  M.  Delarive 
a reconnu  que,  pour  les  bois,  la  conductibilité  est  beau- 
coup plus  grande  dans  le  sens  des  fibres  que  dans  le 
sens  perpendiculaire  à ces  fibres.  L’ordre  des  conduc- 
tibilités dans  les  deux  sens  s’oit  trouvé  ; alier',  noyer, 
chine,  tapin , peuplier r liège 

5o.  Les  corps  réduits  en  fi  Unions  très-fins,  ou  eu  par- 
celles très-petites,  sont  de  mauvais  conducteurs  de  la 


Digitized  by  Google 


CHA 

chaleur.  Tels  soûl  le  cotou  , la  laine , le  duvet,  la  bri- 
que pilée,  le  sable,  etc.,  etc.  Parmi  les  mauvais  con- 
ducteurs, le  verre  et  surtout  le  charbon  paraissent  oc- 
cuper le  point  k l plus  bas  de  l'échelle. 

3i.  La  faculté  conductrice  des  liquides  est  beaucoup 
moins  grande  que  celle  des  solides;  ils  sont  générale- 
ment peu  perméables  au  calorique  rayonnant  et  la  cha- 
leur s’y  propage  d'une  toute  autre  manière  que  dans  les 
solides.  Lorsqu'on  chaude  une  masse  liquide , par  le 
bas  ou  par  les  côtés,  la  couche  d'eau  en  contact  immé- 
diat avec  la  paroi  échauffée  devient  plus  légère  et  s'é- 
lève ù la  surface  ; elle  est  alors  remplacée  par  une  autre 
couche  qui  s’échauffe  et  s’élève  ù son  tour,  de  sorte 
qu’il  se  forme  un  double  courant  de  molécules  chaudes 
qui  montent  et  de  molécules  froides  qui  descendent.  La 
propagation  de  la  chaleur  s'effectue  donc  par  les  mou- 
vemens  résultant  des  variations  de  la  densité,  et  non  par 
un  rayonnement  de  molécule  à molécule  ; et  si  ce  der- 
nier mode  de  communication  existe  dans  les  liquides, 
son  influence  ne  peut  être  que  très-faible. 

3a.  Toutes  les  expériences  s’accordent  pour  montrer 
que  la  conductibilité  des  gai  est  très-petite.  La  chaleur 
s'y  propage  comme  dans  les  liquides  par  les  mouvemens 
dus  au  changement  de  densité  des  parties  échaudées, 
mais  ccs  mouvemens  sont  d'autant  plus  rapides  que, 
toutes  choses  égales  d’ailleurs,  les  gaz  sont  moins  denses. 
Le  calorique  rayonnant  les  traverse  tous  avec  facilité 
53.  Lois  du  refroidissement.  Newton  est  le  premier 
qui  ait  posé  des  principes  pour  le  refroidissement  des 
corps.  11  supposa  que,  pour  un  corps  quelconque,  la 
perte  de  chaleur  à chaque  instant  est  proportionnelle  é 
l'excès  de  sa  température  sur  celle  du  milieu  environ- 
nant. Aiosi,  en  considérant  un  corps  isolé  dans  l'air  at- 
mosphérique, si  nous  désignons  par  T l'excès  de  sa 
température  sur  celle  de  l’air,  après  un  temps  t compté 
dès  l'origine  du  refroidissement,  et  par  a la  perte  de 
chaleur  qui  aurait  lieu  dans  l’unité  de  temps,  pour  une 
différence  de  température  constante  égale  ù un  degré, 
nous  aurons  : 

dT  = — a'ïdl 

expression  dont  on  tire  par  l'intégration 
LogT= — af-j-C. 

En  déterminant  la  constante  de  manière  que  T soit  égal 
à la  différence  initiale  de  la  température  du  corps  et  do 
celle  de  l’air,  on  obtient,  en  désignant  par  A cette  dif- 
férence initiale  qui  correspond  ûl  = o, 

LogT=  — af-|-  LogÀ. 

Passant  des  logarithmes  aux  nombres , il  vient 

T=Às~“ 

t représentant  la  base  des  logarithmes  naturels. 

Tox.  tu. 
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Cette  loi  donne  le  moyen  de  trouver  très-facilement 
la  température  du  corps  à un  instant  quelconque  du  re- 
froidissemeut,  mais  elle  ne  se  vérifie  que  quand  1a  dif- 
férence initiale  des  températures  n’cxcède  pas  3o‘;  au- 
dessus  , les  résultats  sont  entièrement  iuexacts. 

34-  Quoique  la  loi  de  Newton  ait  été  bientôt  reconnu© 
insuffisante , les  expériences  des  physiciens  ne  jetèrent 
que  bien  peu  de  jour  sur  l’importante  question  du  re- 
froidissement jusqu’au  beau  travail  de  MM.  Petit  et 
Dulong,  couronné  en  t8i8  par  l’Académie  des  Sciences. 
Nous  allons  rapporter  les  résultats  principaux  de  ce  tra- 
vail, qui  doit  servir  de  point  de  départ  pour  toutes  les 
recherches  ultérieures. 

35.  Observons  d’abord  qu'un  corps  isolé  au  milieu 
d’une  enceinte  vide  ne  peut  se  réchauffer  ou  se  refroi- 
dir que  par  l’échange  de  chaleur  rayonnante  qui  s’o- 
père entre  sa  surface  et  celle  de  l’enceinte  , tandis  que  , 
lorsque  l'enceinte  est  pleine  d’air  ou  de  tout  autre  gas, 
à cette  première  cause  de  variation  de  température  s© 
joint  celle  qui  provient  du  contact  du  gaz.  Or  on  con- 
clut des  observations  que  , quand  l’excès  de  la  tempé- 
rature d’un  corps  liquide  sur  celle  de  l’enceinte  demoure 
constant,  la  vitesse  du  refroidissement  croit  en  propor- 
tion géométrique,  dans  une  enceinte  vide,  lorsque  la  tem- 
pérature de  l’enceinte  croît  en  proportion  arithmétique. 

36.  On  entend  par  vitesse  du  refroidissement,  à un 
instant  quelconque  la  quantité  de  chaleur  que  perd  le 
corps  dans  la  première  unité  de  temps  qui  suit  cet  in- 
stant ; par  exemple,  si , après  le  temps  t,  le  corps  perd 
5*  de  chaleur  dans  la  première  seconde , 3*  dans 
celle  qui  suit,  etc.  Nous  dirons  qu’après  le  temps  t la 
vitesse  du  refroidissement  était  de  5%  et  qu'elle  n’était 
plus  que  de  3*  après  le  temps  f-J-i*.  Le  nombre  des 
degrés  perdus  dans  l’unité  de  temps  est  donc  ici , par 
rapport  à la  vitesse  du  refroidissement , ce  qu’est  l'es- 
pace pour  la  vitesse  des  corps  en  mouvement  ; de  sorte 
qu’en  vertu  de  la  loi  des  mouvemens  variés,  si  ^ dé- 
signe la  température  du  corps  après  le  temps  t et  d } la 
variation  de  température  correspondante  ù la  variation  ét 
du  temps,  on  a pour  l’expression  générale  de  la  vitesse  V 
du  refroidissement,  en  observant  que  la  différientielle  d } 
doit  être  prise  négativement...  (a) 


3 j.  Ceci  posé,  si  exprime  l’excès  de  la  température 
du  corps  sur  celle  de  1* enceinte  et  0 la  température  de 
cette  enceinte,  nous  pourrons  poser,  d’après  ce  qui 
vient  d’être  dit  (35),...  (é) 

f (+)  étant  une  fonction  inconnue  dont  il  s’agit  do  trou- 
ver U nature  et  « un  nombre  constant. 
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Mais,  dans  te  cas  d’nne  enceinte  vide,  la  vitesse  de 
refroidissement  n*est  évidemment  que  l’excès  dn  rayonj 
nement  du  corps  sur  celui  de  l'encêintc;  ainsi , comme 
le  rayonnement  est  une  fonction  de  la  température , en 
désignant  cette  fonction  par  la  caractéristique  F,  les 
quantités  F F (ô)  exprimeront  les  rayonnemens 

respectifs  du  corps  et  de  l’enceinte , et  on  aura 

v-F(*+e)-F(i) 
d’oü  l’on  tire,  en  comparant  ateo  (è), 

fW„w±ÿ-m. 

a 

développant  la  fonction  F(^-j-ô)  parle  théorème  de 
Taylor,  il  vient 


a‘ de  ' 


Or,  quel  que  soit  la  fonction  ctcrchce  f (J»)  e>I  imïé- 
pendante  de  0,  donc  tous  les  coefficiens  de  ce  dévelop- 
pement doivent  être  des  quantités  constantes,  et  nous 
pouvons  poser,  m étant  un  nombre  constant, 

&_(*)  _ m 


oe  qui  donne,  en  Intégrant, 


(*)  = ,-—  a +C. 
v J Lee  a 1 


On  a donc  aussi 

*(*+*)  **ï^ai+ 

et,  par  conséquent, 

F (+  -f  0)  — F (9)  = m a"  («f + 1 ) = V, 

la  constante  C/ — € étant  nulle , puisque  pour  o on 
doit  avoir  Tss=o- 

La  toi  dü  refroidissement  dans  le  tide  est  donc  défi- 
nitivement 

V s=ma5  (a*'  — - »). 


La  constante  a,  déterminée  parles  observations,  a 
pour  valeur  1,0077,  quelle  que  soit  la  uature  du  corps 
refroidissant  ; la  constante  01  est  un  nombre  variable 
pour  chaque  corps;  sa  valeur  s'obtient  en  substituant 
dans  (1)  les  valeurs  de  Y,  ^ et  0 données  par  une  expé- 
rience. 

58.  En  examinant  la  marche  employée  pour  obtenir  la 
formule  (1),  on  reconnaît  que  le  premier  terme  de  son 
second  membre  m a*  ar  représente  la  chaleur  émise  par 
corps  èt  le  second  M tt*  la  chaléur  absorbée.  Il  «h  résulte 
que , si  le  corps  se  refroidissait  dans  Une  enceinte  tide 


complètement  privée  de  pouvoir  rayonnant,  la  vitesse  du 
refroidissement  serait  m al;  c’est-à-dire  qu'elle  croîtrait 
alors  en  progression  géométrique,  les  différences  de 
température  croissant  en  progression  arifcimétique. 

3g.  Pour  obtenir  maintenant  la  température  du  corps 
à un  instant  quelconque  en  fonction  de  temps  écoulé 
depuis  l’origine  du  refroidissement , il  suffit  de  substi- 
tuer dans  l’expression  (<i)  la  valeur  de  V donnée  par  là 
loi  (1),  on  obtient. 


ce  qui  donne  un  intégrant 


M-- 


t 


M Log  a 


Cette  relation  fera  connaître  le  temps  nécessaire,  pour 
amener  la  température  initiale  au  degré  é,  lorsqu'on 
aura  déterminé,  dans  chaque  cas  particulier,  le  nom- 
bre M et  la  constante  C ; détermination  qui  s’effectue  à 
l’aide  de  la  formule  même  (3),  en  y substituant  succes- 
sivement deux  valeurs  de  y correspondantes  à deux  va- 
leurs de  t,  obtenues  par  l’observation. 

4o.  Lorsque  l’enceinte  dans  laquelle  s’opère  le  refroi- 
dissement est  plein  de  gaz,  les  vitesses  de  refroidisse- 
ment se  compliquent  de  l’action  du  contact  du  ga», 
mais  on  peut  calculer  aisément  cette  dernière  dans  tous 
les  cas,  car  il  est  évident  que  la  vitesse  de  refroidisse- 
ment qui  lui  est  due  est  égale  à la  différence  entre  1a 
vitesse  totale  et  la  vitesse  produite  par  le  rayonnement- 
MM-  Petit  et  ttulong  ont  constaté  de  cette  manière 

t*  Que  la  nature  de  la  surface  est  sans  influence  sur 
les  pertes  de  chaleur  dues  au  contact  seul  des'gat } 

%’  Que  pour  un  même  gaz  sous  la  même  pression , 
niais  à des  températures  differentes,  les  pertes  de  chaleur 
sont  les  mêmes  pour  les  mêmes  différences  de  tempé- 
rature ; 

3*  Que,  lorsque  l’élasticité  du  gaz  tarie  en  progres- 
sion géométrique,  la  vitesse  du  refroidissement  varie 
aussi  en  progression  géométrique;  si  l’on  suppose  le 
rapport  de  la  seconde  progression  égal  à 2 , le  rapport 
de  la  première  est  1,366  pour  l’air,  i,5oi  pour  l’hy- 
drogène, i,43i  pour  le  gaz  acide  carbonique,  1,4» 5 
pour  le  gaz  déliant  ; 

4*  Enfin,  que,  quelle  que  soit  la  nature  du  gaz,  les  vi- 
tesses croissent  en  progression  géométrique , quand 
les  différences  de  température  croissent  également  en 
progression  géométrique.  En  prenant  2 pour  le  rap- 
port de  la  dernière  progression , celui  de  la  premier* 

CSt  2,500. 

L’ensemble  de  toutes  cês  lois  conduit  à la  formule 

(»)••••  v-np-r 
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dans  laquelle  a est  un  nunibre  qui  cliaugc  avec  la  na- 
ture du  gaz  el  les  dimensions  des  corps,  e un  coefficient 
constant  pour  les  différais  corps,  mais  variable  avec  la 
ualurc  du  gaz^p  la  pression,  ^ l’excès  de  la  tempéra- 
ture, est  h le  nombre  constant  i,a33.  Pour  l’air,  cette 
formule  devient 

V = »p***. 

Dans  une  enceinte  rayonnante  il  faut  ajouter  à la  va- 
leur de  V donnée  par  (3)  celle  qui  résulte  de  la  for- 
mule (1). 

4<.  Les  formules  précédentes  vérifiées  pour  les  li- 
quides dans  une  étendue  de  plus  de  5oo"  peuvent  en- 
core s'appliquer  à des  corps  solides  de  très- petites 
dimensions  ; mais  pour  les  autres  la  question  devient 
d’une  extrême  complication,  car  la  température  des 
diverses  parties  n’est  pas  la  même , et  pour  chacune  de 
ces  pallies  le  refroidissement  dépend  non  seulement  de 
toutes  les  circonstances  que  nous  veuons  de  considérer, 
mais  encore  de  sa  position  et  de  1a  conductibilité  propre 
du  corps.  Nous  ferons  observer,  en  outre,  que  les  tem- 
pératures doiveut  être  mesurées  sur  le  thermomètre  à 
air  pour  que  tes  résultats  calculés  soient  exacts. 

4 a.  De  la  chaleur  spécifique.  C'est  au  physicien  sué- 
dois Wilkc  qu’est  duc  l’importante  découverte  des  di- 
verses rapacités  des  corps  pour  le  calorique.  Cet  ingé- 
nieux observateur  sut  prouver  en  179a,  par  des  expé- 
riences très-simples,  que  les  corps  de  nature  différente 
qui  montrent  -une  température  égale  au  thermomètre 
contiennent  cependant  des  quantités  de  chaleur  très- 
inégales.  Si  l’on  plonge,  en  effet,  un  kilogramme  de  fer 
chauffe  à 56”  dans  un  kilogramme  d’eau  à 0%  on  trouve 
que  la  température  commune  de  ces  deux  corps,  après 
que  l’équilibre  est  établi,  est  seulement  de  4*;  et  comme 
en  prenant  les  précautions  convenables,  l’eau  reçoit 
précisément  autant  de  chaleur  que  le  fer  en  a perdu , il 
en  résulte  que  la  quantité  de  chaleur  qui  a fait  baisser 
de  3a*  la  température  du  fer  n’a  élevé  celle  de  l’eau 
que  de  4%  et  qu’il  faut,  par  conséquent,  huit  fois  autant 
de  chaleur  pour  augmenter  ou  diminue**  la  tempéra- 
ture de  l’eau  d’un  degré  que  pour  changer  d’un  degré 
la  température  du  fer,  les  masses  étant  égales. 

43.  Les  quantités  relatives  de  chaleur  absorbées  par 
un  même  poids  des  corps  pour  élever  leurs  tempéra- 
tures d’un  même  nombre  de  degrés  se  nomment  cha- 
leur* spécifique  ou  capacités  calorifiques.  Pour  mesurer 
<ies  diverses  capacités,  on  est* convenu  de  les  rapporter 
à celle  de  l’eau , prise  pour  terme  de  comparaison , et 
on  désigne  sous  le  nom  d'unité  de  chaleur  la  quantité 
de  chaleur  nécessaire  pour  élever  un  kilogramme  d’eau 
d’un  degré  centésimal. 

44*  La  capacité  calorifique  d’uu  corps  est  donc  d’au- 
P lus  grande  qu’il  exige  plus  de  chaleur  pour  éprou- 
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ver  un  changement  de  température  d’un  degré.  Mais 
cette  capacité  peut  être  constante  ou  variable  suivant 
que  la  quantité  de  chaleur  est  la  même  eu  un  point 
quelconque  de  l’échelle  thermométrique , ou  qu’ulie  est 
différente.  Par  exemple , une  même  masse  de  fer  a be- 
soin de  plus  de  chaleur  pour  passer  de  100“  à 10,1*  que 
de  o*  à 1 ; aussi  dit-on  que  la  capacité  calorifique  du  fer 
est  variable  et  croissante.  En  général,  le  rapport  des  ca- 
pacités de  deux  substances  est  le  même  que  celui  des 
quantités  de  chaleur  qu’elles  prennent  à poids  égal  et  & 
la  même  température  pour  faire  varier  celte  tempéra- 
ture d'une  même  quantité. 

Voici  quelques  capacités  calorifiques  déterminées  par 
divers  observateurs. 

CAPACITÉS  ÇA.LQRinQDES 

d'amies  LAVOISIBB  BT  LAPLACK. 


Nom  des  substances.  Capacité*. 

Eau 1,0000 

Plomb o,oa83 

Mercure 0,0990 

Étain 0,0475 

Oxyde  rouge  de  mercure. . o,o5oi 

Fer  battu o,no5 

Vçrrc  sans  plomb.  . 0,1939 

Soufre o,ao85 

Chaux  vive 0,3169 

Huile  d’olive . 0,3096 

Acide  sulferiquc  (densité  1,87).  . ....  0,3346 

Acide  nitrique  (densité  1 ,3o) . 0,6614 

Solution  de  nitre  (nitre  eau  8) 0,8187 

d'après  d alto j. 

Vinaigre 0,9300 

Acide  nitrique  (densité  i,5o) 0,6600 

Acide  hydrochlorique  (densité  i,53).  . . 0,6000 

Acide  sulfurique  (densité  1,84). o,35oo 

Alcool  (densité  0,81) 0,7000 

Éther  sulfurique  (densité  0,76) 0,6600 

Flint  glass 0,1900 

Chlorure  de  sodium*  • o,33oo 

d’aprbs  maybb. 

Bois  de  pin o,65oo 

— de  chêne 0,5700 

— de  poirier o,5ooo 

D’APRES  M.  DSSPBETS. 

Alcool  (densité  0,793).  * - 0,633 

Éther  sulfurique  (dçnsité  0,71 5).  ....  <>,530 


Essence  de  térébenthine  (densité  0,873),  p, ,47a 
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MM.  PETIT  ET  DVLOKC. 

Nom  de»  substances.  Capacités. 

Mercure.  o,o33o 

Platine . o,o335 

Jd o,o3i4 

Antimoine 0,0507 

Argent. o, o55? 

Zinc 0,0917 

Cuivre 0,0940 

ià. 0,0949 

Fer.  0,1098 

Id..  0,1100 

Bismuth 0,0188 

Plomb 0,0193 

Or. . • 0,0198 

Étain.  o,o5i4 

Tellure.  0,0911 

Nickel o,io55 

Cobalt. 0,1498 

Soufre 0,1880 

Verre » 0,1770 

d’apaès  m.  AVOCAADO. 

Carbone.'.'.  o,i5oo 

Phosphore o,385o 

Arsenic.  0,0810 

Iode 0,0890 


45.  Les  nombres  de  MM.  Petit  et  Dulong  se  rap- 
portent aux  capacités  moyennes  entre  o*  et  1 oo*  ; mais 
ces  messieurs  ont  reconnu  que  les  capacités  calorifiques 
des  corps  solides  augmentent  avec  la  température;  par 
exemple,  ils  ont  trouvé  pour  le  fer  : 

CAPACITÉ  MOYENNE  DU  FER. 


De  o*  à 100".  .......  0,1098 

De  o*  à iooa o,  1 1 5o 

De  o*  à 3oo" 0,1118 

De  0"  à 35o* 0,1 155 


46.  Outre  ces  résultats  très-remarquables  les  mêmes 
physiciens  ont  découvert  une  loi  fondamentale  de  la 
chaleur,  en  admettant  toutefois  la  théorie  atomique 
de  la  chimie  moderne,  c’est  que  les  atomes  des  corps 
simples  ont  tous  exactement  la  même  capacité  pour  la  cha- 
leur. Cette  loi  résulte  du  fait  général,  que  la  capacité 
d’un  corps  simple  multipliée  par  le  poids  de  son  atome 
donne  un  produit  constant. 

Plus  récemment  M.  Ncwmann  a trouvé,  par  la  même 
▼oie,  'que  la  capacité  calorifique  des  atomes  des  corps 
semblablement  composés  est  la  même. 

47*  La  capacité  calorifique  de?  gaz  est  beaucoup  plus 
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difficile  h déterminer  que  celle  des  solides,  par  l’extrême 
mobilité  de  leurs  molécules , qui  tendent  sans  cesse  A 
s’échapper.  On  nomme  capacité  ô pression  constante  la 
quantité  de  chaleur  nécessaire  pour  élever  la  tempéra- 
ture d’un  gai  d’un  degré  centésimal  en  lui  permet- 
tant de  se  dilater  sous  une  même  pression,  et  capacité 
d volume  constant  la  quantité  de  chaleur  qui  produit  la 
même  élévation  lorsqu’on  comprime  le  gai  à mesure 
pour  que  son  volume  ne  change  pas.  Celle-ci  est  tou- 
jours plus  petite  que  la  première  , parce  que  tous  les 
gaz  laissent  échapper  du  calorique  quand  on  les  com- 
prime. 

D’après  les  belles  expériences  de  MM.  de  la  Roche  et 
Bérard , couronnées  en  i8»3  par  l’Institut  «le  France, 
les  capacités  calorifiques  ù pression  constante  sont  pour 
un  même  volume  de  gaz  : 


Air  atmosphérique.  . . . 1,0000 

Hydrogène 0,9003 

Acide  carbonique 1 ,3583 

Oxygène 

Azote 1,0000 

Oxyde  d’azote. ......  t,55o3 

Hydrogène  carboné.  . . . i,o53o 

Oxyde  de  carbone 1 ,o34o 

Vapeur  d’eau 1,9800 


la  capacité  du  volume  de  l'air  étant  prise  pour  unité. 
Ces  capacités  pour  un  même  poids  des  gaz  sont  : 


Celle  de  l'air 

Celle  de  l'eau 

étant  1 . 

étant  1. 

Air 

. 1,0000 

0,2689 

Hydrogène 

. 12,54m 

5,21)36 

Acide  carbonique. . . . 

. 0,8280 

0,2210 

Oxygène.  . 

. 0,8848 

o,236i 

Azote 

. i,o3i8 

o.»r54 

Oxyde  d’azote 

, 0,8878 

0,2369 

Hydrogène  carbone. . . 

1,5-03 

0,4207 

Oxyde  de  carbone. . . . 

. i,o8o5 

0,2884 

Vapeur  d'eau 

. 5, 1 36o 

0,8470 

La  capacité  des  gaz  à volume  constant  n'a  point  en- 
core été  déterminée  par  des  expériences  directes,  et  il 
parait  sinon  impossible , du  moins  excessivement  diffi- 
cile de  l’obtenir  de  cette  manière,  mais  on  peut  la  con- 
clure de  la  capacité  & pression  constante  en  admettant 
avec  Laplace  (Méc.  céleste , lit.  xn)  qu’il  y a un  rapport 
invariable  entre  les  deux  capacités  d’un  même  gaz,  prin- 
cipe qui  du  reste  a été  vérifié  entre  certaines  limites. 
MM.  Gay-Lussac  et  Welter  ont  trouvé  pour  le  rapport 
des  deux  capacités  de  l’air  le  nombre  1,37244»  qu*  •'*“* 
carte  assez  sensiblement  du  nombre  1,4m  déter* 
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miné  plus  récemment  par  M.  Dulong  à l'aide  d'ex- 
périences d’une  extrême  délicatesse  et  dnnt  l’exacti- 
tude ne  laisse  rien  A désirer.  Les  autres  résultats  de  ces 
expériences  sont  les  suivans  pour  un  même  Yolume 
de  gaz  : 


Nom 

Rapport 

Capacités 

des 

des 

a volume  constant, 

ga/. 

deux  capacité*. 

celle  de  l’air  étant  t. 

Air  atmosphérique. 

«4*« 

1,000 

Gaz  oxygène.  . . . 

. 1,4  * 5 

1,000 

Hydrogène 

1,407 

1,000 

Acide  carbonique. . 

. i,558 

i,»4o 

Oxyde  de  carbone.. 

1,4*7 

1,000 

Oxyde  d’azote.  . . 

• 1 >^4,î 

1,5*7 

Gaz  olèfiant.  . . . 

1,340 

1,754 

48.  Les  conséquences  tirées  de  ces  résultats  par 
M.  Dulong  sont  extrêmement  importantes;  il  admet  : 

»•  Que  les  volumes  égaux  de  tous  les  fluides  élasti- 
ques pris  à une  meme  température  et  sous  une  même 
pression , étant  dilatés  ou  comprimés  subitement  d'une 
même  fraction  de  leurs  volumes,  absorbent  ou  dégagent 
la  même  quantité  de  chaleur; 

a*  Que  les  variations  de  température  qui  en  résul- 
tent sont  en  raison  inverse  des  rapacités  calorifiques  à 
volume  constant. 

48  bis.  Il  est  généralement  admis  que  tout  une  même 
pression  la  capacité  calorifique  d'une  masse  gazeuse  est 
indépendante  de  sa  temj>érature.  (Physique  de  Pouillet , 
tom.  1 , pog.  4°3).C’cst  ce  qui  résulte,  en  effet,  de  la  loi  de 
M.  Gay-Lussac  sur  la  dilatation  uniforme  des  gaz.  Ce- 
pendant une  expérience  du  même  physicien  a fait  con- 
clure à M.  Pcclet,  dans  la  nouvelle  édition  de  son  Traité 
de  Physique  (tomei,  page  4®4)»  qu'à  pression  constante 
la  capacité  augmente  avec  la  température . Si  l’on  dtfU 
adopter  ce  nouveau  principe,  il  ne  faudra  plus  compter 
sur  la  régularité  des  indications  du  thermomètre  à air, 
et  l'on  se  verra  forcé  de  modifier  singulièrement  la  théo- 
rie de  la. dilatation  des  gaz. 

On  a fait  peu  d’expériences  sur  les  cliangemens  qu'é- 
prouvent les  capacités  calorifiques  des  gaz  par  suite  du 
changement  de  pression  pour  un  même  volume  de  gaz 
déterminé.  En  opérant  sur  deux  volumes  égaux  d’air 
atmosphérique,  dont  l’ un  supportait  la  pression  moyenne 
o",758  et  l’autre  une  pression  de  i*,oo58,  MM.  de  La- 
roche et  Bérard  ont  obtenu 


Prcttion.  Capacités. 

oV58o 1,0000 

»,  oo58 iy*3()6 


et  MM.  Clément  et  Désormes  ont  trouvé,  de  leur  côté, 
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toujours  pour  des  volumes  égaux  d'air  atmosphé- 
rique. 


Pression. 

Capacité*. 

1 ,oo58 

. . . . i,at5o  « 

0,7580 

. . . . 1,0000 

0,3790 

. . . . 0,6900 

0, 1 890 

. . . . 0,5400 

0,0950 

* . . . o,368o 

On  peut  donc  admettre  que  la  capacité  calorifique 
d’un  même  volume  du  même  gaz  eroît  avec  la  pression 
qu’il  supporte;  c’est-à-dire  que  de  deux  volumes  égaux 
d’un  même  gaz  celui  qui  a la  plus  grande  densité  a en 
même  temps  la  plus  grande  chaleur  spécifique  ; les  deh- 
sités  étant  proportionnelles  aux  pressions  lorsque  le» 
volumes  sont  égaux. 

Quant  aux  variations  de  capacité  calorifique  qui  ré- 
sultent du  changement  de  pression  à laquelle  une  même 
masse  gazeuse  est  soumise,  changement- qui  fait  varier 
son  volume,  tous  les  faits  les  mieux  constatés  et  toutes 
les  inductions  les  plus  rationnelles  ont  fait  poser  comme 
un  principe  certain  que  : 

La  capacité  calorifique  des  gaz  augmente  quand  la 
pression  diminue. 

M.  Poisson,  soumettant  au  calcul  les  données  de  l'ex- 
périence, a obtenu  la  formule  suivante,  qui  fait  con- 
naître la  capacité  c d’un  gaz  sous  une  pression  quel- 
conque P lorsqu’on  connaît  sa  capacité  c sous  la pression 
moyenne  de  l'atmosphère,  o“,76 


p étant  le  rapport  des  deux  capacités  à pression  con- 
stante et  à volume  constant,  c'cst-à-dirc  1,57a  d’après 
M.  Gay-Lussacct  1,42»  d’après  M Dalton. 

Il  résulte  de  cette  formule  que,  lorsque  la  pression  se 
réduit  à 4 oti  5 millimètres,  la  capacité  calorifique  de 
l'air  devient  supérieure  à celle  de  l’eau  ; ce  qui  explique 
en  partie  le  froid  si  intense  qui  règne  dans  les  hautes 
régions  de  l’atmosphère. 

4<>.  La  connaissance  des  capacités  calorifiques  des 
vapeurs,  et  principalement  de  la  vapeur  d’eau,  présento 
un  grand  intérêt  depuis  que  cette  dernière  est  devenue 
le  plus  puissant  de  nos  ageus  mécaniques.  Cependant 
elle  n’a  encore  été  fixée  que  par  MM.  de  Laroche  et 
Bérard,  à l’aide  de  procédés  sujets  à beaucoup  d'objec- 
tions; le  nombre  qu’ils  ont  trouvé,  et  que  nous  avons 
déjà  rapporté,  est  1, 9(100,  à pression  constante;  la  capa- 
cité semblable  de  l’air  étant  1.  Il  est  à désirer  que  M.  liu- 
long  public  bientôt  le  détail  des  expériences  qui  lui  ont 
fait  obtenir  le  nombre  i,5  pour  le  rapport  des  capacités 
calorifiques  de  la  vapeur  d’eau,  à pression  constante  et 
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| volume  constant.  Nous  exposerons  au  mot  Vapeo* 
toutes  les  propriétés  de  la  vapeur  d’eau  qu’il  est  indis- 
pensable de  connaître  dans  scs  applications  aux  arts  in- 
dustriels. 

5o.  Cahriqm  de  fluidité.  Sous  avons  dit  (»4)  qu’un 
corps  solide  ne  pouvait  devenir  fluide  ni  un  liquide  de- 
venir gazeux  sans  qu’ils  absorbassent  une  certaine  quan- 
tité de  calorique  qui  passe  de  l’état  libre  à l’état  la- 
tent (i5),  et  devient  ainsi  une  partie  constituante  du 
corps,  tant  que  ce  corps  persévère  dans  son  nouvel  état. 
Nous  pouvons  maintenant  apprécier  la  quantité  de  ce 
Cailoriqne  latent,  qu’on  nomme  aussi  calorique  de  flui- 
dilé , à l’aide  des  principes  qui  viennent  d’être  exposés. 

Si  Ton  mêle,  par  exemple,  un  kilogramme  de  glace 
fondante  ou  ùo”  avec  un  kilogramme  d’eau  chaude à^5#, 
on  trouve  après  quelques  instans  que  la  glace  est  entiè- 
rement fondue,  et  l’on  a deux  kilogrammes  d'eau  ù o\ 
Ainsi  toute  la  chaleur  que  contenait  l’eau  a été  absor- 
bée par  la  fusion  de  la  glace,  et  ce  corps  n’est  devenu 
fluide  qu'en  rendant  latente  la  quantité  de  chaleur  né- 
cessaire pour  élever  la  température  d’un  kilogramme 
3’eau  de  o*  à ?5*. 

Le  même  procédé  peut  être  employé  pour  mesurer 
le  calorique  de  fluidité  de  tous  les  corps  solides  dont  on 
connait  la  température  de  fusion  (16);  car,  en  versant 
un  poids  connu  d’une  substance,  fondue  à la  tempéra- 
ture de  sa  fusion,  dans  une  masse  d'eau  d’un  poids  et 
d’une  température  également  connus,  il  est  visible  que, 
lorsque  l’équilibre  de  chaleur  sera  établi,  la  tempéra- 
ture de  l'eau  aura  subi  un  accroissement  provenant  de 
la  quantité  de  chaleur  latente  devenue  libre  par  la  soli- 
dification, plus  de  celle  abandonnée  par  la  substance, 
devenue  solide,  pour  sc  refroidir  de  la  température  de 
fusion.  Cette  dernière  pouvant  se  conclure  de  la  capa- 
cité calorifique  de  la  substance,  il  dcvifMit  facile  de  trou- 
ver la  première.  Soit,  en  effet,  P le  poids  du  corps  en 
fusion,  T la  température  de  la  fusion,  P’  le  poids  de 
l’eau,  y compris  celui  du  vase  qui  la  contient,  T'  sa 
température,  C la  capacité  calorifique  du  corps  à l’état 
Solide,  T la  température  finale  du  mélange  et  x le  ca- 
lorique de  fluidité  cherché  ; on  aura 

MC  (T— r)  + Mar  = M'  (T — T') 


et,  par  suite. 


*«= 


M'  (T* — T ) — MC  (T  -—T). 
M 


Pour  être  sûr,  dans  ccs  expériences,  que  le  corps 
fondu  n’ait  point  une  température  plus  élevée  que  celle 
de  sa  fusion,  il  faut  l’employer  avant  que  la  fusion  soit 
devenue  tout-4-fait  complète,  ou  lorsqu’il  commence  à 
•e  solidifier. 


Black  a trouvé  de  cette  manière  que  le  calorique  ab- 
sorbé par  une  masse  d’étain  pour  se  liquéfier  est  sus- 
ceptible d’élever  la  température  d’une  masse  égale  d’eau 
de  >77 *,77.  Aucune  autre  expérience  n’a  été  faite  sur 
les  corps  métalliques. 

5».  Calorique  d'élasticité.  On  nomme  ainsi  le  calo- 
rique latent  absorbé  par  un  liquide  qui  sc  vaporise.  11 
peut  »e  mesurer  par  un  procédé  analogue  au  précédent. 

Supposons  que  de  la  vapeur  d’eau  bouillante  soit  con- 
duite dans  une  masse  d’eau  froide  et  s’y  condense , la 
température  de  l’eau  froide  se  trouvera  encore  élevée 
par  tout  le  calorique  latent  devenu  libre  lors  de  la  con- 
densation et  par  l’excès  de  la  température  d’ébullition. 
On  pourra  donc  calculer  encore  le  calorique  d’élasticité 
à l’aide  de  la  formule  précédente. 

L’unité  prise  pour  mesurer  le  calorique  latent  des 
corps  soit  solides,  soit  fluides,  est  la  quantité  de  cha- 
leur necessaire  pour  élever  d’un  degré  centésimal 
la  température  d’une  masse  d’eau  égale  en  poids  ù 
celui  de  ces  corps.  Par  exemple,  lorsqu'on  dit  que  la 
chaleur  latente  de  la  vapeur  d’eau  est  de  55o,  il  faut 
entendre  qu’un  kilogramme  de  vapeur  renferme  une 
quantité  de  calorique  capable  d’élever  de  55o*  la  tempé- 
rature d’un  kilogramme  d’eau.  C'est  de  cette  manière 
qu’il  faut  concevoir  les  nombres  suivans  trouvés  par 
M.  Despretz. 

CHALEUR  LATENTE  DES  VAPEURS. 


D'eau 53 1 

D’alcool 307,7 

D’éther  sulfurique.  . . . 96)8 

D’essence  de  térébenthine.  76,8 


l.e  nombre  de  la  chaleur  latente  de  la  vapeur  d’eau 
'trouvé  par  M Despretz  diffère  de  celui  qui  est  généra- 
lement adopté  d’après  les  expériences  de  M.  Oay-Lussac, 
confirmée-  par  celles  de  MM.  Clément  et  Desormes; 
ce  dernier  est  55o.  Ruinfort  avait  trouvé  557,  Southern 
53o,  Watt  537,  etM.  Dulong5.'|3. 

5a.  Deux  opinions  opposées  ont  été  émises  sur  le 
phénomène  de  la  vaporisation  des  liquides  : d’après 
Southern,  la  quantité  de  calorique  nécessaire  pour  faire 
ipasser  un  corps  liquide  quelconque  à l’état  gazeux  serait 
.indépendante  de  la  température  de  ce  corps,  ou,  en  d’au- 
tres termes,  le  calorique  de  vaporisation  serait  constant, 
et  par  conséquent  la  quantité  totale  de  chaleur  renfer- 
mée dans  la  vapeur  croîtrait  avec  sa  température.  D’a- 
près MM.  Clément  et  Desomies,  le  calorique  de  vapo- 
risalion  serait,  au  contraire,  d'autant  moindre  pour  un 
même  liquide  que  la  température  de  l’ébullition  serait 
plus  élevée  ; par  exemple,  la  quantité  de  chaleur  néces- 
saire pour  volatiliser  un  kilogramme  d’eau  primilivc- 
pieut  4 0*  étant  65o,  elle  n’est  plus  que  55o  pour  oette 
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fan  A »oo*,  que  4^o  pour  cette  m?me  eau  k aoo%  et  dfisi 
«le  suite;  de  sorte  qtr’&  65n#  le  calorique  de  vaporiaa- 
tion  serait  nul,  quoique  la  Tapeur  une  fois  formée  rm* 
ferme  toujours  la  mfme  quantité  de  calorique  d’élasti- 
cité. Les  physiciens  ne  se  sont  point  encore  prononcés 
sur  cette  question»  qui  est  d’un  très-haut  intérêt  pour  les 
machines  à tapeur;  mais  nous  pensons  que  l’opinion  de 
Southern  est  inadmissible. 

53.  Production  de  la  chaleur.  Il  existe  dent  sources 
différentesde  chaleur;  les  unes  sont  permanentes,  comme 
les  rayons  solaires,  la  chaleur  du  globe  terrestre  et  les 
rayons  stellaires  ; les  autres  sont  accidentelles,  comntd 
les  actions  chimiques,  la  pression,  la  percussion,  le 
frottement  et  les  change  mens  d’état  des  corps.  La  théo- 
rie  du  développement  de  la  chaleur,  et  les  phénomènes 
qui  en  résultent  d’après  l’une  ou  l’antre  de  ees  sources, 
sont  entièrement  hors  de  notre  plan,  et  nous  devons  nous 
borner  k signaler  ici  les  résultats  qu’il  importe  le  plus 
de  connaître  dans  les  applications  de  la  chaleur  comme 
force  mécanique. 

54.  La  combustion  de  diverses  substances  est  le  moyen 
le  plus  généralement  employé  pour  produire  la  chaleur 
dont  on  a besoin  dans  les  arts  industriels.  Le  combus- 
tible est  alors  placé  dans  un  foyer  ou  appareil  particulier» 
et  le  corps  qu’on  veut  échauffer  est  exposé  à la  chaleur 
rayonnante  qui  émane  du  combustible  en  Ignition.  La 
perfection  de  l’appareil  consiste  visiblement  dans  la  plus 
ou  moins  grande  quantité  de  chaleur  qu’il  est  suscep* 
tible  de  transmettre , et  doit  s’apprécier  d’après  le  rap- 
port entre  la  chaleur  transmise  et  la  quantité  absolue 
de  chaleur  produite.  On  évalue  cette  quantité  absolue 
de  chaleur  parle  nombre  de  degrés  dont  un  kilogramme 
de  combustible,  élèfe,  en  brûlant,  la  température  d’un 
kilogramme  d’eau,  et  c’cst  elle  qu’il  importe  principe-* 
leraent  do  connaître  pour  diriger  habilement  l'emploi 
du  combustible,  et  ne  pas  le  perdre  infructueusement 
dans  des  appareils  peu  judicieux,  comme  on  ne  le  voit 
que  trop  communément. 

D’après  les  expériences  de  M M.  Clément  et  Desormes, 
la  quantité  de  chaleur  absolue  fournie  par  divers  com- 
bustibles est  la  suivante  : 


Bois,  environ Sono* 

Charbon  de  terre _ 7000 

Charbon  de  bois. 70  5 o 

Tourbe  environ Sooo 


11  en  résulte  qu’un  kilogramme  de  chat-bon  de  terré 
peut  vaporiser,  en  brûlant,  10  kilogrammes,  76  d’eau  k 
la  température  initiale  de  o*,  en  admettant  qo’un  kilo- 
gramme d’eau  k o*  exige  pour  se  transformer  m ta- 
peur 65o*  de  chaleur  (5a). 

55.  C’est  principalement  dans  la  production  de  ta  ta* 
peur  d’eau  qu’on  peut  reconnaître  l’Importance  de  li 


*7 

question  que  nous  avons  signalée  au  paragraphe^*.  Snp- 
pesons,  pour  la  mettre  dans  tout  son  jour,  que  Feau 
d’une  chaudière,  primitivement  à 3o%  soit  portée  k Fé» 
buUifinn  par  »35*  de  chaleur  communiquée,  et  propo- 
sons-nous de  trouver  la  quantité  de  charbon  nécessaire 
pour  produire  d’abord  l’ébullition  et  ensuite  la  vapori- 
sation complète  d’un  kilogramme  de  cette  eau. 

D’après  Southern,  la  quantité  de  chAlcnr  fournie  paP 
le  combustible  doit  être  l35*-4-53o^*=±6ê6\  Ainsi,  puis- 
qu’un kilogramme  de  eharbon  brûlé  donne  7000*,  il 
faudra  pour  vaporiser  un  kilogramme  d’eau 

==  o\oe8  de  charbon  ; 

7000 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  un  kilogramme  de  char* 
bon  produira 

7000  k , 

685  ~ 10  ,a,9(Ic  TaPf,,r- 

D’après  MM.  Clément  et  Desormes,  la  quantité  de 
chaleur  nécessaire  pour  vaporiser  un  kilogramme  d’eau 
à 3o*  étant  05o* — 3o*=6ao",  il  faudra  seulement 

— — ■ - — ol,8o8  de  charbon, 

7000 

fct  ut!  kilogramme  de  charbon  brûlé  produira 
^«11  ,*90 de  vapeur. 

Quand  on  considère  l’énorme  force  five  que  peut  dé- 
velopper un  kilogramme  de  vapeur,  on  est  vraiment 
surpris  que  la  science  eu  soit  encore  à ne  pouvoir  opter 
entre  ces  deux  résultats. 

56.  Les  nombres  du  n°  54  ont  été  obtenus  par  des  ex- 
périences assex  précises  pour  qu’on  puisse  les  employer 
atec  confiance  comme  des  termes  de  comparaison  ; de 
sorte  qu’on  doit  évaluer  moyennement  A 1 1 kilogram- 
mes la  quantité  de  vapeur  que  petit  produire  un  kilo* 
gramme  de  charbon  ; mais,  comme  il  est  impossible  de 
recueillir  dans  les  fourneaux  ordinaires  la  quantité  ab- 
solue de  chaleur  émise  par  les  combustibles,  on  ne  sau- 
rait espérer  qu’une  moindre  production.  Dans  les  chau- 
dières des  anciennes  machines  A vapeur  «le  Watt,  un 
kilogramme  de  charbon  brûlé  vaporise  seulement  6 ki- 
logrammes d’eau,  tandis  que  dam  les  chaudières  plu* 
parfaites  des  machines  de  Woolf,  il  en  vaporise  8 kilo- 
grammes. ( Toy . VAm'a.) 

Outrages  A consulter  sur  les  divers  points  de  la  théo- 
rie de  la  chaleur:  Annale*  de  Chimfè  et  de  Phytique , 
tome  7,  ao,  *3,  4«>  45,  4&*  Fourier,  Mémoire  iur  la 
Chaleur;  Pcclet,  Traité  de  la  Chaleur ; Poisson,  Traité 
de  Mécanique,  a*  édit.;  Théorie  de  la  Chaleur;  et  leè 
Traitée  de  Physique  de  MM.  De  «p  rot  s,  Pouillet  et  Pcclet. 


Digitized  by  Google 


48 


CHA 


CHA 


CHAMEAUX.  {Mée.)  Espèces  de  pontons  qu’on  em- 
ploie dans  les  ports,  dont  la  profondeur  n’est  pas  suffi- 
sante pour  faire  entrer  ou  sortir  les  vaisseaux. 

Les  chameaux  présentent  une  application  très-ingé- 
nieuse des  lois  de  l’hydrostatique,  dont  on  peut  encore 
tirer  parti  pour  remettre  à flot  les  navires  submergés. 
Ils  ont  un  fond  plat  et  fort  large  ; un  de  leurs  côtés  est 
concave  et  suit  assez  exactement  la  courbure  des  vais- 
seaux pour  qu’il  puisse  s’y  appliquer  de  manière  à l'em- 
brasser dans  le  plus  grand  nombre  de  points  possibles; 
les  autres  côtés  sont  perpendiculaires  au  fond.  Lorsqu’on 
veut  faire  sortir  du  port  un  vaisseau  qui  tire  trop  d’eau 
pour  marcher  seul,  on  adapte  les  chameaux  à ses  flancs, 
après  les  avoir  remplis  de  la  quantité  d’eau  suffisante 
pour  que  leur  immersion  soit  de  niveau  avec  la  quille  du 
vaisseau.  Dans  cet  état,  on  les  fixe  solidement  en  faisant 
passer  plusieurs  cordages  ou  grelins  sous  la  quille;  ces 
grelins  remontent  dans  l’intérieur  des  chameaux  de  cha- 
que côté,  et  vont  aboutir  à des  treuils  placés  sur  les  ponts 
des  chameaux,  qui  les  tendent  et  les  retiennent  de  ma- 
nière que  les  deux  chameaux  ne  font  plus  qu’un  meme 
corps  flottaut  avec  le  vaisseau.  Alors  on  épuise  l’eau  des 
chameaux  à l’aide  de  pompes  ; et  à mesure  que  tout  le 
système  devient  plus  léger,  par  l’épuisement,  il  s’élève 
et  finit  par  pouvoir  manœuvrer  dans  le  port.  Quand  le 
vaisseau  est  Borti  du  port,  on  remplit  de  nouveau  les 
chameaux  d’eau,  pour  rendre  au  vaisseau  sa  quantité 
nécessaire  d’immersion,  et  enfin  on  les  détache.  La 
même  série  d’opérations  est  employée  quand  , au  lieu 
de  faire  sortir  un  vaisseau , il  s’agit  de  le  faire  entrer 
daus  le  port. 

CHAPELET  VERTICAL.  (BydrauL)  Machine  des- 
tinée à élever  l’eau. 

Un  chapelet  vertical  se  compose  i*  d’un  tuyau  cy- 
lindrique de  bois, 'appelé  buse,  dont  l’extrémité  inférieure 
plonge  daus  l’eau  qu’on  veut  épuiser;  2*  d’une  chaîne 
sans  fin,  garnie  de  plateaux  ou  rondelles  de  cuir  gras  à 
distances  égales.  Celte  chaîne  tourne  sur  une  roue  ar- 
mée de  pointes  de  fer  et  traversée  par  un  axe  portant 
des  manivelles  à ses  extrémités;  elle  est  tendue  à sa  par- 
tie inférieure  par  un  appareil  qui  permet  de  la  diriger  con- 
venablement, et  elle  parcourt  la  buse  qu’elle  entoure 
du  dehors  ou  dedans.  Lorsque  cette  machine  est  en 
mouvement,  les  pointes  de  fer  saisissent  successivement 
les  chaînons,  et  la  chaîne  monte;  le  plateau  qui  arrive  ù 
l’orifice  inférieur  de  la  buse  y prend  l’eau  qui  est  au- 
dessous  du  précédent  et  l’élève  avec  lui  jusqu’au  dégor- 
geoir. Le  diamètre  de»  rondelles  de  cuir  doit  être  plus 
grand  que  celui  de  la  buse,  pour  qu’elles  ne  laissent  re- 
tomber que  la  plus  petite  quantité  possible  d’eau.  La 
buse  a ordinairement  de  4 à 6 mètres  de  longueur  sur 
un  diamètre  de  o“,  i3  4 o",  16. 


Cette  machine  est  employée  pour  les  épuisemens  où 
il  faut  verser  l’eau  à une  hauteur  de  plus  de  i\  mètres; 
mais  elle  s’engorge  facilement  et  elle  exige  un  entretien 
onéreux.  Buistard  estime  que  le  travail  d'un  homme,  à 
l’aide  de  cette  maehine,  est  d’environ  i3  ù i } mètres 
cubes  d’eau  élevés  à î mètre  en  une  heure  de  temps; 
ce  résultat  est  à peu  près  le  même  que  celui  déduit  par 
Pcrronct  de  la  comparaison  de  vingt-deux  chapelets. 
Pour  comparer  l’effet  utile  du  chapelet  vertical  avec  ce- 
lui qu’on  peut  tirer  du  travail  de  l’homme  dans  les  au- 
tres machines,  il  faut  évaluer  les  effets  observés  en 
unités  dynamiques,  aujourd’hui  généralement  admises 
(Voy.  Force),  c’est-à-dire  les  comparer  à un  poids  de 
iooo  kilogrammes  élevé  d un  mitre.  Or,  le  nombre 
d’heures  de  travail  ne  pouvant  pas  dépasser  S,  avec  ce 
genre  de  machines,  qui  exige  une  vitesse  de  20  à 3o  tours 
de  manivelle  par  minute,  le  travail  d’un  homme  pen- 
dant  8 heures  produit  l'élévation  de  8Xi3“**,  t>3  ù un 
mètre,  savoir  o.\  ou  1 190/40  kilogrammes,  sa- 

voir : 119  unités  dynamiques.  Ainsi,  en  admettant  que 
l’effort  exercé  par  l'homme  sur  la  manivelle  soit  équiva- 
lent à 172  unités  dynamiques  (loy.  Force),  il  en  ré- 
sulte que  l’effet  utile  du  chapelet  vertical  est  environ 
o,Cg  de  1a  force  employée. 

CHAPELET  INCL1XÉ.  ( Bydraul .)  Machine  qui  sert 
aux  épuisemens  comme  la  précédente.  Elle  no  diffère 
du  chapelet  vertical  que  par  scs  plateaux,  qui  sont  eu 
Lois  et  carrés,  et  qui  se  meuvent  dans  une  buse  quadran- 
gulaire. 

Le  chapelet  Incliné  entraîne  une  plus  grande  perte 
de  force  motrice  que  le  chapelet  vertical  ; aussi  est-il 
peu  employé.  Perronet  estime  que  la  quantité  d’eau  éle- 
vée à 1 mètre  par  un  homme,  en  une  heure  de  temps, 
à l’aide  de  celte  machine,  no  dépasse  pas  1 1"‘%  i3. 
C’est  doue  une  production  journalière  de  69  unités  dy- 
namiques, et  l’effet  utile  n’est  que  o,5i  de  la  force  mo- 
trice. 

CHARNIÈRE  UNIVERSELLE.  (Mie.)  Appareil  qui 
sert  à transmettre  le  mouvement  de  rotation  d’un  axe  à 
un  autre  axe  de  position  variable.  Les  deux  axes  sont 
terminés  en  deux  branches  formant  un  dcmi-ccrelc  a et 
b (PI.  /§,  fig.  8),  dont  les  diamètres  se  croisent  perpen- 
diculairement en  c.  Chacun  des  demi-cercles,  et  par 
conséquent  l’axe  auquel  il  appartient,  est  parfaitement 
mobile  autour  de  son  diamètre;  de  sorte  que  l’un  de  ers 
axes  ne  peut  être  en  mouvement  sans  faire  mouvoir 
l’autre.  Si  l’angle  des  deux  axes  surpassait  43* , cette 
charnière  simple  ne  pourrait  plus  être  employée,  et  il 
faudrait  avoir  recours  à la  double  charnière  dont  la  fi- 
gure 9 indique  suffisamment  la  composition.  La  figure  10 
représente  une  charnière  universelle  d’une  autre  forme 
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qu’on  nomme  ainsi  joint  universel  ou  joint  brisé;  elle 
est  destinée  à fransmettre  des  forces  plus  considérables 
que  les  précédentes.  L’emploi  de  ces  diverses  articula- 
tions entraine  toujours  une  grande  perte  de  force  par  le 
frottemeut  qui  résulte  des  pressions  énormes  qu’elles 
supportent. 

CHEMIN  I)E  FER.  [Mie.)  Chemin  garni  de  bandes 
solides  et  unies,  de  fer,  placées  dans  les  endroits  que 
duivent  parcourir  les  roues  des  voitures,  pour  en  dimi- 
nuer le  frottement  et  rendre  le  roulage  plus  facile.  Les 
bandes  de  fer  sont  généralement  désignées  sous  le  nom 
anglais  de  rails*  quoiqu’on  ait  proposé  de  leur  appli- 
quer celui  de  char  ri  ères. 

11  existe  en  ce  moment  trois  systèmes  différais  de 
chemins  de  fer,  savoir  : à ornières  étroites , & ornières 
plates*  à une  seule  ornière.  Dans  le  premier  système, 
le  plus  généralement  employé,  le  chemin  se  compose 
d'un  double  rang  de  barres  de  fer  parallèles,  posées  à 
demeure  sur  des  fondations  en  pierre  et  saillantes  au- 
dessus  du  sol  ; la  distance  des  deux  rangs  est  égale  à la 
largeur  des  voitures,  de  manière  que  les  roues  portent 
sur  les  barres,  où  elles  sont  retenues  par  des  rebords  fixés 
à leur  circonférence.  C’est , à proprement  parler,  les 
roues  qui  sont  à ornières.  Dans  le  second  système,  les 
barres  sur  lesquelles  marchent  les  roues  sont  garnies 
d’un  rebord,  et  alors  les  roues  ont  leur  circonférence 
unie  et  sans  aucune  partie  saillante.  Le  troisième  sys- 
tème, qui  n’a  point  encore  été  exécuté  sur  une  grande 
échelle,  sc  compose  d’une  seule  ornière  étroite  élevée 
d'un  mètre  environ  au-dessus  du  niveau  du  sol.  Les 
voitures  destinées  à rouler  sur  cette  espèce  de  chemin 
doivent  être  divisées  en  deux  caisses  suspendues,  des 
deux  côtés  de  la  voie,  à une  forme  en  fer  portant  deux 
petites  roues. 

Chemins  à ornières  étroites.  Le  premier  chemin  de  cette 
nature  a été  construit  en  1C80  pour  conduire  les  char- 
bons des  mines  de  Newcastle  ù la  rivière  de  Tyne.  Dans 
l'origine,  il  consistait  en  pièces  de  bois  portées  sur  des 
madriers  de  même  matière;  on  commença  par  recou- 
vrir ces  pièces  de  bandes  de  fer  dans  les  endroits  où 
elles  étaient  exposées  aux  plus  fréquentes  dégradations, 
puis  on  substitua  bientôt  généralement  l'usage  du  fer 
coulé  à celui  du  bois.  Depuis  cette  heureuse  innova- 
tion, les  proprietaires  des  principales  mines  de  houille 
de  l’Angleterre  et  de  l’Écosse  firent  établir  des  che- 
mins de  fer  destinés  au  transport  de  leurs  produits,  et 
l’on  comprit  bien  vite  les  grands  avantages  que  pouvait 
retirer  le  commerce  de  ce  nouveau  mode  de  communi- 
cation, lorsque  surtout  l'application  de  la  machine  à va- 
peur comme  force  motrice  vint  reculer  bien  au-delà  de 
tout  ce  qu’on  aurait  osé  espérer  les  limites  de  U vitesse 
du  transport. 

Ton.  UI. 
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L’exemple  de  l’Angleterre,  bientôt  suivi  par  les  États- 
Unis,  a donné  une  grande  impulsion  à l’Europe,  que  la 
France  n’a  pas  été  la  dernière  ù ressentir.  Toutes  les 
spéculations  sont  maintenant  dirigées  vers  les  chemins  de 
fer  avec  beaucoup  plus  d’enthousiasme  que  de  prudence; 
et  nous  pouvons  craindre  que  les  constructions  dispen- 
dieuses qu’on  s’apprête  ù exécuter  sur  tant  de  points  ne 
deviennent  une  cause  de  ruine  générale.  Il  est  reconnu 
déjà  que  le  transport  des  marchandises,  présenté  dans 
l’origine  comme  le  produit  le  plus  certain  des  chemins 
de  fer,  est  insuffisant  pour  les  alimenter,  et  l’on  est  ef- 
fraye de  l’immense  quantité  de  voyageurs  que  réclame 
l'entretien  d’une  ligne  médiocre.  On  a calculé  que  le 
chemin  de  fer  de  Paris  ù Saint-Germain  ne  peut  ren- 
dre 5 pour  a/0  du  capital  employé  qu’en  transportant 
annuellement  un  million  de  voyageurs  1 Que  devien- 
dront tant  de  capitaux  enfouis  dans  des  déblais  et  des 
remblais  stériles,  si,  comme  le  pense  M.  Arago,  de  nou- 
veaux progrès  dans  les  moyens  de  locomotion  sont 
non  seulement  probables,  mais  prochains  ; et  si,  comme 
le  prouvent  les  essais  de  M.  Diets  et  ceux  d’autres  per- 
sonnes, le  problème  d’une  rapide  circulation  peut  être 
résolu  sans  frais  sur  les  chemins  ordinaires  ? Mais  cette 
question  sort  du  plan  de  notre  Dictionnaire,  et  nous  de- 
vons nous  borner  à indiquer,  autant  que  le  comporte 
la  nature  de  cet  ouvrage,  les  principales  dispositions  em- 
ployées dans  la  construction  des  chofliins  de  fer. 

Ainsi  que  nous  l’avons  dit,  un  chemin  à ornières 
étroites  se  compose  de  deux  élémens  distincts  : de  blocs 
de  pierre,  posés  de  distance  en  distance  pour  servir  de 
supports,  et  de  barres  de  fer  placées  bout-à-bout  sur  ces 
blocs,  de  manière  ù former  des  lignes  continues.  Lors- 
qu’on emploie  la  fonte  de  fer,  les  barres  doivent  avoir  la 
forme  la  plus  propre  à les  rendre  susceptibles  d’une 
égale  résistance  dans  toute  leur  longueur  ; quand  on  se 
sert  de  fer  forgé,  les  barres  sont  simplement  des  prismes 
quadrangulaires,  et  on  peut  alors  leur  donner  beaucoup 
plus  de  longueur  en  disposant  convenablement  les  points 
d’appuis. 

Le  premier  soin  à prendre  est  donc  de  niveler  le  ter- 
rain sur  lequel  on  veut  établir  la  route  et  d’y  disposer 
les  blocs  de  pierre,  soit  sur  le  sol  même,  lorsqu’il  est 
assez  ferme,  soit  sur  des  fondations  particulières,  lors- 
qu’il est  mou.  Dans  le  premier  cas,  après  avoir  battu  la 
place  où  doit  se  trouver  le  bloc,  on  le  met  sur  un  lit  de 
gravier  fin  pour  qu’il  porte  également  dans  toutes  ses 
parties.  La  distance  de  deux  blocs  est  déterminée  d’a- 
près la  force  qu’on  donne  à l’ornière  ou  au  rail.  La 
longueur  ordinaire  dos  barres  est  d’environ  91  centi- 
mètres dans  les  meilleurs  chemins  en  fonte  de  l’Angle- 
terre ; la  figure  1,  pi.  6,  représente  le  profil  d’une  barre 
de  fonte,  la  figure  a,  son  plan,  et  la  figure  3,  sa  coupe 
transversale,  tes  bouts  dçs  barres  sc  réunissent  dans  une 

7 


igitized  by  Googl 


50  est 

pièce  de  fer  coulé,  noMftétflê  siège  (fi g.  4)>  qol  ***  fixée 
sur  chaîne  bloc  de  pierre  ; l'épaisseur  au  milieu  en  C 
(fig.  i)  est  d’environ  1 1 4 millimètres,  et  la  largeur  du 
bord  supérieur  de  5o.  On  Tarie  ces  dimensions  suivant 
le  poids  des  chariots  qui  doivent  parcourir  les  routes. 

Depuis  quelqne  temps  on  préfère  le  fer  forgé  à la 
fonte,  qui  a l'inconvénient  de  se  rompre  sous  des  chocs 
médiocres.  Les  premières  dépenses  sont  plus  considé- 
rabks,  mais  l'entretien  du  chemin  est  plus  facile,  moins 
coûteux,  et  les  accidens  plus  facilement  réparables.  Les 
barres  de  fer  forgé  offrent  ün  très-grand  avantage,  ou- 
tre l'augmentation  de  force  qu’on  obtient  par  leur  em- 
ploi, c’est  qu’on  petit  leur  donner  de  grandes  longueurs, 
et  diminuer  par  conséquent  le  nombre  des  joints,  qui 
sont  les  parties  du  chemin  les  plus  difficiles  A mainte- 
nir nettes  et  unies.  Lneharfe  de  fer  EF  (fig.  5)  soutenue 
par  quatre  points  d’appuis  f»,  C,  P,  F,  est  près  de  deux 
fois  plus  forte  dans  son  milieu  C D,  qu’une  petite  barre 
AB  (fig.  6)  égale  A CD  simplement  soutenue  par  ses 
deux  extrémités.  On  peut  rendre  la  force  d’une  îongne 
barre  A peu  près  égale  dans  toutes  ses  parties  en  divisant 
sa  longueur  err  y (0g.  ?),  et  en  prenant  3 de  ces  parties 
pour  la  distance  des  supports  du  milieu.  Tredgold,  qui 
â fait  de  nombreuses  expériences  sur  la  résistance  du 
fer,  assure  que#  quelque  soit  le  nombre  des  supports  in- 
termédiaires* An  pont  rendre  cette  résistance  sensible- 
ment uniforme  etfétabfiSSant  entre  les  eîpaees,  vers  les 
bouts  et  ceux  du  milieu*  le  rapport  des  nombres  SI  : 3. 

les  fouet  des  chariots  destinés  A marcher  sur  les  che- 
mins A ornières  étroites  sont  communément  garnies  à 
leur  circonférence  de  deux  rebords  formant  une  ornière 
dans  laquelle  entre  le  rai!  comme  une  languette  dans  sa 
rainure  ; mais  on  a reconnu  que  éette  disposition  en- 
traîne  des  frottement  latéraux,  et  On  est  parvenu,  sinon 
A les  éviter  entièrement*  du  moins  A les  diminuer  en 
faisant  le  bord  des  rones  légèrement  courbé  et  en  ne 
leur  donnant  qu’un  Seul  rebord  (0g.  fi  et  la).  0e  cette 
manière,  la  toiture  tend  d’enc-tnéme  A reprendre  sa  po- 
sition d’équilibre  sur  le  rail  quand  elle  en  a été  écartée 
par  quelque  déviation  dans  la  direction  de  la  force  trac- 
trice. 

Le  tirage  des  chariots  sur  les  premiers  chemins  en 
fer  s’effectuait  par  des  chevaux,  et  on  établissait  pour 
cet  effet  uné  voie  pavée  ou  ferrée  entre  les  deux  rangs 
de  rails.  Aujourd’hui,  des  machines  à vapeur,  dites  ma- 
chiner locomotivts,  sont  exclusivement  chargées  de  ce  ti- 
rage; les  voitures  ou  chariots  qu’une  machine  locomo- 
tive doit  entraîner  se  nomment  t caggonê;  on  attache  les 
vraggons  les  nn$  à la  suite  des  autres  et  A la  suite  de  la 
locomotive  par  des  chaînes  de  fer,  de  manière  A former 
un  foitroi  pour  chaque  locomotive  en  particulier.  La 
Bgurc  9 représente  un  de  Ces  convois. 
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dtè  employées  jusqn'ici  que  pour  de9  chemins  de  peu 
d'étendue  ; elles  offrent  le  grand  avantage  de  pouvoir  se 
placer  et  se  déplacer  très-promptement , ce  qui  permet 
d’en  former  des  chemins  temporaires  pour  un  service 
passager.  La  figure  9 présente  la  coupc  verticale  d’une 
ornière  plate  B,  de  son  support  C et  de  la  roue  sans 
rebords  qui  se  meut  sur  l’ornière.  La  figure  10  en  pré- 
sente le  plan. 

Le  moyen  employé  le  plus  communément  pour  Bxer 
les  ornières  plates  consiste  A les  maintenir  avec  des  doux 
ou  boulons  sur  des  traverses  dormantes  en  bois.  Lors- 
que la  route  doit  être  permanente,  on  enfonce  des  quar- 
tiers de  bois  dans  les  supports  en  pierre,  et  on  fixe  l’or- 
nière avec  de  grands  doux  enfoncés  dans  le  bois.  La 
disposition  indiquée  dons  les  figures  8 et  10  donne  beau- 
coup de  facilité  pour  mettre  les  ornières  en  place  et  les 
enlever  : chaque  ornière  est  garnie  d’une  arête  oblique 
E ou  0 (fig.  i3)  qui  entre  dans  le  bloc  de  pierre,  de 
sorte  qu’elles  sc  maintiennent  mutuellement  sans  qu’il 
soit  besoin  de  les  clouer.  Pour  faciliter  leur  déplace- 
ment, chaque  trentième  ornière  d'une  ligne  a son  arête 
perpendiculaire  comme  on  le  voit  en  E.  La  figure  (5 
montre  la  configuration  d’un  bout  d'une  arête  ; H en  est 
le  rebord  ou  le  renflement  droit  qui  maintient  la  roue, 
1 la  partie  plate  sur  laquelle  la  roue  tourne  ; D une  arête 
et  K un  renflement  en  arrière  pour  rendre  l’ornière  plus 
solide  sur  le  bloc  de  pierre. 

Chemin  à une  seule  ornière.  Voici,  d’après  Tredgold, 
la  description  et  les  avantages  de  cette  nouvelle  dispo- 
sition : 

« L’idée  de  ce  chemin,  inventé  par  M.  Palmer,  est 
neüte  et  ingénieuse.  La  voiture  est  portée  sur  une  or- 
nière unique,  011  plutôt  sur  une  ligne  de  barres  de  fer 
élevée  de  91  centimètres  (3  pieds  anglais)  au-dessus  du 
niveau  du  sol,  cl  appuyée  sur  des  piliers  placés  à distances 
égales  et  A (rois  mètres  environ  l’nn  de  l’autre  ; la  voi- 
ture consiste  en  deux  réceptacles  ou  caisses  suspendues, 
des  deux  côtés  de  la  voié,  à une  forme  en  fer,  ayant  deux 
roues  d’environ  3o  pouces  de  diamètre.  Les  bords  des 
roues  sont  concaves  et  embrassent  exactement  le  bord 
convexe  des  barres  qui  forment  la  voie  ; et  le  centre  de 
gravité  de  la  voiture,  soit  qu’elle  soit  vide  ou  pleine, 
se  trouve  placé  si  fort  au-dessus  du  bord  supérieur  de 
la  voie,  que  les  deux  caisses  restent  en  équilibre  et  que 
leur  charge  peut  être  fort  inégale  sans  qu’il  en  résulte 
d’inconvénient,  la  largeur  de  la  voie  qui  leur  sert  comme 
de  pivot  était  d’environ  io  centimètres.  Les  barres  sont 
faites  aussi  de  manière  A pouvoir  s'ajuster  et  être  main- 
tenues droites  et  unies. 

» Les  avantages  de  ce  mode  sont  de  rendre  lé  frot- 
tement latéral  moins  considérable  que  dans  le  système 
des  ornières  étroites  ; de  défendre  mieux  le  chemin  con- 
tre U poussière  ou  toute  autre  matière  qui  peut  tendre 
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à retarder  la  marche  des  voilures;  enfin,  lorsque  la  sur- 
face du  terrain  fait  beaucoup  d'ondulation* , de  per* 
meure  d'exécuter  le  chemin  sans  être  obligé  de  creuser 
pô'dr  ie  mettre  de  niveau,  plus  que  cela  n’est  indispen- 
sable pour  rendre  praticable  le  sentier  dans  lequel  mar- 
che le  cheval  qui  traîne  la  voiture. 

» Nous  pensons,  ajoute  Tredgold,  que  ce  genre  de 
chemin  paraîtra  très-supérieur  à tous  les  autres , pour 
le  transport  des  lettres  et  paquets  et  pour  toutes  les  voi- 
tures légères,  pour  lesquelles  la  vitesse  est  l’objet  le 
plus  important,  étant  convaincu?  qu’il  est  avantageux 
pour  ces  sortes  de  voitures  que  la  route  se  trouve  assez 
élevée  pour  être  exempte  des  interruptions  auxquelles 
sont  exposés  les  autres  chemins  en  fer.  » 

Les  journaux  du  mois  d’août  dernier  annonçaient 
qu’on  colportait  dans  le  monde  industriel  le  prospectus 
d’un  nouveau  système  de  chemins  de  fer  qui  doit  ren- 
verser tous  les  systèmes  connus  jusqu’à  ce  jour.  «Il  s’a- 
git, disaient-ils,  de  voies  de  communication  suspendues, 
n’ayant  qu’un  seul  rail,  et  dispensées  de  tout  déblais  et 
achats  de  terrains  par  expropriation  forcée.  Ce  nouveau 
système  ne  peut  être  que  celui  de  M.  Palmer,  amélioré 
si  l’on  veut,  mais  dont  l’idée  principale  est  émise  de- 
puis plus  de  douze  ans. 

Nous  verrons  aux  mots  F*ottevext  et  V apecr  les  cir- 
constances diverses  de  la  locomotion  sur  les  chemins  en 
fer,  dont  nous  n’avons  voulu  donner  qu’une  idée  géné- 
rale dans  cet  article. 

CHEVAL.  [Mie.)  De  tous  les  moteurs  animés,  le 
cheval  est  sans  contredit  le  plus  précieux  et  celui  dont 
les  services  sont  les  plus  utiles  et  les  plus  multipliés;  et 
quoique  les  progrès  de  l'industrie  tendent  à substituer 
partout  les  forces  si  puissantes  des  moteurs  physiques  à 
celles  des  animaux,  la  force  du  cheval  n’en  demeure  pas 
moins  un  immense  moyen  mécanique,  susceptible  d’ap- 
plications nombreuses  et  variées.  Blais,  pour  tirer  de 
cette  force  tout  le  parti  possible,  il  est  essentiel  de  l’em- 
ployer de  manière  à lui  faire  produire  le  plus  grand 
effet  utile  avec  le  moins  de  fatigue,  et  par  conséquent  de 
connaître  les  modes  d’application  les  plus  favorables, 
ce  que  l’expérience  seule  peut  apprendre,  tout  en  la  su- 
bordonnant cependant  aux  lois  générales  que  nous  al- 
lons rappeler. 

Le  travail  effectué  par  une  machine  est  toujours  re- 
latif à la  quantité  d’action  ( Voy . ce  mot)  que  peut  four- 
nir le  moteur.  Un  moteur  étant  donné,  le  but  principal 
qu’on  doit  se  proposer  dans  son  emploi  est  donc  d’en 
obtenir  la  plus  grande  quantité  d’action  possible  ; ainsi, 
en  désignant  par  P l’effort  exereé  par  le  moteur  à son 
point  d’application,  effort  qu’on  peut  toujours  comparer 
* la  pression  d’un  certain  poids,  par  V l’espace  que  par- 
court ce  point  d'application  dans  l’unité  de  temps  et 
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dans  le  sens  de  l’effort  P,  et  par  t la  durée  du  travail 
journalier,  PV  représentera  la  quantité  d’action  fourpie 
parle  moteur  dans  l’uoité  de  temps,  P Vf  la  quantité 
d’action  journalière,  et  le  problème  sera  ramené  à ren- 
dre le  produit  P Y/  un  maximum.  Or,  la  mécanique  ra- 
tionnelle nous  apprend  (Voy.  Machine,  tome  h)  qu'on 
ne  peut  jamais  augmenter  un  des  facteurs  du  produit 
PV  sans  diminuer  l’autre,  etlorsquc  le  moteur  est  animé, 
il  en  est  de  même  du  produit  P Vf,  dont  un  des  facteurs 
ne  peut  augmenter  qu’aux  dépens  des  autres,  car  l’effort 
dont  un  animal  est  susceptible  est  d’autant  moins  grand 
qu’on  prolonge  davantage  sa  durée.  Il  est  donc  essen- 
tiel de  déterminer  par  l’expérience  les  relations  qu’ont 
entre  eux  les  trois  facteurs  P,  V,  t,  afin  de  régler  l’action 
de  l'animal  de  manière  à donner  la  plus  grande  valeur 
possible  au  produit  P Vf, 

L’action  des  animaux  en  général  est  sujette  à varier 
d’après  un  si  grand  nombre  de  circonstances,  et  les  ob- 
servations connues  jusqu'ici  sont  encore  si  peu  décisives, 
qu’il  est  impossible  d’établir  rigoureusement  les  relations 
des  facteurs  du  produit  PVf  ; mais  ces  observations  éta- 
blissent toutefois  un  fait  général  très-important , c’est 
que  la  quantité  d’action  journalière  que  peut  fournir  un 
animal  varie  avec  la  nature  du  travail  qu’il  fait.  Des 
travaux  différons  peuvent  ainsi  ne  pas  causer  le  même 
degré  de  fatigue,  quoique  la  quantité  d’action  soit  la 
même. 

Lahire,  qui  s’est  occupé  le  premier  de  recherches  com- 
paratives sur  la  force  des  hommes  et  celle  des  chevaux, 
a observé  que  trois  hommes,  chargés  chacun  de  i oo  li- 
vres, monteront  plus  vite  et  plus  facilement  une  mon- 
tagne un  peu  raide  qu'un  cheval  chargé  de  3oo  livres,  et 
il  en  a conclu  avec  raison  que  l’homme  a un  grand  avan- 
tage sur  le  cheval  quand  il  s’agit  do  monter,  tandis  que 
le  contraire  a lieu  lorsqu’il  s’agit  de  tirer  horizontale- 
ment , car  on  sait,  par  une  expérience  commune,  qu’un 
cheTal  tire  de  cette  manière  autant  que  sept  hommes. 
Plus  tard  Camus,  gentilhomme  lorrain,  auteur  du  Traité 
des  forets  mouvantes,  rechercha  la  meilleure  disposition 
à donner  aux  traits  des  chevaux  pour  rendre  le  tirage 
plus  facile,  et  il  prescrivit  de  les  placer  horizontalement 
à la  hauteur  du  poitrail,  disposition  vicieuse  qui  fut  gé- 
néralement adoptée,  jusqu’à  ce  que  Deparcieux,  par  un 
examen  approfondi  de  la  question , ait  fait  voir  que, 
pendant  le  mouvement  de  traction,  des  traits  ainsi  pla- 
cés deviennent  inclinés  à l’horizon,  parce  que  le  cheval 
baisse  son  poitrail  pour  se  porter  en  avant  lorsqu’il  tire 
un  fardeau.  Pour  que  l’effet  du  tirage  soit  le  plus  con- 
sidérable, il  est  nécessaire,  en  effet,  que  les  traits  soient 
parallèles  au  plan  parcouru  ; mais  cette  condition  ne  se- 
rait point  obtenue,  si,  dans  l’état  de  repos  ou  lorsque  le 
cheval  ne  fait  aucun  effort , les  traits  n’étaient  un  peu 
incliné*  à l’horUou  «o  allant  du  poitrail  au  point  d’ar- 
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rët.  M.  dcProny,  dans  sa  Nouvelle  architecture  hydrau- 
lique, a mis  celle  vérité  dans  tout  son  jour. 

Le  tirage  ayant  été  facilement  reconnu  le  mode  d'ap- 
plication le  plus  avantageux  de  la  force  du  cheval,  on  a 
fait  un  grand  nombre  d’expériences  sur  l’effort  de  trac- 
tion dont  cet  animal  est  susceptible , et  on  a trouvé 
qu’un  cheval  de  force  moyenne  peut  produire  pendant 
quelques  instans  une  traction  de  36o  kil.  Cette  traction 
momentanée,  qui  varie  entre  3oo  et  5oo  kilogrammes, 
est  ce  qu’on  nomme  la  force  absolue  des  chevaux  ; on  la 
mesure  ù l’aide  d’instrumens  appelés  dynamomètres  (Fojf. 
ce  mot.)  Lorsque  l'animal  doit  exercer  une  traction  con- 
tinue d’une  durée  de  plusieurs  heures,  son  effort  moyen 
varie  du  quart  au  cinquième  de  son  effort  absolu,  sui- 
vant la  vitesse  du  mouvement  et  le  temps  du  travail. 

La  mesure  des  forces  par  le  dynamomètre  n’est  pas 
celle  qui  est  généralement  adoptée  ; on  prend  aujour- 
d’hui pour  terme  de  comparaison  un  poids  donné, 
élevé  ou  transporté  à une  distance  donnée,  comme  un 
kilogramme,  par  exemple,  transporté  à un  mètre  dans 
une  seconde  de  temps.  D'après  les  expériences  de  Watt  et 
Boulton,  la  force  moyenne  de  traction  d’un  cheval  dans 
une  journée  de  travail  de  huit  heures  est  suffisante  pour 
élever  un  poids  de  33ooo  livres  anglaises  à la  hauteur 
d’un  pied  anglais  par  minute , ou,  ce  qui  est  la  même 
chose , 76  kilogrammes  ù 1 mètre  par  seconde.  Cette 
expression  élémentaire  de  la  force  du  cheval  réduite  à 
?5  kilogrammes,  a été  proposée  par  M.  le  comte  de 
Chabrol,  pour  servir  d'unité  sous  le  nom  de  dyname , 
dans  l’appréciation  de  la  force  des  machines  à vapeur, 
et  depuis  on  a pris  l’habitude  d’appeler  cheval  de  vapeur 
la  force  capable  d’élever  ?5  kil.  à 1 mètre  par  seconde 
de  temps.  Ainsi,  lorsqu'on  dit  qu’une  machine  à vapeur 
est  de  la  force  de  10  chevaux,  on  exprime  qu’elle  peut 
élever  ?5o  kil.  à 1 mètre  par  seconde. 

II  est  important  de  distinguer  la  force  réelle  d’un 
cheval  de  celle  qui  est  employée  ù produire  un  effet  utile , 
car  un  cheval  consomme  tout  aussi  bien  sa  force  en 
marchant  sans  être  chargé  qu’avec  une  charge  quelcon- 
que. Dans  le  premier  cas,  tout  son  effort  musculaire  est 
employé  pour  transporter  son  propre  corps,  tandis  que 
dans  le  second  une  partie  de  cet  effort  agit  sur  le  far- 
deau, et  c'est  seulement  celte  dernière  qui  produit  un  ef- 
fet utile.  Quand  un  chcTal  marche  sans  être  chargé,  la 
distance  la  plus  grande  qu’il  peut  parcourir  sans  éprou- 
ver un  excès  de  fatigue  capable  de  l’empêcher  de  re- 
commencer de  la  même  manière  les  jours  suivans,  est 
évidemment  la  limite  de  la  vitesse  qu’il  peut  prendre  ; 
ici  il  n’y  a point  d’effet  utile,  et  il  n’y  en  a même  pas 
lorsque  le  cheval  consomme  toute  sa  force  à traîner  une 
voiture  vide,  quoiqu'il  ne  puisse  plus  se  mouvoir  avec 
la  même  vitesse.  L'effet  utile  est  encore  nul  si  la  charge 
est  «ssez  considérable  pour  que  le  cheval  ne  puisse  lui 


imprimer  un  mouvement  continu.  Or,  entre  ces  limites 
de  vitesse  et  de  force,  il  doit  y avoir  un  terme  moyen, 
qui  correspond  au  maximum  d’effet  utile,  et  c’est  ce 
maximum  qu’il  est  nécessaire  de  connaître  pour  tirer  le 
meilleur  parti  de  la  force  du  cheval. 

Tredgold,  qui  a fait  un  grand  nombre  d’observations 
sur  la  force  des  chevaux,  donne  les  évaluations  suivantes 
de  la  plus  grande  vitesse  qu’un  cheval  non  chargé  peut 
prendre  suivant  la  durée  de  sa  course.  Nous  les  avons 
traduites  en  mètres. 
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Le  même  ingénieur  a trouvé  que  la  vitesse  qui  répond 
au  maximum  d’effet  utile  est  la  moitié  de  la  plus  grande 
vitesse  du  cheval  non  chargé.  Ainsi,  pour  un  cheval 
qui  travaille  8 heures  par  jour,  la  vitesse  ne  doit  jamais 
dépasser  1",  16  par  seconde,  et  i",G3  s’il  ne*  travaille 
que  4 heures.  Le  taux  moyen  des  chevaux  plus  faibles 
n’est  pas  aussi  élevé,  dit-il,  mais  la  différence  doit  plu- 
tôt porter  sur  la  charge  que  sur  le  temps  du  travail.  On 
ne  doit  pas  perdre  de  vue  que,  d’après  ce  que  nous  avons 
exposé  au  commencement  de  cet  article,  l’effort  exercé 
par  le  cheval  pour  produire  un  effet  utile  P doit  dimi- 
nuer ù mesure  que  la  vitesse  V ou  que  le  temps  t du  tra- 
vail augmentent.  Ainsi,  en  admettant  avec  Navicr  que 
pour  un  cheval  qui  travaille  8 heures  par  jour  ù un  ma- 
nège le  produit  P Vf  ou  8PV  ait  une  valeur  moyenne  re- 
présentée par  le  nombre  1164000,  on  a dans  l'unité  de 
temps,  qui  est  ici  une  heure,  PVr=?  i455oo;  si  l’on  veut 
donc  que  le  cheval  marche  avec  sa  vitesse  maximum  de 
i*,i6  par  seconde  ou  de  4*94“  par  heure,  il  faut  faire 
V = 4*94»  et  l’on  trouve  pour  la  force  correspondante 


p * _J — 7_  — 35  environ, 
4»  94 


c’est-ù-dire  que  la  force  de  traction  du  cheval  ne  doit 
pas  dépasser  35  kilogrammes  pour  qu’il  puisse  être  en 
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état  de  produire  journellement  le  même  travail.  Dans 
le  cas  où  Ton  voudrait  que  l’effort  de  traction  fût  de 
45  k.,  on  aurait  P = 45  et 


i/|55oo 

~45“ 


3233*'/,. 


La  vitesse  ne  devrait  donc  pas  dépasser  3a33  mètres 
par  heure,  ou  à peu  près  o*,q  par  seconde. 

Dans  le  résumé  qu’il  a donné  de  ses  recherches  pro- 
pres et  des  meilleures  de  celles  qui  avaient  été  faites 
avant  lui,  sur  l’évaluation  des  divers  effets  utiles  qu’on 
peut  tirer  de  la  force  dos  chevaux  , Navier  estime  à 
27720  unités  dynamiques  l’effet  utile  d’un  cheval  attelé 
à une  charrette  et  marchant  au  pas.  Pour  comprendre 
ce  résultat,  il  faut  se  rappeler  que  l’unifrf  dynamique  se 
compose  de  1000  ki).  transportés  ù un  mitre;  alors  la 
charge  moyenne  du  cheval,  non  compris  la  voiture, 
étant  de  700  kil.  et  sa  vitesse  de  i*,i  par  seconde  ou  de 
3g6o  mètres  par  heure,  l’espace  parcouru  en  10  heures 
est  de  5gGoo  mètres  ; or  700  kilogrammes  portés  à 
3g6oo  mètres  ou  39600  fois  700  kil.  = 27700000  kil. 
portés  ù un  mètre  , étant  la  même  chose , cc  dernier 
nombre,  ramené  ù l'imité  dynamique,  donne  27720 
unités  dynamiques. 

Voici  l'ensemble  de  tous  les  résultats  signalés  par 
Navier  : 

t*  Cheval  transportant  des  fardeaux  sur  une  char- 
rette et  marchant  au  pas,  continuellement  chargé  : 


Poids  transporté. 700  kil. 

Vitesse  par  seconde.  ......  i*,  t 

Durée  du  travail 10  heures. 

Effet  utile  exprimé  en  unités  dy- 
namiques  27720 

i*  Cheval  attelé  à une  voilure  et  marchant  au  trot, 
continuellement  chargé  : 

Poids  transporté 55o  kil. 

Vitesse  par  seconde 2*, 2 

• Durée  du  travail 4 h.  '/, 

Nombre  d’unités  dynamiques.  . 12474 


3*  Cheval  transportant  des  fardeaux  sur  une  char- 
rette au  pas , et  revenant  ù vide  chercher  de  nouvelles 


charges  : 

Poids  transporté 700  kil. 

Vitesse  par  seconde O", 6 

Duree  du  travail 10  heures. 

Nombre  d’unités  dynamiques.  . l5i20 

4*  Cheval  chargé  sur  son  dos,  allant  au  pas  :• 

Poids  porté 120  kil. 

Vitesse  par  seconde.  ......  i*,i 

Durée  du  travail 10  heures. 

Nombre  d’unités  dynamiques.  . 47$ a 
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5 4 Cheval  chargé  sur  son  dos,  allant  au  trot  : 


Poids  porté 80  kil. 

Vitesse  par  seconde 2*, 2 

Durée  du  travail 7 heures. 

Nombre  d’unités  dynamiques.  . 4455 

6°  Cheval  attelé  é un  manège  et  allant  au  pas  : 

Effort  exerce . 45  kil. 

Vitesse  par  seconde o*,g 

Durée  du  travail 8 heures. 

Nombre  d’unités  dynamiques.  . 11 60 

7*  Cheval  attelé  à un  roauége  et  allant  au  trot  : 

Effort  exercé 3o  kil. 

Vitesse  par  seconde 2* 

Durée  du  travail 4 h.  '/, 

Nombre  d’unités  dynamiques.  . 972 


M.  Minard  a obtenu  par  la  moyenne,  entre  neuf  ex- 
périences faites  sur  divers  manèges,  1148  unités  dyna- 
miques pour  l’effet  utile  des  chevaux  marchant  au  pas. 
Cc  résultat  diffère  si  peu  de  roux  de  Navier,  que  quoique 
plusieurs  auteurs  en  aient  adopté  d’autres  d’une  valeur 
plus  grande,  il  parait  constant  que  l’effort  moyen  du 
cheval  appliqué  à un  manège,  lorsque  le  tirage  s’opère 
horizontalement  ù la  hauteur  du  poitrail , ne  peut  être 
évalué  à plus  de  1 164  unités  dynamiques  ; la  journée  de 
travail  étant  de  8 heures,  l’effort  de  traction  45  kil.  et  la 
vitesse  i*,i  par  seconde. 

Le  rapport  entre  la  force  de  traction  et  la  charge,  sui- 
vant la  nature  de  la  route,  n’est  pas  encore  suffisamment 
connu.  Sur  une  mauvaise  route  couverte  de  cailloux,  le 
frottement  peut  s’élever  au  tiers  de  la  charge,  tandis  que 
sur  une  bonne  route  pavée  il  peut  n’aller  qu’à  Sur 
un  chemin  de  fer  bien  tenu,  le  rapport  du  frottement  A 
la  charge  ne  s’élève  pas  à de  sorte  que  la  force 
motrice  n’a  pour  ainsi  dire  à vaincre  que  le  frottement 
qui  a lieu  sur  l’essieu  des  roues,  et  qu’un  seul  cheval 
peut  produire  sur  un  chemin  de  cotte  espèce  autant  d’effet 
que  8 chevaux  sur  une  route  ordinaire. 

L’application  de  la  force  du  cheval  ou  hidage  des  ba- 
teaux est  celle  qui  produit  le  plus  grand  effet  utile.  Dans 
les  canaux  du  nord,  cet  effet  s’élève  jusqu’il  1875000  uni- 
tés dynamiques.  Mais  la  vitesse  ne  dépasse  pas  o*,7  par 
seconde.  Une  plus  grande  vitesse  ne  produirait  pas  un 
effet  aussi  considérable,  parce  que  la  résistance  de  l’eau 
croît  comme  le  carré  de  la  vitesse.  Cependant,  des  ex- 
périences faites  en  Angleterre  en  i853  ont  montré  qu’on 
peut  obtenir  une  très- grande  vitesse  sur  les  canaux 
sans  consommer  une  plus  grande  quantité  de  force. 
MM.  Uouston  et  Graham,  inventeurs  de  cc  nouveau 
mode  de  halnge,  amenèrent  d’Écosse,  sur  le  canal  de  la 
grande  jonction , le  bateau  en  fer  te  Sicellotc,  construit 
pour  servir  4 leurs  expériences.  Après  l’avoir  mesuré 
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arec  exactitude  et  chargé  d'un  poids  équivalant  k celui 

du  nombre  des  passagers  que  peut  contenir  ce  bâtiment, 
long  de  ai  mitres  et  large  de  i*,8o,  on  le  conduisit  dans 
la  partie  droite  du  canal , à environ  cinq  miles  de  Pad- 
dington , et  les  chevaux  furent  lancés  avec  une  vitesse 
que  l’on  fit  varier  entre  6400  et  18000  mètres  à l’heure, 
on  remarqua  que  la  vitesse  de  6400  S 13800  mètres  oc- 
casionnait un  remous  et  des  ondulations  considérables, 
mais  qu’au-delà  de  ia8oo  mètres,  cet  effet  diminuait 
progressi  veinent.  La  force  de  traction  indiquée  par  un  dy- 
namomètre diminuait  également  à mesure  que  la  vitesse 
augmentait,  et  les  observateurs  demeurèrent  convain- 
cus que  si  la  vitesse  avait  pu  devenir  plus  grande,  l’agi- 
tation aura  fini  par  être  insensible. 

Un  fait  si  contraire , au  premier  abord , à la  théorie 
admise  sur  la  résistance  des  fluides,  ne  pouvait  que  pro- 
voquer les  doutes  des  savans  sur  les  assertions  de 
M.  Graham;  mais  M.  Hennit*,  qui  pensa  d’abord  qu’on 
devait  attribuer  cette  diminution  de  résistance  à ce  que 
le  bateau,  marchant  avec  une  grandevitesse,  s'élevait  au- 
dessus  de  l’eau , répéta  les  expériences  et  mit  hors  de 
doute  cette  importante  particularité.  Depuis,  un  service 
régulier  de  bateaux  en  fer  est  établi  sur  le  canal  d’É- 
dimbourg  et  de  Glascow  et  sur  celui  de  Lancastre,  pour 
le  transport  des  voyageurs  et  des  marchandises,  avec 
une  vitesse  de  16000  mètres  à l’heure  (environ  4 lieues 
de  poste)  et,  disent  les  journaux  anglais  à qui  nous  em- 
pruntons ces  détails,  à un  prix  moitié  de  celui  qu’on 
payait  avant  l’établissement  de  ce  service.  Un  résultat 
si  avantageux  prouve  évidemment  que  les  canaux  of- 
friront des  moyens  tout  aussi  rapides  de  communica- 
tion que  les  chemins  en  fer,  lorsqu'on  voudra  substituer 
A la  force  des  chevaux  celle  des  machines  à vapeur. 

On  évalue  communément  à 14  ou  i5  mètres  par 
seconde  la  plus  grande  vitesse  quo  puisse  prendre  un 
cheval  de  course  dans  une  marche  de  peu  de  durée. 

La  vitesse  au  galop  est  moyennement  de  10  mètres. 


La  vitesse  au  grand  trot  de.  ......  4 

La  vitesse  au  trot  ordinaire  de..  ....  3 

La  vitesse  au  petit  trot  de a, 9 

La  vitesse  au  pas  de.  .........  1,7 


Nous  avons  donné  plus  haut  les  vitesses  moyennes , 
relatives  A la  durée  de  la  marche,  d’après  Tredgold, 
mal»  nous  devons  faire  observer  que  les  auteurs  sont 
loin  d’être  d’accord  sur  ces  nombres,  et  que,  malgré 
les  nombreuses  recherches  dont  les  moteurs  animés  ont 
été  l’objet , les  points  les  plus  importans  de  leur  théorie 
ne  sont  pas  encore  complètement  éclaircis.  ( Voy. 
Homm*.  ) 

CHÈVRE.  (Mic.)  Appareil  triangulaire  dont  on  se 
sert  pour  former  un  point  de  suspension  lorsqu’il  s’agit 
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d'élever  des  fardeaux.  Une  chèvre  ee  compose  de  dtuf 
pièces  de  bois  qui  se  touchent  au  sommet  et  sont  écar- 
tées dans  leurs  extrémités  inférieures  ; ces  pièces  sont 
unies  par  des  traverses  et  forment  un  triangle  isocèle. 

COLONNE  D’EAU.  ( Hydraul . ) La  machine  à co- 
lonne d’eau,  dont  la  première  idée  est  due  àBelidor,  sert 
à transmettre  la  force  motrice  d’une  chute.  Elle  con- 
siste en  un  gros  corps  de  pompe,  dans  lequel  se  meut 
un  piston  qu'une  haute  colonne  d’eau  pousse  alternati- 
vement vers  le  haut  et  vers  le  bas. 

Cette  machine,  perfectionnée  par  le  célèbre  Rcichen- 
bach,  est  une  dos  plus  ingénieuses  et  des  plus  simples 
qu'on  ait  encore  produit  ; nous  emprunterons  à M.  Fla- 
chat  le  résumé  qu'il  a donné  dans  sa  Micaniqw  indus- 
trielle, de  la  description  complète  faite  par  MM.  Feuillet 
et  Leblanc , de  la  machine  à colonne  d’eau  des  mines 
de  Bcrttergarden  en  Bavière. 

L’objet  de  celte  machine  est  de  faire  mouvoir  des 
pompes  destinées  à élever  l’eau  salée  des  mines. 

La  force  motrice  est  une  chute  d’eau  de  1 16  mètres 
donnant  18  litres  par  seconde. 

« Cette  eau  arrive  par  le  tuyau  a (PI.  6,  fig.  a et  3)  et 
son  introduction  dans  la  machine  est  réglée  par  la  valve 
6.  La  machine  est  représentée  (fig.  a)  au  moment  où  le 
piston  v a terminé  sa  course  ascendante  et  dans  la  fig.  3, 
au  momcot  où  la  course  descendante  est  finie.  Nous  al- 
lons d’abord  examiner  le  premier  moment. 

n La  descente  du  piston  est  provoquée  par  la  pression 
de  l’eau  motrice  qui  y arrive  en  descendant  par  le  corps 
de  pompe  g et  en  passant  au-dessus  du  piston  h.  Le 
piston  v,  piston  principal,  contenu  dans  le  gros  corps 
de  pompe  7,  8,  est  lié  dans  le  même  axe  avec  les  pistons 
x,  du  corps  de  pompe  5,  6,  et  t,  du  corps  de  pompe  4* 
Le  corps  de  pompe  5,  6 est  plein  d’eau,  mais  quand  le 
piston  x descend,  cette  eau  s’échappe  par  le  tuyau  s,  et 
trouve  au  haut  du  corps  de  pompe  g un  orifice  destiné  à 
son  écoulement.  Quant  au  piston  t,  il  agit  sur  l’eau  sa- 
lée contenue  dans  le  corps  de  pompe  4-  Cette  eau,  venue 
par  aspiration  par  le  tuyau  3,  étant  refoulée  parle  pis- 
ton t , soulève  la  soupape  1 et  monte  par  le  tuyau  zz. 

» L’axe  intermédiaire  entre  les  pistons  t)  et  t porte 
une  double  branche  dans  l’une  desquelles,  u,  est  pratiquée 
une  rainure  où  glisse  l’extrémité  s d’un  levier  tr  q,  dont 
l’axe  est  en  r.  Cette  rainure  est  calculée  de  façon  que 
lorsque  les  pistons  x , v,  t arrivent  à la  fin  de  leur  course, 
la  rainure  sc  termine,  et  pesant  sur  l’extrémité  s du  le- 
vier, s’abaisse,  comme  on  le  voit  fig.  a,  fait  remonter  l’ex- 
trémité g,  et  avec  cette  extrémité,  une  bielle  à laquelle 
sont  attachés  deux  petits  pistons  p,  m jouant  dans  un  pe- 
tit corps  de  pompe  immédiatement  latéral  au  corps  de 
pompe  où  jouent  les  pistons  j et  h. 

» Aussitôt  que  ce  mouvement  a eu  lieu , le  mouve- 
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lhent  descendait  dn  piston  principal  s’arrête  ainsi  que 
Celui  des  pistons  a et  I,  qui  sont  solidaires  avec  lui.  L’eau 
motrice  continue  d’arriver  et  de  presser  sur  les  pistons  g 
et  A ; le  piston  A étant  plus  grand  que  le  piston  y,  est  soL 
iicité  par  une  force  plus  grande  et  devrait  l’entraîner  ; 
mais  il  ne  peut  pas  descendre  plus  loin  qu’on  ne  le  voit 
fig.  2.  parce  que  la  tige  inférieure  du  piston  / s'y  oppose; 
en  même  temps,  Peau  motrice  descend  par  le  tuyau  n o, 
passe  par  ni,  et  pénétrant  par  un  petit  orifice  que  tenait 
fermé  tout-ù-Pkeure  Je  piston  supérieur  avant  qu’il  eût 
été  relevé,  elle  vient  exercer  un  mouvement  d’impulsion 
de  haut  en  bas  contre  le  piston  /.  Ce  piston  solidaire  des 
deux  pistons  g et  h qui  se  font  équilibre  sous  l’impulsion 
contraire  de  Peau  motrice,  détermine  leur  ascension  si- 
multanée, et  le  piston  A vient  fermer  ainsi  la  communi- 
cation entre  Peau  motrice  et  le  piston  principal. 

» Mais  Peau  motrice  trouve  en  même  temps  ouvert 
dotant  elle,  sous  le  piston  g , le  tuyau  y par  lequel  elle 
vient  agir  sous  le  piston  æ qu’elle  force  A remont*  r,  en- 
traînant avec  lui  le  piston  » et  le  piston  t.  Le  piston  V 
chasse  devant  lui  Peau  contenue  dans  le  corps  de  pompe 
7,  8 et  la  fait  passer  dans  le  corps  de  pompe  où  Joue  le 
piston/,  et  où  elle  s’écoule  par  le  tuyau  s.  Quant  au  pis- 
ton f,  en  s’élevant  il  aspire  de  Peau  salée. 

» Mais  le  piston  t en  se  relevant  agit  sur  le  levier  trq,  et 
relevant  s fait  baisser  g;  alors  les  deux  petits  pistons  sont 
baissés.  L’eau  motriee  ne  peut  plus  entrer  sous  le  piston 
/,  ainsi  qu’on  le  voit  Cg.  i ; alors  elle  peut  exercer  son 
action  sur  les  deux  pistons  g et  A,  et  comme  œlui-ci  est 
plus  grand  que  le  premier,  il  est  forcé  de  descendre.  La 
communication  se  trouve  ainsi  rétablie  entre  Peau  mo- 
trice et  le  piston  principal  t>,  et  le  mouvement  de  des- 
cente recommence. 

Le  robinet  d est  un  robinet  à air  : il  est  fermé  quand  la 
machine  marche  ; quand  on  veut  arrêter  son  mouvement, 
on  ferme  la  valve  a,  le  robinet  n,  l’eau  s’écoule  par  le 
tuyau  e,  et  l’on  rend  de  Pair  à la  machine  parle  robinet  d.  » 

La  figure  5 donne  le  plan  de  la  pompe  d'eau  sslée  à 
la  hauteur  marquée  dans  la  fig.  a par  la  ligne  ponctuée. 
La  figure  4 donne  le  plan  de  la  machine  à la  hauteur 
marquée  sous  le  piston  A de  la  fig.  3 par  la  ligne  ponc- 
tuée. 

On  voit  que  tout  le  jeu  de  celte  machine  se  règle  par 
deux  petits  pistons,  et  que  si  Pon  ferme  le  robinet  n du 
tuyau  no,  Peau  ne  pouvant  plus  arriver  sous  le  piston  /, 
la  machine  est  nécessairement  arrêtée. 

Il  résulte  des  observations  faites  par  M.  fiaillet  sur 
les  machines  à colonnes  d'eau  établies  en  Hongrie,  que 
ces  machines  utilisent  environ  les  4/*o  de  la  force  mo- 
trice. Celle  que  nous  venons  de  décrire,  considérée 
comme  le  chef-d’œuvre  de  Reichcnbacb,  rend  les  o,5i 
de  la  force  qu’elle  reçoit 

La  machine  A colonne  d’can  doit  être  préférée  aux 
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roues  à angets  toutes  le»  fois  que  la  chute  a plus  de  >3 
à >4  mètres  de  hauteur.  On  peut  l'employer  ù mettre  en 
mouvement  un  appareil  quelconque  en  adoptant  à la 
tige  du  piston  principal,  un  organe  qui  transforme  le 
mouvement  de  va-et-vient  en  un  mouvement  continu. 
M.  Junckct  a établi  deux  de  ccs  machines,  en  i83l, 
dans  un  puits  de  la  mine  de  Uuclgoat  en  Bretagne. 

COLONNE  OSCILLANTE.  {Hydraul)  Cette  ma- 
chine hydraulique  a été  proposée  en  1812  par  M.  le 
marquis  Manou ry  d’Ectot,  comme  offrant  le  moyen  d’é- 
lever une  portion  de  Pean  d'une  chute  au-dessus  de  son 
niveau.  Quoiqu'on  n’ait  pu  encore  l’employer  avec 
avantage,  l’idée  fondamentale  de  sa  construction,  qu’au- 
cune machine  connue  n’avait  pu  suggérer  à son  auteur, 
est  trop  ingénieuse  pour  ne  pas  commander  l’attention. 

La  colonnê  oscillante  consiste  dans  un  tuyau  descen- 
dant du  bief  supérieur  R (PI.  7,  fig.  1)  recourbé  verti- 
calement à son  extrémité  inférieure  dd.  Cette  extrémité 
est  fermée  par  une  plaque  dans  laquelle  on  a percé  un 
orifice  circulaire  C qui  répond  à celui  du  tuyau  B placé 
verticalement  au-dessus  sans  être  en  contact.  A Porifioc 
C se  trouve  un  diaphragme  circulaire  dont  le  diamètre 
est  plus  petit  que  celui  de  l’orifice  et  qui  est  posé  un  peu 
au-dessous  pour  que  Peau  affluente  trouve  une  ouver- 
ture libre.  L’eau  du  réservoir  arrivant  en  dd  avec  une 
vitesse  acquise  par  sa  chute,  tend  à sortir  par  l’orifice 
annulaire  formé  par  le  diaphragme  e et  les  bords  do  l’o- 
rifiœ  circulaire  dd;  la  disposition  de  cet  orifice  annu- 
laire augmente  les  effets  de  la  contraction  de  la  veine 
fluide  et  forme  un  cône  dont  le  sommet  doit  rentrer 
d’une  certaine  quantité  dans  le  tùyau  B,  ce  qui  déter- 
mine la  distance  qui  doit  séparer  les  deux  tuyaux  A et  B. 
Sur  le  diaphragme  un  petit  cône  d’eau  stationnaire,  fa  se 
forme  i Peau  s'élance  dans  le  tuyau  B et  monte  & une 
hauteur  a égale  à une  fois  et  demie  celle  de  la  chute,  si 
le  tuyau  est  cylindrique  ; mais  s’il  est  conique,  elle  s'é- 
lève à des  hauteurs  plus  grandes  et  variables  en  raison 
des  dimensions  du  cônê;  arrivée  à son  maximum  d’é- 
lévation elle  tend  à redescendre,  s’introduit  dans  le  cône 
d’eau  stationnaire  f,  fait  diverger  la  veine  fluide,  et  l’o- 
blige A jaillir  en  dehors  en  forme  de  nappe;  par  Pintertalle 
qui  sépare  les  deux  tuyaux  jusqu’à  ce  que  le  tuyau  B sc 
trouve  entièrement  vide  ; alors  les  directions  du  jet  d’eau 
se  redressant,  la  contraction  de  la  veine  fluide  a lieu  de 
nouveau,  èt  le  premier  effet  recommence.  Ce  mouve- 
ment d’oscillation  a lieu  par  des  intervalles  de  temps 
parfaitement  égaux  entre  eux.  Sa  production  exige  que 
la  grandeur  et  la  figure  du  diaphragme  soient  assujetties 
à certaines  conditions  que  l'inventeur  avait  détermi- 
nées par  l’expérience.  Pour  recueillir  une  partie  de  Peau 
élevée,  il  faudrait  couper  le  tuyau  B au-dessous  du  point 
d’élé  ratio  q 0,  alors  k produit  de  chaque  oscillation  &o- 
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rait  la  colonne  d’eau  comprise  entre  la  coupure  et  le 
point  a et  la  dépense,  la  colonne  comprise  entre  cette 
coupure  et  l'extrémité  inférieure  dd. 

Cet  appareil,  dans  lequel  il  n’existe  aucune  partie  mo- 
bile, est  un  des  plus  remarquables  de  ceux  qu’a  in  rentés 
M.  Manoury  d’Ectot. 

COMMUNICATION  DU  MOUVEMENT.  (J Vie.)  La 
communication  du  mouvement  peut  s’effectuer  de  deux 
manières  différentes  : par  pression  et  parperciusto».  La 
première  espèce  de  communication  s'observe  dans  toutes 
les  machines  mues  par  des  moteurs  dont  l’action  est  con- 
tinue, tels  que  les  animaux  ou  les  poids  qui  exercent 
une  traction.  La  seconde,  dans  les  machines  à percus- 
sion et  dans  celles  où  sont  employés  des  mouvemens 
alternatifs  ou  de  va-et-vient.  Le  mouvement  communi- 
qué par  pression  croît  toujours  dans  l’origine  par  de- 
grés insensibles  jusqu’à  ce  qu’il  ait  acquis  toute  son 
Intensité,  et  la  force  rive  du  moteur  sc  transmet  à la  ré- 
sistance sans  déperdition,  tandis  que  dans  le  mouve- 
ment communiqué  par  percussion  il  y a toujo'  rs  une 
déperdition  de  force  d’autant  plus  grande  que  les  chocs 
sont  plus  violens  ou  que  les  changement  de  direction  et 
d’intensité  sont  plus  brusques. 

Si  l’on  examine  une  machine  mue  par  une  force  de 
pression  et  dans  laquelle,  lorsque  le  mouvement  est  ré- 
glé, les  efforts  exercés  aux  points  d'application  du  mo- 
teur et  de  la  résistance  sont  constans,  on  reconnaît  que, 
lorsqu’elle  part  du  repos  pour  commencer  à se  mouvoir, 
l’effort  du  moteur  est  toujours  plu9  grand  et  celui  de 
la  résistance  plus  petit  qu’ils  ne  seront  quand  la  ma- 
chine travaillera.  Cette  différence  des  deux  forces  pro- 
duit le  mouvement,  et  la  vitesse  augmente  peu  à peu, 
comme  pour  un  corps  soumis  à l'action  de  deux  forces 
accélératrices  agissant  en  sens  contraire  dont  l’une  l’em- 
porterait sur  l’autre.  A mesure  que  la  vitesse  augmente, 
l’effort  de  la  résistance  croît  et  celui  du  moteur  diminue, 
et  il  arrive  bientôt  un  instant  où  ces  efforts  ont  respec- 
tivement les  valeurs  qu’il  faudrait  leur  donner  pour  met- 
tre la  machine  en  équilibre  ; alors  les  deux  forces  se 
détruisent,  et  la  machine  ne  se  meut  plus  qu’en  vertu  du 
mouvement  acquis,  lequel,  à cause  de  l’inertie  de  la  ma- 
tière, reste  nécessairement  uniforme  tant  que  la  puis- 
sance et  la  résistance  se  font  équilibre. 

C’est  ainsi  que  lorsqu’une  voiture  chargée  va  partir, 
on  voit  les  chevaux  obliges  d’exercer  un  effort  très-su- 
périeur à celui  qui  est  nécessaire  une  fois  que  la  voi- 
ture est  en  mouvement.  La  même  chose  arrive  encore 
lorsqu’on  veut  faire  passer  la  voiture  d’un  mouvement 
plus  lent  à tin  plus  rapide. 

Pour  comprendre  les  causes  de  ces  phénomènes,  il 
faut  observer  qu’on  ne  peut  mettre  un  corps  quelconque 
en  mouvement  qu’en  détruisant  d’une  part  toutes  le» 
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résistances  étrangères  qui  s’y  opposent,  et  de  l'autre,  la 
force  d’inertie  propre  de  ce  corps,  qui , à défaut  de  ré- 
sistances étrangères,  le  maintiendrait  seule  dans  son  état 
de  repos.  Dans  le  premier  montent,  le  moteur  doit  donc 
exercer  un  effort  égal  à la  somme  des  résistances  et  de 
la  force  d’inertie,  tandis  que  lorsque  ccttc  dernière  est 
une  fois  surmontée,  il  n’a  plus  besoin  de  développer 
qu’un  effort  égal  aux  résistances  pour  que  le  corps  per- 
sévère dans  son  état  de  mouvement,  en  vertu  de  la  loi 
d'inertie. 

Il  faut  observer  que,  lorsqu’il  s’agit  de  machines,  on 
doit  entendre  par  résistance,  non  seulement  les  obsta- 
cles au  mouvement  qui  naissent  du  travail  que  la  ma- 
chine effectue,  mais  encore  ceux  qui  résultent  de  la 
constitution  physique  de  ces  machines,  tels  que  les  frot- 
temens,  la  raideur  des  cordes,  la  résistance  des  milieux 
où  les  corps  se  meuvent.  Ainsi  la  quantité  d'action 
transmise  par  le  moteur  est  toujours  plus  grande  que  la 
quantité  d'action  de  la  résistance  proprement  dite  ou 
que  l’effet  utile  produit  par  la  machine. 

Si  les  efforts  exercés  aux  points  d’application  du  mo- 
teur et  de  la  résistance  ne  devenaient  pas  constans  lors- 
que le  mouvement  est  établi,  comme  nous  l’avons  sup- 
posé dans  ce  qui  précède  , la  machine  prendrait  un 
mouvement  irrégulier  qu’il  est  toujours  avantageux  d’é- 
viter. Nous  verrons  aux  mots  Volakt  et  Pexdvlecomqcx 
les  moyens  de  régulariser  les  mouvemens  des  ma- 
chines. 

La  perte  de  force  vive  qu’entraînent  tous  les  chocs,  de 
quelque  nature  qu’ils  soient,  doit  les  faire  éviter  avec  soin 
dans  les  machines,  car  pour  en  obtenir  le  plus  grand  ef- 
fet possible,  il  est  essentiel  qu’elles  soient  construites  de 
manière  à ce  que  le  mouvement  ne  change  jamais  que 
par  degrés  insensibles.  Quant  ù celles  qui,  par  leur  na- 
ture même,  sont  mises  en  jeu  par  des  forces  de  per- 
cussion comme  les  moulins  à vent,  certaines  roues  hy- 
drauliques, etc.,  tout  ce  que  l’on  peut  faire  de  mieux, 
c’est  de  les  garantir  de  tout  changement  subit  qui  ne 
serait  pas  essentiel  à leur  constitution. 

Pour  tenir  compte  des  effets  des  chocs  dans  le  mou- 
vement des  machines  , il  faut  savoir  que  le  principe  de 
la  conservation  des  forces  rires  qui  règle  lo  choc  des 
corps  parfaitement  élastiques  (Joy.  Cnoc,  tome  i.)  n'a 
lieu  que  pour  ces  seuls  corps,  et  que  la  perte  de  force  est 
d’autant  plus  grande  que  l'élasticité  des  corps  qui  se 
choquent  est  plus  imparfaite.  Lorsque  les  corps  sont 
parfaitement  durs,  il  existe  ccttc  loi: 

La  différence  des  forces  vives,  avant  et  après  U choc, 
est  égale  d la  somme  des  forces  vives  qu’auraient  Us  mo- 
bileSfêi.  après  le  choc,  les  masses  se  mouvaient  avec  Us  vi- 
tesses perdues  ou  gagnées. 

Désignons  par  M et  M' les  masses  de  deux  corps  durs, 

par  Y et  Y'  leurs  yitewes  respectives  avant  le  choc  et 
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par  ® leur  vitesse  commune  après  le  choc,  nous  aurons, 
(Foy.  Choc,  tom.  i)...  (i) 
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ferait  une  consommation  de  quantité  d’action  qui  se- 
rait, par  unité  de  temps, 


v 


MV  -f  MT 
M + M' 


Formule  dans  laquelle  on  donnera  le  signe  — à l'une 
des  vitesses  V,  V'  si  les  corps,  au  lieu  de  se  mouvoir  dans 
la  même  direction  avant  leclioc,  se  mouvaient  dans  des 
directions  opposées. 

Or,  v étant  la  vitesse  commune  après  le  choc , la  vi- 
tesse perdue  par  la  masse  M est  V — t*,  et  la  vitesse  per- 
due par  la  masse  M'  est  V — ©;  nous  nous  servons 
généralement  du  mol  vitesse  perdue , parce  que  les  ex- 
pressions V— r,  V' — v comprennent  le  cas  d’une  vitesse 
gagnée  lorsque  c est  plus  grand  que  V ou  V';  ainsi,  dans 
le  cas  oû  les  masses  se  mouvraient  avec  ccs  vitesses  per- 
dues, la  «omme  de  leurs  forces  vives  serait  : 

M (Y — r)’4-M‘  (Y'—»)*; 

mais  la  somme  des  forces  vives  avant  le  choc  est  MV* 
-f-  M'  V'*  et,  après  le  choc.  Me*  -f-  MV,  donc  en  vertu 
de  la  loi  énoncée  on  doit  avoir 

MV  MV'*  — (M  4-M  ) ©*  =*  M (V— v)  -f  M'(V'— t)» 

Il  suffît  en  effet  de  développer  le  second  membre  de 
cette  équation  et  d’y  substituer  ensuite,  A la  place  de 
.MV  M V',  sa  valeur  (M  -f-  Il  )c  qui  résulte  de  l’ex- 
pression (i),  pour  le  rendre  identique  au  premier. 

Ceci  posé,  admettons  qu’un  corps  dur  appartenant  à 
une  machine  dont  la  masse  est  M éprouve  un  choo  qui 
fasse  varier  instantanément  sa  vitesse  d’une  quantité  fi- 
nie v,  la  force  vive  qu’il  aurait  en  se  mouvant  avec  cette 
vitesse  c serait  Mt>%  et  par  conséquent  la  perto  de  force 
vive  qui  résultera  dans  le  système  de  l’cttct  du  choc  sera 
cette  même  quantité  Mc3,  laquelle  serait  produite  par 
une  quantité  d’action  égale  ù JMp*  (Tuy.  Fonça  vive). 
Telle  est  donc  la  quantité  d’action  consommée  inutile- 
ment par  le  moteur. 

Si  F désigne  le  poids  du  corps  choqué , sa  masse  M 

p 

sera  exprimée  par  - , g étant  la  force  accélératrice  de 

la  pesanteur  ou  le  double  de  l’espace  que  parcourt  dans 
la  première  seconde  de  sa  chute  un  corps  qui  tombe  li- 
brement (Joy.  Poids),  et  la  quantité  d’action  consom- 
mée aura  pour  expression: 


qu’on  peut  évaluer  en  nombres. 

Dans  les  cas  où  de9  chocs  semblables  se  répéteraient 
ù la  suite  d’intervalles  de  temps  égaux  à T,  il  en  résuit 
Tu»,  m. 


On  voit,  d’après  ce*  considérations,  que  le  perfec- 
tionnement le  plus  utile  qu’on  puisse  introduire  dans 
une  machine,  lorsque  sa  nature  le  permet,  c’est  de  sub- 
stituer les  pressions  aux  percussions  et  les  mouvumen» 
continus  aux  mou\emous  alternatifs,  ou  du  moins  de 
régulariser  ccs  derniers  de  manière  qu’au  mouieul  des 
changement  de  direction  les  vitesses  soient  les  plus  pe- 
tites possible. 

COMPOSITION  DES  MACHINES.  {Mêc.)  Le  but 
general  d’une  machine  est  de  transmettre  le  mouve- 
ment produit  par  un  moteur , de  manière  que  la  force 
qu’il  développe  puisse  effectuer  un  certain  travail.  Pre- 
nons pour  exemple  une  des  maclunes  les  plus  simples, 
le  treuil,  et  supposons  qu’il  soit  employé  pour  élever  à 
la  surface  du  sol  les  déblais  d’un  puits  en  construction; 
le  travail  à exécuter  est  ici  le  transport  des  terres  du 
fond  du  puits  à son  extrémité  supérieure,  et  ce  transport 
a lieu  par  un  panier  qui  monte  verticalement  pendant 
que  la  force  appliquée  aux  leviers  A de  la  roue  du  treuil 
(PI.  i a des  deux  premiers  v olumes)  imprime  un  mou- 
vement de  rotation  au  cylindre  EF  qui  fait  enrouler  au- 
tour de  ce  cylindre  la  cordc  D ù laquelle  est  attaché  le 
panier.  Le  mouvement  produit  par  le  moteur  est  donc 
un  mouvement  circulaire,  tandis  que  celui  de  la  masse 
élevée  est  un  mouvement  rectiligne,  d’où  l’on  voit  que 
l’arrangement  des  diverses  pièces  de  la  machine  a non 
seulement  pour  effet  la  communication  du  mouvement, 
mais  encore  sa  transformation  en  un  autre  d’une  nature 
différente.  Ce  que  nous  venons  d’observer  dans  le  treuil 
peut  s’appliquer  à toutes  les  autres  machines;  générale- 
ment, la  force  motrice  agit  dans  un  plan,  et  la  résistance 
principale,  celle  sur  laquelle  se  produit  l’effet  utile,  est 
dans  un  autre,  de  sorte  que  le  problème  général  de  la 
composition  des  machines  consiste  ù disposer  convena- 
blement des  organes  mécaniques  capables  de  transmettre 
et  de  modifier  le  mouvement,  soit  en  changeant  sa  na- 
ture , soit  «n  faisant  varier  sa  vitesse , soit  enfin  en  le 
répartissent  sur  divers  points. 

La  transformation  du  mouvement  forme  une  des  par- 
ties les  plus  essentielles  et  les  plus  importantes  de  la 
science  des  machines,  car  il  ne  faut  jamais  perdre  de 
vue  que  plus  on  multiplie  les  pièces  ou  appareils  sus- 
ceptibles de  donner  cette  transformation,  et  plus  on 
augmente  les  résistances  que  le  moteur  doit  vaincre 
avant  de  produire  l’effet  utile  qu’il  s’agit  d’atteindre  ; 
les  meilleures  machines  sont  celles  qui  transmettent  de 
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ia  manière  la  plus  directe  l’action  de  la  force  motrice, 
et  qui  ne  contiennent  que  les  pièces  mobiles  absolu- 
ment nécessaires  pour  changer  suivant  les  besoins  la  di« 
rcction  ou  la  nature  du  mouvement. 

Tous  les  mouvemens  qu’on  emploie  dans  les  arts  mé- 
caniques peuvent  Cire  rangés  en  deux  classes  différen- 
tes : ils  sont  continu*  ou  alternatifs.  (Foy.  ce  mot.) 
Chacune  de  ces  classes  comprend  trois  espèces  de  mou- 
vemens : 1rs  mouvemens  rectilignes,  le*  mouvemens  circu - 
taire*  et  les  mouvemens  suivant  des  courbes  déterminées. 

Un  quelconque  de  ces  mouvemens  étant  donné,  le 
transformer  en  un  autre  de  nature  différente  ou  de 
même  nature,  tel  est , comme  nous  l’avons  déjà  dit,  le 
problème  fondamental  de  la  composition  des  machines. 
Tout  appareil  destiné  à modifier  un  mouvement  est  un 
organe  mécanique. 

Les  deux  classes  de  mouvemens  présentent  les  vingt 
et  une  combinaisons,  deux  ù deux,  suivantes  : 


!....  (continu. 

rectiligne ï 

{ alternatif. 

, . (Continu, 

circulaire.  ...  .1 

( alternatif. 

« . , (continu. 

<1  antes  une  courbe  < 

(alternatif. 

(continu. 

rectiligne J 

( alternatif. 

, . ( continu. 

circulaire 1 

| alternatif. 

>>  . , ( continu, 

il  apres  une  courbe  { 

f alternatif. 

f rectiligne alternatif. 

Le  mouvement  continu  d'après  une  J circulaire.  . . , . alternatif. 

courbe  peut  cire  transforme  eu  | ...  ,1  continu. 

I <1  apres  une  courbe  ( 
l ( alternatif. 

Le  mouvement  rectiligne  alternatif  l *'  t l^'Rnc alternatif. 

pou.  .Un-  Ir.nisforrut  en <C^uUi,C ■•.Iton.lif. 

F «1  après  une  combe,  alternatif. 

Le  mouvement  circulaire  alternatif  l circulaire alternatif. 

pent  itre  transforme  en \ d'après  nue  cou rbr,  alternatif. 

Le  mouvement  alternatif  «l'âpre») 

une  courbe  peut  «lire  transforme  \ d'après  une  courbe,  alternatif. 
• ) 


Le  problème  particulier  qu’offre  chacune  de  ces  com- 
binaisons a sa  réciproque  qui  constitue  un  problème 
inverse.  Nous  allons  décrire  les  organes  les  plus  usuels 
inventés  jusqu’ici  pour  la  solution  de  ces  divers  pro- 
blèmes. 


§ I.  TRANSFORMATION  DU  MOUVEMENT  RECTILIGNE  CONTINU. 

i*  En  mou  renient  rectiligne  continu.  Les  poulies  et  les 
mouilles  donnent  la  solution  la  plus  ordinaire  de  cette 
question.  Par  exemple,  lorsqu’on  élève  un  poids  A l’aide 
d’une  corde  qui  passe  sur  une'poulic  fixe , la  puissance 
et  la  résistance  agissent  dans  des  directions  différentes, 


mais  les  mouvemens  sont  rectilignes.  Nous  nommons 
ccs  mouvemens  continus,  quoiqu'ils  se  terminent  au 
moment  où  le  poids  a atteint  sa  plus  grande  élévation, 
parce  qu'ils  s’exécutent  sans  aucune  rétrogradation  pen- 
dant toute  leur  durée.  Les  seuls  moteurs  capables  de 
produire  des  mouvemens  rectilignes  réellement  conti- 
nus sont  l’air,  l’eau  et  la  vapeur. 

On  range  parmi  les  organes  mécaniques  capables  d’o- 
pérer cette  première  transformation  divers  instrumens 
très-connus  dont  on  se  sert  pour  tracer  des  parallèles. 
Telles  sont  les  doubles  règles  représentées  dans  les  fi- 
gures 1,  a et  3 de  la  PI.  8. 

Le  problème  de  faire  mouvoir  une  longue  ligne 
droite  parallèlement  à elle-même  a beaucoup  occupé 
les  premiers  constructeurs  des  métiers  a filer  le  coton 
dits  mull-jennys.  Dans  ces  métiers,  les  chariots  qui  por- 
tent les  fuseaux,  et  qui  ont  de  G à 9 mètres  de  long, 
s’éloignent  et  sc  rapprochent  alternativement  des  bancs 
où  s’opère  le  tirage  des  fils,  et  il  est  essentiel  qu’ils  con- 
servent le  plus  exact  parallélisme  pour  que  tous  les  fils 
soient  également  tendus.  Ce  n’est  qu’ après  avoir  épuisé 
les  appareils  les  plus  compliqués  et  les  plus  dispendieux 
qu’on  a imaginé,  en  Angleterre,  le  moyen  très-simple 
indiqué  dans  la  fig.  4-  aa  représente  le  chariot  monté 
sur  quatre  roues  ; une  corde  cd,  dont  les  extrémités  c et  d 
sont  attachées  à deux  points  fixes,  vient  passer  sur  les 
poulies  bb,  ainsi  qu’une  autre  corde  ef  qui  entoure  ccs 
poulies  dans  un  autre  sens,  et  dont  les  deux  extrémités 
c et  F sont  également  fixes.  Les  points  d’arrêts  c,  d,  e,  f, 
sont  disposés  de  manière  que  les  deux  cordes  sont  par- 
tout également  tendues,  et  que  les  lignes  cd  et  ef  sont 
parallèles.  Le  chariot  étant  perpendiculaire  aux  direc- 
tions des  lignes  cd  et  ef , ne  peut  se  mouvoir  que  paral- 
lèlement à lui-même  lorsqu’on  applique  au  point  d ia 
puissance  qui  doit  le  mettre  en  mouvement. 

— Un  coin  e (fig.  5),  qu’on  fait  glisser  entre  deux 
doubles  mont  ans  b et  c,  au-dessous  d’un  autre  coin  f , 
que  huit  goupilles  ou  que  huit  rouleaux  empêchent  de 
s’écarter  à la  droite  ou  à la  gauche  des  montans,  tout  en 
le  laissant  s'élever,  résout  encore  le  même  problème  ; 
car,  à mesure  que  ce  coin  s’avance  horizontalement,  la 
surface  du  coin  f monte  verticalement  et  parallèlement 
à sa  première  position.  Cette  transformation  de  mou- 
vement est  employée  dans  les  pédales  à sourdine  du 
forte-piano. 

— On  peut  se  servir  d’une  disposition  semblable  pour 
transporter  un  mouvement  rectiligne  continu  dans  un 
autre  plan  que  celui  où  il  s’exécute.  Supposons  que  le 
coin  e supporte  sur  sa  face  supérieure  une  règle  h mo- 
bile entre  deux  tenons.  Ce  coin  , en  glissant  contre  l’ex- 
trémité inférieure  de  la  règle  garnie  d’une  roulette,  la 
forcera  de  monter  ; de  manière  que  cette  règle  aura  un 
mouvement  rectiligne  dont  la  direction  peut  faire  un 
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angle  quelconque  avec  celle  du  mouvement  du  coin. 
En  ajoutant  un  troisième  coin  g qui  fasse  corps  avec  le 
second  coin  f,  et  lui  appliquant  la  règle  A,  on  pourra 
modifier  A volonté  la  direction  et  la  vitesse  du  mouve- 
ment. 

— Le  Bélier  hydraulique  ( Voy . ce  mot)  de  Montgol- 
fier  offre  une  ingénieuse  transformation  du  mouvement 
rectiligne  continu  d’un  courant  d’eau,  en  un  autre  mou- 
vement rectiligne  continu,  qui  est  celui  de  l’eau  ascen- 
dante. 

a#  En  mouvement  rectiligne  alternatif.  Le  cylindre 
d’une  machine  à vapeur,  celui  de  la  machine  à co- 
lonne d’eau,  et  la  colonne  oscillante  de  M.  Manoury 
d’Ectot  {Voy.  ces  divers  mots),  opèrent  cette  transfor- 
mation. L’n  flotteur  qui  monte  et  descend  alternative- 
ment dans  un  vase  que  remplit  un  courant  d'eau  et  que 
vide  ensuite  un  syphon,  en  offre  encore  un  exemple.  La 
contraction  et  la  dilatation  .des  corps  matériels  par  les 
variations  de  la  température,  sont  également  une  trans- 
formation du  mouvement  rectiligne  continu  en  mouve- 
ment alternatif,  dont  ôl.  Molard  a fait  une  très-belle 
application  pour  redresser  deux  murs  du  Conservatoire 
des  Arts  et  Métiers. 

3*  En  mouvement  circulaire  continu.  Une  poulie  qui 
tourne  sur  son  axe  lorsqu’on  tire  la  corde  qui  l’enve- 
loppe, donne  la  solution  de  ce  problème.  Le  treuil,  le 
cric  et  la  vis , produisent  aussi  la  transformation  réci- 
proque du  mouvement  circulaire  continu  en  mouve- 
ment rectiligne  continu. 

— M.  de  Prony  a imaginé  l’organe  très-simple  in- 
diqué dans  la  fig.  6,  pour  transformer  le  mouvement 
circulaire  en  un  mouvement  rectiligne  d’une  vitesse 
aussi  petite  qu’on  peut  le  vouloir,  fg  est  un  cylindre 
partagé  en  trois  parties;  les  deux  parties  extrêmes  gh 
et  if  portent  deux  vis  de  pas  égaux  qui  tournent  dans 
les  écrous  a et  e;  la  partie  du  milieu  At  porte  une  vis 
dont  le  pas  diffère  de  celui  des  vis  gh  et  if,  et  qui  se 
meut  dans  un  écrou  mobile  b retenu  par  une  languette  d 
dans  une  rainure  ou  patin,  de  manière  qu’il  ne  peut  se' 
mouvoir  que  le  long  de  cette  rainure;  à chaque  tour  de 
la  manivelle  a,  l’écrou  b décrit  un  espace  égal  à la  dif- 
férence du  pas  de  la  vis  du  milieu  avec  le  pas  des  vis 
extrêmes.  On  peut  remplacer  une  des  deux  vis  extrêmes 
par  un  axe  simple,  ce  qui  simplifie  cet  appareil  suscep- 
tible de  nombreuses  applications. 

— Les  roues  hydrauliques  transforment  le  mouve- 
ment rectiligne  continu  d’un  courant  d’eau  en  mouve- 
ment circulaire  continu.  Il  en  est  de  même  des  moulins 
à vent.  La  vis  d’ Archimède  produit  la  transformation  ré- 
ciproque {Voy.  ces  divers  mots). 

4*  En  mouvement  circulaire  alternatif.  Divers  organes 
donnent  la  solution  de  cette  question  et  de  sa  récipro- 
que. Tel  est  l£  balancier  hydraulique  de  Perrault  {voy. 
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ce  mot);  tel  est  encore  un  secteur  surmonté  d’une  voile 
et  formant  un  système  dont  le  centre  de  gravité  se  trouve 
au-dessus  du  centre  d’oscillation  parle  moyen  d’un  con- 
trepoids; lorsqu’il  est  frappé  par  le  vent,  il  prend  un 
mouvement  circulaire  alternatif  dont  on  a fait  diverses 
applications. 

— La  fig.  7 représente  un  mécanisme  très-simple 
par  lequel  le  mouvement  circulaire  alternatif  du  le- 
vier ab  imprime  à la  barre  mn  un  mouvement  rectiligne. 
Le  levier  tournant  ab  porte  deux  autres  petits  le- 
viers cf,  de , mobiles  sur  leurs  axes  c,  d,  et  dont  les  ex- 
trémités, garnies  de  deux  petits  cylindres,  engrènent 
dans  les  dents  qui  garnissent  les  bords  de  la  barre  ni». 

— Une  pompe  ordinaire,  mue  par  un  levier,  offre 
aussi  une  semblable  transformation  de  mouvement. 
L’eau  monte  dans  le  corps  de  pompe  par  un  mouvement 
rectiligne,  tandis  qu’on  imprime  au  levier  un  mouve- 
ment circulaire  alternatif. 

5“  En  mourement  continu  d’après  une  courbe  donnée. 
Il  n’existe  pas  d’organe  mécanique  capable  d’opérer  di- 
rectement cette  transformation  ; mais  on  peut  l’obtenir 
par  la  réunion  de  plusieurs  organes  ; ainsi , après  avoir 
transformé  le  mouvement  rectiligne  continu  en  circu- 
laire continu , par  un  des  moyens  indiqués  ci-dessus , 
on  transformera  ce  dernier  en  mouvement  rectiligne 
continu  suivant  la  courbe  donnée,  à l’aide  des  organes 
décrits  plus  loin  au  § IL 

6°  En  mouvement  alternatif  d’après  une  courbe  donnée. 
La  solution  de  ce  problème  exige  encore  le  concours  de 
plusieurs  organes.  Ii  faut  transformer  préalablement  le 
mouvement  rectiligne  continu  en  circulaire  continu, 
puis  on  change  ce  dernier -en  alternatif  suivant  la  courbe 
donnée. 

S II.  THHSrOIMÀTIOlf  OV  MOÜVEHEHT  CWCütAIBB  C0RTI5C. 

i*En  mouvement  rectiligne  continu.  Cette  question  est 
la  réciproque  de  celle  du  n°  3 du  § î , et  se  résout  A 
l’aide  des  organes  indiqués  dans  ce  numéro. 

a*  En  mouvement  rectiligne  alternatif.  La  fig.  8,  PI.  8, 
indique  deux  moyens  très-employés  pour  la  solution  de 
ce  problème.  Le  premier  consiste  dans  des  manivelles 
brisées  ou  coudées,  dans  les  coudes  desquelles  sont  at- 
tachées des  cordes  destinées  à faire  mouvoir  des  poids  m 
au  moyen  d’une  poulie  de  renvoi;  lorsque  la  manivelle 
tourne,  les  poids  montent  et  descendent  alternative- 
ment, suivant  que  le  sommet  des  brisures  s’abaisse  ou 
s’élève.  Le  second  moyen  consiste  dans  un  plan  qn,  in- 
cliné sur  son  axe  p,  et  sur  lequel  une  tige  ts  pose  par  un 
rouleau  s;  cette  tige,  mobile horiiontalemcnt,  est  con- 
tinuellement ramenée  vers  le  plan  pq  par  un  contre- 
poids x,  de  manière  que  lorsque  le  plan  tourne  son  axe 
par  un  mouvement  continu , ta  tige  prend  un  mouve- 
ment rectiligne  alternatif. 
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Voici  d'autres  organes  mécaniques  importons  qui 
donnent  la  solution  du  même  problème. 

— ABC!)  (PI.  8,  fig.  9)  est  une  rouo  qui  tourne  sur 
son  axe  e ; nm  une  règle  mobile  rerticalemeut  entre  des 
tenons,  et  dont  l'extrémité  m est  contrainte  de  s’appuyer 
continuellement  sur  le  contour  d’une  courbe  saillante 
qui  fait  partie  de  la  surface  de  la  roue.  Pendant  chaque 
révolution  de  la  roue,  l'extrémité  n de  la  règle  monte 
ou  descend,  suivant  la  nature  des  sinuosités  de  la 
courbe , et  fait  un  nombre  constant  d'allées  et  de  venues 
qui  se  succèdent  périodiquement  dans  le  même  ordre 
cl  avec  une  vitesse  qu’on  peut  rendre  uniforme  ou  va- 
riable, en  déterminant  convenablement  la  courbe. 
Voyez  à ce  sujet  un  mémoire  de  Dcparcicux  inséré  dans 
les  Mémoires  de  i Académie  des  sciât  ces  pour  l’année  1 7.17. 

— La  fig.  10  présente  le  cas  particulier  où  l'on  n’a 
besoin  à chaque  tour  de  roue  que  d’une  seule  allée  et 
d’une  seule  venue  avec  un  mouvement  uniforme. 
Comme  la  courbe  est  symétrique  cl  que  tous  ses  dia- 
mètres sont  égaux , ou  peut  assujettir  très-simplement 
la  règle  par  le  moyen  de  deux  boulous  n,  m,  garnis  cha- 
cun d'une  poulie  pour  diminuer  le  frottement.  C'est  i 
l’aide  de  ce  mécanisme  qu’on  rend  uniforme  le  mouve- 
ment des  pistons  des  pompes  dans  plusieurs  machines 
hydrauliques.  On  trouve  encore  une  application  de  la 
courbe  en  c«ur  dans  la  machine  à tordre  de  Vaucanson. 

— gh  est  une  roue  pleine , mise  en  mouvement  par  la 
manivelle  ef  (PI.  8,  fig.  11),  et  portant  une  cheville  i 
qui  glisse  dans  la  rainure  d’une  règle  mn.  Cette  règle  est 
armée  à sou  extrémité  m d’un  secteur  denté  engrenant 
sur  une  barre  A crémaillière  ab.  Le  mouvement  continu 
de  la  roue  communique  un  mouvement  circulaire  alter- 
natif au  secteur,  et  celui-ci  un  mouvement  rectiligne 
alternatif  à In  barre  ab.  Si  l’on  attache  à l'autre  extré- 
mité f»  de  la  règle  une  corde  passent  sur  une  poulie  fixe 
et  portant  un  poids,  ce  poids  recevra  également  un 
mouvement  rectiligne  alternatif. 

En  plaçant  un  petit  cylindre  q dans  la  rainure  d’une 
autre  pièce  U,  de  manière  qu’il  puisse  glisser  dans  cotte 
rainure  ainsi  que  dans  une  autre  pratiquée  ù la  partie 
supérieure  de  la  règle  mn,  ce  cylindre  prendra  uu  mou- 
vement rectiligne  alternatifparle  mouvement  de  la  règle. 

Aucun  de  ces  trois  mouvemens  rectilignes  alternatifs 
n’est  uniforme. 

— La  roue  hh  de  la  fig.  la,  PI.  8,  tourne  autour 
de  son  axe  g et  porte  des  dents  sur  la  moitié  de  sa  cir- 
conférence. Un  chéssis  garni  d’une  rrémaillière  ù cha- 
cune de  scs  faces  entoure  cette  roue , de  manière  que 
ses  dents  engrènent  alternativement  avec  celles  de 
chaque  crémaillière.  Ce  châssis,  qui  porte  deux  inon- 
tans  e,  f,  assujettis  à glisser  dans  des  tenons  e,  d,  prend 
un  mouvement  alternatif  par  le  mouvement  circulaire 
continu  de  la  roue. 


— Les  pilons,  dont  les  tiges  garnies  de  crémaillières 
sont  soulevées  par  des  roues  en  parties  dentées  ou  qui 
portent  des  cames,  offrent  une  autre  so)vt\nn  du  même 
problème  ( Vuy.  Came  et  Pilos). 

— L’organe  représenté  fig.  i5,  PI.  8,  se  distingue 
par  sa  simplicité,  ff  est  une  roue  qui  tourne  sur  son  axe, 
et  porte  un  pivot  h qui  glisse  dans  la  rainure  gg  fixée  A 
la  règle  aa  mobile  dans  les  tenons  bb  et  ce.  Le  mouve- 
ment de  la  roue  communique  à la  règle  un  mouvement 
rectiligne  alternatif. 

Pour  rendre  uniforme  ce  mouvement  alternatif,  qui 
est  accéléré  vers  le  milieu  des  oscillation' , on  substitue 
à la  rainure  rectiligne  gg  uue  rainure  curviligne  tracée 
convenablement. 

— ab  (PI.  8 , fig.  7)  est  un  cylindre  dont  la  surface 
porte  des  rainures  tracées  en  hélice  qui  se  croisent  et  se 
confondent  A ses  extrémités,  f est  une  pièce  saillante 
qui  porte  sur  la  rainure  du  cylindre,  et  peut  glisser  ho- 
rizontalement dans  une  autre  rainure  pratiquée  dans  la 
traverse  fixe  c.  Eu  imprimant  au  cylindre  un  mouve- 
ment circulaire  continu,  la  pièce  f en  prend  un  recti- 
ligne alternatif  le  long  de  la  traverse  e. 

— d (PI.  8,  fig.  16),  est  une  roue  dentée  qui  tourne 
dans  une  crémaillière  circulaire,  au  moyen  d’une  ma- 
nivelle cb  (fig.  16  bis ) et  d’un  axe  brisé  dcb.  Le  dia- 
mètre de  la  roue  est  la  moitié  du  diamètre  intérieur  ff 
de  la  crémaillière , de  sorte  que  chacun  des  points  de 
sa  circonférence  décrit  une  ligne  droite  égale  au  dia- 
mètre ff,  pendant  qu’elle  tourne  sur  elle-même  eu  par- 
courant 1a  crémaillière.  Un  pivot  placé  à un  point  de  la 
circonférence  de  la  roue  peut  doue  imprimer  un  mou- 
vement alternatif  à une  règle  mobile  autour  de  ce  pivot 
et  glissant  entre  des  tenons. 

— Deux  roues  dentées  A et  B (fig.  14,  PI-  8),  en- 
grenant l’une  avec  l’autre  et  portant  des  pivots  auxquels 
sout  adaptées  des  règles,  comme  on  le  voit  dans  la  fi- 
gure, produisent  un  mouvement  alternat  if  dont  on  peut 
faire  varier  ù l’infini  le  nombre  des  allées  et  des  venues, 
leur  étendue  et  leur  Titcsse,  par  les  divers  rapports  des 
diamètres  et  les  dispositions  des  parties. 

— no  est  un  volant  qui  porte  à son  centre  un  pi- 
gnon b ( PI.  8,  fig.  18).  Ce  pignon  transmet  le  mou- 
vement ù deux  roues  dentées  e,  f,  de  même  dimension, 
et  dont  les  axes  sont  sur  la  même  charpente  horizon- 
tale aa.  Ces  roues  sont  armées  de  deux  manivelles 
fixes  cg,  dh , d’égale  longueur,  qui  portent  chacune  une 
tige  gi  ci  hk , dont  les  bouts  tournent  librement  et  com- 
muniquent avec  la  grande  tige  m,  par  la  barre  horizon- 
tale ik  qui  les  lie  l’uue  à l’autre.  Cette  grande  tige  preud 
un  mouvement  rectiligne  alternatif,  pendant  que  le  vo- 
lant tourne  d'un  mouvemeut  continu. 

Si  le  mouvement  était  imprimé  à la  grande  tige  au 
lieu  de  l’être  au  volant  > cet  appareil  donnerait  U solu- 
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tion  du  problème  réciproque  ou  de  U transformation 
du  mouvement  alternatif  rectiligne  en  circulaire  con- 
tinu. On  voit  du  reste  qu’il  n’est  qu’une  application  par- 
ticulière de  l’organe  précédent. 

3*  En  wiourrmcnf  circulaire  continu.  Les  engrenages 
donnent  une  solution  très-usuelle  de  ce  problème.  Le 
mouvement  d’une  roue  dentée  est  transmis  à une  autre 
roue  dentée  qui  engrène  avec  elle,  mais  la  seconde  se 
meut  en  sens  opposé  de  la  première.  Si  l’on  fait  engre- 
ner une  troisième  roue  avec  la  seconde , elle  se  mouvra 
dans  le  même  sens  que  la  première. 

• — L’ne  corde  sans  fin  enroulée  sur  des  poulies  (PI.  9 , 
fi  g.  1),  leur  communique  le  mouvement  circulaire  con- 
tinu qui  est  imprimé  à l’une  d’elles  par  un  moteur.  Il 
suffit  de  faire  varier  les  diamètres  pour  obtenir  tous  les 
rapports  possibles  de  vitesse.  Ce  moyen  est  très-em- 
ployé dans  les  filatures. 

— Un  vilbrequin , tel  que  celui  qui  est  représenté 
fig.  a,  PI.  9,  transforme  le  mouvement  continu  verti- 
cal de  la  manivelle  a en  mouvement  continu  horjionlal 
de  la  roue  h dont  l’axe  est  armé  d’une  pointe  f destinée 
à creuser  des  trous  avec  rapidité.  La  combinaison  des 
deux  roues  forme  ce  que  l’ou  nomme  l 'engrenage  à 
équerre. 

— Un  cylindre  portant  une  vis  sans  fin  (fig.  4 , Pt-  9), 
transmet  encore  un  mouvement  circulaire  ù une  roue 
dentée. 

— L’organe  précédent  transmet  le  mouvement  dans 
un  plan  qui  lui  est  perpendiculaire;  on  peut  encore  ob- 
tenir le  même  résultat  de  la  manière  suivante  : 

a et  d (fig.  5,  PI.  9),  sont  deux  roues  à gorge  dont 
les  plans  sont  perpendiculaires  entre  eux  ; une  corde 
sam  fin  qui  passe  par  deux  poulie»  de  renvoi  6 et  c, 
communique  le  mouvement  de  la  roue  a à la  roue  d,  ou 
réciproquement.  Si  U poulie  horixontale  d n’était  pas 
fixe  et  pouvait  glisser  le  loug  de  la  barre  r/*,  elle  sc  mou- 
vrait en  allant  de  t vers  f tout  en  tournant  sur  clle- 
raêiue,  ce  qui  présente  une  transformation  appartenant 
à un  autre  paragraphe. 

— La  transformation  du  mouvement  circulaire  uni- 
forme en  circulaire  varié  est  l’objet  de  plusieurs  appli- 
cations importantes.  Voici  le  moyen  le  plus  simple  de 
l'obtenir.  A (fig.  5,  PI.  9),  est  un  cylindre  ou  tam- 
bour, et  B un  cône  trooqué  dont  la  surface  latérale  porte 
une  cannelure  en  spirale  allant  de  la  base  au  sommet; 
abc  est  une  corde  dont  l’extrémité  a est  attachée  A la 
base  du  cône,  et  qui,  après  avoir  enveloppé  la  spirale 
creuse , va  s’attacher  à la  surface  du  tambour  eu  c.  Si  le 
tambour  ae  meut  d’un  mouvement  uniforme,  le  cône 
se  meut  avec  une  vitesse  variable,  et  vice  versé. 

Cette  disposition  est  employée  dans  les  montres  pour 
transmettre  le  mouvement  variable  imprimé  au  tam- 
bour A , par  un  ressort  renfermé  dans  ce  tambour»  au 
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cône  B qui  doit  se  mouvoir  uniformément.  L’inégalité 
des  diamètres  des  spires  compense  l’inégalité  de  la 
force  que  le  ressort  déploie  eu  se  débandant. 

— Deux  cônes  tronqués  a et  b (.fig.  8,  PI.  9),  dis- 
posés comme  on  le  voit  dans  la  figure,  peuvent  se 
transmettre  des  mouvemens  variables  suivant  une  loi 
donnée.  Lorsque  le  cône  b tourne  sur  lui-même  et  en- 
roule sur  la  spirale  cannelée  de  sa  surface  la  corde  qui 
l’unit  au  cône  a,  il  présente  ù cette  cordc  des  spires  de 
plus  en  plus  petites,  de  sorte  que  le  cône  a,  soumis  ù 
cette  action,  tourne  d’abord  avec  une  vitesse  plus  grande 
que  le  cône  6,  et  finit  par  tourner  plu6  lentement. 

4*  En  mouvement  circulaire  alternatif.  Un  marteau  d 
(fig.  ti,  PI.  9),  mobile  autour  de  son  point  d’appui  c 
et  frappé  par  les  cames  de  la  roue  a,  présente  un  des 
exemples  les  plus  simples  de  cette  transformation. 

— Dans  le  rouet  à filer  et  dans  la  machine  du  remou- 
leur, le  mouvement  circulaire  alternatif  qu’on  imprime 
ù la  marche,  avec  le  pied,  communique  ù la  roue  du 
rouet  et  à la  pierre  A aiguiser  un  mouvement  circulaire 
continu,  à l’aide  d’une  régie  attachée  d’un  côté  à l’ex- 
trémité de  la  marc  lie  et  de  l’autre  ù une  manivelle. 
C’est  la  réciproque  de  la  question  qui  nous  occupe. 

— L’organe  mécanique  représenté  dons  la  fig.  7, 
PI.  9, est  employé  dans  les  pompes  à feu.  On  le  nomme 
la  mouche,  ef  est  un  balancier  dont  le  mouvement  est  cir- 
culaire alternatif  autour  de  l’axe  d;  ce  mouvement  se 
transmet  ù l'aide  d’une  tige  «f,  qui  tourne  librement  sur 
son  axe  en  r , à la  roue  dentée  b , qui  engrène  dans  une 
autre  roue  a fixe  ù l’axe  du  volant  c;  une  tige  en  fer 
force  les  deux  roues  à se  maintenir  à la  même  distance. 

Le  mouvement  circulaire  aftematif  du  balancier  fait 
monter  et  descendre  la  roue  fi,  qui  se  trouve  ainsi  forcée 
de  tourner  autour  de  la  roue  a et  de  lui  imprimer,  ainsi 
qu’au  volant,  un  mouvement  circulaire  continu.  Quand 
le  mouvement  a commencé , le  réciproque  a lieu. 

— Les  leviers  qui  portent  le  nom  de  leur  inventeur 
la  garousse  offrent  la  solution  du  problème  inverse.  Les 
étriers  ab  et  cd  (fig.  9,  PI.  9),  mobiles  aux  points  a,  c, 
sont  disposés  de  manière  que  le  levier,  par  son  mouve- 
ment circulaire  alternatif,  force  l’un  d’eux  à tirer  sans 
cesse  vers  lu!  le  crochet , tandis  que  l’autre  échappe 
à la  deUt  qn’il  avait  prise  et  reprend  la  suivante.  Dans 
la  fig.  10,  le  grand  levier  afi  a,  au-dessus  et  au-dessous 
de  son  poiut  d'appui  c,  deux  pattes  en  pieds  de  biche  e,d, 
mobiles  autour  de  leurs  clous,  et  qui  s’appuient  sur  les 
fuseaux  de  la  lanterne  f.  Par  le  mouvement  alternatif  du 
lcrier,  les  deux  pattes  e,  <f,  agissent  tour  ù tour  sur  la 
lanterne  et  lui  impriment  un  mouvement  circulaire  con- 
tinu. En  enveloppant  une  corde  à l’axe  de  la  roue  f,  on 
pourra  produire  un  mouvement  rectiligne  continu , de 
sorte  que  cet  organe  doime  la  transformation  du  mou- 
vement circulaire  alternatif  en  rectiligne  continu. 
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— Les  échappemens  d’horlogerie  (fig.  il  et  la, 
PI.  9),  résolvent  encore  la  même  question.  Il  suffît 
d’examiner  les  figures  pour  se  rendre  compte  des  mou- 
yemens.  0 

5*  En  mouvement  continu  d’après  une  courbe  donnée. 
Cette  transformation  du  mouvement  est  employée  pour 
tracer  des  courbes  sur  des  surfaces  planes  ou  cylindri- 
ques; une  de  ses  applications  les  plus  importantes  est 
faite  dans  les  machines  qui  servent  à ouvrir  les  pas  de 
vis  de  grande  dimension.  Voici  les  élémens  de  celle  qui 
a été  établie  à Chaillot  par  M.  Pericr. 

kk  (PI.  9,  fig.  18),  est  le  cylindre  sur  lequel  on  veut 
tracer  une  hélice  ; fg  est  le  cylindre  qui  dirige  ie  mou- 
vement : il  est  taillé  en  vis  et  porte  un  écrou  hh , dont 
une  des  extrémité.»  est  armée  d’un  crayon  ou  d’une 
pointe,  et  l'autre  d’une  tige  qui  entre  dans  la  rainure 
d’une  traverse  fixe,  de  manière  que  lorsque  le  cylin- 
dre fg  tourne , l’écrou  marche  de  /“en  g par  un  mouve- 
ment rectiligne.  Les  axes  des  deux  cylindres  A&  cl  fg  sont 
parallèles,  et  ont  leurs  extrémités  d et  /'garnies  de  roues 
dentées  engrenant  dans  une  troisième  roue  dentée  e, 
comme  on  le  voit  dans  la  fig.  19.  Pour  nous  rendre 
compte  des  effets  produits  par  cette  disposition,  nom- 
mons Il  le  rayon  du  cylindre  fg , R’  celui  du  cylindre  kkf 
et  P le  pas  de  vis  de  fg.  Dans  le  temps  que  kk  fait  une 
révolution,  fg  fait  une  partie  de  la  sienne  égale  au  rap- 
port des  rayons  ou  à la  quantité  — , et  la  pointe  fixée 

à l’écrou  hh  parcourt  un  espace  égal  à P X ^ > qui  est 

le  pas  de  l’hélice  tracée  sur  le  cylindre  kk.  On  peut  donc 
donner  ù ce  pas  d’hélice  la  grandeur  qu’on  voudra, 
en  déterminant  d’une  manière  convenable  le  rapport 
de  R à R*. 

* — Lorsqu’il  s'agit  de  décrire  une  courbe  plane  par  un 
mouvement  circulaire  continu,  on  transforme  celui-ci 
en  mouvement  rectiligne  alternatif  (N*  3,  § II)  et  comme 
tous  les  points  d'une  courbe  plane  peuvent  être  rappor- 
tés à deux  droites  coordonnées,  il  est  facile  ensuite  de 
faire  décrire,  a la  pointe  d’un  crayon,  la  courbe  deman- 
dée. L’art  du  tourneur  comporte  une  foule  de  descrip- 
tions de  courbes  qui  ont  été  l’objet  de  deux  mémoires 
de  La  Condaminc,  insérés  dans  les  Mémoire $ de  V Aca- 
démie des  Sciences  pour  l’année  i?34;  nous  ne  pouvons 
qu’y  renvoyer  nos  lecteurs. 

mouvement  alternatif  d’après  une  courbe  donnée. 
Il  n’existe  point  encore  de  moyen  direct  pour  résoudre  ce 
problème  ; mais  si  l’on  transforme  le  mouvement  circu- 
laire continu  en  circulaire  alternatif  (4*),  on  pourra  en- 
suite changer  ce  dernier  en  mouvement  alternatif  d’a- 
près une  courbe  donnée. 
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S III.  TRANSFORMATION  nr  MOrvtMENT  contint  t»’ Arles 

TKI  COI'RIE  DONNEE. 

i*  En  mouvement  rectiligne  alternatif.  Il  faut  com- 
mencer par  transformer  le  mouvement  donné  en  circu- 
laire continu,  puis  changer  ce  dernier  en  rectiligne  al- 
ternatif. Ce  problème  réclame  donc  le  concours  de 
plusieurs  organes. 

a*  En  mouvement  circulaire  alternatif.  Cette  transfor- 
mation exige  encore  le  concours  de  plusieurs  organes; 
le  mouvement  donné  doit  être  change  en  circulaire 
continu  et  celui-ci  en  circulaire  alternatif,  d’après  les 
indications  précédentes. 

3*  En  mouvement  continu  d'après  une  courbe  donnée. 
On  changera  le  mouvement  donné  en  circulaire  continu, 
puis  on  transformera  ce  dernier  en  mouvement  continu 
d’après  la  courbe  proposée. 

4*  En  mouvement  alternatif  d’après  une  courbe  don- 
née. Après  avoir  transformé  le  mouvement  donné  en 
circulaire  alternatif,  on  changera  celui-ci  en  mouve- 
ment alternatif  d’après  la  courbe  proposée. 

§ IV.  Transformation  vv  mouvement  rectiligne 

ALTERNATIF. 

i*  En  mouvement  rectiligne  alternatif.  On  transforme 
ordinairement  le  mouvement  donné  en  circulaire,  et 
celui-ci  en  rectiligne  alternatif. 

a*  En  mouvement  circulaire  alternatif,  aa  (fig.  i5, 
PI.  9)  est  un  levier  qui  se  meut  d’un  mouvement  cir- 
culaire alternatif  autour  de  son  axe  6 et  qui  porte  une 
demi-circonférence  cc  à laquelle  est  attachée  une  corde 
sans  fin,  passant  sur  deux  poulies  fixes  d et  e.  Le  mou- 
vement alternatif  du  levier  produit  un  mouvement  rec- 
tiligne alternatif  de  la  corde  dont  on  a tiré  parti  dans 
une  machine  à couper  tes  pieux  sous  l’eau. 

— Le  mouvement  de  zig-zag  (fig.  1 7,  pl.  9)  employé 
dans  les  jouets  d’enfans , a été  appliqué  à la  construc- 
tion do  pinces  pour  retirer  des  corps  très-lourds  du 
fond  de  la  mer.  On  s’en  sert  encore  dans  les  dévidoirs. 

— - Aux  moyen  des  deux  chaînes  bc  et  de  attachées  en 
sens  opposé  aux  tiges  g et  f qui  glissent  entre  des  te- 
nons, le  mouvement  circulaire  alternatif  du  balancier  a 
est  transformé  en  rectiligne  alternatif  dans  les  tiges.  Cet 
organe  reçoit  de  nombreuses  applications  dans  les  pom- 
pes à épuisement. 

— ac  (fig.  i5,  pl.  8)  est  l’instrument  connu  sous  le 
nom  de  drille , trépan  ou  machine  à forer.  Après  avoir 
fait  tourner  l’axe  ab  jusqu’à  ce  que  la  corde  cd  soit  en- 
roulée autour,  autant  que  possible,  cc  qui  fait  monter 
la  traverse  de,  on  pose  l’instrument  par  sa  pointe  sur 
l’objet  qu’on  veut  percer,  et  l’on  imprime  à la  traverse 
un  mouvement  rectiligne  de  haut  en  bas  qui  fait  tour- 
ner le  trépan. 
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— La  figure  i3,  pl.  9,  représente  un  organe  très- 
commun,  c’est  l'archet  à forer  dont  le  mouvement  recti- 
ligne alternatif  transmet  à la  roue  d un  mouvement  cir- 
culaire alternatif. 

— La  figure  1,  pl.  10,  représente  le  parallélogramme 
qu’on  emploie  dans  les  pompes  à feu  à double  injection 
pour  trausformer  le  mouvement  alternatif  rectiligne  de 
la  tige  du  piston  en  mouvement  circulaire  alternatif  du 
balancier.  M.  de  Prony,  qui  a développé  dans  sa  Nou- 
velle architecture  hydraulique  la  théorie  dccet  ingénieux 
mécanisme,  le  décrit  comme  il  suit  : 

« Le  parallélogramme  abcd  tient  au  balancier  par  les 
points  a et  c fixes  par  rapport  à ce  balancier;  mais  les 
côtés  de  ce  parallélogramme  peuvent  changer  d'incli- 
naison les  uns  par  rapport  aux  autres,  au  moyen  de  ce 
que  leurs  extrémités  sont  assemblées  à charnières,  c’est- 
à-dire  garnies  de  boites  ou  colliers  qui  embrassent  leurs 
axes  horizontaux.  Les  axes  en  a et  en  c sont  dans  un 
même  plan  avec  le  centre  ou  axe  O de  rotation. 

* De  plus,  l'angle  d du  parallélogramme  est  toujours 
retenu  à une  distance  constante  d’un  point  fixe  f au 
moyen  de  la  verge  de  métal  f d,  dont  l’extrémité  est 
également  garnie  d’une  boite  ou  collier  qui  embrasse 
l’axe  passant  en  d. 

» Cela  bien  conçu,  si  on  imagine  que  l’angle  b soit 
poussé  ou  tiré  dans  une  direction  verticale,  l’effort  se 
décomposera  suivant  ba  et  bd;  les  points  a et  c décri- 
ront des  arcs  de  cercle,  dont  le  point  O sera  le  centre,  et 
le  point  d décrira  un  arc  de  cercle  qui  aura  f d pour 
rayon.  Mais  les  courbes  décrites  par  les  points  a,  e , d 
ne  peuvent  être  ainsi  fixes  et  déterminées  sans  que  le 
point  b ne  décrive  aussi  une  courbe  pareillement  fixe  et 
déterminée  : or,  on  conçoit  aisément  à l’inspection  de 
la  figure,  que,  lorsque  le  mouvement  du  tfalancier  tend 
à écarter  le  point  b de  la  verticale,  dans  un  sens,  l’effet 
de  la  rotation  de  d autour  de  f ' est  d’ccarter  b de  la 
verticale  dans  le  sens  contraire,  et  que  ces  deux  effets 
peuvent  se  combiner  de  telle  manière,  que  la  courbe 
décrite  par  le  point  b diffère  si  peu  d’une  ligne  droite 
verticale,  que  dans  la  pratique  on  puisse  la  considérer 
comme  telle.  » 

On  a proposé  depuis  l’invention  de  Ce  parallélo- 
gramme d’autres  organes  analogues,  parmi  lesquels  nous 
devons  distinguer  celui  de  M.  de  Bétancourt.  Nous  em- 
prunterons également  sa  description  à M.  de  Prony  : 

«Deux  pièces  de  bois  ab,  dO  (fig.  16,  pl.  9)  tournent 
autour  des  points  ou  centres  a et  O ; leurs  extrémités  fc 
et  d sont  assujetties  l’une  ù l’autre  par  la  pièce  de  fer 
bed , avec  des  articulations  en  b et  en  d.  Les  longueurs 
ab  et  dO  de  centre  en  centre  des  tourillons  sont  égales  ; 
la  somme  aô-f-dO  de  ces  longueurs  est  égale  à la  dis- 
tance du  point  a au  point  O projetée  sur  l'horixon,  ou 
mesurée  horizontalement,  en  sorte  que  lorsque  ab  et 
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dO  sont  de  niveau,  la  ligne  droite  passant  par  d et  6 est 
verticale  ; et  .comme  la  longueur  de  la  pièce  bd  de  cen- 
tre en  centre  des  tourillons  est  égale  à la  différence  de 
niveau  des  points  a et  O,  bd  devient  verticale  en  même 
temps  que  ab  et  dO  deviennent  horizontales. 

» Au  moyen  de  cette  disposition,  si  les  points  b et  d 
ne  décrivent  pas  des  arcs  d’un  grand  nombre  de  degrés 
au-dessus  et  au-dessous  des  horizontales,  passant  res- 
pectivement par  les  points  a et  O,  le  milieu  c de  bd 
parcourra  sensiblement  une  ligne  droite  verticale.  En 
effet,  tant  que  b et  d s’éloignent  peu  de  l'horizontale, 
les  rayons  ab  et  dO,  étant  de  même  longueur,  le  point 
b s’élève  ou  s’abaisse,  par  rapport  au  point  a,  sensible- 
ment de  la  même  quantité  dont  le  point  d s’élève  ou  s’a- 
baisse par  rapport  au  point  O ; d’où  il  suit  que  les  arcs 
décrits  par  les  points  b et  d peuvent,  duus  ce  cas,  être 
censés  égaux.  Cette  hypothèse  admise,  les  points  b et 
d doivent  toujours  être  à la  même  distance  d’une  verti- 
cale dont  les  points  O et  a seraient  eux-mêmes  égale- 
ment éloignés;  donc,  si  c est  placé  au  milieu  de  bd, 
il  doit  se  trouver  continuellement  dans  la  verticale  dont 
nous  venons  de  parler.  Cette  verticale  passant  par  l’axe 
commun  du  cylindre  à vapeurs  et  de  la  tige  ce*  de  son 
piston,  il  ne  s’agit  que  de  placer  un  axe  horizontal  au 
sommet  c •'  de  la  tige  qui  tourne  dans  un  collier  pratiqué 
au  milieu  de  bd,  et  on  aura  rempli  la  condition  pro- 
posée. » 

Cet  organe  et  le  précédent  résolvent  le  problème  in- 
verse de  la  transformation  du  mouvement  circulaire  al- 
ternatif en  rectiligne  alternatif,  lorsque  le  mouvement, 
au  lieu  d’être  communiqué  du  piston  au  balancier,  l’est 
du  balancier  au  piston,  comme  cela  a lieu  dans  les  pom- 
pes à épuisement  employées  pour  les  mines.  C’est 
alors  le  balancier  mis  en  mouvement  par  une  machine  à 
vapeur  ou  par  une  machine  hydraulique  qui  commu- 
nique un  mouvement  de  va-et-vient  aux  tiges  des  pis- 
tons des  pompes.  Voyez,  pour  plus  de  détails,  le  mot 

P ARALLLLOCR AMME  ÀRT1CI  LE. 

3#  En  mouvement  alternatif  d'après  une  courbe.  Cette 
transformation  exige  la  combinaison  de  plusieurs  or- 
ganes. On  transforme  d’abord  le  mouvement  donné  en 
circulaire  alternatif  et  celui-ci  en  alternatif  d’après  la 
courbe. 

§ V.  Transformation  du  mouvement  circulaire 
alternatif. 

i*  En  mouvement  circulaire  alternatif,  fd  (PI.  9, 
fig.  ao)  est  une  pièce  élastique  à l’extrémité  libre  de  la- 
quelle est  attachée  une  corde  dae  qui  s’enroule  autour 
de  la  rouée  et  dont  l’autre  bout  est  fixé  à la  pédale  ou 
pas  b.  Le  mouvement  circulaire  alternatif  de  la  pédale 
en  produit  un  de  même  nature  dans  la  roue  c. 
a0  Eu  mouvement  alternatif  d'après  une  courbe  donnée. 
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Celte  transformation  ne  peut  s’effectuer  que  par  le  con- 
cours de  plusieurs  de#  organes  du  § III. 


cou 

de  ce  temps,  ainsi,  rn  différentiant  liquation  précé- 
dente par  rapport  au  temps  f,  il  Tiendra 


§ VL  Transformation  du  moi  yembxt  alternatif 
d'après  use  courbe  donnée. 


(M  + »'■} 


da 

dit 


; M 


db 

dt 


En  motnvmcnf  alternatif  d’après  um  autre  courbe. 
Ayant  transforme  d’abord  le  mouvement  donné  en  cir- 
culaire continu,  on  transformera  celui-ci  en  alternatif 
d’après  la  courbe  proposée. 

Ce  qui  précède  peut  donner  une  idée  de  la  variété  des 
moyens  que  possède  déjà  le  constructeur  de  machines, 
mais  nous  avons  dû  nous  borner  A signaler  les  plus  sim- 
ples et  les  plus  usuels  ; c’est  dans  l’intéressant  ouvrage 
de  MM.  I.anz  et  de  Bétanmurt,  Essai  sur  la  composition 
des  machines , le  premier  où  les  divers  organes  mécani- 
ques aient  été  classés  et  décrits , qu’on  doit  puiser  une 
connaissance  approfondie  de  cette  matière.  Voy.  aussi  le 
Traité  des  machines  de  M.  Hachette,  et  le  Traité  de  la 
composition  des  machines  de  M.  Borgnis.  Voy.  également, 
dans  rc  volume,  les  mots  Mouvement,  Pendule,  RÉGU- 
LATEUR et  VOLANT. 

CONSERVATION  DU  CENTRE  DE  GRAVITÉ. 

( Mer.  ) Si  l’on  considère  deux  corps  quelconques 
comme  formant  un  système  dont  le  centre  de  gravité 
est  situé  sur  la  droite  imaginaire  qu’on  peut  supposer 
menée  du  centre  de  gravité  de  l'un  de  ccs  corps  ou  cen- 
tre de  gravité  de  l’autre  , ce  centre  commun  de  gra- 
vité jouit  d’une  propriété  remarquable,  c’est  que  le 
mouvement  qu’il  peut  avoir  , selon  que  l’un  des  corps 
sc  meut  ou  que  tous  deux  se  meuvent  soit  dans  la 
même  direction,  soit  dans  des  directions  opposées,  n’é- 
prouve aucun  changement  par  le  choc  de  ccs  corps. 
Cette  propriété,  qu’on  désigne , en  mécanique,  sous  le 
nom  de  principe  de.  la  conservation  du  mouvement  du 
centre  de  gravité  dans  le  choc  des  corps,  peut  sc  démontrer 
très-simplement  de  la  manière  suivante  : 

Soient  M et  M'  (fig.  a,  pl.  10)  les  deux  corps,  B et  C 
les  positions  de  leurs  centres  respectifs  de  gravité  un 
moment  avant  le  choc,  et  G celle  du  centre  de  gravité  du 
système  au  même  moment.  Prenons  un  point  quel- 
conque A sur  la  direction  des  mobiles,  et  désignons  A B 
par  a,  AG  par  x et  AC  par  b ; si  nous  considérons  la 
masse  de  chaque  corps  comme  étant  réunie  A son  cen- 
tre de  gravité  cl  la  masse  totale  du  système  M -j-  M' 
comme  réunie  pareillement  A son  centre  commun  de 
gravité,  nous  aurons  en  vertu  de  la  théorie  des  rnomfni 
(Kcy.  ce  mot.) 


mais  et  ^ représentant  les  vitessses  des  mobiles 
dx 

après  le  temps  /,  et  celle  du  centre  de  gravité  du  sys- 
tème, «loue,  nommant  V,  V',  u ccs  vitesses  avant  le  choc 
et  v , V t u'  ccs  vitesses  après  lu  choc,  nous  aurons,  avant 
le  choc 


u — 


da 

dt 


Y 


db 

dt 


et  par  suite 


(M  +M')»=rMV-f  MV', 

d’où...  (i) 

— MY  4*_MV 

““  M+M- 

Après  le  choc  les  vitesses  étant 

, d.  v da  , db 

U dt  * ^ dit  * * ~ dt 

nous  trouverons  de  la  même  manière...  (a) 

, Md  -T-  MV 

“ sr+sr 


Pour  comparer  maintenant  les  valeurs  de  u et  de  u,  il 
faut  observer  que  si  les  corps  sont  durs  leur  vitesse  e#t 
la  même  après  le  choc,  cl  que  cette  vitesse  a pour  ex- 
pression (I  oy.  Ciioc,  loin.  1)...  (3) 

MV  -f  MV’ 

M +W~ 

dans  cc  cas,  v — v cl  par  conséquent 

■ - Mo  + M'p 
“ M •+-  M'  * * 

Or  la  valeur  (3)  de  c est  précisément  celle  que  nous 
avons  trouvée  plus  haut  pour  u.  donc  u'  = u,  c’est-à- 
dire  que  lorsque  les  corps  sont  durs,  la  vitesse  du  cen- 
tre de  gravité  est  la  même  après  le  choc  qu’avant. 

Si  les  corps  sont  élastiques,  nous  avons  : 

MV  — ül'V 4-  3 MT  , M'V*  — MV'4-a  MV 

M-t-M  ,V~~  M f M'“ 

substituant  ccs  valeurs  dans  (a),  il  vient 


(M-f  M')x  = Ma-fM6 

caries  masse»  sont  proportionnelles  aux  poids,  et 

est  la  résultante  de  M et  de  M'.  Les  quantités  a,  6,  x, 

variant  avec  le  temps  du  mouvement,  sont  des  fonctions 


MY  -f  MV 

* = “ir+ mt 

d’où  l’on  conclut  toujours  u = u.  Ainsi,  quelle  que  soit 
la  nature  des  corps,  le  principe  énoncé  a lieu. 
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CONTINU.  (. Mic .)  Mouvement  continu.  C’est  celui 
qui  s'effectue  sans  aucune  rétrogradation,  ou  change- 
ment brusque  de  direction  pendant  toute  sa  durée.  Un 
poids  qui  tombe  librement  $c  meut  d'un  mouvement 
continu;  une  roue  qui  tourne  toujours  dans  le  même 
sens  a encore  nn  mouvement  continu , etc.  On  a sans 
cesse  besoin  dans  les  arts  de  transformer  le  mouvement 
continu  en  mouvement  alternatif  {Voy.  ce  mot)  et  tues 
tersd,  d’où  il  résulte  plusieurs  problèmes  pratiques  qui 
font  l’objet  de  la  composition  des  machines.  {Voy.  ce  mot.) 

CONTRACTION  de  la  veine  fluide.  {Hydraul.)  On 
désigne  sous  ce  nom  l’espèce  de  resserrement  qu’é- 
prouve un  jet  d’eau  qui  s’échappe  d’un  réservoir  par  un 
orifice , et  dont  l’effet  est  de  diminuer  la  quantité  d’eau 
qui  s’écoulerait  dans  un  temps  déterminé  si  ce  phéno- 
mène n'avait  pas  lieu. 

Pour  rendre  sensible  la  contraction  d’une  veine  fluide, 
on  prend  un  vase  transparent  qui  porte  à l’une  de  ses 
parois  un  orifice  par  lequel  peut  s’opérer  l’écoulement 
de  l’eau,  et  on  mêle  au  liquide  de  la  poussière  fine  co- 
lorée, comme  de  la  sciure  de  bois  ; on  peut  alors  aper- 
cevoir, ù deux  ou  trois  centimètres  de  distance  de  l’ori- 
fice, pour  une  ouverture  d’un  centimètre  de  diamètre, 
les  molécules  liquides  aflluer  de  toutes  parts,  du  fond 
du  vase,  des  côtés  et  de  sa  partie  supérieure,  en  décri- 
vant des  lignes  courbes  convergentes  vers  son  centre. 
Arrivées  près  de  l’ouverture,  elles  s’y  précipitent  par  un 
mouvement  très-accéléré,  mais  la  convergence  des  di- 
rections ne  cesse  pas  à leur  sortie,  elle  se  prolonge  à une 
certaine  distance;  de  sorte  que  le  jet  se  resserre  depuis 
sa  sortie  jusqu'à  cette  distance  où  les  molécules  pren- 
nent des  directions  parallèles  ou  autres,  suivant  l’effet  de 
leur  réaction  réciproque  et  des  mouvemens  imprimés. 
Le  jet  forme  donc,  dans  sa  partie  extérieure  contractée, 
un  cône  ou  une  pyramide. tronquée  dont  la  plus  grande 
base  est  à l’orifice  et  la  plus  petite  en  dehors  du  vase, 
à l’endroit  de  la  plus  grande  contraction  ; c’est  la  sec- 
tion de  cet  endroit  qu’on  nomme,  dans  l’hydraulique, 
section  de  la  veine  contractée.  La  dépense  réelle  d’un  ori- 
fice dépend  ainsi,  non  de  sa  grandeur  propre  ou  de  son 
aire,  mais  bien  de  l'aire  de  la  section  de  la  veine  con- 
tractée. 

Lorsque  l’écoulement  s’effectue  par  un  petit  tuyau  ou 
ajutage  {Voy.  ce  mot)  adapté  à l’orifice,  les  phéno- 
mènes de  la  contraction  sont  modifiés  d’après  la  nature 
de  l’ajutage.  Voyez  pour  tout  ce  qui  concerne  la  théo- 
rie de  l’écoulement  des  eaux,  le  mot  Écoulement  des 
fluides. 

CONTREPOIDS.  ( Mic .)  Nom  générique  qu'on  donne 
à tous  les  poids  qui  servent  d’auxiliaires  à une  force 
motrice.  Dans  la  plupart  des  mouvemens  alternatifs,  le 
Tos*  ni. 
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moteur  produit  seulement  l’abaissement  du  mobile,  et 
l’élévation  se  fait  au  moyen  d’un  contrepoids  ou  vice 
tersd. 

CORDE  sans  riif.  (Mic.)  C’est  une  corde  dont  les 
deux  bouts  sont  réunis  et  qui  passe  sur  des  poulies  ou 
des  cylindres  pour  transmettre  le  mouvement  de  l’un  à 
l'autre. 

CORPS  de  pompe.  {Hydraul.)  On  donne  ce  nom, 
dans  les  pompes  hydrauliques,  à la  partie  du  tuyau  dans 
laquelle  le  piston  se  meut. 

COURANT  D’EAU  {Hydraul.)  Nom  générique  d’une 
certaine  quantité  d’eau  qui  se  meut  avec  une  vitesse  et 
dans  une  direction  quelconques. 

L’eau  ne  développe  une  force  motrice  susceptible 
d’être  appliquée  aux  machines  que  lorsqu’elle  est  en 
mouvement.  Dans  son  état  de  repos  c’est  une  masse 
inerte,  comme  tous  les  autres  corps  matériels,  incapa- 
ble de  servir  de  moteur,  et  qui  peut  rendre  tout  au  plus 
le  mouvement  qui  lui  serait  communiqué  par  une  force 
étrangère.  La  pesanteur  est  le  principe  d’action  de  l’eau 
courante;  c’est  lorsqu’elle  est  entraînée  par  son  poids 
d’un  point  vers  un  autre  moins  élevé  qu'elle  acquiert 
une  force  impulsive  dont  l’intensité  dépend  à la  fois  de  la 
masse  mobile  et  de  sa  vitesse.  Les  services  immenses  que 
ce  moteurnaturel  a rendus  à l’industrie,  avant  l’invention 
des  machines  à vapeur,  ceux  qu’il  est  appelé  à rendre 
encore,  malgré  ces  puissantes  machines,  qui  ne  pour- 
raient le  remplacer  avec  avantage  dans  toutes  les  locali- 
tés, nous  déterminent  à présenter  ici  toutes  les  formules 
pratiques  les  plus  nouvelles  qui  concernent  le  mouve- 
ment des  eaux. 

Les  diverses  circonstances  qui  accompagnent  le  mou- 
vement des  eaux  courantes  dépendent  de  la  nature  du  lit 
qui  les  renferme.  Lorsque  ce  lit  est  un  canal  creusé  par  la 
main  do  l’homme , il  présente  généralement  une  même 
pente  et  une  même  section  transversale  dans  toutes  ses 
parties,  et  conduit,  par  conséquent,  un  même  volume 
d’eau  sur  toute  sa  longueur.  Lorsqu’au  contraire  ce  lit  est 
irrégulier  comme  celui  des  rivières , les  volumes  d’eau 
de  même  longueur  ne  sont  plus  égaux,  et  la  vitesse  du 
courant  varie  avec  la  largeur  et  la  profondeur  des  dif- 
férentes parties  de  son  lit.  Les  lois  du  mouvement  des 
eaux  étant  plus  simples  et  offrant  moins  de  difficultés 
dans  les  canaux  artificiels  que  dans  les  lits  des  rivières, 
nous  examinerons  d’abord  ce  qui  concerne  ces  canaux- 

§ I.  Mouvement  des  eaux  dans  les  canaux. 

i.  On  nomme  pente  absolue  d’un  canal  la  différence 
du  niveau  de  ses  deux  extrémités , et  pente  proprement 
dite  celle  ffui  est  relative  à l’unité  de  longueur.  Par 
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exemple,  si  la  différence  de  niveau  des  deux  extrémités 
d’un  canal  long  de  100  mètres  est  de  10  mètres,  sa 
pente  absolue  sera  de  i o mètres,  «t  sa  pente  proprement 

dite,  de  = o*,i,  ou  d’un  centimètre  par  mètre. 

Pour  avoir  la  pente  proprement  dite,  il  suffit  de  con- 
naître la  pente  absolue  d’une  portion  du  canal  ou  la 
différence  de  niveau  des  deux  extrémités  de  celte  por- 
tion, car  en  nommant  l la  longueur , d la  différence  de 
niveau,  et  p la  pente  par  unité  de  longueur,  on  a évi- 


On  peut  encore  déterminer  cette  petite  proprement 
dite,  que  nous  désignerons  simplement  dans  tout  ce  qui 
va  suivre  par  le  nom  de  pente,  à l’aide  de  l’angle  d’inclinai- 
son du  courant  d’eau  avec  la  ligne  horizontale.  En  effet, 
supposons  que  la  droite  ÀE  (fig.  3,  PI.  i o)  représente  la 
direction  de  l’eau  ou  l'axe  du  courant,  si  par  un  point 
quelconque  À de  cette  ligne  nous  menons  une  droite 
horizontale  AB,  et  par  un  autre  point  C,  une  droite 
verticale  CB,  CB  sera  la  différence  de  niveau  des  deux 
points  A et  C,  et  en  désignant  AC  par  l et  BC  par  d, 

nous  aurons,  comme  ci-dessus,  pour  la  pente  pfp==-^; 

mais  i désignant  l’angle  d’inclinaison  BAC , nous  avons 
aussi 

i : sin  i = l : d, 

d 

d’oô  sin  iss|,  et,  par  conséquent,  p = sin  «. 

Sachant,  par  exemple,  que  l’angle  i est  de  5*  io',  on 
cherchera  dans  les  tables  le  logarithme  du  sinus  de  5*i  o', 
et  le  nombre  correspondant  i ce  logarithme,  dont  il  fau- 
dra préalablement  retrancher  i o unités  pour  tenir  compte 
du  rayon  des  tables,  sera  b pente  demandée.  On  a ici 
Log  sin  (5*  io')  = 8,9544991  et  8,9544991—10=  — a 
-{-0,9544991;  le  nombre  qui  correspond  ù la  partie 
positive  du  logarithme  est  g,ooo53,  celui  qui  corres- 
pond à la  partie  négative  est  100,  et  l’on  a,  en  divisant 
le  premier  par  le  dernier,  p = o*,09,  c’est-à-dire  que 
la  pente  est,  à très-peu  près,  de  9 centimètres. 

a.  On  nomme  section  d’un  canal  et  d’un  courant 
d’eau  en  général  l’aire  de  la  section  de  la  masse  d’eau 
coulante  par  un  plan  perpendiculaire  à son  axe.  NM  per- 
pendiculaire au  courant  AC  est  la  hauteur  de  cette  sec- 
tion- En  désignant  la  section  par  S,  la  hauteur  NM  par 
A,  et  la  largeur  du  fond  par  #,  on  aura  S=rA,  si  le  ca- 
nal est  rectangulaire  ; s’il  est  en  talus  ou  trapézoïdal,  on 
aura  S = 7 («+<  ) A,  è désignant  la  largeur  supérieure 
de  b section  ; ou  bien  encore  S =*(«-(- 1 h)  k,  t dési- 
gnant le  talus  des  parois  latérales  ou  le  rapport  de  leur 
base  à leur  hauteur. 

1 On  nomme  périmètre  mouillé  de  la  section,  la  partie 
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de  son  contour  qui  est  en  contact  avec  les  parois  du  lit, 
c’est-à-dire  avec  le  fond  et  les  côtés  latéraux.  Ce  pé- 
rimètre , en  le  désignant  par  P , a pour  expression 
P — e-j-aA  dans  les  canaux  rectangulaires,  et  P =e 
-{-  aA  t1-}-  1,  dans  les  canaux  en  trapèze. 

3.  La  pesanteur  étant  b seule  force  qui  agit  sur  une 
masse  d’eau  abandonnée  à elle- même  dans  un  canal, 
cette  masse  d’eau  ne  peut  se  mouvoir  qu'autant  que  sa 
surface  supérieure  n’est  point  horizontale , car  dans  le 
cas  contraire  chaque  molécule  est  également  pressée 
dans  tous  les  sens  et  demeure  en  équilibre  (Foy.  Hïdzo- 
dynamique,  tom.  11),  mais  lorsque  la  surface  supérieure 
est  incliuéc,  une  molécule  quelconque  prise  à cette  sur- 
face supporte,  dans  la  direction  du  côté  le  plus  élevé, 
une  pression  supérieure  à celle  qui  b soutient  de  l’autre 
côté  : elle  doit  doue  se  mouvoir  vers  ce  dernier  côté  avec 
une  vitesse  duc  à la  différence  des  pressions,  et  il  en  est 
de  même  de  toutes  les  molécules  situées  verticalement 
au-dessous  de  cette  première.  On  doit  donc  admettre 
en  principe  que  le  mouvement  des  molécules  d’un  courant 
d'eau  ne  provient  que  de  la  pente  de  sa  surface . 

L’équilibre  ou  le  mouvement  d'une  masse  d’eau  peu- 
vent exister  d’ailleurs  quelles  que  soient  la  forme  et 
l’inclinaison  du  lit;  il  suffit  pour  l'équilibre  que  b sur- 
face liquide  soit  horizontale , comme  il  suffit  pour  le 
mouvement  qu’elle  soit  inclinée. 

4.  Si  1a  force  accélératrice  de  1a  pesanteur  agissait 
sans  aucune  résistance  étrangère  sur  les  molécules  li- 
quides, l’eau  descendrait  d’un  mouvement  uniformé- 
ment accéléré,  et  sa  vitesse  croîtrait  ù partir  du  point 
le  plus  élevé  du  canal  jusqu’au  point  le  plus  bas  ; cepen- 
dant on  observe  qu’à  peu  de  distance  du  point  le  plus 
élevé  l’accélération  n’est  déjà  plus  sensible,  et  que  le 
mouvement  s’effectue  d'une  manière  uniforme  sur  tout 
le  reste  de  la  lougueur,  même  dans  les  canaux  dont  b 
pente  est  très-grande.  Ce  phénomène  indique  que  b 
résistance  du  lit,  seul  obstacle  qui  puisse  entraver  l’ac- 
tion de  la  pesanteur,  croit  comme  b vitesse  duc  à cette 
action,  à laquelle  elle  fait  promptement  équilibre,  de 
sorte  que  le  liquide  ne  se  meut  qu’en  vertu  de  la  vitesse 
acquise  dans  les  premiers  instans  de  l’écoulement.  De  là 
résulte  le  principe  fondamental  de  l'hydraulique. 

Lorsque  l’eau  se  meut  uniformément  dans  «n  canal,  la 
résistance  qu’elle  y éprouve  est  égale  d la  force  accéléra- 
trice provenant  de  la  pesanteur. 

5.  On  considère  communément  1a  résistance  du  lit 
d’un  courant  comme  provenant  du  frottement  de  l’eau 
contre  ses  parois,  mais  les  expériences  de  Dubuat  et  de 
Venturi  tendent  à prouver  qu'elle  est  uniquement  due 
ù l’adhérence  des  molécules  fluides  entre  elles  et  avec  les 
parois  du  canal.  « Lorsque  de  l’eau  passe  sur  la  surface 
d’un  corps,  dit  M.  d’Aubuisson  ( Hydraul . des  ingé- 
nieurs), et  qu’il  n’y  a point  de  répulsion  entre  Ica  deux 
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substances,  elle  mouille  cette  surface,  c’est-à-dire  qu’une 
mince  couche  de  fluide  s’applique  contre  elle , elle  en 
pénètre  les  pores,  et  elle  y est  retenue,  tant  par  cet  en- 
gagement des  molécules  que  par  un  effet  de  l’attraction 
moléculaire. 

» C’est  sur  un  tel  revêtement  ou  enduit  aqueux  fixé 
contre  les  parois  du  canal , que  coule  la  masse  fluide 
qu’il  conduit.  La  partie  ou  mince  couche  de  cette  masse 
qui  est  immédiatement  en  contact  avec  l’enduit , glis- 
sant et  frottant  sur  lui,  engrène  ses  molécules  avec 
les  siennes,  elle  y adhère , et  sa  vitesse  en  est  retardée. 
Par  suite  de  l’adhérence  des  molécules  fluides  entre 
elles,  ce  retard,  tout  en  diminuant  graduellement,  se 
communique  de  proche  en  proche  aux  couches  adja- 
centes, jusqu’aux  filets  les  plus  éloignés.  La  masse  prend 
en  conséquence  une  vitesse  moyenne,  moindre  que  celle 
qui  aurait  lieu  sans  l’action  des  parois  et  sans  la  visco- 
sité du  fluide.  • 

6.  Quoiqu’il  en  soit  de  cette  théorie , il  est  certain 
que  toutes  les  molécules  ne  sc  meuvent  pas  avec  la 
même  vitesse,  et  qu’en  considérant  la  masse  fluide 
comme  composée  de  différentes  veines  ou  filets,  ces  fi- 
lets ont  une  vitesse  d'autant  plus  grande  qu'ils  sont  si- 
tués à une  plus  grande  distance  des  parois.  Ainsi  nous 
entendrons  dorénavant  par  vitesse  du  courantt  la  vitesse 
moyenne  de  la  masse  des  molécules  qui  composent  une 
même  section. 

y.  Dans  un  canal  régulier,  toutes  les  sections  de  la 
masse  fluide  mue  uniformément  sont  égales,  car  il  passe 
nécessairement  par  chacune  de  ces  sections  (Foy.  Ecod- 
lemxht  des  fi vi des)  un  même  volume  d’eau  dans  un 
même  intervalle  de  temps , et  comme  elles  ont  toutes 
pour  base  la  largeur  du  canal,  elles  ont  aussi  une  même 
hauteur,  d’où  il  suit  que  la  surface  fluide  est  parallèle  À 
la  surface  du  fond  du  canal.  La  quantité  d’eau  qui  passe 
par  une  section  dans  l’unité  de  temps,  est  ce  qu’on 
nomme  la  dépense  du  canal.  Si,  par  exemple,  la  section 
est  de  4 mètres  carrés,  et  que  la  vitesse  soit  de  3 déci- 
mètres par  seconde,  la  dépense  sera  de  4 X o“,  3 =1 , a, 
c’est-à-dire  qu’il  passera  un  mètre  cube  et  a/i  o d’eau 
dans  une  section  par  seconde. 

8.  Chaque  molécule  fluide  pouvant  être  considérée 
comme  uti  corps  qui  descend  sur  un  plan  incliné  en 
vertu  de  son  propre  poids,  la  force  accélératrice  qui 
meut  l’eau  dans  le  canal  a pour  expression  gp , g repré- 
sentant la  force  absolue  de  la  pesanteur,  et  p le  rapport 
de  la  hauteur  du  plan  incliné  à sa  base  ou  la  pente  du  ca- 
nal (Foy.  Accéléré,  tom.  i).  C'est  donc  à cette  quan- 
tité gp  que  doit  être  égale  la  résistance  que  l’eau  éprouve 
dans  le  canal,  d’après  le  principe  fondamental  (4). 

Or,  l’expérience  a montré  que  cette  résistance  est 
sensiblement  proportionnelle  au  périmètre  mouillé,  ou 
carré  de  U vitesse,  plus  une  fraction  de  cette  vitesse,  et 
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qu’elle  est  en  raison  inverse  de  la  section,  c’est-é-dire 
qu’en  désignant  par  A’  et  B deux  facteurs  constans,  par 
t>  la  vitesse,  et  par  S et  P comme  ci-dessus  la  section  et 
le  périmètre  mouillé,  la  résistance  a pour  expression 
t p 

A’  g (t>*  -|-  B»),  ce  qui  donne  l’équation 

9P  =•  A'  g («’+  B»)> 
ou  simplement..  . (a) 

p = a|  (o'-f-Bc), 

en  faisant  — = A. 

9 

Eytelwein  a trouvé , par  une  longue  suite  d'expérien- 
ces, que  les  coefficiens  constans  A et  B ont  pour  valeurs 

A =*=  o, ooo36554;  B ■=  o,o6638; 

substituant  ces  nombres  dans  l’équation  précédente,  elle 
devient...  (î) 

p = o, ooo36554^  (t>*  -f-  o,o6638 1)  ; 


c’est  l’équation  fondamentale  du  mouvement  des  eaux 
dans  les  canaux. 

9.  Si  nous  désignons  par  Q la  dépense  du  canal  dont 
la  valeur  est  v S (y),  nous  aurons  0 = ^ , ce  qui  nous 
donnera  cette  seconde  équation (a), 


pS1  =s  o,ooo36554  P (Q*  -f-  0,0664  Q S), 


à l'aide  de  laquelle  trois  quelconques  des  quantités 
p,  P,  S,  Q étant  données,  on  pourra  déterminer  la  qua- 
trième. 

10.  En  résolvant  l’équation  (1)  par  rapport  à ©*,  on 
obtient  l’expression  (3) 

o)o»î+i/[jj36^  + 0,0011 1, 


qui  fait  connaître  la  vitesse. 

On  peut  en  déduire  pour  l’eiprcssion  de  la  dé- 
pense... (4) 


Q==S  — o,o33a-(-\/j^a736^  + o,ootiJ, 


ou,  avec  une  approximation  suffisante....  (5) 

Q = s jv/^756  y]  — 0,00033  J. 

si.  Lorsque  1a  vitesse  est  trés-grpode , la  résistance 
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est  simplement  proportionnelle  & son  carré,  le  terme 

Bc  disparaît  de  l’équation  (o),  et  on  a simplement... (6) 

« = ; Q = 5.S\//^. 

Proposons-nous,  pour  donner  un  exemple  de  l'appli- 
cation de  ces  formules,  de  déterminer  la  dépense  d'un 
canal  dont  la  section  serait  un  trapèxc  ayant  a mètres 
de  largeur  par  bas,  6 mètres  de  largeur  par  haut,  a mè- 
tres de  hauteur  et  o’,oot5  de  pente  (un  millimètre  et 
demi  par  mètre).  En  conservant  les  désignations  ci-des- 
sus nous  aurons 

e=a,é  = 6,A  = a; 

ie  talus  t,  ou  le  rapport  entre  la  base  de  chaque  berge 

= — et  leur  hauteur  a,  sera  =*  ■ ; ainsi 
a ' 

S = |(a-}-6)a  = 8,  P = a-)-a.ai/i4-*  = 7,656; 

substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  3,  nous  obtien- 
drons 

o = -,  o,o33a  + i/[a736  0-’-°'|5g-  + o,ooi  i] 
= a,o379; 

et,  par  suite,  Q=8  X *>0379  = i6,3o3.  La  vitesse 
dans  un  tel  canal  sera  donc  de  a",o38  par  seconde  et  la 
dépense  dans  le  même  temps  de  16  métrés  cubes,  plus 
3o3  décimètres  cubes. 

En  négligeant  le  terme  0,0011  sous  le  radical,  nous 
eussions  obtenu 


v — fl,o3;6  ; Q = i6,3oi, 

valeurs  qui  diffèrent  très-peu  des  précédentes.  Les  for- 
mules des  grandes  vitesses  (6)  nous  auraient  donné 


u = 5i 


2,0191, 


Q = 8 X 3,0191  = i6,i53. 


13.  La  détermination  de  la  pente  p qu’on  doit  don- 
ner A un  canal  dont  toutes  les  autres  dispositions  sont 
déterminées  s’effectue  au  moyen  de  l’équation  (1)  : nous 
reproduirons  pour  exemple  le  calcul  de  la  pente  du  ca- 
nal de  l’Ourcq  donné  par  M.  D’Aubuisson. 

« On  avait  à disposer  de  0188  d’eau  par  se- 
conde ; la  navigation  qu’on  y projetait  exigeait  une 
profondeur  d’eau  de  i",  5o  ; et  pour  que  l’eau  ne  s’al- 
tcrfU  pas,  au  point  de  devenir  impropre  au  service  des 
fontaines  de  Paris,  il  lui  fallait  une  vitesse  de  o“,  35  au 
moins;  la  nature  du  terrain  permettait  de  ne  donner 
aux  talus  que  1 \ de  base  sur  1 de  hauteur. 

« On  a ici  Q =5:3,0188;  t = o",35;  A = i,5o;  et 
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t = i,5o.  Déplus,  d’après  les  données  du  problème, 
S est  connu,  car 


S 


v 


5,oi88 

o,35 


= 8,6a5; 


1 le  sera  aussi,  car  de  l’expression  S = («  -f-  th)  h (n*  a) 
on  déduit 


e = S~htht  ■ 

8,6a5  — i,5o  (1 ,5o)* r Q. 

i75o  ’ ’ 

par  suite  on  aura  encore 

P e -j-  aA  \Z?  -f-  1 = 8,908. 

D’après  cela,  l’équation  générale 

p 

p = o,ooo3655  g (e*  -f-  o,o6638  r), 


en  y substituant  les  quantités  numériques , donne 
p = o",oooo55oa  ; c’est  la  pente  indiquée  par  les  for- 
mules. 

» M.  Girard,  ingénieur  chargé  du  tracé  du  canal,  est 
arrivé  & un  résultat  & peu  près  pareil.  Mais  il  a fait  oh* 
server  avec  raison,  que  les  plantes  aquatiques  qui  crois- 
sent sur  le  fond  et  sur  les  berges  des  canaux , augmen- 
tent considérablement  le  périmètre  mouille,  et  par  suite 
la  résistance  : il  a rappelé  que  Dubuat  ayant  mesuré  la 
vitesse  de  l’eau  dans  le  canal  du  Jard,  avant  et  après  la 
coupe  des  roseaux  dont  il  était  garni,  avait  trouvé  un 
résultat  bien  moindre  avant  qu’après.  En  conséquence, 
U a presque  doublé  la  pente  donnée  par  le  calcul,  et  il  l'a 
portée  & 0, oooio56  : la  longueur  du  canal  étant  de 
96000  mètres,  c’est  io*,i4  de  pente  absolue.  » 

i3.  Les  exemples  que  nous  venons  de  donner  mon- 
trent suffisamment  la  marche  qu’on  doit  suivre  pour 
déterminer  l’inconnue  du  problème  dans  l’établisse- 
ment d’un  canal  lorsqu’il  n’y  en  a qu’une,  mais  le  plus 
ordinairement  les  seules  quantités  données  sont  p et  Q, 
ou  la  pente  et  la  dépense,  et  il  s’agit  de  choisir  la  forme 
de  la  section  qui  peut  remplir  le  plus  convenablement 
l’objet  qu’on  a en  vue.  Pour  les  canaux  creusés  dans 
les  terres,  il  est  essentiel  de  tenir  les  berges  inclinées, 
car  sans  cela  elles  ne  pourraient  se  soutenir  et  s’ébou- 
leraient, aussi  la  figure  du  trapèze  est  celle  qui  est  gé- 
néralement adoptée,  et  on  donne  aux  berges  une  incli- 
naison de  34*  au  plus  à l’horizon.  Supposons  donc  qu’on 
ait  une  dépense  de  3 mètres  cubes  d’eau  et  qu’il  s’agisse 
de  construire  un  canal  dont  la  pente  soit  o",ooi  1 et  le 
talus  i,5o,  les  quantités  à déterminer  sont  la  largeur  et 
la  hauteur  de  la  section.  Or , de  tous  les  trapèzes  qu’on 
peut  choisir  pour  la  section,  celui  dont  la  surface  est  la 
plus  grande  et  le  périmètre  mouillé  le  plus  petit  est  le 
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plus  avantageux,  puisque  la  résistance  que  l’eau  éprouve 
A se  mouvoir  est  en  raison  directe  du  périmètre  et  en 
raison  inverse  de  la  section  (a*  8)  ; ce  trapèze  le  plus 
avantageux  a sa  largeur  moyenne , ou  la  dcmi-sommo 
de  ses  bases  parallèles,  double  de  sa  hauteur,  de  sorte 
que  nous  pouvons  établir  la  condition  { (•  + «')  = aA, 

ou  • -(-  th  = a A,  car  1=  : A ( n*  a)  ; il  en  résulte’, 

d’une  part,  S =*  aA1,  et  de  l’autre, 

P = a h — th  -f-  *h  -}■  i , 

ou  simplement  P = »»A,  en  faisant  a — 1+  * 1 

= n.  D’après  les  données  nous  avons  ici 

n = a — i,5o  -{-  a v/(>»5o)*  -|-  i * i,8oa8. 

Substituant  les  valeurs  S = î A*,  P = i,8oa8  A,  p 
« o,ooi  i,et  Q=3  dans  la  formule  (a),  elle  deviendra 

o,ooi  i X = o, ooo36554  X i,8oa8A  X 

(3»  + o,oC64X3XaV), 

OU 

o,oo88A*  *=  0,0059309 -|-  o,oooa6a5A*. 

Divisant  le  tout  par  0,0088  et  transposant,  nous  aurons 
définitivement  l’équation 

A‘  — 0,0  098  A*  — 0,674  = 0 » 

d’où  nous  obtiendrons,  en  la  résolvant,  h = o*,93oi. 
Connaissant  ainsi  la  hauteur  du  trapèze,  nous  tirerons 
la  valeur  de  sa  plus  petite  base  de  l’équation  «-|- 1 h = a h, 
qui  donne 

#=  (a  — f)A  = (a — i,5o)X  0,9301  = oa,465o5. 

La  section  sera  donc  un  trapèze  dont  la  plus  petite 
base  devra  avoir  o",465o5,  la  plus  grande  3*,a5535  et  la 
hauteur  o“,93oi  ; mais  ces  dimensions  sont  celles  de  la 
masse  flui  de,  et  la  profondeur  du  canal  doit  être  un  peu 
plus  grande  ; on  lui  donnera  au  moins  i*,ao,  et  alors  la 
largeur  du  fond  demeurant  o*,465o5,  celle  au  niveau 
du  terrain  sera  4*» 365. 

14.  La  forme  du  trapèze  est,  comme  nous  l’avons 
dit,  celle  qui  convient  le  mieux  pour  les  canaux  creusés 
dans  les  terres,  parce  qu’elle  réunit  ù la  facilité  de  la 
construction  la  solidité  et  l’économie,  mais  elle  n’est 
pas  la  figure  capable  de  donner  A la  fois  le  maximum 
de  section  et  de  dépense.  De  toutes  les  figures  isopéri- 
mètres, le  cercle  est  celle  qui  a la  plus  grande  surface,  et 
cette  surface  diminue  A mesure  que  le  nombre  des  côtes 
du  polygone  régulier  diminue.  Il  en  est  de  même  du 
demi-cercle  et  des  demi-polygones  réguliers  de  même 
périmètre,  la  surface  du  cercle  est  la  plus  grande,  et 
celle  du  demi-carré  est  la  plus  petite.  S’il  était  possible 
dç  construire  un  canal  dont  U section  fût  un  demi- 
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cercle,  on  aurait  A la  fois  le  maximum  de  section  et  de 
dépense  ; mais  les  frais  qu’entraînent  une  semblable 
construction  lui  font  préférer  le  demi-carré  pour  tous 
les  canaux  creusés'dans  le  roc  ou  revêtus  de  maçonnerie, 
tels  que  les  aqutduct.  Dans  ceux-ci,  on  a donc  le  maxi- 
mum de  section  et  de  dépense  lorsque  le  rapport  de  la 
base  A la  hauteur  de  la  section  est  celui  des  nom- 
bres 9 : t. 

On  voit  d’après  ces  considérations  que  le  trapète  ca- 
pable de  donner  la  plus  grande  dépense  est  celui  qui,  sur 
un  talus  t déterminé  par  la  nature  du  terrain,  renferme 
la  plus  grande  surface  dans  le  plus  petit  périmètre. 

Lorsque  le  talus  est  1 * , ce  qui  est  un  des  cas  les  plus 

ordinaires,  il  faut  donner  au  trapèze  une  largeur  moyenne 
double  de  sa  hauteur,  parce  qu'avec  un  tel  rapport  dans 
ses  dimensions  il  a même  surface  et  même  périmètre 
mouillé  qu’un  rectangle  de  même  hauteur  dont  la  base 
serait  égale  à sa  largeur  moyenne,  et  qui,  par  consé- 
quent, donnerait  le  maximum  de  dépense  et  de  section. 
En  effet,  si  nous  désignons  par  h la  hauteur  du  rectan- 
gle , sa  base  sera  a h , sa  surface  2 A*,  et  son  périmètre 
mouillé  t \h  ; le  trapèze  ayant  pour  hauteur  A et  pour 
largeur  moyenne  aA,  a également  pour  surface  aA*  ; 
quant  A son  périmètre  mouillé,  si  dans  l'expression  gé- 
nérale du  n*  a nous  faisions  t = 1 et  que  nous  don- 
nions A e la  valeur  (a-f)A  qui  résulte  de  la  relation  e+fA 
= ah,  il  viendra 

P=,(a  — »+g)  +>]. 

c’est-à-dire  la  même  valeur  que  pour  le  périmètre 
mouillé  du  rectangle.  Dans  tous  les  cas  où  le  talus  se- 
rait plus  grand  que  1 g , on  devrait  donc , pour  plus 

d’exactitude,  déterminer  le  rapport  de  la  hauteur  A la 
largeur  moyenne  du  trapèze , de  manière  A obtenir  le 
maximum  de  section  et  de  dépense  ; cependant  il  est 
d’usage  de  conserver  le  rapport  1 : a,  et  c’est  ce  que 
nous  avons  fait  dans  l’exemple  précédent. 

i5.  Dans  les  canaux  rectangulaires,  la  largeur  devant 
être  le  double  de  la  hauteur,  on  peut  aisément  la  cal- 
culer, lorsque  la  masse  d’eau  qu’ils  doivent  conduire 
est  donnée,  car  en  nommant  x cette  largeur , l'aire  de 

la  section  a pour  expression  et  on  a,  par  consé- 
quent, v étant  la  vitesse  et  Q la  dépense,  ^ vx 1 = Q, 
d’où 

-[/JF 
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Non»  ne  noos  arrêterons  point  à donner  des  exemples 
de  ces  calculs,  qui  ne  présentent  aucune  difficulté. 

16.  Nous  axons  fait  observer  (n*  6)  que  la  vitesse  des 
divers  filets  d’un  cours  d’eau  était  d’autant  plus  grande 
que  ces  filets  étaient  plus  éloignés  des  parois  du  canal , 
et  qu’en  évaluant  la  dépense  par  le  produit  de  la  section 
et  de  la  vitesse , il  fallait  employer  nécessairement  la 
vitesse  moyenne  et  non  la  vitesse  particulière  de  tel  ou 
tel  filet.  La  détermination  de  cette  vitesse  moyenne  est 
donc  très-importante,  et  comme  on  ne  peut  mesurer 
avec  facilité  que  la  vitesse  des  filets  supérieurs,  il  serait 
nécessaire  de  connaître  la  loi  du  décroissement  qu’é- 
prouvent les  vitesses  A partir  de  la  surface  fluide  jus- 
qu’au fond  du  canal , pour  pouvoir  évaluer  avec  certi- 
tude la  vitesse  moyenne.  Dubuat  a conclu , d’une  série 
d’expériences  faites  avec  beaucoup  de  soin,  que  la  vitesse 
moyenne  est  une  moyenne  proportionnelle  arithmétique 
entre  celle  de  la  surface  et  celle  du  fond,  et  que  le  rapport 
de  ces  deux  dernières,  entièrement  indépendant  de  la 
hauteur  de  la  section,  est  d’autant  plus  grand  que  !a  vi- 
tesse de  la  surface  est  plus  petite.  Voici  les  résultats  nu- 
mériques  de  ses  observations,  malheureusement  trop 
peu  nombreuses  pour  être  concluantes. 

Soit  V la  vitesse  de  la  surface,  v celle  du  fond  et  u la 
vitesse  moyenne,  on  aura 

v — [i/V — o,i65]% 

«*—  (i/o  — o,  08  a)  a-j~  0,0067. 

M.  de  Prony  a lire  des  expériences  de  Dubuat  la  for- 
mule 

v + ,,s7, 

V + 3,i53’ 

qui  lui  parait  représenter  les  faits  avec  plus  d’exactitude. 
Mais  il  pense  que  dans  la  pratique  on  peut  admettre, 
avec  une  approximation  suffisante , 

u — o,8  V. 

Nous  devons  ajouter  que  la  vitesse  V est  celle  du  filet 
fluide  le  plus  éloigné  des  parois , ou  la  plus  grande  vi- 
tesse du  courant.  Ce  filet , dans  les  canaux  réguliers, 
est  celui  du  milieu  de  la  surface , o’est  ce  qu'on  nomme 
le  fil  de  Veau. 

§ II . Du  mouvement  de  Veau  dans  les  rivières. 

17.  L’irrégularité  des  lits  des  rivières  ne  permet  pas 
de  les  comparer  aux  canaux,  où  ta  vitesse  devient 
promptement  uniforme  ; dans  ceux-ci  le  volume  d’eau 
conduit  est  toujours  le  même,  tandis  que  dans  les  ri- 
vières ce  volume  augmente  on  diminue  suivant  les  va- 
riations que  le  lit  éprouve  dans  sa  ponte  et  ses  dimen- 
sions, et  encore  par  l’effet  des  affluons  qu'il  reçoit. 
Lorsque  la  pente  d’une  rivière,  après  être  demeurée 
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constante  sur  une  certaine  longueur,  vient  A augmenter 
ou  & diminuer,  la  vitesse  augmente  ou  diminue,  et 
comme  la  largeur  du  lit  ne  change  pas  brusquement, 
il  en  résulte  que  dans  le  premier  cas  la  hauteur  de  la 
section  devient  plus  petite,  tandis  qu’elle  devient  plus 
grande  dans  le  second.  Ces  changcmens  de  hauteur  s’o- 
pérant par  degrés , la  surface  fluide  prend  une  forme 
convexe  quand  son  mouvement  s’accélère,  et  une  forme 
concave  quand  il  se  ralentit , de  sorte  qne  le  fil  de  l’eau, 
considéré  depuis  la  source  jusqu’à  l’embouchure,  pré- 
sente une  suite  de  lignes  droites  réunies  par  de  petites 
lignes  courbes  tantôt  convexes,  tantôt  concaves. 

Si  l’on  conçoit  un  plan  perpendiculaire  à la  surface 
fluide  et  passant  par  le  fil  de  l’eau , l’intersection  de  ce 
plan  par  le  fond  du  lit  offrira  une  ligne  semblable  au  fil 
de  l’eau , c’est-à-dire  composée  de  parties  droites  et 
courbes , dont  les  inégalités  correspondront  aux  inéga- 
lités du  fil  de  l’eau , mais  seront  plus  grandes.  La  fig.  4 
de  la  PI.  to  indique  la  différence  des  deux  sections. 

On  nomme  contre-pente  toute  inclinaison  de  peu  d’é- 
tendue opposée  à l'inclinaison  générale  du  lit,  comme 
serait,  par  exemple,  la  pente  offerte  contre  le  courant 
de  l’eau  par  un  banc  de  cailloux  disposé  transversale- 
ment sur  le  lit  d’une  rivière.  L’eau,  en  le  franchissant 
par  suite  de  sa  vitesse  acquise,  présente  une  surface 
concave  dans  la  montée  et  une  surface  convexe  dans  la 
descente , et  sa  vitesse  diminue  jusqu’au  point  le  plus 
élevé  de  la  courbe,  d’où  elle  s’accélère  en  descendant. 
La  résistance  de  l’obstacle,  jointe  à la  pesanteur  qui  agit 
sur  les  molécules  fluides , ne  permettant  pas  à ces  mo- 
lécules de  s'élever  au-dessus  du  plan  général  de  la  sur- 
face de  la  rivière,  autant  que  l’obstacle  est  élevé  lui- 
même  au-dessus  du  plan  général  du  lit,  le  fil  de  l’eau 
ne  peut  donc  jamais  avoir  une  irrégularité  aussi  grande 
que  la  section  longitudinale  correspondante  du  lit, 
comme  nous  venons  de  le  dire.  Dans  certains  cas , les 
obstacles  qui  se  rencontrent  dans  le  lit  d’une  rivière  pro- 
duisent un  rebroussement  d’une  partie  du  fluide  contre 
le  courant,  c’est  ce  qu’on  nomme  un  remou  (Foy.  ce 
mot). 

18.  Les  effets  résultant  des  élargissemens  et  des  ré- 
trècisscmens  des  lits  sont  semblables  à ceux  des  varia- 
tions de  pente.  Lorsque  le  lit  s'élargit , la  hauteur  de  la 
section  diminue , mais  dans  un  rapport  un  peu  moindre 
que  l’augmentation  de  largeur,  parce  que  la  vitesse  di- 
minue un  peu  par  suite  de  l’accroissement  du  périmètre 
mouillé.  Lorsque  le  lit  se  rétrécit,  la  hauteur  de  l’eau 
augmente  ainsi  que  la  vitesse.  On  ne  doit  pas  perdre  de 
vue,  pour  se  rendre  compte  de  toutes  ces  variations,  le 
principe  de  Y écoulement  des  fluides  (Foy.  ce  mot),  que 
nous  allons  rappeler. 

Dans  toute  masse  fluide  qui  te  meut  sans  solution  de 
continuité,  ilpatteun  mime  volume  fluide  dune  un  i 


Digitized  by  Google 


cou 

temps,  par  chacune  de»  section»  faites  perpendiculaire - 
ment  à la  direction  du  mouvement. 

Kj.  Les  sections  longitudinales  de  la  surface  fluide 
des  rivières  ne  sont  pas  les  seules  qui  présentent  des  par- 
ties courbes.  Les  sections  transversales  offrent  encore 
nne  forme  remarquable  dont  la  Gg.  5,  PI.  i o,  peut  don- 
ner une  idée.  C’est  une  courbe  convexe  dont  le  poiut  le 
plus  élevé  est  dans  le  G1  de  l'eau,  et  dont  l'élévation 
respective  des  autres  points,  qui  va  en  décroissant  éga- 
lement ou  inégalement  vers  chaque  bord,  est  d'autant 
plus  grande  que  les  ûlets  correspondais  ont  une  plus 
grande  vitesse. 

ao.  La  détermination  de  la  vitesse  moyenne  d’une 
rivière  présente  de  grandes  difficultés  qu’on  est  loin 
d’avoir  complètement  surmontées.  Lorsque  la  rivière 
présente  une  pente  as set  uniforme  et  un  lit  assez  régu- 
lier sur  une  longueur  assez  considérable , mille  mètres 
au  moins,  pour  qu’on  puisse,  dans  cette  étendue,  la 
comparer  A un  canal , on  doit  prendre  le  profil  de  plu- 
sieurs sections,  mesurer  la  pente  avec  beaucoup  de  soir, 
et  en  déduire  les  valeurs  moyennes  de  S et  de  P,  qui  fe- 
ront connaître  la  vitesse  cherchée  en  les  substituant  dans 
la  formule  (3)  du  N*  10.  Ce  procédé,  quoique  approxi- 
matif, est  supérieur  aux  mesures  directes,  quand  il  peut 
être  employé. 

Lorsque  les  localités  n’offrent  pas  la  réunion  des  cir- 
constances que  nous  venons  d’indiquer,  on  mesure  la 
vitesse  du  courant  au  moyen  de  certains  instrumens 
nommés  hydromètre*  (Foy.  ce  mot),  dont  nous  nous 
bornerons  ici  à décrire  le  plus  simple.  Qu'on  imagine 
un  petit  morceau  de  bois,  ou  quelque  autre  corps  d’une 
pesanteur  spécifique  presque  égale  à celle  de  l'eau, 
placé  sur  le  fil  de  l’eau  ou  sur  le  plus  fort  du  courant  et 
abandonné  A lui-même.  Entraîné  par  le  mouvement  de 
l’eau,  ce  flotteur , ainsi  qu’on  le  nomme,  ne  tarde  pas  A 
acquérir  une  vitesse  égale  à celle  du  fluide  environnant , 
et  si  l’on  observe  alors  l’espace  qu’il  parcourt  dans  un 
temps  donné , on  pourra  déterminer  ccttc  vitesse  avec 
une  exactitude  suffisante. 

Les  flotteurs  ne  peuvent  faire  connaître  que  la  vitesse 
du  fil  de  l’eau,  parce  qu’ils  ne  se  maintiendraient  p«s 
dans  la  direction  nécessaire  si  on  les  plaçait  sur  d’autres 
filets  ; mais  il  existe  des  hydromètres  avec  lesquels  on 
mesure  la  vitesse  d’un  point  quelconque  de  la  surface 
fluide,  et  d’autres  qui  sont  destinés  à mesurer  les  vitesses 
au-dessous  de  la  surface.  Nous  verrons  au  mot  ütdbo- 
mètrb  la  série  d’opérations  qu’exige  la  détermination  de 
la  vitesse  moyenne  d’une  rivière  au  moyen  de  ces  in- 
strumens. 

ai . La  connaissance  de  la  vitesse  moyenne  d’une  ri- 
vière est  principalement  nécessaire  pour  déterminer  le 
volume  d’eau  qu’elle  conduit  ou  pour  jauger  le  cours 
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d’eau.  Ce  volume  est  égal  au  produit  de  la  vitesse 
moyenne  d’une  section  par  son  aire. 

Le  jaugeage  des  petit»  cours  d’eau  s'effectue  d'une 
manière  beaucoup  plus  simple  par  un  barrage  que  par 
les  mesures  hydro métriques,  auxquelles  on  n’a  eu  re- 
cours jusqu'ici  que  pour  quelques  fleuves.  Ce  procédé 
consiste  ù barrer  le  courant  par  une  cloison  eu  plan- 
ches, sur  le  haut  de  laquelle  on  pratique  un  déversoir 
ou  ouverture  rectangulaire  dont  le  seuil  doit  avoir,  au- 
dessus  du  fond  du  lit,  une  hauteur  telle  que  l'épaisseur 
de  la  lame  fluide  qui  s'écoule  soit  au  moins  de  10  cen- 
timètres. Les  formules  de  l’écoulement  des  eaux  parle» 
déversoirs  font  alors  connaitrc  lu  dépense , à l'aide  des 
dimensions  du  déversoir  et  de  la  hauteur  mesurée  de  la 
surface  du  courant  au-dessus  du  seuil.  Foy.  Eco»  le- 
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au.  Les  aflluens  ou  cours  d'eau  qui  se  perdeut  dans 
une  rivière  principale  fout  varier  le  volume  d’eau  qu'elle 
conduit.  Ce  volume  augmente  nécessairement  au-des- 
sous de  la  jonction , de  sorte  que  la  dépense  o’est  la 
même  pour  toutes  les  sections  de  la  rivière  qu’autant 
qu’il  ne  ac  trouve  aucun  affluent  sur  la  longueur  où 
elles  sont  prises.  Ccttc  dépense  varie,  en  outre,  par 
tôutcs  les  causes  qui  font  varier  les  sources  alimcnta- 
trices,  et  on  doit  distinguer  les  divers  cas  des  hautes, 
des  moyennes  et  des  basses  eaux,  qui  out  lieu  dans  les 
diverses  saisons  de  l’année. 

On  dit  que  la  vitesse  d’une  rivière  est  faible,  lorsqu'elle 
est  au-dessous  de  o“,5o  par  seconde,  et  quelle  est  très- 
grande,  lorsqu'elle  dépasse  a mètres.  La  vitesse  ordi- 
naire s’estime  de  o*,6o  A o“,go.  Celle  de  la  Seine , aux 
environs  de  Paris , est  moyennement  de  o",6o  A o", 65. 
La  vitesse  du  Rhône  et  de  la  Durance  s’élève  jusqu’A 
4 mètres  dans  les  fortes  crues.  La  dépense  de  la  Seine , 
sur  une  largeur  moyenne  de  »3o  mètres  et  une  profon- 
deur de  i*,5o,  est  d'environ  i3o  mètres  cubes  d’eau 
par  seconde. 

§ III.  Du  mouvement  de  Veau  dan*  le*  conduites. 

a3.  On  nomme  conduite  une  suite  de  tuyaux  joiuts 
exactement  les  uns  aux  autres  qui  sert  A mener  l’eau 
d’un  lieu  A un  autre.  Pour  examiner  le  mouvement  de 
l’eau  dans  les  conduites , nous  cousidércrons  d’abord  le 
cas  d’uu  seul  tuyau  rectiligne  et  d’un  même  diamètre 
dans  toutes  ses  parties. 

Soit  donc  BD  (PI.  io,  fig.  6),  un  tuyau  incliné  rece- 
vant par  son  ouverture  supérieure  EB  l’eau  d’un  réser- 
voir M , et  la  versant  par  son  ouverture  inférieure  CD. 
La  vitesse  de  l’écoulement  en  CD  sera  due  A deux  forces 
distinctes  : l'une,  provenant  de  la  pression  que  la  masse 
fluide  du  réservoir  exerce  en  EB,  et  l’autre,  de  la  portion 
de  la  force  absolue  de  la  pesanteur  qui  se  développe  sur 
le  plan  incliné  BC  j c’est-à-dire  que  le  fluide  entre  en  EB 
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animé  d'une  vitesse  due  à la  hauteur  AE  ou  CF,  et  que 
cette  vitesse  s’augmente  de  toute  celle  qu’il  pourrait  ac- 
quérir par  la  seule  hauteur  FD,  si  les  molécules  fluides 
commençaient  ù descendre  en  EB  sans  aucune  vitesse 
préalablement  acquise.  La  vitesse  finale  de  l’écoulement 
a donc  lieu  en  vertu  de  la  somme  des  deux  hau- 
teurs GF  ED,  ou  simplement  de  la  hauteur  GD  de  la 
surface  du  réservoir  au-dessus  de  l’orifice  d’écoulement. 
Nous  désignerons  par  H cette  dernière  hauteur,  qu’on 
appelle  la  charge  de  la  conduite. 

Si  les  parois  du  tuyau  ne  présentaient  aucune  résis- 
tance au  mouvement  de  l’eau,  ce  mouvement  devrait 
continuellement  s'accélérer,  et  la  vitesse  v'  de  sortie  se- 
rait (Poy.  Écoulemeict) 

v—\/âgÏÏ. 

Mais  il  n’en  est  point  ainsi  : dans  les  conduites,  comme 
dans  les  canaux,  le  mouvement  devient  sensiblement 
uniforme  à une  très-petite  distance  de  son  origine,  de 
sorte  que  la  vitesse  de  sortie  n’est  jamais  celle  qui  cor- 
respond ù toute  la  hauteur  H.  Nommons  v la  vitesse 
réelle  de  sortie  et  h la  hauteur  à laquelle  elle  serait  due, 
nous  aurons 


et  par  conséquent 


sera  la  portion  de  hauteur  absorbée  par  1a  résistance  et 
représentera  cette  résistance. 

Or,  la  résistance  provenant  de  l’action  des  parois  est 
proportionnelle  à toute  la  surface  intérieure  du  tuyau  : 
car,  dans  le  cas  que  nous  examinons,  l’écoulement  se 
fait  A plein  tuyau  (s’il  n’en  était  point  ainsi,  la  conduite 
serait  un  simple  canal);  de  plus,  elle  est  proportion- 
nelle au  carré  de  la  vitesse,  plus  une  fraction  de  la  simple 
vitesse , et,  enfin,  elle  est  en  raison  inverse  de  l’aire  de 
la  section.  Si  nous  désignons  donc  par  L la  longueur  de 
la  conduite,  par  S sa  section,  par  P le  périmètre  mouillé 
et  par  A et  B deux  coefliciens  constans  à déterminer  par 
expérience , la  surface  intérieure  du  tuyau  sera  LP,  et 
nous  aurons  pour  l’expression  de  la  résistance 

ce  qui  nous  donnera  l’équation  fondamentale...  (b) 

H-$=A 

M.  de  Prony  a obtenu,  pour  les  coefliciens  A et  B, 
les  valeurs 

A es  o, ooo3485  ; B = 0,0498  ; 
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mais  M.  d’Aubuisson,  en  combinant  des  expériences 
plus  récentes,  trouve 

A = o,ooo34a5  ; B sa  o,o55. 

D’après  ces  dernières  valeurs,  l'équation  fondamen- 
tale devient...  (7) 

H — ^ = o,ooo34a5  -T-  (e*  -}“  o,o55t?)  » 

Pour  rendre  cette  équation  plus  facilement  applicable 
aux  cas  particuliers,  observons  que  si  nous  désignons 
par  D le  diamètre  des  tuyaux , nous  aurons  S =*  t ^D’, 
P = ttD  ; TT  étant  le  rapport  de  la  circonférence  au  dia- 
mètre ou  le  nombre  3,t4t5ag6.  Substituant  ces  valeurs 
ainsi  que  celle  de  gy  il  viendra...  (8) 

H — o,o5ie*  = 0,00137  ^ (o1  -|-  o,oo55o)  , 

équation  qui  fera  connaître  une  quelconque  des  quatre 
quantités  H,  L,  D,  v,  lorsque  les  trois  autres  seront 
données. 

24.  La  dépense  étant  le  plus  ordinairement  une  des 
quantités  données  ou  cherchées  dans  les  questions  rela- 
tives au  mouvement  de  l’eau  dans  les  conduites , il  est 
utile  de  la  faire  entrer  dans  l’équation  (8),  ce  qui  ne 
présente  aucune  difficulté  : car  en  la  nommant  Q,  on  a 

Q t=  t>S  ou  Q = jïroD1,  ce  qui  donne  v = 
Substituant  cette  valeur  de  v dans  (7),  il  vient...  (9) 

• H — 0,08*64  gï  = o,oo**i  — (Q’  + o,o43i  QD>), 

équation  qui  renferme  la  solution  de  tous  les  problèmes 
pratiques.  On  en  tire  pour  la  valeur  de  Q...  (10) 

_ . 0,0316  . (45o,aHD*  , /o,oai6LD*\*( 

j )• 

Quant  à celle  de  D,  qui  est  très-souvent  la  quantité  à 
déterminer,  il  faut  résoudre  l’équation  (8)  par  rapport 
ù D en  la  ramenant  & la  forme...  (10) 

LO  0*  LO* 

D‘ — o,ooooo574-et'dï — o,o8a6~-D— 0,00a  aa~-=o 

il  il  il 

On  peut , ce  nous  semble , abréger  les  calculs  de  la 
détermination  de  Q en  résolvant  d’abord  l’équation  (8J 
par  rapport  à »,  ce  qui  donne...  (11) 

o,oay5L  . , 17*9,9*  HD  o,oi;5L  \'|. 

L + 37,»D  v (L+37,aDi'VL^-57,*D^  )’ 

car  la  valeur  de  » étant  une  fois  connue,  on  a ensuite 

Q = o,7854»D’. 
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a5.  Toutes  ces  expressions  deviennent  beaucoup  plus 
simples  lorsque  la  vitesse  surpasse  o*,6o,  parce  que  la 
résistance  est  alors  sensiblement  proportionnelle  au 
carré  de  la  vitesse,  ce  qui  permet  de  négliger  le  terme 
Br  de  l'équation  fondamentale  (6);  on  a alors,  d'après 
les  expériences  de  Couplet...  (ta) 

Il — o,  o5i«’=o,  ooi435^-, 

et,  en  fonction  de  Q...  (tî) 

H — 0,08374  gj  = o,ooa3aG  ; 

la  valeur  de  Q est  simplement...  (14) 

Q— 

a6.  Le  terme  3jD  étant  très-petit  comparativement 
à L,  dans  les  grandes  conduites , on  peut  le  négliger, 
ainsi  que  le  second  terme  sous  le  radical,  et  on  a,  aveo 
une  approximation  suffisante,  pour  les  petites  vites- 
ses... (i5) 

Q — D*  o,oai6-|- 
et  pour  les  grandes...  (16) 

Q~»o,3l /*?1 

Nous  allons  donner  quelques  exemples  d’appli- 
cation. 

I.  On  demande  quel  volume  d’eau  débitera  une  conduite 
de  i45o  mètres  de  long  et  o*,a5  de  diamètre,  sous  une 
charge  de  5", 3a. 

Nous  avons  ici  D « o*,a5,  L = i45o  et  H = 5-, 3a. 
Ainsi, 

L+3?,aD=  1459,3. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’expression  de  la  vi- 
tesse (11),  il  vient 

. — _ 0,oa75  X 14S0  , , ^ 1 7x9,9»  X 5,3a  x 0, i5 

1459,3  j ,459,3 

, /o,o»75x  t45o\>  J 
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tm  de  long  gui,  tout  une  charge  de  » mitre»,  doit  m- 
ner  o**,o5o. 

Nous  avons  H = 2,  L = 800,  Q = o,o5;  mettant 
ces  quantités  dans  l’équation  (10),  elle  devient,  après 
les  réductions , 

D*  — o,ooigaD3 — 0,0000980  — 0,00222  = 0. 

Pour  obtenir  une  première  approximation,  négligeons 
le  second  et  le  troisième  terme,  nous  aurons 


D =[/o,  00222  = o,2q5  , 

valeur  trop  petite,  car  en  la  substituant  à la  place  de  D 
dans  l'équation,  le  premier  terme  se  réduit  à 0,000182. 
Faisant  D = 0,295  -{-  JS  et  appliquant  la  méthode  de 
Newton  (Foy.  Approximation,  tom.  I),  nous  obtien- 
drons Z = 0,00496,  d’où  D =0,2996.  Le  diamètre 
cherché  est  donc  om,3,  en  bornant  l’approximation  aux 
millimètres. 

28.  Lorsque  les  vitesses  sont  au-dessus  de  o“,6o,  on 
peut  obtenir  très-facilement  la  valeur  de  D en  dégageant 
cette  quantité  de  l’expression  (16);  on  a ainsi 

En  employant  ccttc  dernière  formule,  nous  aurions 
trouvé  immédiatement 

n » rSoo  X fo,o5)H 

D=  0,098^ —y  1 j=  0,398, 

valeur  qui  ne  diffère  pas  sensiblement  de  la  précédente. 

2g.  Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé 
que  l’écoulement  s'effectuait  par  une  extrémité  ouverte 
de  la  conduite  ; mais  le  plus  ordinairement  ces  extrémi- 
tés sont  terminées  par  des  orifices  plus  étroits  que  le 
tuyau  ou  par  des  robinets,  et  alors  la  vitesse  du  fluide 
u sa  sortie  n’est  plus  la  même  que  dans  la  conduite.  Si 
nous  désignons  par  Y la  vitesse  de  sortie  par  un  oriGce 
ou  par  un  ajutage  quelconque,  la  portion  de  la  charge 
absorbée  par  la  résistance  deviendra 

H — o,o5iV*, 

tandis  que  la  résistance  des  parois  sera  toujours  fonction 
delà  vitesse  v qui  a lieu  dans  l’intérieur,  et  ne  cessera 
pas  d’avoir  pour  expression 


d’où,  .près  tous  calculs  faits,  * = 0,788796.  On  a 
donc 


0,00137  g («*  + o,o55t>) , 


Q «*  0,788796  x 0,7854  X (o,a5)’  = o,o3873. 

Ainsi  la  dépense  demandée  est  de  o"*, 0387a.  En  em- 
ployant la  formule  approximative  ( .5) , on  aurait 
trouvé  o**,o388s;  la  formule  (16)  donnerait  o,o384a. 
II.  On  demande  le  diamitre  d'une  conduite  de  800  mi- 
Tou.  ni. 


de  sorte  que  l’équation  fondamentale  deviendra 


H — o,o5i ¥*=0,00137  ^ (e*-}-o,o55t>). 

t)r>  d’après  le  principe  rappelé  dans  le  N#  18,  les  vi- 
tesses sont  en  raison  inverse  des  sections  : ainsi»  dési- 
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gnant  par  d le  diamètre  du  l'orifice  et  par  m le  cm* Ai- 
dent de  contraction  qui  s’y  applique  [Voy.  Rcot-le- 
mekt),  nous  avons 

V : V — ^frl)*  : jrnuf*. 

d’oû 


V = 


DJ 

’lJUf*’ 


et  remplaçant  la  vitesse  v par  la  dépense  Q, 


V — 1,3^3 


_Q_ 

md2‘ 


Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  précédente  , 
nous  obtiendrons  pour  l'équation  générale  du  mouve- 
ment... (17) 

O1  L 

Il  — 0,08364  = 0,00333 1 (Q*-f-0,o432QT)1) . 


Pour  les  vitesses  au-dessus  de  o*,6o,  cette  équation 
se  réduit  à...  (18) 

H = o,o8aC  -51  = o,ooi33 

m’d*  7 D* 


On  en  tire  successivement...  (19) 

HD* 

g = 30,73  i/j 


D — 0,298 1/ 


r ±9' T 


4 r q*d*  1 

= o,536 1/  [«•(HD*— o,o,>aSSLQ’)J 


3o.  L’application  de  ccs  formules  aux  cas  particuliers 
ne  présentant  aucune  difficulté,  nous  nous  contenterons 
d’en  présenter  un  seul  exemple. 

On  demande  la  dépense  qui  aura  lieu  par  un  ajutage 
cylindrique  adapté  d l’extrémité  d’une  conduite  longue 
de  1200  mètres  et  <f  im  diamètre  de  omfa,  tous  une  charge 
de  6*,  le  diamètre  de  l’ajutage  étant  de  o",oi . 

Nous  avons  H = 6,  D = 0,2,  L = 1200,  d = 0,01, 
et  le  coefficient  de  contraction  des  ajutages  cylindriques 
est  0,82.  Ccs  valeurs  donnent 

SS’*7n ?d,~  ,6B8oto> 


et,  par  suite, 


Q = 20, ,3  V/ 


= 0%  00331 . 


La  dépense  du  tujau  ouvert  eût  été  n-1',  082675. 

M.  d'Aubuisson  a observé  que  lorsque  le  diamètre 


de  l’ajutage  dépasse  la  moitié  de  celui  de  1a  conduite, 
la  dépense  uc  dilïèrc  que  de  très-peu  de  celle  qui  au- 
rait lieu  en  laissant  lu  conduite  entièrement  ouverte. 
Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  noua  trouverions  D 
= oac, 078416  en  faisant  d = 0*, ta;  mais  il  parait 
que  la  différence  est  eucorc  moindre  eu  pratique  qu’en 
théorie,  car  en  adaptant  divers  ajutages  h une  même 
conduite  de  o",o5  de  diamètre  sur  4*4“  de  long, 
M.  d’Aubuisson  a obtenu  les  résultats  suivans  : 


Dcpcnsc  avec  un  ajutage  de 

0",0I.  . 

. 0,000822 

Id. 

id-  • • . » 

0 ,02.  . 

u,ooi58i 

ht. 

id 

0 ,o3.  . 

0,001730 

Id. 

saut  ajutage-  • • 

0,001733 

3i.  Il  nous  resterait  à examiner  le  cas  des  conduite? 
qui  présentent  des  coudes  et  des  étranglemens,  c'est-à- 
dire  des  parties  de  moindre  section  dans  leur  étendue; 
mais  les  détails  qu’exigeraient  cet  examen  dépassent  I es 
limites  de  notre  ouvrage , et  nous  devons  renvoyer  aui 
traités  d’hydraulique.  Nous  ferons  seulement  observa 
d’une  manière  générale  que  toute  cause  qui  amène  soit 
un  changement  de  direction  dans  le  mouvement  de 
l’eau,  soit  une  accélération  de  vitesse  pour  la  con- 
traindre à passer  par  une  section  plu»  étroite , absorbe 
toujours  une  certaine  partie  de  la  charge  totale.  L« 
coudes  arrondis  ou  curvilignes  n'cxcrcent  qu'une  très- 
petite  influence  sur  U vitesse  finale,  tandis  que  les  coude* 
brisés , comme  le  serait  un  coude  rectangulaire , la  di- 
minuent considérablement.  II  est  donc  très-important 
d'éviter  les  angles  dans  les  conduites.  Quant  aux  étran- 
glement et  aux  renflement,  on  a rarement  à en  tenir 
compte , parce  qu'une  conduite  bien  construite  ne  doit 
en  présenter  aucun. 

Lorsque  l’eau  s’écoule  du  réservoir  dans  une  con- 
duite principale  ou  de  celle-ci  dans  un  embranchement, 
il  y a toujours  contraction  de  la  veine  fluide,  et  si  ooitf 
n'en  avons  pas  parlé  jusqu’ici,  c’est  que  son  effet  est 
compris  dans  les  coefficiens  de  l’équation  fondamcnlalc- 
Lorsqu'il  s’agira  d’une  conduite  secondaire , l'effet  de 
la  contraction  se  trouvera  pareillement  compris  dans  b 
détermination  de  sa  charge,  de  sorte  qu’il  est  inutile  dr 
le  considérer  en  particulier. 

Toutes  les  formules  précédentes  se  rapportant  à une 
conduite  parfaitement  unie  sur  toute  sa  surface  inté- 
rieure, on  11c  doit  regarder  les  résultats  numérique? 
qu’elles  donnent  que  comme  des  approximations,  cl  le* 
ingénieurs  sont  dans  l'usage  de  diminuer  d’un  tiers  le 
coefficient  de  la  dépense.  Ainsi,  lorsqu’on  voudra  éta- 
blir une  conduite,  on  devra  déterminer  les  diamètre? 
dans  l’hypothèse  que  la  dépense  est  d’un  tiers  plus  forte 
que  la  dépense  réelle.  Si  l’on  a,  par  exemple,  une  dé- 
pense réelle  de  oa*,ioo,  on  mettra  dans  les  formule? 
oBf,i5o.  De  même,  si  eu  calculant  une  dépense  00b 
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troufo  théoriquement  de  o**,aio,  on  ne  devra  compter 
que  sur  une  dépense  réelle  de  } (o,aio)  =*=  o,  140. 

3a.  Toute  eau  courante,  soit  dans  un  canal,  une  ri- 
vière ou  une  conduite,  est  animée  d’une  force  motrice 
qu’on  peut  employer  pour  faire  fonctionner  les  ma- 
chines. Nous  n’avons  examiné  dons  cet  article  que  les 
circonstances  du  mouvement  de  l’eau  ; nous  considére- 
rons ce  fluide  comme  moteur  au  mot  Eau. 

Ouvrages  à consulter  sur  les  eaux  courantes  : Hydro- 
dynamique de  Bossu t ; Architecture  hydraulique  de  Bé- 
lidor,  avec  les  notes  de  Navier.  Nouvelle  Architecture 
hydraulique  de  Prony  ; Principe*  d’hydraulique  de  Du- 
buat  ; Essai  sur  le  mouvement  des  eaux  courantes  de  Bé- 
langer; Hydrotechnie  de  Funk  ; Idraulica  de  Venturoli; 
Hydraulique  des  ingénieurs  de  d’Aubuisson. 

COURBES  EXCENTRIQUES.  {Méc.)  On  désigne 
sous  ce  nom  des  plateaux  qui  ont  une  courbure  déter- 
minée, et  qu’on  adapte  h un  axe  tournant  pour  rempla- 
cer les  manivelles,  dont  le  mouvement  n’est  jamais  bien 
régulier.  Ces  organes  mécaniques  transforment  le 
mouvement  circulaire  continu  en  rectiligne  alternatif. 

( Voy . COMPOSITION  DES  MACHINES.) 

Supposons  qu’il  s'agisse  de  faire  monter  et  descendre 
alternativement  avec  une  vitesse  uniforme  la  tige  MN 
(PI.  10,  flg.  y),  mobile  entre  les  tenons  g,  g.  Ayant 
adapté  A l’axe  A du  mouvement  une  courbe  excen- 
trique PQ,  dont  nous  indiquerons  plus  loin  la  construc- 
tion, on  fera  reposer  sur  sort  épaisseur  l'extrémité  de 
la  tige  MN  garnie  d'uhe  roulette  N pour  diminuer  le 
frottement , et  il  est  évident  qu’à  chaque  révolution  de 
la  courbe , représentée  dans  la  figure , la  tige  s’élèvera 
pendant  tout  le  temps  que  la  roulette  s’appuiera  sur  une 
des  moitiés  de  cette  courbe  et  qu’elle  s’abaissera , soit 
par  l’effet  de  son  poids,  soit  par  l’effet  d’un  ressort, 
pendant  que  la  roulette  s’appuiera  sur  l’autre  moitié. 
Le  point  de  la  plus  grande  élévation  correspondra  au 
moment  où  l’extrémité  P de  l’excentrique  arrivera  sous 
la  roulette , et  le  point  du  plus  grand  abaissement  à ce- 
lui où  le  point  Q se  trouvera  dans  la  verticale. 

En  analysant  avec  soin  les  circonstances  du  mouve- 
ment qu’on  veut  donner  à la  tige,  on  peut  toujours 
trouver  facilement  la  courbe  capable  de  le  produire. 
Ici,  la  condition  à remplir  étant  qu’un  point  quelconque 
de  l’excentrique  décrive  des  arcs  égaux  autour  du  centre 
de  l’axe,  pendant  que  la  tige  s’élève  ou  s abaisse  de 
quantités  égales,  le  tracé  de  la  courbe  est  très-simple. 

Ayant  pris  la  droite  AB  (PI.  10,  fig.  8),  égale  à la 
distance  du  centre  de  l'axe  au  point  de  la  plus  graude 
élévation  de  la  roulette,  et,  sur  cette  droite,  la  partie  AQ 
égale  à la  plus  petite  élévation , on  décrira  du  point  A 
comme  centre,  avec  AB  pour  rayon,  une  circonférence 
de  cercle  qu’on  divisera  on  un  nombre  pair  de  parties 
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égales , i a par  exemple  ; on  numérotera  les  points  de 
division  i,  ii,  m,  etc.,  à la  droite  et  A la  gauche  de  B, 
de  manière  que  chaque  demi-circonférence  porte  six 
numéros.  Ceci  fait,  et  après  avoir  mené  les  rayons  Ai, 
Au,  etc.,  on  divisera  BQ,  qui  représente  une  excursion 
entière  de  la  tige,  en  six  parties  égales  qu’on  numéro- 
tera i,  a,  3,  etc.,  A partir  de  Q.  Du  centre  A,  avec  les 
rayons  AQ,  Ai,  Aa,  A3,  etc.,  on  décrira  successive- 
ment des  circonférences,  et  leurs  intersections  aveo  les 
rayons  de  même  numéro  seront  autant  de  points  de  la 
courbe  cherohée.  On  voit  immédiatement  que  tous  les 
diamètres  de  cette  courbe  passant  par  le  centre  A sont 
égaux  A la  distance  fondamentale  PQ  de  la  pointe  P au 
point  de  rebroussement  Q. 

Si,  au  lieu  d’un  mouvement  uniforme,  il  s’agissait 
de  produire  un  mouvement  varié,  d’après  une  loi  quel- 
conque, on  diviserait  BQ  en  six  parties  ayant  entre  elles 
les  rapports  donnés  par  cette  loi,  et  tout  le  reste  de  la 
construction  serait  la  même. 

Les  excentriques  dout  la  courbure  se  détermine  de  la 
manière  précédente  ne  produisent  qu’une  allée  et  qu’une 
venue  dans  une  de  leurs  révolutions  complètes;  mais 
lorsqu’on  a bien  compris  le  principe  de  leur  construc- 
tion, il  est  facile  de  l’étendre  aux  cas  d’un  nombre  quel- 
conque d’excursions  et  d’incursions  pendant  une  seule 
révolution  de  la  courbe. 

Soit,  par  exemple,  A décrire  une  excentrique  ca- 
pable de  produire  quatre  alléeB  et  quatre  venues  de  la 
tige , égales  entre  elles  et  d’un  mouvement  uniforme. 
Après  avoir  pris,  comme  ci-dessus,  les  droites  AD 
et  AQ  (fig.  q,  PI.  10),  respectivement  égales  à la  plus 
grande  et  à la  plus  petite  distance  de  l’extrémité  de  la 
tige  au  centre  A du  mouvement,  on  décrira  une  circon- 
férence avec  le  rayon  AD  et  on  le  partagera  d’abord  en 
quatre  parties  égales;  on  le  partagerait  en  six  si  on 
voulait  six  allées  et  six  venues,  et  ainsi  de  même  ; on 
partagera  DQ  en  un  nombre  quelconque  <le  parties 
égales,  qu’on  numérotera  î,  a,  3,  etc.,  A partir  de  Q;  et 
du  centre  A , ou  décrira  successivement  des  circonfé- 
rences avec  les  rayons  AQ,  Ai,  Aa,  etc.  Ced  fait,  on 
partagera  chaque  quart  de  circonférence  en  un  nombro 
de  parties  égales  double  de  celui  des  parties  de  DQ. 
Ici  DQ  étant  partagé  en  quatre,  nous  partagerons  chaque 
quart  en  huit  parties  égales,  et  nous  numéroterons  les 
points  de  division  i,  u,  in,  iv,  A partir  de  chaque  ex- 
trémité de  l’arc,  comme  cela  est  fait  dans  la  figure  pour 
le  quart  BD,  de  sorte  que  le  numéro  îv  correspondra  à 
la  moitié  de  l’arc;  du  centre  A on  mènera  des  rayons 
A chaque  point  de  division,  et  leurs  intersections  avec 
les  circonférences  de  même  numéro  seront  des  points 
de  la  courbe. 

Dcparcieux , qui  s'est  beaucoup  oocupé  del  oourbes 
excentriques , a donné  dans  les  Mémoires  de  I Académie 
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det  sciences , pour  i 747,  des  méthodes  faciles  pour  les 
décrire  dans  tous  les  cas. 

COUnSTKR.  (Ifydraul.)  Canal  en  bois  ou  en  pierre 
qui  renferme  et  dirige  un  courant  d’eau.  On  s’en  sert 
principalement  pour  alimenter  les  roues  hydrauliques. 
Voy.  Esc. 

CRÉMAILLIÈRE.  (Méc.)  Tige  garnie  de  dents  qui 
engrènent  avec  tes  dents  d’une  roue. 

Lorsque  le  mouvement  de  la  roue  est  transmis  4 la 
crémaillière,  alors  il  y a transformation  de  mouve- 
ment circulaire  en  mouvement  rectiligne,  les  dents  de 
cette  dernière  doivent  présenter  des  lignes  droites  pa- 
rallèles entre  elles , et  les  dents  de  la  roue  avoir  la  cour- 
bure de  la  développante  du  cercle  primitif  de  cette 
roue.  (loy.  Cames.)  Lorsqu’au  contraire  la  crémaillière 
conduit  la  roue,  ce  qui  transforme  le  mouvement  rec- 
tiligne en  circulaire,  les  flancs  dos  dents  de  la  roue  doi- 
vent être  dirigés  vers  son  centre , et  les  dents  de  la  cré- 
maillicrc  avoir  la  courbure  d’une  cycloîie  décrite  par  le 
cercle  primitif  de  la  roue.  M.  Leblanc,  dans  son  Traité 
du  destin  des  machines , a donné  les  moyens  de  tracer 
toutes  les  espèces  d’engrenages. 

CULMINATION.  (Astron.  et  Géoÿraph.)  L’observa- 
tion de  la  culmination  des  astres  n’est  pas  seulement 
utile  pour  déterminer  la  latitude  géographique  d’un 
lieu  de  la  terre  ( Voy.  Liment),  elle  est  aussi  employée 
avec  succès  dans  les  observatoires  stables  pour  en  déter- 
miner la  différence  de  longitude  ; mais  il  faut  alors  que 
1 astre  observé  A la  lunette  des  passages  ait  un  mouve- 
ment propre  très-sensible  d’occident  en  orient.  Or,  la 
lune  seulo  jouit  de  la  propriété  de  rendre  cette  méthode 
tres-eiactc , et  c’est  de  la  différence  des  temps  de  son 
passage  ou  méridien  de  chaque  lieu  que  l’on  déduit  la 
différence  de  leur  longitude. 

Si  l’un  des  observatoires  est  Paris  et  que  L soit  la  lon- 
gitude occidentale  de  l’autre  observatoire  par  rapport  au 
premier,  L eiprlméc  en  temps  à raison  de  i5  degrés 
pour  une  heure,  sera  aussi  le  temps  sidéral  physique- 
ment écoulé  entre  les  passages  d’une  mémo  étoile  à ces 
deux  méridiens;  et  comme  dans  un  si  court  intervalle 
de  temps  l’ascension  droite  apparente  de  l’étoile  reste  la 
même,  il  est  évident  qu’on  a dû  compter  la  même 
heure  sidérale  è ces  deux  stations,  quoiqu’on  réalité  il 
se  smt  écoulé  L heures  sidérales.  Mais  relativement  4 la 
lune,  dont  le  mouvement  propre  vers  l’orient  est  très- 
rapide,  le  temps  sidéral  écoulé  depuis  son  premier  pas- 
sage jusqu’au  second  est  nécessairement  de  L + a heures, 
a désignant  la  quantité  dont  son  ascension  droite,  ex- 
primée en  temps  sidéral,  a augmenté.  Cela  posé,  soit 
degrés  le  mouvement  de  cet  astre  en  ascension  droite 
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durant  une  heure  de  temps  vrai , et  m le  mouvement, 
également  en  ascension  droite,  du  soleil  durant  le  même 
temps,  deux  quantités  données  dans  b Connaissance  du 
temps;  alors  d et  i5  a étant  des  arcs  décrits  par  la  lune 
dans  les  temps  sidéraux  ih  -J-  et  L -{-  a,  on  a cette 
proportion  : 

ih  + m:  L +<*  i'd  : i5a; 

d’où 

d(L-f-fl)=  i5a  (i*  m), 

relation  de  laquelle  on  tire  la  différence  de  longitude 

t = + rV*)- 

Par  exemple,  le  a5  octobre  i83o,  l’on  a observé  4 
Paris  et  à Kœnigsberg  les  passages  du  bord  occidental  de 
la  lune,  et  l’on  a eu 

A Paris,  heure  moyenne.  . . 6k54'53',o4 
A Kœnigsberg. 6 5a  5 ,90 

Différence  en  temps  moyen  a 47 , 14 
Réduction  au  temps  sidéral  -f-  0 ,46 

Différence  en  temps  sidéral.  a'47‘, 60=167', 6 =a. 

La  Cou»,  des  temps  donne  le  mouvement  horaire  du 
soleil  m = 9', 583;  ainsi  ■ + m = 6o’9*,58  ; elle 
donne  de  plus 

Asc.  dr.  de  la  (J  le  a5  à midi.  . 3io*  o'4o* 

Id.  4 minuit.  3i6  41  57 

Différence  en  ta  heures 64117 

De  14  en  ih  vraie,  d = 33a6',4a 
red—  a i3 ,76 

Facteur  î-f  A — = 5y'55',Sa  = 3475',85. 

Enfin,  opérant  4 l’aide  des  logarithmes  4 cinq  décimales, 
on  a 

L= 4355',a  = ikia’35',a. 

Telle  est,  d’après  ccs  deux  observations  correspon- 
dantes, la  longitude  de  Kœnigsberg  comptée  de  Paris. 
On  remarquera  cependant  que  le  mouvement  en  ascen- 
sion droite  de  la  lune  n’étant  pas  rigoureusement  pro- 
portionnel au  temps,  comme  nous  l’avons  supposé  en 
évaluant  a,  il  conviendrait,  pour  plus  de  précision,  de 
recourir  à la  méthode  d’interpolation  dans  laquelle  ou 
tient  compte  des  différences  secondes  (Voy.  IsTKRpoLi- 
rtoa)  ; mais  il  suffisait  ici  de  donner  une  idée  do  la  ma- 
nière d'appliquer  les  culminations  lunaires  4 la  déter- 
mination des  longitudes  géographiques.  Nous  dirons 
pourtant  que  les  culminations  comparées  de  la  lune  et 
d’une  étoile  en  deux  lieux  diffcrcus,  offrent  uo  moyen 
encore  plus  facile  d’obtenir  exactement  la  différence  do 
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longitude,  parce  que  le  calcul  étant  uniquement  fondé 
sur  la  durée  sidérale  écoulée  entre  les  deux  passages  À 
chaque  station,  il  s’ensuit  qu'une  petite  erreur  sur  la 
position  de  la  lunette  et  sur  l’heure  de  la  pendule  n’a 
aucune  influence  sensible  sur  le  résultat  cherché.  On 
peut  consulter  à cet  égard  rJjfronotms  pratique  de 
Francœur. 

Si  dans  l’exemple  précédent  l’observation  du  bord  de 
la  lune  n’avait  pas  été  faite  à Paris,  on  y suppléerait,  en 
calculant  d’abord  l’heure  sidérale  du  passage  du  centre 
de  cet  astre  en  cette  ville,  pour  le  a5  octobre  1 83o,  et  en 
la  corrigeant  ensuite  du  temps  sidéral  que  le  demi-dia- 
mètre met  à passer  au  méridien,  temps  qui  est  donné 

par  cette  expression  J-  p-,  D désignant  la  déclinai- 
son de  la  lune  et  r son  demi-diamètre  ; deux  quantités 
qu’on  trouve  dans  la  Connaissance  des  temps. 

M.  Puissant. 

CULTELLATION  ( Géod .)  On  désigne  sons  ce  nom  la 
méthode  de  mesurer  la  surface  d’un  terrain  en  pente,  en 
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le  projetant  par  des  perpendiculaires  sur  un  plan  hori- 
zontal. 

Soit,  par  exemple,  le  rectangle  ABGD  (PI.  10,  fig.  10) 
dont  la  superficie  fait  partie  de  celle  d’un  coteau  ; ayant 
abaissé  de  chacun  de  scs  angles  une  perpendiculaire  sur 
un  plan  horizontal  MO,  le  quadrilatère  MNOP  représen- 
tera l’aire  réellement  productive  du  rectangle  ABCD, 
telle  qu'elle  doit  figurer  dans  la  carte  topographique  de 
la  contrée. 

Cette  méthode  ne  résulte  seulement  pas  de  l’impossi- 
bilité où  l’on  serait  de  faire  raccorder  les  parties  d’un 
pian  dont  les  unes  auraient  été  mesurées  dans  le  sens 
horizontal  et  les  autres  dans  le  sens  des  pentes  du  ter- 
rain, mais  encore  de  ce  qu’il  est  reconnu  que  les  pro- 
duits de  la  culture  d’un  terrain  incliné  ne  peuvent 
dépasser  ceux  qu’on  obtiendrait  sur  la  projection  hori- 
zontale de  ce  terrain , parce  que  les  plantes  croissent 
verticalement.  Voy.  le  Traité  d'arpentage  de  M.  Le- 
fèvre, et  pour  tous  les  détails  théoriques,  le  Traité  de 
topographie  de  M.  Puissant. 
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DANAÏDE.  ( ffydraul . ) Espèce  de  roue  à réaction 
qui  reçoit  l’action  motrice  de  l’eau,  inventée  par  M.  Man- 
no ury  d’Ectat.  Nous  emprunterons  sa  description  à 
MM.  Lanz  et  de  Bettancourt. 

« Cette  machine  peut  être  comprise , comme  le  dit 
très-bien  M.  Petit,  au  nombre  des  roues  hydrauliques; 
elle  se  réduit  a une  cuve  cylindrique  en  bois  ncd&c'n 
(PI.  10,  fi  g.  li)  dont  le  fond  est  percé  A son  centre  par 
un  orifice  circulaire  rr  (voy.  l’élévation  et  la  coupe  (b)  ). 
Au  travers  de  cet  orifice  passe  un  essieu  vertical  de 
fer pq  retenu  par  le  haut  dans  un  collier,  et  posant,  dans 
sa  partie  inférieure,  sur  un  pivot  qui  lui  permet  de 
tourner  sur  lui-même,  en  entraînant  la  cuve  A laquelle 
il  est  fixement  attaché  au  moyen  de  quatre  croisillons  en 
fer,  dont  on  voit  deux  ec  et  te  dans  la  coupe  (o),  et  les 
deux  autres  di'  et  ff  dans  la  coupe  (6).  Cet  essieu,  di- 
rigé suivant  l’axe  de  la  cuve,  ne  ferme  pas  complète- 
ment l’orifice  central  rr  qu’il  traverse  ; il  laisse,  au  con- 
traire, tout  autour  de  sa  circonférence  une  couronne 
vide  par  où  l’eau  aflluente  peut  s’échapper.  Un  dia- 
phragme circulaire  ss  fixé  à l’axe  vertical  pq  et  aux  croi- 
sillons cc'  et  et , immédiatement  en  dessous  de  ceux-ci, 
partage  la  cuve  en  deux  parties  égales  neen  et  cdd'c' 
qui  ne  peuvent  communiquer  l’unç  avec  l’autre  que  par* 
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la  couronne  vide  qui  reste  entre  le  diaphragme  circulaire 
et  la  surface  intérieure  de  la  cuve.  La  partie  inférieure 
cdd'c  est  partagée  en  huit  cases  par  autant  de  dia- 
phragmes t,  quatre  desquels  partent  de  l’axe  pq  vers  la 
circonférence,  et  quatre  autres  n’atteignent  pas  l’axe, 
pour  ne  pas  trop  obstruer  l'orifice  rr.  Ces  diaphragmes, 
formés  par  des  surfaces  planes,  descendent  depuis  lo 
diaphragme  circulaire  jusqu’A  la  base  de  la  cuve.  L’eau 
arrive  A la  partie  supérieure  de  la  cuve  par  un  tuyau  de 
conduite  B,  qui  se  replie  convenablement  pour  la  laisser 
sortir  par  un  orifice  x (élévation  et  coupe  (a)  ),  sous  la 
forme  d’une  nappe  qui  frappe  tangentiellement  dans 
toute  la  surface  concave  de  celte  partie,  met  la  cuve  en 
mouvement,  descend  à la  partie  inférieure  par  la  cou- 
ronne vide  ménagée  entre  le  diaphragme  ss  et  la  surface 
intérieure  de  la  cuve,  s’engage  dans  les  cases  déjà  indi- 
quées, et  sort  enfin  par  l’orifice  rr  pour  tomber  dans  le 
tuyau  de  décharge  R.  Telle  est  la  description  et  le  jeu 
de  cette  machine , que  l’auteur  a exécutée  avec  le  plus 
grand  succès  dans  différentes  manufactures.  Il  vient  d'y 
ajouter  un  perfectionnement  qui  consiste  ù substituer 
aux  diaphragmes  t à surfaces  planes,  d’autres  dia- 
phragmes en  forme  de  spirales  qui  se  prolongent  en 
montant  jusqu’au  bord  supérieur  nn  de  la  cave,  au  tra- 
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ver»  de  ta  couronne  vide  du  milieu.  La  forme  qui! 
donne  ù ces  nouveaux  diaphragmes  lui  permet  de  sup- 
primer le  rebord  «n  qui  servait  à empêche*  Peau  de  sc 
répandre  au  dehors  ; il  parait  que  par  cette  dernière  mo- 
dification la  perte  des  forces  vives  est  diminuée  consi- 
dérablement. » 

DENTS  i»r.s  sorts.  (Foy.  Encrekicks,  tome  I,  p.  53o.) 

DÉPENSE  d’eau  ou  de  va  feu*.  On  désigne  sous  ce 
nom  la  quantité  d’eau  ou  de  vapeur  employée  comme 
force  motrice  pour  produire  un  effet  déterminé. 

La  dépense  d’un  courant  d’eau  est  la  masse  fluide  qui 
passe  par  une  de  ses  sections  dans  un  temps  déterminé 
(Foy.  Courant). 


ou,  à cause  de  tang  K = — tang  x et  de  l'extrême  peti- 
tesse de  x par  supposition,  auquel  cas  sin  P= P et  cos  P 
= I,  A fort  peu  près,  on  a sensiblement 

P =»  (sin  H — cot  A cos  H)#. 

Telle  est  la  quantité  qu’il  faudrait  ajouter  au  passage 
observé  pour  avoir  l’heure  véritable  du  passage  au  mé- 
ridien , si  l’on  connaissait  x. 

Supposons  qu’une  autre  étoile  B ou  B'  ait  été  obser- 
vée à la  lunette,  on  aura  pareillement  pour  celle-ci  : 

P'  = (sin  H — cot  A'  cos  H)x. 

De  ces  deux  équations  semblables  on  tire 

P' — P = x (cot  A — cot  A')  cos  H =*=  — v-  — . — — r cos  H ; 
' 7 sida  sin  A 


DÉTENTE.  [Mie.)  Mécanisme  qui  fixe  certaines  par- 
ties d’une  machine  pendant  un  intervalle  de  temps  et 
les  abandonne  ensuite  tout-à-coup.  (Foy.  Roue  et  Son- 
nette.) 

DÉVERSOIR.  (/fydraul.)  Échancrure  rectangulaire 
pratiquée  à la  partie  supérieure  d’une  des  parois  d’un 
bassin  pour  donner  passage  au  fluide  dont  il  est  rempli. 
La  base  de  cette  ouverture  est  horizontale  et  porte  le 
nom  de  seuil.  (Foy.  Écoulement  des  fluides.) 

DÉVIATION.  ( Âstron .)  Lorsque  l’axe  optique  d’une 
lunette  des  passages  est  exactement  dans  le  méridien, 
l'intervalle  de  temps  qui  s'écoule  entre  deux  passages 
consécutifs,  l’un  supérieur,  l’autre  inférieur  ou  ui« 
versâ,  d’une  étoile  eircompolaire,  est  de  i a heures  sidé- 
rales. Dans  ie  cas  contraire,  le  cercle  diurne  que  parait 
décrire  l'étoile  est  partagé  en  deux  parties  inégales,  et 
une  mire  qui  se  trouve  précisément  dans  la  direction  de 
l’axe  optiquo  dévie  à l’est  ou  à l’ouest  d’une  quantité 
angulaire  qu’on  mesure  ainsi  qu’il  suit  : 

Suit  !.  (PI.  10,  fig.  la)  le  zénith  du  lieu  de  l’observa- 
teur, ZA  le  vertical  que  décrit  la  lunette  en  tournant  sur 
son  axe  horizontal  de  rotation,  P le  pôle  du  moude;  et 
supposons  que  l'objectif  soit  tourné  du  côté  du  sud.  La 
déviation  orientale  de  la  lunette  sera  représentée  par 
l'angle  horizontal  MCH,  mesure  de  l’angle  sphérique 
MZ.H,  et  c’est  cet  angle  qu’il  s’agit  de  trouver  A l’aide 
de  l’observation  des  passages  des  astres  A,  B,  B'  au  fil 
du  milieu  de  1a  lunette.  Or,  en  désignant  par  A la  dis- 
tance polaire  AP  de  l’astre  A,  par  90* — II  la  colati- 
tude ZP  ou  le  complément  de  la  hauteur  H du  pûie 
pour  le  lieu  de  l’observateur,  et  par  x la  déviation  MU 
ou  l’angle  MZH  \ le  triangle  sphérique  AZP,  dans  lequel 
l’angle  P est  l’angle  horaire,  donne 

(>ftg  7 sin  P 

® 2=3  cot  A cos  U — cos  P sio  H * 


et  si  l’on  désigne  par  T le  temps  sidéral  du  passage  de 
la  première  étoile  au  méridien,  ou  son  ascension  droite 
apparente  réduite  en  temps;  par  tic  temps  de  son  pas- 
sage au  vertical  de  la  lunette , observé  à une  pendule 
exactement  réglée  sur  le  temps  sidéral,  on  aura  évidem- 
ment P =T  — 1 , et,  pour  la  seconde  étoile  P‘  = T' — T; 
ainsi  en  définitive  (1) 

[T — T — (t*—  <)]sin  A sin  A' 

cos  H sin  (a* — A) 

11  suit  de  ce  résultat  que  pour  déterminer  la  dévia- 
tion de  la  lunette , bien  rectifiée  d’ailleurs , il  suffit  de 
connaître  à peu  prés  les  distances  polaires  A,  A'  et  trcs- 
exactcment  la  différence  T'  — T d’ascension  droite, 
pourvu  que  A* — A uc  soit  pas  un  petit  arc.  Celte  dévia- 
tion sera  orientale  si  a;  est  positif,  occidentale  dans  le 
cas  contraire.  Pour  une  seule  étoilo  on  a (a) 

(T — I)  sin  A __  (I — T)  sin  A 
9 cosfirpiy  ~ cos(H^pA)  ’ 

mais  alors  la  déviation  est  trop  dépendante  du  temps 
du  passage  de  l’étoile  au  méridien  et  de  sa  déclinaison, 
ainsi  que  de  la  marche  de  la  pendule. 

Les  deux  formules  précédentes  se  rapportant  aux 
passages  supérieurs,  on  les  ramènera  aux  passages  infé- 
rieurs en  prenant  négativement  sin  A et  cot  A ; et  si,  au 
lieu  d’observer  deux  étoiles  différentes , on  observe  la 
même  étoile  au-dessus  et  au-dessous  du  pôle,  A'  se  chan- 
gera en— A;  la  différence  des  passages  au  méridien, 
savoir  T* — T,  sera  de  la1*,  et  l’on  aura  visiblement  (3) 


x—  [«a*1  — (*‘—0]  «n1* 

cos  U mu  a A 


îa1'  — (t*  — t) 
a cos  H cot  A 


Cette  dernière  formule  ne  dépend  plus  de  l’ascension 
droite  de  Fétotte  ; elle  donnera  la  déviation  * avec  beau* 
coup  de  précision , si  cot  A est  très-grand , ou , ce  qui 
est  de  mémo , si  l’on  observe  de  prèférenoe  des  étoile# 
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ctrcompolaire*.  Delambre,  à qui  est  due  la  méthode  que 
nous  expliquons  | ludique  la  polaire  S,  fi,  y de  la  petite 
Ourse  et  y de  Céphée,  parce  qu’on  n’a  rien  à craindre 
de  l’irrégularité  de  la  pendule.  Ou  fera  bien  alors  de 
placer  la  mire  au  nord  de  la  station  ; et  lorsqu’on  en 
connaîtra  la  déviation , il  sera  très-facile  d’orienter  une 
chaîne  de  triangles  par  Taximuf  d'un  de  ses  côtés.  ( Voy. 
ce  mot.) 

Pour  donner  une  application  de  cette  méthode,  nous 
choisirons  l’observation  même  par  laquelle  Delambrc 
mesura  à Paris  la  déviation  de  sa  lunette,  qu’il  n’eut  pas 
le  temps  de  remettre  sur  la  mire  méridienne. 

Postage  infti  leur  «le  la  chèvre  à la  lunette  h 1 7**  * * 8*, 8 ~ t ; 
Passage  su  pet  ieor,  ■ a heures  ajitta,  ou  h.  . 5'"  T 1 8*,6  = f . 

On  avait  d'ailleurs 


a a 44*1 5' , u = 48*5o'  ; 

de  là  f‘  — f = ia*oV,a,  et  ensuite  la  formule  (3)  donne 
en  temps 


ainsi  en  arc  x = — a',a5. 

On  juge  par  le  signe  de  x que  la  déviation  était  oc- 
cidentale quand  l’objectif  était  tourne  vers  le  sud, 
comme  nous  l’avons  supposé  dans  les  formules  précé- 
dentes ; elle  serait  au  contraire  orientale,  si  l’on  suppo- 
sait l’objectif  tourné  vers  le  nord. 

(M.  Puissant.) 
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serait  placé  au  centre  de  la  terre.  On  conçoit  alors  que 
si,  dans  un  lieu  dont  la  longitude  est  à peu  près  connue, 
l’on  a mesuré  une  distance  lunaire,  et  qu’on  l’ait  réduite 
en  distance  vraie,  U ne  s'agira  plus  que  de  déterminer, 
par  un  calcul  d'interpolation,  l’heure,  les  minutes  et  se- 
condes de  temps  moyen  que  l'on  comptait  à Paris  lors- 
que cette  distance  vraie  existait  ; puisque  la  différence 
entre  ce  temps  et  celui  de  l'observation  sera  celle  de  la 
longitude  cherchée.  Ordinairement  la  formule  par  la- 
quelle on  convertit  une  distance  lunaire  apparente  en 
distance  vraie  est  celle  de  Borda  ; on  l’obtient  ainsi  qu’il 
suit  : 

Soient  A,  E,  E*  la  distance  et  les  deux  hauteurs  ap- 
parentes du  soleil  et  de  la  lune;  9,  »,  e la  distance  et 
les  hauteurs  vraies  de  ces  deux  astres  ; enfin  z l’angle 
au  ténith  formé  par  leurs  verticaux,  dans  lesquels  leurs 
lieux  vrais  et  opparens  se  trouvent  respectivement.  Le 
triangle  sphérique  dont  les  sommets  sont  au  ténith  et 
aux  centres  apparens  des  astres  donnera 

cos  A — sin  E sin  E' 

cos  z « — -, , 

cos  E cos  E 

celui  dont  les  sommets  sont  au  ténith  et  aux  centres 
vrais  des  astres  donnera  pareillement 

cos  d — sin  » sin  »' 

Cos  Z = ; ; 

cos  6 cos  » 


ainsi  l’on  a 

cos  A — sin  E sin  E'  ’cos  5 — sin  e sin  »' 
cos  E cos  E'  cos  e cos  e* 


DILATATION.  Voyez  CHiLXoa. 

DISTANCES  LUNAIRES,  (dsl.  Nautiq.)  C’est  sur- 
tout dans  les  voyages  de  long  cours  que  les  navigateurs 
font  un  fréquent  usage  des  distances  de  la  lune  au  soleil 
et  aux  étoiles , pour  déterminer  la  longitude  du  lieu  où 
ils  sc  trouvent.  Ces  distances  se  mesurent  au  sextant, 
ou , mieux  encore , au  cercle  à réflexion  dont  Borda  a 
enrichi  l’astronomie  nautique.  (Koyez  Cercle  atrtTi- 
TEta.)  La  rapidité  avec  laquelle  la  lune  se  meut  dans 
son  orbite  autour  de  la  terre  fait  que  dans  certaines  cir- 
constances l’arc  qui  la  sépare  de  l’étoile  mise  en  com- 
paraison change  sensiblement  de  grandeur  dans  un  très- 
court  espace  de  temps,  par  exemple  lorsque  la  déclinai- 
son de  l’étoile  située  à l’orient  ou  à l’occident  de  la  lune 
est  peu  différente  de  celle  de  ce  satellite.  Dans  la  Con- 
naissance des  temps,  et  à chacun  des  mois  de  l’année,  se 
trouvent  calculées  de  3 heures  en  3 heures  les  distances 
vraies  du  centre  de  la  lune  à celui  du  soleil,  aux  princi- 
pales étoiles  du  xodiaque,ct  même  maintenant  au  centre 
des  planètes  ; ces  distances  sont  telles  que  les  verrait 
(abstraction  faite  de  la  réfraction)  un  observateur  qui 


Mais  à cause  de 

sin  F.  sin  e*  =*  cos  E cos  k'  — cos  (E  -f-  E'), 
sin  e sin  •'  *=  oos  e cos  e — cos  (e  -j-  «’). 

la  relation  précédente  se  change  nécessairement  en 
celle-ci  : 

COS  A -f-  COS  (E  + E J 
cos  E cos  E 

d’où  l’on  tire 

= [C03  4 + C0S(E + e‘)] — co"  (e + o '• 

et  si  l’on  a égard  à ce  que 

cosA4-cos(K-)-E')=aco9ï(E4-R'+ A)c«>si(E-(-F.'— a), 

cos(*-}-#')=acosH(*  K) — * j cosd— »— aaiu’îd, 

on  aura 

sin  j 1 5=008*  î (<  |-0 

_ COS  ; (E  4-  E'-f  A)  COS  4 (K  -f-  E*- — A)  cosscoss  . 

• COS  E COS  E* 


cos  J -|~  c os  (g  e') 
cosecose’  9 
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Fois,  si  l’on  fait 


DIS 


. , cos  t (E-f-  e#-4- a)  cos  4 (e  -f-  B* — Alcosscose' 

tin  f cosEcosE'cos*f  (e-f«)  9 

on  aura  enfin 

. 8in7Î=cos{  («-[-•')  cos  f. 

Cette  formule,  la  plus  commode  de  toutes  celles  qui 
ont  été  proposées  pour  réduire  une  distance  apparente 
en  distance  vraie,  n’offre  aucune  variation  de  signe,  et 
c’est  un  avantage  qui  diminue  les  chances  d’erreur  de 
calcul.  Pour  en  faire  un  bon  usage,  il  faut  en  recueillir 
avec  soin  tous  les  élémens  dans  le  plus  court  espace  de 
temps  possible.  Par  exemple,  les  hauteurs  des  astres, 
lorsqu’on  ne  veut  pas  les  déduire  du  calcul,  doivent 
être  prises  par  deux  observateurs,  en  même  temps 
qu’un  troisième  mesure  la  distance  des  deux  astres. 
(Poy.  les  traités  spéciaux.) 

• mLlCATIOV. 

tTn  voyageur  arrivé  le  ta  mai  i8a5  dans  un  lieu  où 
il  trouva  la  latitude  boréale  de  36*4o’,  et  dont  il  estima 
la  longitude  occidentale  de  3k36'  en  temps,  recueillit 
les  observations  contemporaines  suivantes  à y*  4°  du 
matin  ou  à (temps  astrononu). 

lUatcar  du  bord  inferieur  du  © s=  8" 

Hauteur  du  bord  inférieur  de  la  ï = 5a  5$  3 o 

Distance  des  bords  voisins 61  a8  6 

Haut,  du  baromètre. . . ci®, 7399 
Haut,  du  Ihertn.  ccntig.  + a5# 

La  Conn.  des  temps  donne  pour  l’époque  des  obser- 
vations, c’est-à-dire  pour  a3''  16'  comptées  à Paris, 

Parai,  horâ.  de  la  (T  = 54 f7*  » demi-diam.  de  la  (jT  =»4'45® 
Parai,  borix.  du  © = 8,73)  demi -diam.  du  © =t5  5t  . 

Il  s’agit  maintenant  de  calculer  l’augmentation  du 
demi-diàmètre  de  la  lune  due  à sa  hauteur  au-dessus  de 
l’horizon  (Foy.  AvcMEjrrxTioi»),  et  l’on  trouvera  le  demi- 
diamètre  apparent  de  la  = i4'56',  qu’il  faut  ajou- 
ter, ainsi  que  le  demi-diamètre  du  0,  à la  distance  des 
bords  des  deux  astres  pour  avoir  la  distance  apparente 


A = 6i*58'53r.  Ensuite  on  aura 

Hauteur  apparente  du  ©. , .....  3o°i7'i8ff 
Demi-diam.  4“  a 5 Si 

Haut,  appar.  du  centre.  . . . E =r  3o  3a  Sg 
4*  parait.  — réfrac  t.  I 11,7 

Haut,  vraie  géocentr.  du  © . e =»  3o  3i  36,3 

Haut,  appar.  du  bord  de  la  . . . Sa^'lG* 
Demi-diam.  augmenté . 4"  *4  56 

Haut,  appar.  do  centre  . . . E'  = 53  >4  >6 
4*  parall.  — rébact 4*  h ^1,8 

Haut,  traie  géocentr.  de  la  X f'=*  53  4®  9*8 
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Connaissant  tous  les  élémens  de  la  formule  précé- 
dente, on  opérera  par  les  logarithmes,  ainsi  qu’il  suit  : 


A 

= 

«i»S8'13« 

E 

= 

3o  3a  5g  ...  clog  cos 

0,0649018 

E' 

= 

53  14  a6  ...  clog  cos 

0,0109673 

Somme  m 

= 

145  46  18 

m. 

• - 

7a  53  9 ...  log  cos 

9, 468-558 

A — J m. 

* •_ 

*0  54  16  ...  log  cos 

9,9910*6; 

e 

= 

3o  3i  36,3  ...  log  cos 

9,9351009 

e » 

= 

53  46  9,8  . . . log  cos 

9,;;.6i45 

Somme.  . . 

• . 

84  17  4®»*  • Somme.  . . 

19,4555190 

\ somme . . 

9*7*77635 

\ tomme  n 

■= 

4a  8 53,o  . c log  ccm  . . 

o.uggîge 

log  lin  , — 

9,8377031 

Angle, 

s 

4G  6 19,3  . log  cos  <p  = 

9,8409430 

n 

= 

4a  8 53,o  . log  cos..  • . 

9,8700604 

aio  pi. . » 9,7111034 


De  là 

vim  3o#56r  1^,75 î Distasci  tuai*  i = 6i#5i,3,',5. 
On  sait  par  la  Conn.  des  temps  que 


Le  ii  mai  h ait  1a  distance  était  de.  . 6?° 53 '33* 


Le  ta  à midi  de 

Aioii,  diminution  en  3‘.  . , . , 

. ...  61  3a  18 
1 . es  i ai  i5 

D’un  autre  côté. 

Si  de. 

Ou  ôte 

. . . . 6a®53'33* 

. tz St  61  5a  3,5 

de  U cette  proportion 

î^ai'iS*  : 3k  ::  îM'ag^S  : 

Aj  on  tant.  . 

* = a*  i6ri3",6 
. . . . asfc 

Ou  a l'heure  de  Paris,  le  11.  . . . e=a  a3  16  t3  ,6 
Mail  l'heure  de  l'Observatoire  était.  . . ig  4<>  o 

Donc,  toaciTCDz  en  temps,  i l'ouest  scr  3 36  ij  ,6 


Cette  solution  est  indépendante  de  la  figure  ellipsoî- 
dique  de  la  terre,  et,  en  effet,  il  est  à peu  près  inutile  de 
tenir  compte  de  l’aplatissement,  ù cause  de  l’incertitude 
que  laisse  une  méthode  d’observation  qui  présente 
souvent  beaucoup  de  difficultés  sur  mer.  Cependant, 
Borda  a indiqué  le  premier  comment  il  faudrait  procé- 
der dans  le  cas  le  plus  général.  ( Deseript . et  usage  du 
Cercle  de  réflexion,  p.  80.) 

(M.  Puissant) 


DTNAME.  (Sgst.  mét.)  Nom  qu'on  a proposé  récem- 
ment de  donner  à l’unité  de  mesure  des  forces  motrices. 

L’effet  produit  par  une  force  motrice  peut  toujours  se 
rapporter  à un  certain  poids  élevé  ù une  hauteur  donnée 
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dans  un  temps  également  donné  {Voy.  Effet)  ; ainsi, 
en  prenant  le  mitre  pour  unité  de  hauteur  et  la  seconde 
sexagésimale  pour  unité  de  temps,  une  force  capable 
d’élever  80  kilogrammes  à un  mètre  en  une  seconde , 
sera  double  de  celle  qui  ne  peut  élever  que  4°  kilo- 
grammes ù un  mètre  dans  le  même  temps,  et  moitié  de 
celle  qui  peut  élever  i6o  kilogrammes  ù la  même  hau- 
teur dans  le  même  temps.  L’habitude  de  comparer  U 
force  motrice  de  l’eau  et  de  la  vapeur  à celle  des  che- 
vaux fait  encore  journellement  désigner  par  un  nombre 
de  chevaux  la  force  présumée  d’une  machine;  mais  pour 
rendre  le  terme  de  comparaison  exactement  déterminé, 
on  est  convenu  de  nommer  cheval-vapeur  la  force  ca- 
pable d’élever  75  kilogrammes  à 1 mètre  en  une  seconde: 
c’est  à très-peu  de  chose  près  la  force  moyenne  d’un 
cheval,  de  sorte  qu’on  a l'avantage  de  ne  pas  s’écarter 
des  anciennes  évaluations,  et  de  remplacer  le  vague 
qui  résultait  de  leur  emploi  par  une  détermination 
exacte  et  précise.  C’est  donc  à ce  cheval-vapeur  qu’on 
voudrait  appliquer  le  nom  de  Dyname,  qui  nous  pa- 
raît beaucoup  plus  convenable  pour  indiquer  une  unité 
abstraite. 


DYNAMIQUE.  Unité  dyiumiqvf,.  (Syjf.  mit.)  Outre 
le  dyname  ou  le  cheval-vapeur , adopté  comme  terme  de 
comparaison  dans  les  effets  des  forces  motrices,  les  mé- 
caniciens ont  fait  choix  d’une  unité  particulière  pour 
évaluer  le  traçai/ des  moteurs,  c’est  l’cfTort  développé 
pour  transporter  un  mètre  cube  d'eau , ou  le  poids  de 
1000  kilogrammes,  à un  mètre  de  distance,  sans  tenir 
compte  du  temps  du  transport.  Supposons  qu’un  homme 
ait  tiré  d’un  puits  profond  de  10  mètres,  22000  kilo- 
grammes d’eau  dans  une  journée  de  huit  heures  de  tra- 
vail; aaooo  kil.  élevés  à 10  mètres  ou  220000  kil.  éle- 
vés à 1 mètre  étant  la  même  chose,  son  travail  sera  rc- 
préscuté  en  unités  dynamiques  par 

220000 

* =>  220  imites  dynamiques. 

1000  1 

En  général , P étant  le  poids  en  kilogrammes  trans- 
porté dans  une  journée  de  travail,  et  II  la  distance  en 
mètres  où  il  a été  conduit,  le  produit 

P*  X II"  ou  PU*-« 
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exprime  le  nombre  de  kilogrammes  transportés  ù un 
mètre , et 

pu*- 

1000 

le  nombre  d'unités  dynamiques  qui  mesure  le  travail  ou 
l’cfTcl  utile  du  moteur.  L’exposant  km  indique  ici  que  la 
quantité  PH  est  un  nombre  de  kilogr.  élevés  à un  mètre. 

Cette  manière  de  comparer  l’effet  utile  des  moteurs 
est  indépendante  du  temps.  Le  produit  PH  se  nomme 
la  quantité  d'action  développée  pendant  toute  la  durée 
du  travail.  Koy.  Effet. 

DYNAMOMÈTRE.  (Méc.)  Instrument  au  moyen  du- 
quel on  mesure  la  force  de  traction  exercée  par  un  moteur. 

Le  dynamomètre-Régnier,  ainsi  appelé  du  nom  de  son 
Inventeur,  se  compose  d’un  ressort  d’acier  abcd  (PI.  1 1, 
fig.  2)  ; A sa  partie  étroite  est  fixé  un  appareil  dont  la 
pièce  principale  est  un  levier  courbe  efg  ; la  pointe  g de 
ce  levier  décrit  un  arc  gh  à mesure  que  les  deux  bran- 
ches du  ressort  ab  et  cd  se  rapprochent  l’une  de  l’autre, 
par  suite  de  l’action  exercée  aux  deux  extrémités.  La 
partie  gf  du  levier  s’appuie  contre  une  aiguille  mo- 
bile ikf  et  fait  parcourir  à sa  pointe  k un  arc  de  cercle 
gradué  dont  les  divisions  indiquent  le  poids  correspon- 
dant ù l’effort.  Pour  diviser  cet  arc,  on  suspend  le  res- 
sort par  une  de  ses  extrémités,  et  l’on  attache  ù l’autre 
des  poids  de  plus  en  plus  grands. 

La  mesure  des  efforts  de  traction  s’effectue  en  atta- 
chant le  dynamomètre  par  un  de  scs  côtés  ù un  poiot 
résistant,  comme  un  mur  (PI.  10,  fig.  16),  et  le  faisant 
tirer  de  l'autre  côté  par  l'homme  ou  le  cheval  dont  on 
veut  éprouver  la  force.  Oq  obtient  de  cette  manière 
l’effort  absolu  dont  le  moteur  est  instantanément  ca- 
pable. Pour  connaître  celui  qu’il  peut  produire  en  se 
mouvant  lui-même  pendant  un  certain  temps  et  avec 
une  certaine  vitesse,  on  attache  l’un  des  bouts  de  l'in- 
strument à la  résistance,  et  l’on  attelle  le  moteur  à l’autre. 
Par  exempte,  ayant  disposé  un  dynamomètre  entre  le 
palonnier  d’un  cheval  attelé  et  le  train  d’une  voiture, 
la  tension  de  l’instrument,  lorsque  le  mouvement  sera 
établi , fera  connaître  l’effort  constant  de  traction. 

llégnicr  est  encore  l’inventeur  de  plusieurs  autres  dy- 
namomètres, dont  on  peut  voir  la  description  dans  son 
Mémoire  explicatif  de  plusieurs  machines.  Voyez  aussi 
le  Journal  de  l’Ecole  polytech.  n*  5. 


Tom.  111. 


11 
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E. 


EAU 

EAU  MOTRICE.  ( Ifydraul .)  L’eau  courante,  comme 
tous  les  corps  matériels  en  mouvemeut,  est  animée  d’une 
quantité  d’action  (Voy.  ce  mot)  dont  elle  peut  trans- 
mettre une  partie  plus  ou  moins  grande  aux  mobiles 
qu’elle  rencontre , suivant  les  diverses  circonstances  du 
choc.  Ces  circonstances  ne  sont  jamais  les  mêmes  que 
celles  du  choc  de  deux  corps  solides,  car  celui-ci  mo- 
difie dans  un  instant  inappréciable,  au  moment  même 
du  contact,  le  mouvement  relatif  des  corps,  tandis  que 
la  percussion  d’un  courant  d’eau  ne  produit  son  effet  to- 
tal que  par  une  suite  de  contacts  de  la  part  des  molécules 
fluides  qui  se  succèdent  sans  interruption.  L’effet  de  ces 
contacts  successifs  a été  justement  comparé  à celui  d’un 
ressort  qui  agirait  contre  uu  obstacle  en  conservant  tou- 
jours la  même  tension,  et  une  expérience  très-simple 
a prouvé  que  la  force  impulsive  d'un  courant  d’eau 
n’était  qu’une  force  de  pression  qu’on  a nommée  pres- 
sion hydraulique,  pour  la  distinguer  de  la  pression  hy- 
drostatique que  l’eau  peut  exercer  en  vertu  de  sou  seul 
poids.  Cette  expérience  est  la  suivante  : on  fixe  une 
plaque  h l'extrémité  du  fléau  d’une  balance , et  on  di- 
rige sur  elle  uu  filet  d’eau  tombant  d’un  vase  entretenu 
constamment  plein;  quelle  que  soit  la  force  motrice  du 
filet,  due  4 sa  masse  et  à sa  vitesse,  on  peut  toujours 
trouver  un  poids  qui,  placé  à l’autre  extrémité  du  fléau, 
maintienne  la  balance  en  équilibre  pendant  toute  la  du- 
rée de  l’écoulement.  Le  poids  est  donc  égal  à l’action 
du  choc,  et  peut  par  conséquent  la  représenter. 

i . D’après  les  expériences  de  fiossut , les  poids  né- 
cessaires pour  maintenirTéquilibrc  dans  de  semblables 
expériences  varient  dans  le  même  rapport  que  les 
charges  (Voy.  Courant»  S tu,  n°  6),  sous  lesquelles 
s effectue  le  mouvement  do  la  veine  choquante;  ainsi, 
connue  il  est  prouvé  que  le  rapport  des  hauteurs  dues 
aux  vitesses  de  sortie,  pour  uu  même  orifice,  est  égal 
au  rapport  des  charges,  on  peut  en  conclure  que  la  force 
du  choc  d’une  veine  fluide  est  proportionnelle  à la  hauteur 
due  à la  vitesse  de  la  veine. 

. , »t 

v étant  la  vitesse,  la  hauteur  correspondante  est  , et 

il  en  résulte  que  la  force  du  choc  est  proportionnelle  au 
carré  de  la  vitesse. 

Mais  cette  force  doit  être  encore  proportionnelle  au 
nombre  des  molécules  choquantes  ou  à la  section  de  la 
veine  fluide  à sa  sortie  de  l’orifice  : donc,  en  désignant 
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par  P lo  poids  qui  fait  équilibre  au  choc  ou  qui  repré- 
sente son  action,  par  s la  section  de  la  veine  fluide,  et 
par  h la  hauteur  due  ù la  vitesse,  on  a 

p =*  ns  h, 

n étant  un  coefllcient  à déterminer  par  expérience. 

v.  En  observant  que  sh  exprime  le  volume  d’un 
prisme  dont  la  base  est  s et  la  hauteur  A,  et  que,  lors- 
qu’il s’agit  de  l’eau,  le  poids  d’un  tel  prisme  est  égal  ü 
autant  de  fois  1000  kilogrammes  que  son  volume  con- 
tient de  mètres  cubes , on  peut  mettre  l’expression  pré- 
cédente sous  la  forme 

P « iooo  ni  A; 

alors  P exprime  un  nombre  de  kilogrammes,  t un 
nombre  de  mètres  carrés,  cl  A un  nombre  de  mètres. 

3.  La  valeur  du  coefficient  n dépend  de  la  grandeur 
de  la  surface  choquée  et  de  son  éloignement  de  l’orifice 
de  sortie. 

Si  l’on  appliquait  immédiatement  la  surface  contre 
l’orifice,  il  n’y  aurait  plus  qu’une  simple  pression  hy- 
drostatique due  au  poids  du  prisme  iA,  et  l’on  aurait 
P =3  tooosA;  dans  ce  cas  n = î.  Dans  tous  les  autres, 
le  choc  ne  peut  produire  tout  son  effet  qu'autant  que  la 
surface  choquée  a une  étendue  assci  grande  pour  rece- 
voir tous  les  filets  fluides  de  la  veine  et  anéantir  leur  vi- 
tesse primitive  ; avec  ces  conditions,  l'expérience  et  la 
théorie  donnent  i très-peu  près  n = a , et  c’est  pour 
cela  qu’il  est  admis  que  t effort  du  choc  exercé  par  une 
veine  fluide  sur  une  surface  plane  en  repos  et  exposée  per- 
pendiculairement d son  action,  est  égal  au  poids  d'un 
prisme  de  ce  fluide  ayant  pour  base  la  section  de  la  veine 
et  pour  hauteur  deux  fois  la  hauteur  due  d la  vitesse.  Ce- 
pendant toutes  les  expériences  ne  sont  pas  d’accord  pour 
fixer  au  coefficient  n les  limites  i et  a qui  résultent  de 
ce  principe. 

4>  Dans  le  cas  d’un  choc  oblique , on  peut  décom- 
poser l’effort  de  la  veine  en  deux  composantes,  l’une 
perpendiculaire  à la  surface  choquée  et  l’autre  parallèle; 
cette  dernière  ne  pouvant  produire  aucun  effet,  la  pre- 
mière seule  représente  l'action  du  choc  ; ainsi , en  nom- 
mant » l’angle  d’inclinaison  de  la  veine  fluide  avec  la 
surface,  la  composante  perpendiculaire  étant  ioqowA- 
sin  »,  on  aura 

V =a  îoooniA.  sin  1*. 
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5.  En  adoptant  la  râleur  » «=  a qui  a lieu  lorsque  la 
surface  choquée  détruit  complètement  la  vitesse  de  la 
veine  fluide,  on  a pour  le  choc  direct 

P aoooiA, 

expression  que  nous  allons  mettre  sous  une  forme  plus 
commode  pour  les  cas  particuliers  du  choc  qui  nous 
restent  à examiner.  Substituons  à la  place  de  h sa  va- 
leur^-, il  viendra 

n 1000  « 

P == St J* 

9 * 

Or,  s étant  la  section  de  la  veine  fluide  et  t>  sa  vitesse , 
sv  exprime  la  quantité  d'eau  écoulée  dans  l'unité  do 
temps,  et  iooosp  le  poids  do  cette  quantité  en  kilo- 
grammes, est  donc  la  masse  d’eau  écoulée  en  une 

seconde,  car  la  masse  est  égale  au  poids  divisé  par  g 
{Voy.  Poids);  ainsi,  désignant  cette  masse  par  Q,  nous 
aurons 

P E=  Qt> 

Mais  Qu  est  la  quantité  de  mouvement  de  la  masse  Q, 
donc  l'effet  du  choc  est  égal  à la  quantité  de  mouvement 
que  possède  la  masse  de  fluide  écoulée  dans  l’unité  de 
temps,  ce  qu'il  est  d’ailleurs  facile  de  conclure  à priori. 

6.  Examinons  maintenant  le  cas  où  la  surface  cho- 
quée est  elle-même  en  mouvement , et  supposons  d’a- 
bord que  le  choc  est  direct,  c’est-à-dire  que  le  fluide 
et  la  surface  se  meuvent  dans  la  même  direction , et  que 
la  surface  est  frappée  perpendiculairement  par  la  veine. 
Pour  déterminer  le9  effct9  du  choc,  observons  qu’après 
ce  choc  la  surface  ne  pourrait  continuer  à se  mouvoir 
avec  la  vitesse  u,  qu’elle  avait  avant,  que  si  on  lui  ap- 
pliquait une  force  égale  et  opposée  au  choc  ; mais  alors 
le  fluide  qui  l’accompagne  dans  son  mouvement  se  mou» 
trait  également  avec  cette  même  vitesse  u : il  aurait 
donc  perdu  la  vitesse  t> — u,  et  sa  quantité  d'action,  qui, 
avant  le  choc,  était  Qe,  ne  serait  plus  que  Qa  ; le  choc 
lui  aurait  donc  fait  perdre  une  quantité  d’action  repré- 
sentée par  Q (t — a),  et  par  conséquent  c’est  cette  quan- 
tité d’action  perdue  qui  mesure  l’effet  du  choc  ; on  a 
donc  généralement 

le  signe  — se  rapportant  au  cas  où  la  direction  des 
mouvemens  est  la  même,  et  le  signe  -f-  & celui  où  les 
directions  sont  opposées. 

En  remplaçant  Q par  sa  valeur  on  a eoc0ro 

9 

P = loait?  {v  u). 

y.  On  ramène  le  choc  oblique  au  ohoc  direct,  en  le 
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décomposant,  comme  nous  l’avons  fait  ci-dcssus , en 
deux  forces,  l’une  parallèle  et  l’autre  perpendiculaire  à 
la  surface  choquée;  mais  il  faut  tenir  compte  ici  de  la 
direction  du  mouvement  do  cette  dernière.  Soit , par 
exemple,  AE  (PI.  n,  fig.  6),  la  direction  d’une  veine 
fluide  qui  frappe  obliquement  une  surface  CD  assujet- 
tie à se  mouvoir  dans  la  direction  BK,  représentons  les 
vitesses  respectives  t?  et  u par  les  parties  BE  et  BF  de 
leurs  directions;  nommons  i l'angle  ABC  et  i‘  l’an- 
gle CBK;  la  composante  de  BE  perpendiculaire  à CD 
sera  BG  = BE.  sin  t = t>  sin  t,  et  celle  de  BF,  égale- 
ment perpendiculaire  à CD,  sera  BII=BFsinf=tisint'; 
la  vitesse  perdue  dans  la  direction  BG  aura  donc  pour 
expression  BG  — BI1  =-.  t>  sin  i — t*  sin  et  la  perte 
de  vitesse  dans  le  sens  BK  du  mouvement  sera  IK 
= GH.  sin  f *=  (t)  sin  i — u sin  i')  sin  i'.  I/effort  du 
choc  reçu  par  la  surface  CD  sera  donc  définitivement 

loafo  (»  sin  t — u sin  t")  sin 

Ce  cas  se  présente  dans  le  mouvement  des  palettes  des 
roues  hydrauliques  horizontales. 

8.  Le  choc  d’un  courant  d’eau  conduit  par  un  cour- 
sier sur  les  palettes  d’une  roue  hydraulique  étant  à peu 
près  le  même  que  celui  d’une  Yeinc  fluide  isolée,  on 
peut  l’évaluer  au  moyen  des  formules  précédentes,  et 
déterminer  ainsi  l’effort  exercé  sur  ces  palettes  et  qu’elles 
peuyent  exercer  à leur  tour.  Il  n’en  est  plus  do  même 
lorsque  la  section  du  fluide  en  mouvement  est  plus 
grande  que  la  surface  choquée , ou  que  cette  surface  est 
entièrement  plongée  dans  le  fluide  : le  choc  est  alors 
modifié  par  les  pressions  latérales  et  postérieures  du 
fluide , et  l’évaluation  de  son  effet  se  complique  d’une 
foule  do  circonstancos  pour  lesquelles  nous  devons  ren- 
voyer aux  traités  d’hydraulique  cités  au  mot  CovaiKT. 
Quant  à la  résistance  que  les  fluides  opposent  au  mou- 
vement des  corps  qui  y sont  plongés , elle  fait  l’objet 
d’un  article  spécial.  Voy.  Résistance  des  flvides. 

9.  L’usage  adopté  par  les  mécaniciens  modernes  étant 
de  comparer  la  force  d’un  moteur  quelconque  au  poids 
qui,  en  descendant  d’une  certaine  hauteur,  produirait 
le  même  effet  sur  la  résistance  {Voy.  Force),  et  de  l’ex- 
primer par  le  produit  PU  de  ce  poids  et  de  cette  hau- 
teur, la  force  d’un  courant  d’eau  s’exprime  également 
par  PII , P étant  le  poids  de  l’eau  menée  par  le  courant 
en  une  seconde  de  temps,  et  II  la  hauteur  de  la  chute 
ou  plus  généralement  la  hauteur  duc  à la  vitesse  dont  le 
courant  est  animé.  Cette  quantité  PII  peut  être  ensuite 
facilement  ramenée  à l’imité  dynamique  dont  on  veut 
faire  choix  ; car,  s’agit-il  d’exprimer  la  force  du  courant 
en  chevaux-vapeur  ou  en  dyname s {Voy.  ce  mot),  on  a 
pour  le  nombre  de  ces  chevaux 

• PH 
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S’agit-il  do  l'exprimer  en  unitii  dynamique!  propre- 
ment dites  de  îoon  kilogrammes  élevés  à im  mètre,  on 
a ( Voy.  Dyiusikjie)  pour  le  nombre  deces  unités 
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Donc , la  foret  tire  d’un  courant  d’eau  est  le  double  de 
sa  quantité  d’action  o"u  de  sa  force  dynamique.  (Foy, 
Force  et  Quantité  d’action.) 


PH 

lono’ 

Proposons-nous,  par  exemple,  d’estimer  la  force  d’un 
courant  d’eau  dont  la  dépense  est  i"%8oo  par  .seconde 
et  dont  la  section  a pour  superficie  la  vitesse 

étant  égale  é la  dépense  divisée  par  la  section,  nous 
aurons 


et  comme  la  hauteur  duc  à cette  vitesse  est 


t*  = (>,a)* 

~ a (9, 8088) 


0^,0734, 


il  ne  nous  reste  plus  A évaluer  que  le  poids  de  la  dé- 
pense, ce  qui  se  réduit  à la  multiplier  par  1000,  puis- 
qu’un mètre  cubo  d’eau  pèse  1000  kil.  Nous  avons  donc 


P — 1000  X 1,800  = 18001. 


Ainsi,  la  force  du  courant  est  égal  à 

PH  = i8oo*X  o*, 0734  = i5uln',ia. 

F11  divisant  cette  quantité  par  ^5,  nous  avons  pour  quo- 
tient à peu  près  1 ,8  ; ce  qui  nous  apprend  que  la  force 
en  question  n’est  pas  tout-à-fait  équivalente  A celle  do 
deux  chevaux-vapeur. 

Pour  évaluer  la  force  du  courant  en  untTlf  dynami- 
ques, il  faut  observer  que  puisqu'elle  est  capable  d’éle- 
ver un  poids  de  i3aL,i2  à un  mètre  dans  une  seconde, 
elle  peut  élever  30o  fois  ce  poids  ou  4i563L  à la  même 
hauteur  dans  une  heure.  Divisant  4(563  par  1000, 
nous  voyons  que  le  courant  peut  produire  4>  unités  dy- 
namiques et  environ  f /,  dans  une  heure. 

10.  Dans  toutes  les  questions  hydrauliques,  il  est 
beaucoup  plus  commode  de  considérer  la  foret  vive 
( Voy.  ce  mot)  de  l’eau  motrice  que  sa  force  dynami- 
que, ou  sa  quantité  d’action,  exprimée  par  PII.  La 
force  vive  d’un  courant  étant  immédiatement  égale  à la 
masse  d’eau  écoulée  dans  l'uutté  de  temps  multipliée 
par  le  carré  de  sa  vitesse , si  nous  désignons  par  RI  la 
masse  et  par  Y la  vitesse,  l’expression  de  la  force  vive 
sera 

MV* 


Or,  pour  passer  de  la  force  vivo  à la  force  dynamique 

et  réciproquement,  observons  que  P = yM,  Il  = i-., 

a 9 


et  par  conséquent  que 


PH  = - MV’. 
a 


ÉCLIMKTHE.  ( Topograp .)  Petit  instrument  de  cuivre 
composé  d’un  arc  de  cercle  gradué , d’une  lunette  avec 
réticule  et  d’un  niveau  à bulle  d’air.  Il  est  employé  par  les 
ingénieurs  géographes  français  pour  mesurer  l'inclinai- 
son des  rayons  visuels  dirigés  sur  les  objets  qui  envi- 
ronnent la  station  et  dont  on  veut  connaître  les  diffé- 
rences de  niveau.  On  l’adapte  ordinairement  à la  bous- 
sole, afin  de  relever  en  même  temps  les  angles  que  les 
rayons  visuels  font  avec  le  méridien  magnétique.  Cet 
instrument,  qui  sert  principalement  aux  opérations  to- 
pographiques de  la  nouvelle  carte  de  France,  procure 
autant  de  cotes  de  hauteur  du  terrain,  comptées  & par- 
tir du  niveau  de  la  mer,  qu’il  est  nécessaire  pour  con- 
naître les  inflexions  du  sol  et  en  exprimer  le  relief. 
Donnant  immédiatement  les  distances  zénithales  des  ob- 
jets observés , on  a recours  ù la  formule 

dE  = K cot  3 + qK\ 

dans  laquelle  K est  en  mètres  la  distance  horizontale 
d’un  objet  à la  station  , i la  distance  zénithale  observée, 
q un  coeflicicnt  numérique  dont  le  log.  = 3.81869,  en- 
fin rfE  la  différence  de  niveau  cherchée,  qu’on  ajoute 
algébriquement  à la  hauteur  absolue  de  la  station,  pour 
avoir  celle  de  l’objet  observé.  (Foy.  Altitude.) 


ÉCLUSE.  ( Hydraul .)  Nom  générique  d’une  con- 
struction hydraulique  destinée  ù retenir  l’eau. 

ÉCOULEMENT  DES  FLUIDES.  {Hydraul)  Nous 
avons  donné,  au  mot  Hydrodynamique,  tom.  11,  b 
théorie  mathématique  de  i 'écoulement  du  fluides  fondée 
sur  l’hypothèse  du  parallélisme  des  tranches  dans  leur 
mouvement  vertical,  hypothèse  qui  conduit  au  théo- 
rème fondamental  suivant  : 

La  vitesse  d'un  fluide  qui  sort  d’un  vase  par  un  très- 
petit  orifice  est  égale  à celle  d'un  corps  pesant  qui  serait 
tombé  librement  de  toute  la  hauteur  comprise  entre  le  ni- 
veau de  la  surface  fluide  dans  le  vase  et  le  centre  de  cet 
orifice. 

Nous  allons  examiner  ici  les  applications  de  ce  théo- 
rème et  les  modifications  qu’il  reçoit  dans  la  pratique, 
tout  en  recueillant  les  diverses  formules  empiriques 
adoptées  par  les  hydraulicicns  pour  la  solution  des  pro- 
blèmes relatifs  à l’écoulement  de  l’eau. 

Il  se  présente  deux  cas  généraux  : 1*  le  niveau  de 
l’eau,  dans  le  vasfc  d’où  sort  l’écoulement,  est  constant; 
a" ce  niveau  est  variable.  Dans  le  premier  cas,  on  doit 
concevoir  qu’il  arrive  constamment  à la  surface  supé- 
rieure du  liquide  une  quantité  d’eau  égale  à celle  qui 
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s’écoule  ; dam  le  second , le  rase  ne  recevant  pas  de 
nouveau  liquide  ou  n’en  recevant  qu’uue  quantité 
moindre  que  celle  qui  en  sort,  se  vide.  Nous  traiterons 
successivement  ces  deux  cas. 

§ I.  Ecoulement  à niveau  constant. 

>.  Le  théorème  dont  nous  venons  de  rappeler  l’é- 
noncé est  dû  A Toricelli;  ce  célèbre  disciple  de  Galilée 
l’a  publié,  en  1643,  comme  une  conséquence  de  la  loi 
de  la  chute  des  corps  pcs&ns,  découverte  par  son 
maître.  Voici  les  raisonnemens  sur  lesquels  il  l’a  établi; 
nous  les  rapportons  parce  qu’ils  sont  indépendant  de 
toute  hypothèse  sur  le  mouvement  du  fluide  dans  le 
vase  : 

Si  l'on  perce  des  orifices  M et  N (PI.  10,  fig.  14 ) sur 
les  faces  horizontales  d’un  vase  X rempli  d'eau  et  dont 
le  niveau  est  entretenu  constamment  à la  même  hau- 
teur, le  fluide  en  sort  par  des  jets  verticaux  qui  s’élè- 
vent, ù très-peu  près,  jusqu’au  niveau  AK  do  l’eau  dam 
le  réservoir,  et  l’on  peut  supposer  qu’ils  atteindraient 
complètement  ce  niveau,  si  diverses  causes  que  nous 
avons  déjù  signalées  (Foy.  Jet  d’eau,  tom.  11)  ne  con- 
couraient ù diminuer  la  vitesse  d’ascension.  Mais  un 
corps  lancé  verticalement  n’atteint  une  certaine  hau- 
teur que  parce  qu'il  a reçu  une  impulsion  capable  de 
lui  communiquer  une  vitesse  initiale  égale  à la  vitesse 
finale  qu’il  acquerrait  en  tombant  librement  de  cette 
hauteur  ( Voy . AccÉtiaÉ,  tom.  1);  donc  les  molécules 
fluides , en  sortant  des  orifices  M et  N,  sont  animées  des 
vitesses  dues  aux  hauteurs  MG  et  N H , ou,  ce  qui  est  la 
même  chose,  aux  hauteurs  du  niveau  de  l’eau  au-des- 
sus des  orifices  M et  N. 

Désignant  donc  parc  la  vitesse  de  sortie  et  par  H la 
hauteur  du  niveau  au-dessus  de  l’orifice,  on  aura,  d’a- 
près les  lois  de  la  chute  des  corps...  (a) 

c = l/ayH. 

a.  Lorsqu’on  adapte  des  ajutages  aux  orifices  M et  N 
percés  dans  les  parois  minces  du  va9c , les  jets  s’élè- 
vent moins  haut  ; mois  on  a reconnu  que,  pour  des  aju- 
tages parfaitement  égaux,  les  diminutions  de  hauteur 
sont  proportionnellement  les  mêmes,  c’est-à-dire  que 
si  la  hauteur  du  jet  NH  se  réduisait  d’un  quart,  par 
exemple,  celle  du  jet  MG  se  réduirait  pareillement  d’un 
quart.  En  général,  m désignant  le  rapport  entre  la  hau- 
teur du  jet  et  celle  du  réservoir,  pour  un  ajutage  quel- 
conque , on  a 

v *=  i/aymH  , c = y/aymlF’, 

H et  H’  étant  deux  hauteurs  du  réservoir,  et  v et  c’  les 
vitesses  correspondantes. 

O11  tire  de  ces  expressions 

v : tf=v/H  : i/H‘, 
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c’est-à-dire , que  les  vitesse s de  sortie  par  des  ajutages 
égaux  sont  toujours  entre  elles  comme  les  racines  carrées 
des  hauteurs  du  niveau , ou  comme  les  racines  carrées  des 
charges. 

3.  Ces  principes  s’appliquent  immédiatement  aux  cas 
où  l'écoulement  aurait  lieu  par  des  orifices  percés  dans 
la  paroi  du  fond  du  vase  ou  dans  les  parois  verticales, 
car  la  vitesse  du  fluide  à sa  sortie  est  évidemment  in- 
dépendante de  sa  direction 

4.  La  connaissance  de  la  vitesse  avec  laquelle  une 
veine  fluide  sort  par  un  orifice  quelconque,  conduit  à 
celle  de  la  quantité  de  fluide  qui  s’écoule  dans  un  temps 
déterminé  et  qu’on  nomme  la  dépense  de  l'orifice;  en 
effet,  si  S représente  l’aire  de  l’orifice,  et  v la  vitesse, 
Se  représentera  le  volume  d’eau  écoulé  dans  l'unité  de 
temps  ; car  Sc  est  le  volume  d’un  prisme  ayant  S pour 
base  et  v pour  hauteur  ; ainsi , désignant  par  D la  dé- 
pense , on  aura. . . (6) 

D = S]/9ÿÏÏ, 

Mais  cette  expression  repose  sur  deux  hypothèses  qui 
ne  sont  rigoureuses  ni  l’une  ni  l'autre  ; la  première,  c’est 
que  la  vitesse  de  sortie  est  exactement  due  à toute  la 
charge  H ; la  seconde,  c’est  que  les  molécules  de  l’eau 
sortent  par  tous  les  points  de  l’orifice  en  filets  parallèles  : 
aussi  la  vilesse  réelle  que  donne  l'expérience  se  trouve- 
t-elle  toujours  moindre  que  celle  qu'on  calcule  au 
moyen  de  la  formule  (é),  et  qu’on  nomme  la  vitesse 
théorique. 

5.  La  différence  qui  existe  entre  la  vitesse  théorique 
et  la  vitesse  réelle  provient  des  directions  concourantes 
que  prennent  les  molécules  fluides  dans  l’intérieur  du 
vase  en  s’approchant  de  l’orifice , et  qui  opèrent  une 
contraction  de  la  veine  fluide  ( Voy.  Costeactio.v). 
Lorsque  l’orifice  est  percé  dans  une  paroi  mince,  la 
contraction  de  la  veine  rend  sa  section  plus  petite  que 
l’aire  de  l’orifice,  ce  qui  diminue  conséquemment  la 
dépense;  lorsque  l’écoulement  s’effectue  à plein  bord , 
par  un  ajutage  cylindrique , la  vitesse  de  sortie  est  plus 
petite  que  celle  duc  à la  charge,  il  y a donc  encore  di- 
minution de  dépense;  enfin,  cette  dépense  peut  encore 
se  trouver  diminuée  par  une  double  diminution  de  vi- 
tesse et  de  section , ce  qui  a lieu  dans  certains  ajutages 
coniques.  Dans  tous  ces  cas,  la  vitesse  réelle  est  une 
fraction  do  la  vitesse  théorique,  et  l’on  peut  poser...  (c) 

Q — mSi/a^H, 

tn  étant  un  coefficient  à déterminer  par  l’expérience 
pour  chaque  espèce  d’orifice  d’écoulement.  S'il  s’agis- 
sait de  la  dépense  pendant  un  temps  T,  on  aurait  évi- 
demment 

Q = mSTv/âÿÏL 
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Voici  les  cocfliçicns  déduits  des  observations  : 


c tunes 

SCR 

11  CUIT»! 
Dl  l'oRITICI. 

UACTEGR  OIS  ORiriCS*. 

0*,0l 

o*,oa 

o*,oS 

o“,o5 

0“,»0 

o*,ao 

O 

O 

0,709 

0,  oa 

0,698 

0, 660 

0,  o3 

0,691 

0, 660 

0, 638 

0,  ©4 

o,C85 

0, 659 

0,  G40 

0,612 

0,  o5 

0,  G8a 

0, 659 

0,640 

0,617 

0,  06 

0, 678 

0,658 

0,  G4o 

0, 622 

»,  590 

: 0,  08 

0, 671 

0,657 

0,63g 

0, 626 

0,600 

0, 10 

0, 667 

o,C55 

o,638 

0, 628 

o,6o5 

0,  ta 

0,664 

0,  654 

0,637 

0, 63  0 

0,609 

»,  573 

0,  i5 

0,  660 

0, 653 

o,635 

o,G5i 

0,61 1 

o,  585 

j 0,  ao 

n,  655 

0,  G5o 

O,  634 

0, 634 

0,  Gi3 

0, 593 

0,  3o 

o,65o 

0, 645 

0,633 

0, 63a 

0, 6 1 6 

0,  5<|8 

0, 40 

0,047 

0,  G42 

o,63i 

0,  G3i 

0,617 

0, 600 

0,  5o 

0,643 

0,640 

0, 63o 

0, 63 1 

0,617 

0,  60  3 ( 

0,  70 

o,038 

0,637 

0,629 

0,639 

o,Gi6 

O,  60.  | 

1,  00 

0, 637 

0, 63a 

0,637 

0,627 

0, 6i5 

0,  Oo5 

1,  3o 

0, 621 

0, 625 

0,  6j3 

0, 623 

0,61 3 

»,  G04 

1,  60 

0, 6 1 6 

0, 618 

0,619 

0,619 

0, 61 1 

O,  Go  2 

a,  00 

o,6i3 

0,61 3 

o,6i3 

0, 6i3 

0,607 

0,  Om 

3,  00 

0,609 

0,608 

0,607 

0, 6<>6 

0,  Go3 

0, 60 1 

u.  Lorsque  les  orifices  lie  sont  pas  circulaires,  la 
forme  de  la  veine  fluide  varie  à mesure  qu'elle  s’en 
éloiguc  et  présente  plusieurs  phénomènes  singulier», 
niais  il  parait  qu'à  l’exception  du  cas  où  le  périmètre  de 
l’orifice  offre  des  angles  rentrai!.»,  sa  figure  n’ exerce  au- 
cune influe  uce  sur  la  dépense,  et  l’ou  admet  générale- 
ment que  la  dépense  est  la  même,  sous  une  même 
charge,  pour  tous  les  orifices  dont  les  aires  sont  équiva- 
lentes. Les  cocflicicns  précédens , quoique  relatifs  à des 
orifices  rectangulaires,  peuvent  donc  servir  dan»  tous  les 
cas , en  considérant  simplement  la  hauteur  du  rectan- 
gle indiquéo  à la  tête  de  chaque  colonne  comme  la 
plus  petite  dimension  de  l’orifice  employé.  On  peut  en- 
core, pour  plus  d’exactitude,  lorsque  la  dimension  de 
l'orifice  ne  se  trouve  pas  dan»  le  tableau,  calculer  di- 
rectement la  dépense  par  la  formule  suivante,  duc  à 
M.  Lesbro»  : 

Q = fA  j 2,65  y/U —■ ^oi36/î o,i74y/A 

— o, a.  Log  (5 h) . y/H  | 

f est  la  largeur  de  TonHcc,  h sa  hauteur,  et  H la  charge 
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sur  le  centre  de  l’orifice.  Si  l’orifice  était  circulaire,  on 
substituerait  sa  surface  à Ih  et  son  diamètre  à h. 

Cette  formule  n’est  valable  que  pour  le»  orifices  dont 
la  hauteur  est  au-dessus  de  o*,o5.  M.  Lesbros  en  a 
donné  une  autre  qui  embrasso  tous  les  orifices  jusqu’à 
celui  de  o“,oi  de  hauteur  inclusivement;  la  voici  : 

Q = *4-  + yy/H’  “h  * 

II'  est  la  hauteur  du  niveau  du  réservoir  au-dessus  du 
bord  supérieur  de  l’orifice,  et  «,  £,  y,  3 ont  les  valeurs 
suivantes  : 


a = l jo,63y/(A — 0,062)* -|- 0,0017 

-f-  o,o5aA  — - o,oo44 

« » o,oo5a5 — o,i86(A  — o,ia5)* 

h -f-  0,00469 


-B6qF*k+M8) 

= *(â^Ss+»>339) 


Nous  devons  faire  observer  que  cette  dernière  for- 
mule n’est  applicable  qu’aux  charges  qui  11c  dépassent 
pas  a“,5o  pour  l’orifice  dont  la  hauteur  est  o",oi  et  4" 
pour  toutes  les  autres. 

la.  Quand  on  place  un  ajutage  sur  l’orifice  d’écou- 
lement , les  phénomènes  de  la  contraction  se  compli- 
quent de  ceux  de  l’attraction  des  parois  de  l’ajutage  sur 
les  molécules  fluides;  cependant  il  peut  arriver  que  la 
veine  le  traverse  sans  le  toucher,  et  alors  il  ne  modifie 
en  rien  la  vitesse  et  la  dépense  ; mai»  si  la  veine  adhère 
à ses  parois  et  que  l'écoulement  se  fasse  ù plein  orifice, 
ou,  comme  on  le  dit,  à gueule  bée,  ce  qui  arrive  toujours 
lorsque  l’ajutage  est  un  peu  plus  long  que  la  veine  con- 
tractée, la  vitesse  de  la  Yeinc  augmente,  et  la  dépense 
est  plus  grande  que  celle  qui  aurait  lieu  par  l’orifice  en 
minces  parois.  L’expcrience  donne  0,82  pour  la  valeur 
moyenne  du  coefficient  de  réduction  de  la  dépense 
théorique.  On  a donc , dans  le  cas  d’un  ajutage  cylin- 
drique, 


D = 0,83  Sy/ayll. 

L’orifice  de  sortie  étant  le  même  que  l’orifice  de  la  paroi 
du  réservoir,  la  différence  entre  la  dépense  théorique  et 
la  dépense  réelle  ne  peut  venir  que  d’une  diminution 
de  la  vitesse  due  à la  charge.  Ainsi,  en  désignant  par  o 
cette  dernière,  et  par  v la  vitesse  de  sortie,  on  a 

* = 0,82  t. 

i3.  Les  ajutages  coniques  convergeas,  c’est-à-dire 
dont  l’orifice  de  sortie  est  plus  petit  que  l’orifice  du 


Digitized  by  Google 


1 


88  ECO 

réservoir,  augmentent  encore  plus  la  dépense  que  les 
ajutages  cylindriques,  lorsqu'ils  ont  toutefois  des  di- 
mensions convenables , car  leurs  effets  varient  avec 
Y angle  de  convergence  ou  avec  l'angle  que  formeraient 
deux  côté»  opposés  du  tronc  de  cône  prolongés  jusqu'il 
leur  rencontre.  Quoique  ces  sortes  d'ajutages  soient 
presque  exclusivement  employés  dans  la  pratique,  on 
n'avait  aucune  connaissance  exacte  de  leur  influence 
sur  la  dépense  et  sur  la  vitesse  de  l’écoulement,  avant 
les  expériences  récentes  de  MM.  d’Aulnisson  et  Castel, 
publiées  en  i833  dans  les  Annales  des  Mines.  En  voici 
les  résultats  moyens  : 


ABOLI 

de 

convergence. 

COE  F f IC 1 ■ BT 

de  la  il.  pense. 

de  la  vîIcak. 

0*  oo' 

0,82 

0,82 

1 44 

0,87 

0,86 

3 22 

0,89 

0,88 

4 10 

0,91 

0,90 

5 3o 

0,92 

0,92 

7 5a 

«>,90 

0,90 

0 « 

o*9'» 

IO  3.| 

0,94 

0,95 

12  0 

0,95 

0,90 

l3  02 

0,94 

0,96 

«4  44 

0,93 

lG  l6 

0,95 

l()  l8 

0,9.3 

0,g6 

23  2 

0,92 

0,9« 

29  56 

0,90 

°«97 

4»  18 

0,88 

«.o» 

4»  g 

o,83 

«.99 

De  ces  expériences  et  de  quelques  autres  encore 
faites  par  M.  Castel,  on  peut  conclure , dit  M.  d’Au- 
bussun  [UgdrauL  des  ingin.)  : 

» i*  Que  la  dépense  réelle,  à partir  des  0,82  de  la 
dépense  théorique,  va  graduellement  en  augmentant 
à mesure  que  l'angle  de  convergence  des  côtés  de  l’aju- 
tage augmente,  mais  jusqu’à  12  ou  i3a  seulement,  où 
son  coefficient  est  0,95.  Au-delà  elle  diminue,  très-fai- 
blement d'abord,  comme  toutes  les  variables,  aux  en- 
virons du  maximum;  à 20”  le  coefficient  est  encore  0,94 
ou  0,90;  mais  ensuite  la  diminution  est  bien  prononcée, 
elle  devient  de  plus  en  plus  rapide,  et  la  dépense  fini- 
rait par  n’ètre  plus  que  celle  qu’on  obtient  des  orifices 
en  mince  paroi , les  o,65  de  la  dépense  théorique. 

» L'explication  de  ces  faits  me  parait  assez  naturelle. 
Dans  les  ajutages  coniques,  la  dépense  théorique  est  al- 
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térée  par  deux  causes  : l’attraction  des  parois  qui  tend 
à l’augmenter,  et  la  contraction  de  la  veine  qui  tend  à 
la  diminuer , en  diminuant  la  vitesse  lorsqu’elle  est  in- 
térieure, en  diminuant  la  section  de  la  veine  lorsqu’elle 
est  extérieure.  D’après  les  expériences  de  Yenturi,  la 
contraction  intérieure  semblerait  devoir  être  constante, 
jusqu’à  20*  environ,  cet  angle  étant  à peu  près  l’angle 
de  convergence  de  la  veine  contractée , et  l’on  n’a  pas 
de  contraction  extérieure  avant  12*.  En  conséquence, 
jusqu’à  cet  angle , l’attraction  des  parois  fera  seule  va- 
rier la  dépense  ; elle  l’augmentera  de  plus  en  plus  à me- 
sure que  les  parois  convergeront , puisque  leur  distance 
à l’endroit  de  la  plus  grande  contraction  deviendra  plu» 
petite,  et  que  l’attraction  agit  inversement  aux  dis- 
tances. Mais,  au-delà  de  12%  la  contraction  extérieure 
se  manifeste  et  devient  de  plus  en  plus  grande;  peu 
après,  à 20*,  la  contraction  intérieure  disparait  ; et  les 
phénomènes  de  l’écoulement  se  rapprochent,  à tous 
égards,  de  ceux  qui  ont  lieu  par  les  orifices  en  mince 
paroi,  orifices  avec  lesquels  les  ajutages  coniques  con- 
vergens  se  confondent  sous  l'angle  de  convergence  ex- 
trême 180". 

» 2*  En  suivant  les  cocflicicns  de  la  vitesse , on  les 
voit,  à partir  de  o*,  augmenter  et  à très-peu  près  comme 
ceux  de  la  dépense,  jusqu’à  l’angle  de  la  plus  grande 
dépense  ; mais  au-delà , pendant  que  ceux-ci  dimi- 
nuent , ils  continuent  d’augmenter  en  se  rapprochant  de 
la  limite  qu’ils  peuvent  atteindre  et  dont  ils  sont  déjà 
très-près  à 4<>*  et  5o\ 

» Ces  faits  sont  encore  une  conséquence  de  la  re- 
marque ci-dcssus  : qu’au-delà  de  20"  de  convergence, 
les  phénomènes  des  ajutages  coniques  se  rapprochent 
de  ceux  des  orifices  en  mince  paroi  ; ainsi , passé  cet 
angle , les  coefficicn*  de  la  dépense  doivent  se  rappro- 
cher de  o,65  et  par  suite  diminuer,  et  ceux  de  la  vitesse 
de  projection  doivent  se  rapprocher  de  1 et  par  consé- 
quent augmenter.  » 

14.  Les  ajutages  coniques  divergens , ou  qui  ont  leur 
plus  petite  base  ajustée  à l’orifice  du  réservoir,  sont  très- 
peu  employés  ; ils  présentent  le  phénomène  singulier 
de  donner  une  dépense  plus  grande  que  la  dépend 
théorique.  Yenturi,  qui  a fait  beaucoup  d’expériences 
sur  ces  ajutages , a trouvé  que,  lorsque  la  longueur  du 
tronc  de  cône  est  égale  à neuf  fois  le  diamètre  de  la  pc- 
titc  base,  et  que  l’angle  d’évasement  ou  de  convergence 
vers  le  réservoir  est  d’environ  5";  la  dépense  réelle  e*t 
une  fois  et  demie  plus  grande  que  la  vitesse  théorique. 

|5.  L’expression  de  la  dépense  théorique  (6)  sup- 
pose que  tous  les  filets  dont  la  veine  fluide  est  corn* 
posée  ont  la  même  vitesse  , ou  que  cette 

quantité  \/2gH  représente  leur  vitesse  moyenne,  ce 
qui  n’est  point  exact,  car  la  vitesse  du  filet  moyeu 
de  la  veine,  de  celui  qui  est  soumis  à la  charge 
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moyenne  H,  n’est  pas  la  vitesse  moyenne  «le  la 
veine,  puisque  les  vitesses  respectives  «les  divers  filets 
sont  entre  elles  dans  le  rapport  des  racines  carrées  des 
charges.  La  différence  entre  la  vitesse  moyenne  et  celle 
du  filet  moyen  est  peu  sensible  quand  la  hauteur  de  l’o- 
rifice est  très-petite  par  rapport  à la  charge  moyenne  ; 
mais  elle  ne  saurait  être  négligée  dans  le  cas  contraire, 
et  nous  devons  faire  connaître  les  résultats  théoriques 
qui  se  rapportent  à la  vitesse  moyenne  d'une  veine  fluido 
s’écoulant  d’un  réservoir  par  un  orifice  latéral.  Soit 
donc  AB  (PI.  10,  fig.  ly)  un  vase  rempli  d'un  liquide 
quelconque  entretenu  constamment  au  même  niveau  aô, 
et  qui  s'écoule  par  l’orifice  en  mince  paroi  edef ; la  forme 
de  cet  orifice  n’ayant  aucune  influence  sur  la  dépense  , 
nous  le  supposerons  rectangulaire  pour  plus  de  facilité  : 
menons  les  deux  droites  MM , mm , parallèles  et  égales 
à la  largeur  rf  de  l’orifice,  et  faisons 


totale  «le  l’orifice  ED  = I!D  — HE  = H — H'.  On  a 
tlonc  définitivement....  (e) 

— H'i/H’]. 

Telle  est  l’expression  générale  de  la  dépense  théorique. 

i5.  On  peut  déduire  de  cette  expression  la  vitesse 
moyenne  de  la  veine  fluide  , en  observant  que  l’aire  de 
l’orifice  est  /(II  — U'),  et  qif ainsi,  v désignant  la  vi- 
tesse moyenne,  on  a 


II  — H' 


Pour  déterminer  la  charge  qui  produit  la  vitesse 
moyenne,  il  suffit  «le  substituer  cette  valeur  de  v dans 

1 expression  générale  h = — ; nommant  H'  la  hauteur 
cherchée,  on  trouve 


HD  = II,  IIE  = H*,  EP  = .r,  MM  = / 

En  considérant  la  distance  P p desdeux  droites  MM, mm, 
comme  infiniment  petite,  et  alors  Ppcst  la  différentielle 
tic  «r,  toutes  les  molécules  fluides  passant  par  le  rec- 
tangle élémentaire  MmmM  seront  soumises  à une  mémo 
charge  HP  = HE  -f*  EP  = H'  -}-  ar,  cl  la  dépense  par 
ce  rectangle  sera  égale  à son  aire  MM  X Pj>  = l-dxt 
multipliée  par  la  vitesse  /*g{n  x),  due  à la  hau- 

teur H'  -f-  x\  or,  la  .dépense  élémentaire 

Idx  v/2ÿ(H'  -j-  x) 

est  la  différentielle  de  la  dépense  totale  par  l’orifice  edef. 
Donc 

dD  = Idx/  #ÿ(H'-p  x). 

Intégrant  cette  équation , il  vient 

D = l/zg  J Vtey/H'^p  x 

— | [(■'+  *)*’+  c]  ■ 

La  dépense  devant  être  nulle  lorsque  x = o,  on  a pour 
déterminer  la  constante,  l’équation 

o=îfi/^[ir+c]. 

d’où  l’on  tire 

C = — H *; 

ainsi  l’intégrale  complète  est 

dans  laquelle  il  faut  donner  ik  x la  valeur  de  la  hauteur 
T on  xii. 


I«. 4 /IIy/11  — H |/iry 

9 V H -H  )• 

16.  Des  exemples  numériques  vont  donner  une  idée 
de  la  différence  des  résultats  des  formules  (6)  et  (e). 

I.  On  demande  quelle  serait  la  dépense  théorique  d'un 
orifice  rectangulaire  de  o",5  de  hauteur  sur  î"  de  lar- 
geur, et  ayant  une  charge  de  a métrés  sur  son  bord  su- 
périeur. 

Ici  H'=a,  H = a-}-o,5  = a, 5 et  Z =* l.  Substituant 
ces  valeurs  dans  la  formule  (e),  on  obtient 

D = l V^J  ^,5 1/^5  — V-jJ  = 

La  formule  (6)  donnerait,  en  employant  la  charge 
moyenne  ^ (H  -f  H*)  = a,a5 , 

D = o,5  \/aÿ(a,a5)  * 3"%3ai8. 

Nous  ferons  observer  que  la  hauteur  de  l’orifice  est 
à peu  près  le  quart  de  la  charge  moyenne. 

IL  L’orifice  rectangulaire  ayant  o*,  i de  hauteur  sur 
o,5  de  largeur,  on  demande  la  dépense  théorique  pour  une 
charge  de  i*,o5  sur  le  lord  inférieur. 

On  a II  = 1 ,o5,  H'  = i ,o5  — o,  i = 0,95  et  / = n,5. 
Ces  valeurs,  substituées  dans  la  formule  (e),  donnent 

D = j (o,5)i/aj|\,o5v/i,o5  — 0,95^0,95 J 
= o**, 121414- 

La  charge  moyenne  étant  ï (H  -1—  II')  = I , la  for- 
mule  (b)  donnerait 

D = (o,5)  (0,1)  y/i g = o* ',22 1459. 

Ici,  la  hauteur  de  l’orifice  est  la  dixième  partie  de  la 
charge  moyenne,  et  l’on  voit  que  les  voleurs  calculée# 

12 
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par  les  deux  formules  différent  d'autant  moins  que  la 
hauteur  de  rorificc  est  plus  petite  par  rapport  A celle  de 
la  charge. 

17.  Dans  la  pratique,  il  faut  appliquer  à la  for- 
mule (r)  un  cocllicient  de  réduction,  afin  d'avoir  la  dé- 
pense réelle;  voici  ceux  qui  résultent  des  expériences  de 
MM.  Poncelet  et  Lcsbros , citées  plus  haut  ; ils  embras- 
sent tous  les  cas  ordiuaires. 


Les  cocfficicns  du  n*  1 o donnant  avec  la  formule  (6) 
des  résultats  presque  identiques  avec  ceux  qu'on  obtient 
des  précédent  avec  la  formule  (•),  on  se  sert  habituel- 
lement de  la  première  formule,  beaucoup  plus  simple 
et  beaucoup  plus  facile  à calculer  que  la  dernière. 

18.  Les  lois  de  l'écoUlcmcnt  par  les  déversoirs  (voÿ. 
ce  mot)  ou  par  les  échancrures  rectangulaires  prati- 
quées à la  partie  supérieure  d'une  des  parois  d'un  réser- 
voir ne  sont  que  des  cas  particuliers  de  celles  par  les 
orifices  verticaux.  La  charge  sur  la  partie  supérieure  de 
l’orifice  étant  nulle,  il  suflU  de  faire  H'=  0 dans  la  for- 
mule («)  pour  obtenir  immédiatement 


jours  plus  grande  que  la  hauteur  du  niveau  de  Peau  iu- 
dessus  de  ce  seuil,  parce  que  la  veine  fluide  s'infléchit 
avant  d'atteindre  le  déversoir.  Par  exemple,  si  AB 
(flg.  1,  PI.  ti)  est  la  hauteur  du  niveau  général  du  ré- 
servoir au-dessus  du  seuil,  la  hauteur  DB  de  l’eau  au- 
dessus  de  ce  même  seuil  sera  plus  petite  que  AB  , par 
suite  du  mouvement  des  molécules  fluides  qui  com- 
mencent A descendre  en  E avant  d'avoir  atteint  l'ori- 
fice. La  quantité  II  de  la  formule  ( f ) est  donc  AB  et 
non  DB,  et  dans  les  calculs  relatifs  aux  déversoirs,  !a 
charge  se  mesure  par  la  distance  entre  le  seuil  et  le  ni- 
veau de  l'eau  en  repos. 

Ceci  posé,  la  quantité  étant  constante  pour 

chaque  déversoir,  nous  la  représenterons  j>ar  p,  et  nom 
aurons  simplement  pour  l'expression  de  la  dépense 
réelle  par  un  déversoir  dont  la  largeur  du  seuil  est  I,  la 
formule  générale 

D*püVII. 

Les  expériences  de  MM.  d’Aubusson  et  Bidone,  celles 
d'E)  telwein,  et  les  dernières  de  MM.  Poncelet  et  Lcsbro* 
s’accordent  pour  assigner  au  cocflicicnt  p la  valeur 
moyenne  1,80,  de  sorte  qu’on  peut  généralement  ad- 
mettre  ( g ) 

D«i,8oIHv/H. 

Nous  allons  appliquer  cette  dernière  expression  A la 
solution  de  quelques  problèmes  pratiques. 

I.  Ayant  un  bassin  entretenu  constamment  plein  par 
un  cours  d'eau  fournissant  i“*,5oo  par  seconde,  on  de- 
mande à quelle  profondeur  au-dessous  du  niveau  du  bas- 
sin il  faut  établir  un  déversoir  qui  aurait  im,6o  de  large, 
pour  faire  écouler  la  quantité  d'eau  fournie  par  l< 
courant. 

II  étant  ici  la  quantité  demandée , dégageons-la  d’a- 
bord de  la  formule  (9),  nous  aurons 


or,  d'après  la  question,  I = 1,60  ci  Q = i,5o ; ainsi 


i,5o  \* 
1,80  X **6°/ 


= 0,64?. 


et  pour  la  dépense  réelle (f) 

D = ? mil /ïÿ  • Hi/Il, 

m étant  le  coefficient  de  réduction. 

Nous  devons  observer  que  la  charge  H de  la  partie 
inférieure  de  l'orifice  ou  du  seuil  du  déversoir  est  tou- 


II faudra  donc  placer  le  seuil  A o*,647  au-dessous  du 
niveau  auquel  l'eau  doit  être  tenue  dans  le  bassin. 

II.  On  demande  la  largeur  que  doit  avoir  un  déversoir 
dont  le  seuil  est  à om,  60  au-dessous  du  niveau  constant 
d'une  pièce  d’eau  pour  obtenir  une  dépense  de  a métra 
cubes  par  seconde. 

Nous  avons  Ici  H *=*  0,60,  Q«a,  ai  U s’agit  de  dé* 
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si  nous  prenons  u = o,qîc,  cette  dernière  formule  de» 
viendra (i) 


1 ^ i,8o  Hv/H‘ 

Substituant  les  valeurs  numériques,  nous  obtiendrons 


l s - 

i ,8o  X o,(>o  X t/«»t>o  * 

if).  11  arrive  assez  souvent  que  les  réservoirs  sont  ali- 
mentés par  des  cours  d'eau  qui  arrivent  directement  à 
la  paroi  sur  laquelle  est  ouvert  l’orifice  ou  le  déversoir, 
l'écoulement  se  fait  alors  non  seuloment  en  vertu  de  la 
charge  II,  mais  encore  en  vertu  de  la  vitesse  initiale 
des  molécules  fluides;  dans  ce  cas,  la  quantité  II  doit 
exprimer  la  hauteur  entière  duc  à la  vitesse  de  l’écou- 
lement, c’est-à-dire,  la  somme  de  la  charge  sur  l’orifice 
et  de  la  hauteur  duc  à la  vitesse  initiale;  en  donnant  à 
II  celte  signification,  il  n’y  a rien  à changer  à la  formule 
générale  (c)  de  la  dépense  par  les  orifices,  mais  la  for- 
mule ( f ) des  déversoirs  peut  présenter  des  diflicultés 
que  nous  allons  éclaircir.  Pour  rccoimaitrc  aisément  la 
fonction  particulière  de  chaque  quantité  dans  cette  for- 
mule, mettons-la  sous  la  forme (h) 


et  nous  verrons  immédiatement , qu’ abstraction  faite 
du  coefficient  de  réduction  m,  elle  se  compose  de  deux 


facteurs  généraux  fil  et 


dont  le  pre- 


mier ÜI  exprime  l’airç  du  déversoir,  et  le  second 


la  vitesse  moyenne  de  l'écoulement,  car 


la  dépense  se  compose  généralement  du  produit  de 
l’aire  de  l’orifice  par  la  vitesse  moyenne  du  fluide: 


-H  est  donc  la  hauteur  génératrice  de  la  vitesse 
9 • 


moyenne,  et  c’est  à cette  seule  quantité  qu’il  faut  ajou- 
ter la  hauteur  duc  à la  vitesse  Initiale  moyenne  du 
fluide  dans  lo  réservoir.  Ainsi,  nommant  u cette  vitesse, 
u* 

la  hauteur  qui  lui  est  due  étant  — 0,05m1,  la  for- 

1 a 9 

mule  des  déversoirs  devient 


Q =mîHv/|jxÿ  o,o5ii#*^J, 

ce  qu’on  pout  mettre  sous  la  forme 

Q c=  B m . Uly/ll  -f-V,  i i5u*. 


Si  nous  désignons  maintenant  par  t la  vitesse  à la 
surface  du  courant,  qui  est  Ja  plus  facile  à observer,  et 


Q = i ,?8  IH  v/ïlTP'oT»^, 

l'expérience  ayant  fait  connaître  que  la  valeur  moyenne 

du  coefficient  ^ n\\/iQ  est  1,78.  On  devra  se  servir  de 

la  formule  (t)  toutes  les  fois  que  la  section  du  courant 
ne  dépassera  pas  dix  à doute  fois  ll\  ; dans  les  autres 
cas,  la  vitesse  v n’cxcrce  aucune  influence  sensible  sur 
la  dépense,  et  il  est  inutile  d’en  tenir  compte. 

Nous  ferons  observer  en  passant  qu’il  résulte  de  l’ex- 
pression (A)  que  la  vitesse  moyenne  du  la  veina  fluide 
est  les  deux  tiers  de  la  vitesse  au  souil  du  déversoir. 

§ II.  Écoulement  à niveau  variait *. 

*©.  La  théorie  des  écoulemcii»  à niveau  variable  est 
beaucoup  moins  avancée  que  celle  des  ccouleinens  à 
niveau  constant,  pour  laquelle  cependant  il  faut  inces- 
samment recourir  à l'expérience.  L’hypothèse  du  paral- 
lélisme des  tranches  (Voy.  Hv drouynauiocf. , tom.  11), 
qui  sert  de  base  à cette  théorie,  est  évidemment  insuf- 
fisante, car  si  l'on  peut  admettre  qu’au  commencement 
de  l’écoulement  la  surface  supérieure  du  fluide  dans  le 
vase  s’abaisse  parallèlement  à elle-même,  il  n’en  est 
plus  ainsi  lorsque  les  tranches  fluides  sont  arrivées  dons 
la  sphère  d’activité  de  l’orifice,  elles  prennent  alors  des 
directions  concourantes  vers  cet  orifice,  et  quaud  il  11e 
reste  plus  que  peu  de  liquide  dans  le  vase,  il  s'y  forme 
un  entonnoir  dont  l’air  occupe  lo  milieu,  la  dépense  di- 
minue considérablement,  et  enfin  l’écoulement  ne  s’o- 
père plus  que  goutte  à goutte  quand  la  hauteur  de  l’eau 
est  réduite  à quelques  millimètres.  Lcsfig.  i5,  PI.  10,  et 
3 et  4 1 PL  1 * » représentent  les  inflexions  de  la  surfaeo  su- 
périeure du  fluide.  Ces  derniers  phénomènes  n’ont  point 
encore  été  soumis  au  calcul,  niais  dan»  la  pratique  il  est 
rare  d’avoir  à considérer  le  cas  oA  un  réservoir  se  vide 
complètement,  et  l’on  peut  encore  modifier  les  formules 
théoriques  par  des  cocfficicns  de  réduction  déduits  de 
l'expérience. 

ai.  Sans  recourir  aux  considérations  théoriques  dont 
nous  venons  de  signaler  le  peu  de  valeur,  et  qui  con- 
duisent à des  formules  différentielles  intégrales  dans  un 
petit  nombre  de  cas,  observons  qu’on  peut  admettre 
qu  a un  instant  donné  la  vitesse  de  sortie  par  un  orifice 
pratiqué  au  fond  d’un  vase  prismatique  est  duc  à la 
hauteur  correspondante  du  liquide  dans  le  réservoir  ; 
ainsi,  désignant  par  U,  U',  H’,  etc.,  les  hauteurs  suc- 
cessives du  niveau  au-dessus  du  centre  de  l’orifice,  les 
vitesses  correspondantes  de  l’écoulement  seront  repré- 
senties  par 

\/2ÿll , [/ifli,  etc., 
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c’cst-à-dirc  qu'elles  seront  entre  elles  comme  les  ra- 
cines carrées  tles  hauteurs  ; l'écoulement  s’effectue  donc 
par  un  mouvement  uniformément  retardé , et  il  devient 
faeilc  de  comparer  la  quuulité  d’eau  qui  s’écoule  dans 
un  temps  donné  avec  celle  qui  se  serait  écoulée  si  le 
mouvement  eût  été  uniforme.  On  sait,  en  effet,  que  lors- 
qu’un corps  se  meut  d’un  mouvement  uniformément 
accéléré,  il  acquiert,  dans  un  temps  quelconque,  une 
vitesse  capable  de  lui  faire  décrire  dans  ce  même  temps 
un  espace  double  de  celui  qu’il  vient  de  parcourir;  et, 
réciproquement,  que  lorsqu’il  se  meut  d’uu  mouvement 
uniformément  retardé , il  parcourt  dans  un  temps  dé- 
terminé un  espace  moitié  plus  petit  que  celui  qu’il  au- 
rait décrit  uniformément  en  vertu  de  sa  vitesse  initiale. 
Ainsi,  en  considérant  le  volume  d'eau  écoulé  comme 
un  prisme  dont  l’orifice  est  la  base  et  qui  a pour  hau- 
teur l’espace  que  parcourraient  d’un  mouvement  uni- 
formément retardé  les  premières  molécules  sorties,  on 
voit  que  le  volume  de  ce  prisme  est  la  moitié  de  ce  qu’il 
aurait  été  si  les  molécules  eussent  conservé  leur  vitesse 
initiale,  puisque  alors  l’espace  qu’elles  auraient  par- 
couru, c’est-à-dire,  la  hauteur  du  prisme,  eût  été  double. 

11  en  résulte  que  le  volume  d’eau  sorti  par  un  orifice 
d'un  vase  prismatique  qui  se  vide  n’est  que  la  moitié  de 
celui  qu’on  aurait  eu  dans  le  même  tempsf  si  l’écoulement 
s’était  effectué  constamment  sous  la  charge  qui  avait  lieu 
à l’origine  du  mouvement. 

Désignons  par  II  la  charge  initiale  ou  la  hauteur  du 
niveau  au-dessus  du  fond  avant  que  l'écoulement  soit 
commencé,  par  A la  section  horizontale  ou  l’aire  de  la 
base  du  vase  prismatique,  et  par  T le  temps  pendant  le- 
quel toute  l’eau  dont  le  volume  est  AH  s’est  écoulée. 
D après  le  théorème  précédent,  le  volume  d’eau  qui  se 
serait  écoulé  dans  le  temps  T sous  la  charge  constante  II 
eût  été  a A II  « mais  dans  ces  mêmes  conditions  la  dé- 
peuse  est  exprimée  par  mSTv/âÿll  (n°  5),  donc....  (k) 


de  son  niveau  est  devenue  H',  nous  aurons,  en  vertu  de 
la  relation  générale  (/), 


a Ay/H’ 
inSy/aÿ  * 


et  par  suite 


aAy/H  aAy/H1 

mSy/a</  mSy/ay 


d’où  l’on  a définitivement....  (m) 


m Sy/aj/ 


a3.  Pour  donner  un  exemple  d’application,  nom 
citerons  d’abord  une  expérience  de  Bossut,  faite  avec 
un  bassin  prismatique  dont  la  section  horizontale  était 
un  carré  de  o“,ç);*5  de  côté,  et  percé  dans  le  bas  d’un 
orifice  circulaire  de  o*,o5/|  i de  diamètre  ; l’ayant  rempli 
d’eau  jusqu'à  une  hauteur  de  3", £9,  il  a observé  qu’apre* 
un  écoulement  de  5'6’,  le  niveau  de  l’eau  s’était  abaisse 
de  am,93.  Prenons  ces  données  et  déterminons,  au  moyen 
de  la  formule  (m),  le  temps  nécessaire  pour  produire 
un  abaissement  de  niveau  de  a", 93. 

Nous  avons 


A = o,b,9;5  X om,j)?5  — o*»s,95o6, 

S = t * (o,o54i)2  = o’,",,ooa3, 

H = 3*", 79,  li'  = 3", 79  — a™, 9a  = 0,87. 

Prenant  pour  le  coefficient  de  réduction  o,Go,  comme 
l’indique  le  tableau  du  n*  10,  et  substituant  toutes  ccj 
valeurs  dans  la  formule,  nous  aurons 


a X o,f)5o6 

0,60  X o,ooa3  X 1/2 j 


(l/3, ;o  — i/o.®?)» 


aAH  — mSTy/a^H! 


ce  qui  donne,  en  réalisant  les  calculs, 


Telle  est  1 équation  londamentalc  de  l’écoulement 
par  les  orifices  pratiqués  au  fond  des  vases  prismati- 
ques; en  dégageant  le  temps  T on  à la  relation....  (/) 

T _ aAy/H* 
mSi/vg 

aa.  Ce  qu’il  importe  principalement  de  couuaitrc 
pour  la  pratique,  c’est  le  temps  que  le  niveau  d’un  bas- 
sin met  à s’abaisser  d’une  certaine  quantité.  On  peut 
l’obtenir  comme  il  suit  : soit  t le  temps  pendant  lequel 
la  hauteur  primitive  II  s’est  réduite  à H';  si  nous  dési- 
gnons par  T' le  temps  qu’il  faudrait  au  bassin  pour  sc 
vider  complètement  à partir  du  momcot  où  la  hauteur 


1 = 45o'  = 7'io', 

résultat  qui  diffère  peu  de  celui  de  l’expérience.  On  a 
observé  que  dans  tous  les  cas  où  l’abaissement  de  ni- 
veau u’est  pas  assez  considérable  pour  produire  un  en- 
tonnoir (30),  la  formule  (m)  s'accorde  très-bien  avec 
les  faits. 

34.  S’il  s'agissait  de  déterminer  l’abaissement  de  ni- 
veau 11  — 11'  qui  a lieu  dans  un  intervalle  donné  de 
temps  t,  il  faudrait  tirer  la  valeur  H — II‘  de  la  for- 
mule (m),  ce  qu’on  parvient  à faire  par  une  simple 
transformation.  Donnons  à la  formule  («n)  la  forme 

= 
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et  multiplions  les  deux  membres  de  cette  égalité  par 
\/ü  + l/H',  il  viendra 

M/Sy  y (v/1, 4.  ^/ll  ) = 11  — H'. 

SuUlituons  à la  place  de  [/IV  la  valeur 

tirée  de  la  formule  (m),  nous  obtiendrons....  (n) 

4^). 

A désignant  la  différence  de  niveau  ou  la  grandeur  de 
l’abaissement. 

a5.  11  suffit  d’observer  que  le  volume  d’eau  écoulé 
pendant  le  temps  t est  égal  au  prisme  dont  la  hauteur 
est  h et  la  base  A,  pour  avoir  immédiatement  l’expres- 
sion de  la  dépense  pendant  le  temps  t , car  ayant  D— AA, 
011  a aussi....  (0) 
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expression  dans  laquelle  la  quantité  M est  dounée  par 
la  relation 


M = a,3o5  Q 


. Log^-M»  r:2Y 

VniS^/a^Il — Q/ 


La  caractéristique  Log  désigne  un  logarithme  vulgaire 
Voici  un  exemple  de  l’application  de  celte  formulo 
donné  par  M.  d’Aubusson. 

Un  étang  ramené  à la  forme  prismatique  a36oo  tnè-* 
très  carrés  de  superficie  et  3",5o  de  profondeur  : il  est 
alimenté  par  un  ruisseau  donnant  oa  %q5  d’eau  par  se- 
conde ; la  vanne  du  fond , lorsque  la  pelle  est  entière- 
ment levée,  a i",io  de  large  et  o",6o  de  hauteur.  On 
demande  le  temps  que  l’étang  mettra  il  se  Yider  jusqu’il 
o“,  10  au-dessus  du  bord  supérieur  du  pertuis.  (Nous 
avons  fait  observer  que  les  formules  précédentes  ne 
sauraient  rendre  le  temps  de  rabaissement  lorsque  le 
niveau  du  fluide  n’est  plus  qu’à  une  petite  hauteur  au- 
dessus  de  l’orifice  de  sortie.  ) 

On  a ici  pour  la  charge  au-dessus  du  centre  de  cet 
orifice,  au  moment  de  la  levée  de  la  vanne, 


Nous  ne  croyons  pas  nécessaire  de  donner  des  exem- 
ples numériques. 

a6.  Examinons  maintenant  le  cas  où  le  bassiu  est 
alimenté  par  un  cours  d’eau  qui  lui  fournit  une  quantité 
de  fluide  moindre  que  celle  qui  s’écoule  par  son  orifice. 
Soit  Q le  volume  de  l’eau  qui  entre  dans  le  bassin  en 
une  seconde  de  temps,  et  x la  grandeur  de  l’abaissement 
du  niveau  dans  le  temps  t.  Pendant  l’instant  infiniment 
petit  dt  qui  suit  le  temps  /,  le  niveau  s’abaisse  d’une 
quantité  infiniment  petite  dx,  et  par  conséquent  la  quan- 
tité d’eau  écoulée  dans  l’instant  dt  se  compose  : 1*  du 
volume  \dx  qui  existait  dan#  le  bassin  au  commence- 
ment de  cet  instant  ; a*  du  volume  Qdx  reçu  par  le  bas- 
sin dans  la  duree  de  dt.  Le  volume  d’eau  réellement 
sorti  est  Joue  A dx  -f-  Qdx. 

Mais  ce  même  volume  est  encore  exprimé  par 
mSd/\/a^(H  — x),  eu  vertu  de  la  formule  (d).  Donc 

A dx  -f-  Qdx  = mSdt[/ag  (H  — x ) 

faisant  H — x = II',  ce  qui  donne  — dx  — dH',  et  dé- 
gageant dtf  il  vient 

dl=—Mu—, 

mSv/aÿH  — Q 

dont  l’intégrale  complète  est....  (p) 


H =*  3“,5o  — ~ . o*,6o  =*  3", 30 , 
pour  la  charge  à la  fin 


II'  = 0, 1 0 -f-  - .*  o, Go  = 0,40  ; 

de  plus 

• S = i,io  X 0,60  = o,G6; 

A =*  36oo ; 

Q ==  «ï95  î 

m ss  go  : 


par  suite. 


rnSy/a g — a,o4Ga  ; 

,.og  .=5) = L«g  ?•  = 0,836,. 

VmSv/aoII  — Q/  o,  3q^a 


D’après  cela,  l’équation  devient 
aX^Goo 


' = (1^1^  | *>«46*0/3,»  - V«A) 

+ a,3o3  X 0,90  X 0,896a  J 
— 744a'  =*  a1, 6'  a'  : 


c’est  le  temps  demandé. 

37.  11  arrive  souvent  dans  la  pratique  que  les  bassins 
d’où  l’on  tire  l’eau  ont  des  formes  irrégulières,  comme 
les  étangs,  par  exemple;  pour  pouvoir  appliquer  les 
formules,  il  faut  alors  lever  le  profil  des  bassins,  puis 
les  supposer  divisés  en  un  certain  nombre  de  couches 
parallèles  borixon talcs  d’une  épaisseur  au  plus  d’un 
demi -mètre;  on  prend  la  largeur  moyenne  de  ces 
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couche»  sur  Ici  profils,  on  les  multiplie  par  l'épaisseur 
adoptée,  et  on  a ainsi  un  certain  nombre  de  bassins 
prismatiques  superposés,  pour  chacun  desquels  on  dé- 
termine le  temps  qu’il  mettra  à se  rider.  La  somme  de 
ces  temps  partiels  donne  approximativement  le  temps 
de  l’écoulement  du  bassin  irrégulier. 

a8.  Lorsque  l'écoulement  a lieu  par  un  déversoir,  et 
que  le  bassin  ne  reçoit  pas  de  nouvelle  oau,  on  obtient 
pour  l’expression  du  temps  f,  à l'aide  de  considérations 
analogues  à celles  dont  nous  avons  fait  usage  ci-des- 

5US. . ..  (p) 

ml\/ag 

A désignant  toujours  la  section  horizontale  du  bassin , 
Il  la  hauteur  du  niveau  au  commencement  du  temps  t, 
et  11'  sa  hauteur  à la  fin  de  ce  même  temps  ; / est  la  lar- 
geur du  déversoir.  L’application  de  cette  formule,  pour 
laquelle  on  a généralement  m = o,6»,  ne  présente  au- 
cune difficulté. 

29.  Il  nous  reste  à considérer  le  cas  où  l’eau  d’un  ré- 
servoir s’écoule  dans  un  autre  par  un  orifice  qui  dé- 
bouche sous  l’eau  contenue  dans  ce  second  réservoir. 
Ici,  d’après  les  lois  de  l’équilibre  des  fluides  (Htdio- 
statiqie  , tom.  11),  l’eau  du  second  réservoir  oppose  à 
l’écoulement  une  résistance  égale  à la  force  qui  la  ferait 
s’échapper  elle-même  par  l’orifice  commun,  si  le  pre- 
mier réservoir  était  vide;  ce  n’est  donc  qu’en  vertu  de 
son  excès  de  force  que  l’eau  de  ce  premier  réservoir 
peut  pénétrer  dans  le  second.  Or,  la  force  ou  pression 
d’où  dépend  la  vitesse  d’écoulement  étant  représentée 
par  la  charge,  c’est-à-dire  par  la  hautenr  du  niveau  au- 
dessus  du  centre  de  l’orifice,  si  nous  nommons  H la 
charge  du  premier  réservoir  à un  instant  détermine  et 
H'  celle  du  second,  au  même  instant,  la  vitesse  d’écou- 
lement, à cet  instant,  sera  duc  à la  différence  des  char- 
ges, et  on  aura 


U1  i/ïi)’ 


« ~ i/sf  (H— II). 

Ainsi , lortqu’un  fluide  pam  d'un  réservoir  dont  un 
autre  par  un  orifice  recouvert  du  fluide  qui  est  dans  ce 
dernier , la  charge  effective  sur  cet  orifice,  ou  la  hauteur 
due  d la  vitesse  de  sortie,  en  un  instant  quelconque,  est  la 
différence  de  niveau  des  deux  réservoirs  à ce  même  instant. 

Ce  cas  particulier  de  l’écoulement  de»  fluides  peut  sc 
présenter  avec  trois  circonstances  différentes  : i°les  deux 
réservoirs  conservent  sensiblement  leurs  mêmes  ni- 
veaux pendant  toute  la  durée  de  l'écoulement  ; a*  le 
niveau  du  second  réservoir  est  variable,  celui  du  pre- 
mier demeurant  constant;  3*  les  deux  niveaux  sont  va- 
riables. 

5o.  Lorsque  les  deux  niveaux  sont  çonslans,  la  vi- 


tesse est  constante  et  égale  à v/ag(Il  — H),  ainsi  S dé- 
signant l’aire  de  l’orifice,  la  dépense  dans  l’unité  de 
temps  est 

Q =3  iDSv/ap(H — H ). 


Plusieurs  expériences  ont  appris  qu’on  pouvait  adopter 
pour  le  coefficient  de  réduction  m le  nombre  o,Ga5, 
ainsi....  (q) 

Q = o,6a5Si/aÿA, 


A désignant  la  différence  des  niveaux. 

5i.  Lorsque  lo  premier  niveau  est  seul  constant, 
l’eau  qui  s’élève  dans  le  second  réservoir  augmente  suc- 
cessivement sa  charge  et  diminue  par  conséquent  la  vi- 
tesse de  l’écoulement  ; on  peut  donc  ramener  cc  ras  à 
celui  d’un  réservoir  qui  sc  vide  librement  dans  l’air,  car 
la  vitesse  se  trouve  encore  ici  uniformément  retardée, 
mais  les  phénomènes  se  présentent  dans  un  ordre  in- 
verse, c'cst-à-dirc  que  le  niveau  du  second  réservoir 
est  poussé  de  lias  en  haut  par  une  force  sans  cesse  dé- 
croissante égale  à chaque  instant  à la  différence  des  ni- 
veaux.  Si  nous  désignons  par  H la  différence  des  niveaux 
à l’origine  de  l’écoulement,  et  par  Ace  que  devient  cette 
différence  après  un  temps  t,  nous  aurons  évidem- 
ment.... (r) 


t 


(l/H-V*), 

mis\/ag 


À étant  la  section  horizontale  du  vase  qui  sc  remplit , et 
S l’aire  de  l’orifice.  L’écoulement  devant  cesser  quand 
les  niveaux  sont  les  mêmes,  nous  aurons  aussi,  T dési- 
gnant le  temps  du  remplissage  complet  du  second 
vase....  (a) 


T 


— i/H. 

mS\/*g 


Un  a de  fréquentes  occasion»  d’appliquer  ccs  deux 
formules  dans  le  mouvement  de»  eaux  des  canaux.  Mais 
il  faut  observer  que  le  coefficient  de  réduction  m,  qui  est 
o,Ga5  lorsque  l'écoulement  s’effectue  par  un  seul  ori- 
fice, s’abaisse  à 0,548  lorsque  l’eau  s’échappe  par  deux 
orifices  à la  foi»  ou  par  le»  deux  pertuis  d’une  porte 
d’écluse. 

Lo  calcul  du  remplissage  d’une  écluse  se  divise  en 
deux  parties , parce  que  l’eau  contunuc  dan»  le  canal 
supérieur  commence  par  s’écouler  sans  rencontrer  de 
résistance,  dès  que  les  vannes  sont  ouvertes,  et  va  rem- 
plir la  partie  du  sa»  de  l’écluse  qui  forme  sa  chute  jus- 
qu’à cc  qu’elle  atteigne  la  hauteur  des  vannes,  c’est  alors 
seulement  que  la  résistance  extérieure  sc  développe.  On 
doit'  donc  calculer  le  remplissage  jusqu’au  moment  où 
l'eau  s’est  élevée  au  centre  de  l'orifice,  par  lo»  formules 
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de  l'écoulement  dans  l’air , et  à partir  de  ce  moment 
jusqu'à  celui  où  l'eau  de  l'écluse  atteint  le  niveau  de 
l'eau  du  canal  par  la  formule  (s). 

3a.  Lorsque  les  deux  niveaux  sont  variables,  ce  qui 
arrive  toutes  lei  fois  que  les  deux  réservoirs  cnmmuni- 
quans  sont  limités,  que  le  premier  ne  reçoit  pas  de  nou- 
vellc  eau  et  que  le  second  conserve  celle  qui  lui  est 
fournie,  le  niveau  du  second  réservoir  s'élève  à mesure 
que  oelui  du  premier  s'abaisse,  et  l'écoulement  dure 
jusqu'à  oe  que  les  deux  niveaux  soient  les  mêmes. 

Désignons  par  A et  B les  sections  horiiontales  res- 
pectives des  deux  réservoirs,  et  par  S l'aire  de  l'orifice 
ou  la  section  du  tuyau  de  communication.  Désignons 
en  outre  par  x la  hauteur  du  niveau  du  premier  réser- 
voir après  que  l’écoulement  a duré  le  temps  I,  et  par  y 
la  hauteur  du  niveau  de  l'autre  au  même  moment. 

Dans  l'instant  infiniment  petit  dt  qui  suit  le  temps  f, 
l’eau  monte  dans  le  second  bassin  de  la  quantité  dy  et 
descend  dans  le  premier  de  la  quantité  dx;  le  volume 
d’eau  perdu  par  celui-ci  est  donc  A dx  et  le  volume  d’eau 
gagné  par  l'autre  B dy.  Ces  deux  volumes  étant  néces- 
sairement égaux,  nous  avons  Adx=a*  B dy,  ou  plutôt 

(i).u,  A<Lr  = — Btfy, 

parce  que  x diminue  lorsque  y et  t augmentent. 

Mais  pendant  la  durée  de  l'instant  infiniment  petit  dt„ 
nous  pouvons  considérer  les  niveaux  comme  cojistans, 
ainsi  (3o) 

Bdy  « »*Sv/»,(*— y) . il, 

et  par  suite 

(»).,♦.  Kdx  =5  — r mS^/%g(x — y) . dt. 

Intégrant  l’équation  (î)  en  supposant  qu'à  l’origine 
de  l'écoulement  ou  lorsque  x «=  H , y ==  h } il  vient 

Ax+By=^AH-}-BA, 


et  elle  se  réduirait  4....(«t) 

t — 

mS(A 

Dans  les  applications,  on  choisira  le  coefficient  de 
réduction  qui,  dans  le  tableau  du  U*  îo,  se  rapportera  A 
la  hauteur  de  l'orifice  et  ù la  charge  initiale  H. 

33.  Ecoilcmekt  des  flcides  zéniroaucs.  Lorsqu’un 
gaz  est  comprimé  dans  un  vase  fermé,  et  qu’on  perce  un 
orifice  à l’une  des  parois  de  ce  vase,  le  gaz  s'échappe 
par  l'orifice  d’une  manière  analogue  à l'écoulement  des 
liquides,  et  aTco  une  vitesse  qui  dépend  de  la  différence 
des  pressions  intérieures  et  extérieures  et  du  poids  spé- 
cifique du  gaz.  On  peut  donc  ramener  l'écoulement  des 
gaz  à celui  des  liquides,  en  considérant  le  gaz  qui  s’é- 
coule comme  un  liquide  d’égale  densité  soumis  à une 
pression  équivalente  à celle  de  la  pression  intérieure  di- 
minuée de  la  pression  extérieure;  de  cette  manière,  il 
faut,  pour  trouver  la  vitesse,  calculer  la  hauteur  de  la 
colonne  liquide  dont  le  poids  serait  égal  à la  pression 
qui  produit  l'écoulemeut,  car  cette  vitesse  est  égale  à 
celle  qu’acquerrait  un  corps  pesant  en  tombant  libre- 
ment de  celte  hauteur.  Proposons-nous  pour  exemple 
de  déterminer  la  vitesse  aveo  laquelle  de  l'air  à o*  de 
température  s’écoulerait  dans  le  vido  sous  la  pression 
moyenne  de  l'atmosphère  o",7C.  Dans  ce  cas,  la  pres- 
sion extérieure  de  l'atmosphère  étant  nulle,  1a  pression 
qui  produit  l'écoulement  est  oB,?6;  et  par  conséquent, 
la  hauteur  de  la  colonne  liquide,  d'une  densité  égale  4 
celle  de  l'air,  dont  le  poids  produirait  un  semblable 
écoulement , doit  être  à la  hauteur  de  la  colonne  de  mer- 
cure o,m?Gt  qui  mesure  la  pression  en  raison  inverse  du 
rapport  de  la  densité  de  l'air  ù la  densité  du  mercure. 
Or,  la  densité  de  l’air  est  o,ooi3,  celle  de  l'eau  étant 
i,  tandis  que  la  densité  du  mercure  est  13,798;  ainsi, 
nous  avons  la  proportion 


ce  qui  donne  pour  la  valeur  de  y 

AH-4-BA — kx 

*- — -r 


Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (a),  intégrant 
et  déterminant  U constante  d'après  la  condition  que 
x=  i]  lorsque  tco,  on  obtient  définitivement.,,..  (0 


— l/(A  + B)«  — AH  — B*  J • 

S'il  s'agissait  de  déterminer  le  temps  que  le  fluide 
mettrait  pour  arriver  à un  même  niveau  dans  les  deux 
vases,  on  ferait  dans  cette  équation 


x = y = 


AH  4-  BA 

A + B 9 


x : o", -6  = >3,598  : o,ooi3, 

x désignant  la  hauteur  de  la  colonne  liquide  cherchée. 
On  tire  cette  proportion  : 


x 


0,76  X >3,598 

0,00 >5 


7949’.6. 


Substituant  cette  valeur  dans  l’expression  de  la  vitesse 
due  4 la  hauteur  xf  v a»  \/ïgx,  on  obtient 

* = l/(»X7949>  6X9*8088]  =394*, 91. 

L’air  s’écoulerait  donc  dans  le  vide,  sous  la  pression 
ordinaire,  avec  une  vitesse  de  3^*, 91  par  seconde. 

54.  Les  densités  d'un  même  gaz  4 la  même  tempé- 
rature étant  proportionnelles  aux  pressions,  et  les  hau- 
teurs des  colonnes  liquides,  dont  les  poids  sont  équiva- 
lent aux  pressions,  étant  elles-mêmes  proportionnelles 
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à ces  pressions,  U en  résulte  qu’d  la  mime  température , 
et  quelle  que  soit  la  pression , un  même  gaz  s'écoule  dans 
le  ride  arec  la  même  vitesse. 

Si  l'écoulement  n'n  pas  lieu  dans  le  vide , mais  dans 
un  autre  gaz , cette  permanence  de  vitesse  n'a  plus  lieu, 
parce  qu'alors  la  hauteur  de  la  colonne  liquide,  au 
poids  de  laquelle  on  rapporte  la  vitesse  d'écoulement, 
est  proportionnelle  à la  différence  des  pressions  inté- 
rieure et  extérieure,  et  en  raison  inverse  de  la  densité 
du  gaz , laquelle  densité  est  elle-même  proportionnelle 
à la  somme  des  pressions  que  le  gaz  éprouve. 

35.  En  déterminant  la  hauteur  de  la  colonne  liquide 
de  même  densité  qu’un  gaz,  et  dont  le  poids  est  équi- 
valent à la  force  qui  le  ferait  s'écouler  dans  le  vide, 
en  fonction  de  la  densité  du  gaz,  de  la  pression  et  de 
la  température,  on  obtient  cette  formule  générale  : 

» = 394V  (jj  (>+  »(°>ooo3r5))  » 

dans  laquelle  v est  la  vitesse  de  l'écoulement,  d la  densité 
du  gaz  ü oa  de  température,  et  sous  la  pression  moyenne 
o*,t6,  et  t la  température  du  gaz  pendant  l'écoulement. 
Il  résulte  de  cette  formule,  vérifiée  par  de  nombreuses 
expériences,  que  la  vitesse  d éroulement  des  gaz  dans  le 
vide  est  en  raison  inverse  de  la  racine  carrée  de  leur  densité, 
quelles  que  soient  ta  pression  et  la  température,  pourvu 
que  cette  température  soit  la  même  pemlant  toute  la  durée 
de  l'écoulement. 

56.  Dans  l’écoulement  des  gaz,  la  veine  fluide  se  con- 
tracte comme  dans  l’écoulement  des  liquides,  et  pour 
calculer  la  dépense  réelle,  il  faut  employer  des  coeffl- 
ciens  de  réduction  qui  sont,  d'après  AI.  d'Auhusson, 
o,65  pour  les  orifices  en  mince  paroi , o,q3  pour  un 
ajutaga  cylindrique  court,  et  0,95  pour  un  ajutage  co- 
nique. Ainsi,  S étant  la  surface  de  l’orificc,  v la  vitesse 
donnée  par  la  formule  précédente , et  m le  coefficient 
de  réduction , on  a généralement  pour  la  dépense 


Lorsque  les  gaz  s’écoulent  par  de  longs  tuyaux , la 
vitesse  d’écoulement  est  toujours  plus  petite  que  par  des 
orifices  en  mince  paroi.  Sa  diminution  est  d’autant  plus 
considérable  qu’elle  est  elle-même  plus  grande,  et  que 
les  tuyaux  sont  plus  longs  et  plus  étroits.  Nous  ne  fai- 
sons que  signaler  en  passant  ces  circonstances , que  nous 
examinerons  ailleurs.  ( Voy.  I’.neimatiqve.  ) 

3^.  L’écoulement  des  fluides  par  un  orifice  produit 
sur  la  paroi  opposée  du  vase  une  pression  en  sens  con- 
traire qu’on  peut  comparer  au  recul  des  armes  à feu. 
Cette  pression  est  assez  grande  pour  imprimer  au  vase, 
s'il  est  suffisamment  mobile , un  mouvement  dans  une 
direction  ^opposée  au  jet.  C’est  sur  ces  phénomènes 


que  sont  fondées  les  machines  hydrauliques  dites  à 
réaction.  Nous  en  établirons  les  lois  au  mot  Réactiov. 

EFFET  UTILE.  ( Méc .)  L’effet  général  d’un  moteur 
est  de  vaincre  des  résistances  qni  se  reproduisent  con- 
stamment, ou  périodiquement,  dans  une  direction  op- 
posée à celle  du  mouvement  qu’il  fait  naître;  son  efrt 
utile  est  le  travail  productif  qu’il  accomplit. 

Considérons,  pour  fixer  les  idées,  un  homme  qui  tire 
de  l'eau  d'un  puits  à l'aide  de  l'appareil  ordinaire,  c'est- 
à-dire  d'un  seau  attaché  à l’une  des  extrémités  d’une 
corde  passant  sur  une  poulie  fixe.  La  résistance  que 
l'homme  doit  vaincre  pendant  toute  la  durée  de  l'éléva- 
tion du  seau,  depuis  le  niveau  de  l'eau  jusqu'à  la  mar- 
gelle du  puits,  sc  compose  : r du  poids  propre  du  seau; 
a*  du  poids  de  l’eau  contenue  dans  ce  seau  ; 3“  du  frot- 
tement de  la  corde  sur  la  poulie,  en  y comprenant  re- 
lui de  la  poulie  sur  son  axe;  il  ne  peut  donc  arriver  au 
but  proposé , l'élévation  de  l’eau , qu’en  exerçant  sur 
l’extrémité  de  la  corde  qu’il  tient  entre  les  mains  un 
effort  capable  de  surmonter  ccs  trois  résistances.  Sup- 
posons maintenant  que  le  poids  du  seau  soit  de  a kilo- 
grammes, celui  de  l'eau  de  11  kilogrammes,  et  que  les 
frottemens  soient  représentés  par  5 kilogrammes,  l’ef- 
fort du  moteur  devra  donc  être  de  16  kilogrammes 
pendant  toute  la  durée  de  l’ascension  du  seau.  Nous  ne 
tenons  pas  compte  ici  de  l’excès  de  force  que  doit  déve- 
lopper le  moteur,  au  premier  moment  de  la  traction, 
pour  vaincre  l’inertie  des  matières , parce  que  dès  que 
le  mouvement  est  imprimé , il  suffit  au  moteur  de  faire 
équilibre  à la  somme  des  résistances  ; le  mouvement  sc 
continuant  alors  en  vertu  de  cette  même  inertie.  (Voy. 
Comiri'iCATiox  m moi  vemevt.)  Or,  si  nous  mesurons 
Y effet  général  du  moteur  par  le  poids  auquel  il  fait  équi- 
libre à chaque  instant,  cet  effet  général  sera  représenté 
par  16  kilogrammes,  et  il  est  évident  que  son  effet  utile 
le  sera  par  1 1 kilogrammes,  car  le  seul  produit  réel  de 
son  travail  est  l’élévation  de  11  kilogrammes  d’eau; 
les  5 kilogrammes  de  surplus  se  trouvent  absorbés  en 
pure  perte  par  des  résistances  étrangères  â l’eau  qu’il 
s’agissait  de  puiser. 

Le  poids  de  l’eau  élevée  est  ce  qu’on  nomme  la  résis- 
tance attire;  celui  du  seau  joint  aux  résistances  du  frot- 
tement, composent  les  résistances  passives  de  l'appareil 
ou  delà  machine.  Dans  tout  travail  exécuté  à l’aide  d’une 
machine , il  est  essentiel  de  distinguer  ccs  deux  espèces 
de  résistances,  dont  la  dernière,  celle  des  résistances 
passives,  ne  fait  que  consommer,  sans  effet  productif, 
une  partie  plus  ou  moins  considérable  de  la  force  que 
le  moteur  imprime  ù la  machine.  Un  appareil  méca- 
nique est  d’autant  plus  parfait  que  ses  diverses  pièces 
ou  organes  sont  combinés  de  manière  qu’ils  n’entrai- 
nent  d'autre  perte  de  force  que  celle  qui  est  strictement 
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nécessaire  pour  la  production  de  l’effet  utile  qu’on  a en 
rue. 

L’effet  d’un  moteur  peut  toujours  être  comparé  à 
un  certain  poids  élevé  ou  transporté  à une  certaine 
distance  dans  un  temps  déterminé.  ( Voy . Mors  va.)  Ainsi 
1 effet  qu'on  peut  traduire  par  un  poids  de  i o kilo- 
grammes élevé  à cent  mètres  de  hauteur,  dans  une 
heure  de  temps,  est  le  double  de  celui  qui  peut  se  tra- 
duire par  le  même  poids  élevé  A aoo  mètres  dans  une 
heure , ou  par  le  même  poids  élevé  à i oo  mètres  dans 
une  demi  heure,  ou  cnftn  par  un  poids  double  élevé 
à 100  mètres  dans  une  heure.  En  général,  P représen- 
tant le  poids  élevé  ou  transporté,  et  II  la  distance  par- 
courue dans  l’unité  de  temps,  le  produit  PII  représen- 
tera l’effet  général  du  moteur  dans  l’unité  de  temps, 
ou  ce  qu’on  nomme  son  effet  dynamique . Mais  ce  poids 
P comprend  la  somme  de  toutes  les  résistances  A vain- 
cre; ainsi,  désignant  par  P'  les  résistances  passives,  et 
par  p la  résistance  active,  on  aura  P = P'-f  p;  et  par 
suite , pH  représentera  l 'effet  utile.  L’emploi  du  moteur 
sera  d’autant  plus  avantageux  que  pli  différera  moins 
de  PH.  Ce  produit  PH  est  la  quantité  d’action  (voy.  ce 
mot)  développée  par  le  moteur. 

Si  nous  désignons  par  M la  masse  du  poids  P,  nous 
aurons  P = M^,  g désignant  la  force  de  gravité.  (Voy. 
Poids.)  Si,  de  plus,  V exprime  la  vitesse  qu’un  coq>s 
pesant  acquerrait  par  l’effet  de  la  gravité,  en  tombant 
librement  de  la  hauteur  H , nous  aurous  encore 

V = l/*gH,  ou  V*  s=  aÿll  ; 

ainsi 
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et , par  conséquent, 

i PH  = MV’. 

Mais  MV1  exprime  la  force  vive  (voy.  ce  mot)  que  le 
moteur  communique  A la  machine,  donc  l 'effet  dyna- 
mique est  équivalent  A la  moitié  de  la  force  vive  déve- 
loppée par  le  moteur. 

Il  résulte  de  cette  considération,  qu’on  doit  éviter 
le  plus  possible  que  la  transmission  du  mouvement  dans 
les  machines  s’effectue  par  le  choc  d’un  organo  méca- 
nique sur  un  autre,  puisqu’il  y a perte  de  force  vive, 
toutes  les  fois  qu’il  y a choc  (voy.  Coxmumcatios  db 
mouyemest),  et,  par  suite,  diminution  d’effet  utile. 
(Voy.  Force  vive,  Moteur,  Quantité  d’àctios.) 

EFFORT.  (Mic.)  Voy.  Motecb. 

Ton.  m. 
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ÉLASTICITÉ.  Voy.  ce  mot,  dans  le  tomel,  et,  dans 
celui-ci , le  mot  Force  élastique. 

EMBRAYAGES  ou  EMBRÉAGES.  (Mic.)  Organe 
mécanique  qui  a pour  but  de  suspendre  ou  de  rendre 
immédiatement  le  mouvement  aux  diverses  pièces  d’une 
machine. 

Imaginons  un  axe  AB  (PI.  il,  fig.  5)  portant  deux 
poulies  C et  D,  dont  Tune  C est  folle,  c’est-à-dire 
tourne  librement  autour  de  l’axe,  et  dont  l’autre  D est 
fixée  A l’axe , de  manière  qu’elle  ne  peut  tourner  sans 
l’cntraincr  dans  son  mouvement  ; si  le  mouvement  est 
transmis  par  une  courroie  ou  corde  sans  fin  DE,  on 
pourra,  sans  arrêter  le  mouvement  de  celte  courroie, 
interrompre  celui  de  l’axe  AB,  en  faisant  passer  la  cour- 
roie de  la  poulie  D A la  poulie  C ; comme  on  pourra 
réciproquement  rendre  le  mouvement  à l’axe  AB,  en 
forçant  la  courroie  de  passer  de  la  poulie  C A la  pou- 
lie D.  Ce  double  effet  se  produit  par  un  embréage  FII 
qui  n’est  qu’un  levier  tournant  autour  d’un  point  d’ap- 
pui Q,  et  qui  porte  deux  tenons  m,  n,  entre  lesquels  passe 
la  courroie.  En  appuyant  sur  l’extrémité  F,  on  élève  le 
bras  QH;  la  courroie  retenue  par  les  tenons  dévie  de  sa 
position,  glisse  sur  la  poulie  C qu’elle  fait  tourner,  et 
laisse  en  repos  la  poulie  D,  et,  par  conséquent,  tout 
l’appareil  auquel  cette  poulie  communiquait  le  mouve- 
ment. Lorsque  la  courroie  est  reportée  sur  la  poulie  D 
par  le  retour  du  levier  A sa  position  horizontale,  l’axe 
AB  recommence  A tourner.  On  peut  varier  A l’infini 
cette  disposition,  très-employée  dans  les  filatures. 

M.  de  Prony  a inventé  une  machine  très-ingénieuse, 
dans  laquelle  l’organe  essentiel  est  l’cmbréagc.  Nous 
empruntons  sa  description  AM.  Flachat.  (Mécanique 
industrielle.) 

Une  roue  ad  (PI.  il,  fig.  6) , est  mise  en  mouvement 
paru  n manège  pqr,  et  communique  A deux  roues  6,c 
folles  sur  le  même  axe,  et  qu’elle  fait  tourner  en  sens 
inverse.  L’axe  qui  porte  ces  deux  roues,  porte  A l’une 
de  scs  extrémités  une  poulie  K,  laquelle  porte  une 
chaîne  ; et,  aux  extrémités  de  cette  chaîne,  sont  suspen- 
dus deux  seaux  qui  vont  alternativement  puiser  de  l’eau 
dans  un  puits,  et  Inversent  dans  un  réservoir  n.  Il  s’a- 
git, tout  en  conservant  le  mouvement  circulaire,  et 
dans  le  même  sens,  du  cheval  qui  agit  au  manège,  d’ar- 
river A ce  que,  lorsqu’un  seau  est  parvenu  au  réservoir, 
et  s’y  est  vidé,  il  puisse  redescendre  sans  que  le  cheval 
s’arrête  et  change  son  mouvement.  Voici  comment  on 
y parvient.  L’axe  de  rotation  porte  deux  manchons  A 
crémaillière  qui  peuvent  glisser  horizontalement  sur 
lui.  De  plus,  il  porte  un  levier  mobile  en  f,  qui  sc  ter- 
mine  ù son  extrémité  supérieure  par  une  forte  lioulc  en 
plomb  d;  et,  4 son  autre  extrémité,  se  bifurquent  deux 
branches  fa  t 3;  chacune  do  ces  branches  porte  sur  un 
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Bioui  o nu  et  porté  sur  un  levier  l,  lequel  est  double,  et 
dont  chacune  des  branches  est  successivement  soulevée 
par  un  nœud  fait  à la  corde  qui  tient  chacun  des  seaux, 
et  un  peu  au-dessus  du  point  d’attache.  Lorsque  le  seau 
a etc  soulevé  jusqu’au  point  où  il  a pu  sc  vider  entiè- 
rement, le  nœud  arrive  sous  le  levier  et  le  soulève  j 
en  même  temps  est  soulevée  aussi  une  des  branches  du 
levier  dr,  par  exemple,  la  branche  f.  Cette  branche  étant 
ainsi  soulevée,  fait  tourner  le  levier  autour  du  point  r, 
fait  passer  à gauche  de  l’arbre  q la  boule,  et  fait  pres- 
ser le  levier  contre  le  manchon  h , qui  s’engage  alors 
dans  la  roue  b,  et  s'y  maintient  par  le  poids  de  la 
boule  d.  En  même  temps,  le  mauchon  t est  déseugrené  ; 
la  roue  c redevient  mobile,  en  même  temps  que  la 
roue  b devient  fixe,  et  le  sens  du  mouvement  de  rotation 
de  l’axe  change  ainsi  instantanément. 

Cette  machine,  quoiqu’un  peu  compliquée,  a été 
très-utilement  employée. 

ENCLIQUETAGE.  (Méc.  ) Appareil  composé  d’une 
rou«  àrochet  [voy.  ce  mot),  d’une  griffe  et  d’un  ressort 
qui  sert  à empêcher  le  mouvement  d’un  axe  dans  un 
sens,  sans  s’opposer  au  mouvement  dans  le  sens  con- 
traire. 

ENGRENAGE.  [Méc.  ) On  désigne  sous  ce  nom  la 
combinaison  de  plusieurs  roues  dentées  qui  se  transmet- 
tent réciproquement  le  mouvement,  ou  la  combinaison 
des  roues  dentées  avec  des  crémaillères  ou  des  vis  sans 
sans  fin.  (Troy.  Roues  dextébs,  Vis  saxs  rix,  Laktebxe, 
et  le  mol  Exchexage  dans  le  tome  I.) 

ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES.  ( Alg .)  Les  points 
principaux  de  la  théorie  des  équations  dites  algébrique*, 
c’est-à-dire  des  équations  qui  ne  renferment  aucune 
fonction  transcendante  des  inconnues , ont  été  exposés 
dans  les  deux  premiers  volumes  de  ce  Dictionnaire  ; 
mais  plusieurs  articles  indiqués  par  des  renvois  ayant 
etc  omis,  nous  croyons  devoir  présenter  ici  tout  ce  qui 
concerne  particulièrement  la  solution  de  ces  équations, 
solution  considérée,  à juste  titre,  oomme  un  des  objets 
les  plus  importans  de  la  science  des  nombres.  Ce  qui 
suit  offrira  donc  tout  à la  fois  le  complément  et  le  ré- 
sumé des  notions  éparses  dans  notre  ouvrage. 

*t.  La  forme  générale  des  équations  algébriques 

■* M- 

(D  + A,#  '-f-Ajdj*  2-f-eto....-f-Ajn_1Æ-j-AŒ=o; 

les  cocfftcicns  A„  A„  A,,  etc.,  étant  des  quantités  con- 
stantes, positives,  négatives  ou  milles;  m un  nombre 
entier  positif,  et  x une  quantité  inconnue  dont  il  s’agit 
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de  trouver  la  valeur  en  fonction  de  At , A, , A, , etc. 
(Tome  I,  page  53<).) 

Le  plus  grand  exposant  m de  l’iuconnue  x détermine 
le  degré  de  l’équation  ; par  exemple , lorsque  m=4  > 
que  l’équation  est,  conséquemment,  de  la  forme 

x*  + A,ar*  -f-  A + A,ar  + A*  — o, 

on  dit  qu’elle  est  du  quatrième  degré. 

L’équation  est  complète , lorsqu’elle  renferme  toutes 
les  puissances  de  l’inconnue  x , depuis  la  plus  élevée  a* 
jusqu'à  la  puissance  o,  sous-entendue  dans  le 

terme  absolu  Am  ; elle  est  incomplète  dans  tous  les  autres 
cas.  Ainsi 

a^  + Ga? — 7 = 0 

est  une  équation  complète  du  second  degré,  et 
x * — ~x  -|-  8 = o 

est  une  équation  incomplète  du  troisième  degré.  Il  est 
facile  de  voir  que  l'équation  complète  du  degré  « ren- 
ferme m-f- 1 termes. 

a.  Toute  quantité  déterminée  a qui , substituée  à la 
place  de  x dans  une  équation  quelconque  («),  réduit  son 
premier  membre  à zéro , ou  satisfait  k la  relation  que 
cette  équation  exprime,  est  dite  racine  de  l’équation. 
Par  exemple,  5 est  une  racine  de  l’équation 

x*  — CvC*  -f-  lia:  — 6 = o, 

parce  qu’en  faisant  x=^3,  le  premier  membre  de  cette 
équation  devient 

37  — 54  + 53  — G, 

ce  qui  sc  réduit  à 0,  en  retranchant  la  somme  des  termes 
négatifs  de  celle  des  termes  positifs. 

Résoudre  une  équation , c’est  trouver  toutes  les  va- 
leurs de  x capables  de  réduire  son  premier  membre  à 
zéro,  ou  de  le  rendre  égal  au  second. 

3.  Il  est  démontré  qu’une  équation  du  degré  m,  est 
équivalente  au  produit  de  m binômes  de  la  forme 

(x+a,)  (x+a,)  (x+a,)  (*+«»)■•••  (*+«»)» 

o,,  aJt  0,, etc.,  étant  des  quantités  entières,  fractionnai- 
res, irrationnelles  ou  imaginaires,  positives  ou  négatives  . 
(tome  I,  page  545),  de  sorte  que  l’égalité (a) 

x”+A,«"'1+A,x"-J  + A,x— ’+etc....  + A_=° 

entraîne  l’égalité  correspondante.....  ( b ) 

(x+a,)  (x+a,)  (*+ai)  (*+*»)•—  (*+O=0’ 

d’où  il  résulte  que  tout  nombre  qui,  mis  à la  place  de  x, 
réduit  ù aéro  le  premier  membre  de  l'égalité  (a),  doit 
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pareillement  réduire  à zéro  le  premier  membre  de  l’é- 
galité (6),  et  réciproquement.  Or,  le  premier  membre 
de  l’égalité  (ô)  ne  peut  évidemment  se  réduire  à zéro, 
qif autant  que  l’un  de  ses  facteurs  devienne  lui-même 
zéro;  mais,  pour  qu’un  facteur  quelconque  soit 

nul,  il  faut  faire  x = — ; donc  les  tn  seconds  termes 
des  binômes  x-\-ax,  X-f-a,,  x-j-dj,  etc.,  pris  avec  un 
signe  contraire , ne  sont  autre  chose  que  les  m racines, 
de  l’équation  (a). 

4-  L’équivalence  des  premier»  membres  de»  égalité» 
(a)  et  (b)  fait  connaître  les  relations  qui  existent  entre 
les  racines  d’une  équation  et  ses  coefliciens;  on  sait  d’a- 
bord qu’une  équation  quelconque  ne  peut  avoir  plus  de 
racines  qu’il  y a d’unités  dans  le  nombre  qui  exprime 
son  degré  (tomel,  page  546),  et  ensuite  que  : 

Le  premier  coefficient  A,  est  égal  à la  somme  de 
toutes  les  racines  — ai9  — a2,  — at,  etc.,  prise  avec  un 
signe  contraire  ; 

Le  second  coefficient  A,  est  égal  à la  somme  des  pro- 
duits de  deux  à deux  de  ces  racines. 

Le  troisième  coefficient  A , est  égal  ù la  somme  de 
leurs  produits  de  trois  à trois,  prise  avec  un  signe  con- 
traire. 

Et  ainsi  de  suite,  jusqu’au  dernier  coefficient  A,*, 
qui  est  égal  au  produit  de  toutes  les  racines  pris  avec  le 
signe  qu’il  a naturellement,  si  m est  pair;  et  avec  un 
signe  contraire  si  m est  impair. 

Par  exemple,  dans  l’équation 

x1 — x1 — i4x-{-a4=o, 

dont  les  trois  racines  sont -{-  2 , -f-  5 et  — 4 , on  a 

Premier  coefficient  — | = — (-|-a-j-5 — 4); 

Second  coefficient  — 14  = (a  X^-j-dX — 4-b3X"~4)* 
Troisième  coefficient  _|-  24  = — (a  X 3 X —4)* 

4 bit.  On  distingue  les  racine»  d’une  équation , en 
réelles  et  en  imaginaires.  Toute  racine  imaginaire  peut 
être  ramenée  4 la  forme  primitive 

p et  4 étant  des  quantités  réelles. 

Une  équation  ne  peut  avoir  une  seule  racine  imagi- 
naire, car  si  dans  le  produit 

(*+«,)  (*+a0  (*+«.)■—  (*+<*„)> 

dont  le  développement  forme  le  premier  membre  de 
l’équation  (a),  tous  les  nombres  at,  0,,  a,,  etc.,  a* 
étaient  réels,  excepté  le  premier,  4 

la  quantité  imaginaire  \/  — 1 entrerait  nécessairement 
dans  U construction  des  coefliciens  At,  A„  A,, etc.;  etccs 
coefliciens  ne  seraient  pas  des  quantités  réelles.  Si  donc 
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l’nne  des  racines  at  est  de  la  forme  p-\-q\/ — » , U doit 
y avoir  une  autre  racine  ap  également  imaginaire,  et 
telle  que  \/  — 1 disparoisse  du  produit  des  facteur» 
(x-f-d,)  (x-f -dp),  afin  que  cette  quantité  ne  sc 
trouve  plus  dans  le  produit  général.  Supposons  donc 

«t  =!>  + ?✓ — *»  chL=P  ~ |-f  V/  — *»  et  cherchons 
quelle  rclatlou  doit  exister  entre  les  quantités  réelles 
Pt  P>  9»  P0llr  que  Ie  produit  (x-f-d,)  (x-f-a,,) 
soit  lui-même  réel.  Or,  en  effectuant  la  multiplication  , 
nous  avons 

(*+?+«  t/— ô (*+p'+fV— *) 

= *■+[?  + p'+fo+ï'V1^]® 

+ (pïm-p'îv— '— «■» 

et  nous  voyons  que  \/  — 1 ne  peut  disparaître,  4 moins 
que 

î+î'=o>Pî'+P'ï=o- 

La  première  condition  donne  4=^—4',  et,  en  éta- 
blissant ccttc  relation  entre  4 et  4',  la  seconde  condi- 
tion se  réduit  à p— p‘=o,  d’où p=p . Ainsi,  toutes 
les  fois  qu’une  équation  a une  racine  imaginaire 
p-\-q\/ — t,  elle  en  a une  autre  p—q\/ — 1,  qui  ne 
diffère  de  la  première  que  par  le  signe  du  coefficient  de 
\/ — 1 ; d’où  il  suit  encore  : i*  qu’une  équation  quel- 
conque ne  peut  avoir  qu’un  nombre  pair  de  racines  ima- 
ginaires marchant  par  couple  semblable  4 p -f-  4 \/ — 1 , 
p — q\/ — 1 ; a*  qu’une  équation  de  degré  impair  a au 
moins  une  racine  réelle. 

5.  Les  racines  réelles  d’une  équation  n’ont  entre  elles 
aucune  relation  semblable  4 celle  que  nous  venons  de 
signaler  entre  les  racines  imaginaires  ; entièrement  in- 
dépendante» le»  unes  de»  autre»,  Ces  racine»  ne  sont 
subordonnées  qu’aux  condition»  qui  lient  leurs  voleur» 
numériques  aux  valeurs  de»  coefliciens  (3).  On  les  classe 
en  commensurable s et  en  incommensurable*  : le»  racine! 
commensurablcs  sont  celles  dont  la  valeur  peut  s’ex- 
primer par  un  nombre  entier  ou  fractionnaire  ; le»  racine» 
incommensurable»  sont  celles  dont  la  valeur  ne  peut 
s’exprimer  que  par  des  nombres  irrationnels  (t*ey.  ce 
mot),  ou  par  des  suites  infinie»  de  nombres  fraction- 
naires. Nous  avons  démontre  (tome  II,  page  4o3), 
qu’une  équation  ramenée  4 la  forme  (a)  et  dont  tous  le! 
coefliciens  sont  des  nombres  entiers,  ne  peut  avoir  au- 
cune racine  fractionnaire  ; les  racines  de  telles  équa* 
tions  sont  donc  ou  des  nombres  entiers,  ou  des  nom- 
bres incommensurables,  ou  des  nombres  imaginaires. 
Ce  n’est  que  lorsqu’une  cquatiou  a des  coefliciens  frac- 
tionnaires, ou  que  son  premier  terme  a un  coefficient 


Digitized  by  Google 


100 


ÉQU 

autre  que  1'unité , qu’il  peut  y avoir  des  racines  frac- 
tionnaires : de  U le  grand  avantage  de  ramener  toutes 
les  équations  à n'avoir  que  des  coefliciens  entiers  sous 
la  forme  (a).  Les  transformations  qu’on  peut  faire  subir 
aux  équations  ont  été  exposées  en  détail  au  mot  Txans- 
foxmation,  tome  II. 

C.  La  théorie  des  équations  présente  deux  problèmes 
fondamentaux  réciproques  l’un  de  l’autre,  qu’on  peut 
énoncer  comme  il  suit  : 

ia  Étant  données  m quantités  a, , a,,  a,,  etc...  am , 
construire  les  coefliciens  A,,  A, , A,,  A,,  etc...  A«  de 
l’équation 

œm h etc...»  -f-  AiB_|.r-|-Ani  — o, 

dont  ces  quantités  sont  les  racines. 

a*  Étant  donnés  les  mcocfliciens  A,,  A,,  A,,  etc...  A*, 
de  celte  équation,  construire  ses  racines  a,,  a,,  fl,,  etc. 

Le  premier  problème  ne  présente  aucune  difficulté, 
puisqu’il  ne  s’agit  que  de  développer  le  produit 

(*+“i)  (*+«.)  (*+<»,)  (*+«,)"..  («+aj. 


ÉQU 

ou  négatives,  les  deux  racines  a,,  alt  sont  données  par 
les  expressions (d)  ¥ 

a. -4A,], 

démontrées  tome  II , page  388.  Ainsi , après  avoir  ra- 
mené  une  équation  du  second  degré  à la  forme  (c),  il 
ne  faut  plus  qu’exécuter,  sur  les  coefliciens  A, , A,,  les 
opérations  indiquées  par  les  expressions  (d),  pour  ob- 
tenir les  deux  racines  cherchées.  Supposons,  par  excm* 
pie , qu’un  problème  ait  conduit  ù l’égalité 

Sxi=aox — y; 

après  avoir  fait  passer  tous  les  termes  dans  le  premier 
membre  , ce  qui  donne 

8a?*  — OlOX  4-7=0, 

on  divisera  tout  par  8,  et  l’on  obtiendra,  en  réduisant 
la  fraction  — à sa  plus  simple  expression, 


Mais  il  n’en  est  pas  de  même  du  second,  et  jusqu’ici  les 
efforts  des  géomètres  ont  été  infructueux  pour  le  résou- 
dre dan9  toute  sa  généralité.  Rappelons  d’abord  tout  ce 
que  l’on  sait  sur  la  solution  théorique  des  équations. 

7.  Equations  du  premier  degré.  Ces  équations,  ra- 
menées è la  forme  générale 

or-f  A,=o, 

sont  immédiatement  résolues  en  faisant  passer  la  quan- 
tité constaotc  dans  le  second  membre , car  on  a 

x~  A,. 

Tout  se  réduit  donc  à faire  subir  aux  équations  du 
premier  degré  les  tranformations  nécessaires  enseignées 
tome  I,  page  54o.  Il  ne  peut  y avoir  de  difficulté  que 
lorsqu’on  a plusieurs  équations  entre  plusieurs  incon- 
nues, et  qu’il  faut  éliminer  quelques-unes  de  ces  in- 
connues pour  obtenir  une  équation  finale  à une  seule 
inconnue.  Nous  ne  reviendrons  pas  sur  ce  que  nous 
avons  déjà  dit  à ce  sujet  (tome  I),  aux  mots  Équation 
et  Élimination  ; et  nous  nous  contenterons  de  traiter  ici 
les  équations  à une  seule  inconnue  : la  solution  de  toutes 
les  autres  dépendant  de  la  leur. 

8.  Equations  du  second  degré.  La  forme  générale  des 

équations  du  second  degré  est (e) 

**■ -f-  A,  x -f-  A j =0. 

Sous  cette  forme,  quelles  que  soient  les  quantités 
constantes  A,  et  Aa,  entières  ou  fractionnaires,  positives 


x'  — 


o. 


Comparant  avec  (c),  on  aura 


et,  par  suite , 

, 1 5 . 1 .fa5  7“1  5,1,11 

a.  = + i-i  + 5l/[j-iJ=4  + âl/T. 

. 1 5 1 .pi5  r~\  5 1 .11 

ou,  simplement, 


.'T-5 


l/i  1 étant  incommensurable,  on  extraira  la  racine 
en  poussant  l’approximation  aussi  loin  que  la  nature  du 
problème  pourra  l’exiger;  en  se  bornant  à cinq  déci- 
males,  on  aurait  ici 

a,=  3,07916,  a, =0,42084. 

Il  suffit  d’examiner  les  expressions  (d)  pour  recon- 
naître tous  les  cas  particuliers  que  peuvent  présenter  les 
racines  des  équations  du  second  degré.  On  reconnait 
que: 

r Les  deux  racines  sont  toujours  réelles  lorsque  le 
coefficient  A,  est  négatif. 

3*  Ellos  sont  encore  réelles  lorsque  A*  est  positif; 
mais  plus  petit  que  A\. 
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5*  les  deux  racines  sont  imaginaires  quand  A,  étant 
positif,  on  a Af<4  A*. 

4*  Les  deux  racines  sont  égales  quand  AJ  = 4 A*  ; 
elles  sont  inégales  dans  tous  les  autres  cas. 

5*  Enfin,  quand  les  racines  sont  réelles,  elles  ne 
peuvent  être  commensurablcs  qu’autant  que  K)  — 4 A, 
est  un  carré  parfait. 

c>.  Equation»  du  troisième  degri.  Leur  forme  géné- 
rale est 

xl + A j**  + Aa«  A , = o ; 
mais,  pour  faciliter  leur  solution,  on  les  ramène  à celle- 

«i (*) 

Æ*-|-pa?+$=o, 

qui  n’a  pas  de  second  terme  (coy.  tome  II,  page  564). 
Les  expressions  générales  des  trois  racines  sont (/) 

+v>H-^+S]x=1^3’ 

^[-*+<+£)]x=^2+ 


+ï[-\-<+§Y- 


-■+1/-3 
a * 


ÉQU 

raies,  nous  avons  p= — a,  y = — 5,  et,  par  suite, 

q 5 ÿ p* 8 

a a 9 4 4 * 37  37 ‘ 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  première  des  expres- 
sions {f)t  il  viendra 

évaluant  le  radical  carré,  nous  trouverons 

ce  qui  nous  donnera,  en  substituant, 

“i  = V/(i9'l0°»>)  + l/KoSgg;»)- 

Opérant  l’extraction  des  racines  cubiques  parle  moyen 
des  logarithmes,  nous  obtiendrons 

<*,  = 1,7031 10 + 0,391441  = 3,094551; 

ajoutant  ù cetto  valeur  ~ ou  0,  333333,  nous  aurons  dé- 
finitivement 

a?  = 3,437886, 

valeur  rapprochée  à 0,000001  près.  Si  l’on  voulait  une 
approximation  supérieure  à celle  que  les  logarithmes 
des  tables  usuelles  peuvent  donner,  il  faudrait  extraire 

la  racine  carrée 


comme  nous  l’avons  démontré  tome  I , page  408. 

Soit,  pour  donner  un  exemple  d’application,  l’équa- 
tion 

37#*  = 37#’  + !\5x  + » 1 8. 

Transposant  tous  les  termes  dans  le  premier  membre, 
et  divisant  par  37,  nous  aurons  d’abord (y) 

5 118 

xl — x = 0, 

3 37 

dans  laquelle  il  faudra  faire  «c=x+  ^ pour  faire  dis- 
paraître le  second  terme.  ( Voy.  Ta aksvorsiatio*,  tome  3.) 
Nous  obtiendrons  de  cette  manière  l’équation  en  s 

z * — 3 s — 5 = o, 

dont  les  racines,  augmentées  de -,  nous  donnerons  celles 
de  la  proposée.  Comparant  avec  les  formules  géné- 


— avec  un  asseï  grand  nombre 

de  décimales  pour  que  l’extraction  de  la  racine  cubique 
pût  en  fournir  ensuite  la  quantité  exigée. 

La  première  racine  a,  de  l’équation  transformée 
étant  obtenue,  les  deux  autres  s’en  déduisent  aisément; 
car  en  désignant  par  m la  valeur  numérique  i,7o3iio 
du  radical 

et  par  n la  valeur  0,391441  du  radical 
les  deux  racines  <i2  a,  prennent  la  forme 

_ — (m+  ") _+(m—  "J  l/— 5 

o,_  ï ’ 

a — (m+w)  — (m— n)y/— 5 
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ce  qui  donne,  en  remettant  les  valeurs  de  m et  de  n , 

o,  = — 1,0^7275  -f-  0,655834  y/ — 3, 
a,  = — 1,047^75  — o,655834  V — •*. 


RQU 

p et  q étant  des  nombres  essentiellement  positifs,  et  tels 
qu’on  ait  la  condition 

'^>4  °“4P’>Vf> 


Pour  ramener  ces  deux  racines  à la  forme  primi- 
tive, des  quantités  imaginaires,  il  faut  observer  que 
\/ — 3 = i/3 . y/ — 1,  et  multiplier  o, 655834  par  \/3. 
Cette  opération  étant  effectuée,  nous  ajouterons^  à 

chaque  racine,  et  nous  aurons  définitivement  pour  les 
trois  racines  de  l’équation  proposée  (ÿ) 


on  calculera  un  arc  f par  la  relation (t) 


si"  ?=~X 


et  les  trois  racines  seront  données  par  les  expres- 
sions  ( k ) 


1.. ..  x =*+ 2,427886, 

2.. ..  #=s  — 0,71 09 '12  -f-  1,135938^/ — », 

3.. ..  a?  = — 0,71 39^2  — 1,1 351)38^,/ — 1. 


10.  Les  expressions  théoriques  ( f)  ne  peuvent  servir 
à l’évaluation  numérique  des  racines  des  équations  du 
troisième  degré  que  dans  des  cas  semblables  à celui  quo 
nous  venons  de  traiter,  c’est-à-dire  lorsqu’une  seule 
des  trois  racines  est  réelle.  Il  est  visible  que  si  le  coeffi- 


cient p était  négatif,  et  qu’en  outre  — fût  plus  grand 
q'  , 

que  la  quantité 
4 


a!=  + sing,X:,v/jpI 

OC  es  -f-  «in  (6o-  — g y)  X «v'gP, 

* = — sin  (60"  + g f)  X H/gP- 

//*  cas.  p et  q étant  toujours  des  nombres  essentiel- 
lement positifs  soumis  à la  condition  4j>*  > 27 q1 , si 
l’équation  est  de  la  forme.... * (/) 

oc1  — px  — q = <*i 

il  n’y  aura  de  changé  que  le  signe  des  racines  ; l’expres- 
sion (1)  de  sin  ? demeurera  la  même,  et  les  expres- 
sions (à)  deviendront (m) 


serait  imaginaire;  alors  l’expression  de  a,  prendrait  une 
forme  imaginaire,  et  celles  de  a,  et  de  o,  se  trouve- 
raient doublement  compliquées  d’imaginaires,  de  sorte 
qu’au  premier  aspect,  il  semblerait  que  l’équation  ne 
peut  avoir  aucune  racine  réelle;  mais  on  sait  que  toute 
équation  de  degré  impair  a au  moins  11  ne  racine  réelle  (4); 
ainsi  lorsque  les  expressions  (f)  prennent  toutes  trois  une 
forme  imaginaire,  elles  sont  en  défaut,  du  moins  sous  le 
rapport  numérique;  car  on  s'assura,  en  les  dévelop- 
pant en  série,  qu’elles  cachent  des  valeurs  réelles  que 
ces  séries  peuvent  faire  connaître.  Dans  ce  cas  singu- 
lier, les  trois  racines  sont  donc  réelle!  ; cependant  les 
séries  qui  les  expriment  sont,  en  général,  trop  peu 
convergentes  pour  pouvoir  être  employées  avantageu- 
sement ; et  ce  que  l’on  peut  faire  de  mieux , c’est  d’a- 
voir recours  atix  fonctions  trigonuniétriques,  au  moyen 
desquelles  on  peut  toujours  obtenir  les  valeurs  des  ra- 
cines de  la  manière  la  plus  directe  et  la  moins  laborieuse. 
Nous  allons  ramener  ici  à leur  Ibrinc  la  plus  simple  les 
formules  que  nous  avons  démontrées  dans  le  premier 
volume,  au  mot  Cxs  ikréovctible. 

/*'  cas.  Si  l’équation  est  de  la  forme (A) 

0C% — px-j-q=  0, 


x = — singrX 

x — — sin  (60*  — gf)  X >1 /§P, 

* = + sin  (Go-  + g ,)  X VjP- 

Les  calculs  indiqués  par  ccs  formule*  sont  trop  sim- 
ples pour  que  nous  ayons  besoin  d’en  donner  des 
exemples  ; on  en  trouvera  d’ailleurs  plus  loin  dans  leur 
application  au  quatrième  degré. 

1 1 . La  solution  du  ras  irréductible  des  équations  du 
troisième  degré  par  les  fonctions  trigonométrique.s  est 
si  facile,  qu’on  doit  toujours  l’employer  de  préférence 
aux  méthodes  d’approximation,  qui  ne  conduisent  sou- 
vent aux  valeurs  des  racines  que  par  do  longs  calculs. 
On  peut  également  se  servir  de  ccs  fonctions  lorsqu’il 
n’y  a qu’une  seule  racine  réelle,  mais  alors  11  peut  se 
présenter  quatre  cas  différent. 

/"  cas.  p cl  q étant , dans  ce  premier  cas  comme  dans 
les  suivans,  des  nombres  essentiellement  positifs , l’é- 
quation est  de  la  forme (n) 
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On  calculera  un  arc  y par  la  relation (o) 

,an8r=^jX  Vgf> 

puis  un  arc  » par  cette  autre (p) 

i 

tang  w =s 

et  b racine  réelle  aura  pour  expression.....  (9) 


x = — cot  aw  X 3V/  j P- 


Approximation  (tome  ï)  par  les  méthodes  de  Newton  et 
de  Lagrange,  on  peut  s’assurer,  en  comparant  les  cal- 
culs que  la  résolution  directe  des  équations  du  troisième 
degré , au  moyen  des  fonctions  trigonométriques , est 
supérieure  à toutes  les  autres  par  sa  promptitude  et  sa 
simplicité. 


p1  <1* 

îa.  Lorsque  ^ = et  que  l’équation  est  de  la 


forme 


xl  — px±q=^  o, 


les  radicaux  carrés 


IV  cas.  L’équation  est  de  b forme.....  (r) 

-p* — 3 = 0. 

Les  expressions  de  tan  g y et  de  tang  « seront  toujours 
les  mêmes  ; seulement  la  racine  changera  de  signe , et 
deviendra (s) 

a?  = cot  an  X 


disparaissent  des  expressions  théoriques  primitives  (J); 
la  première  se  réduit  à 


et  les  deux  autres  deviennent,  conséquemment. 


///•  ccu.  L’équation  est  de  la  forme (l) 

x1 — pœ-\-q=o, 

et  l’on  a de  plus  4P*  < 273*- 
Ou  fera  alors.....  (u) 

si"  » =3PgXaV/1p. 

s 

tang  « = j/^tang 

La  racine  sera  donnée  par  l’exprcssiou (e) 

X sin  a»* 

IV4  cas.  La  condition  4pJ  <*73*  ayant  toujours  lieu, 
l'équation  est  de  la  forme (x) 

x 1 — fx  — 3=*o. 

Les  expressions  précédentes  demeureront  les  mêmes , 
sauf  celle  de  la  racine  qui  prend  le  signe  -f-  et  de- 
vient  (y) 

a y/& 

X siu  au’ 

Nous  avons  appliqué  ces  formules  (tome  I,  page  44°) 
à l’équation  x1  — nx — 5 = 0,  traitées  ci-dcssus  par  les 
expressions  théoriques  primitives  des  racines.  Cette 
même  équation  ayant  été  traitée,  en  outre,  au  mot 


„ «.  >-4-1/— 3 | vXr3 St, 

°t  » x “ — r»X  , * ’ 

„ «.  I 8.  x-’HV-? — ÜL, 

ai  — a X a + 2 * a a 


Les  deux  dernières  racines  sont  donc,  dans  ce  cas, 
égales  entre  elles,  et  d’un  signe  différent  de  la  première, 
qui  est  positive  lorsque  g est  négatif,  et  négative  dans 
le  cas  contraire.  On  voit  de  plus  que  la  valeur  numé- 
rique absolue  des  deux  racines  égales  est  la  moitié  do 
celle  de  l’autre.  Les  formules  trigonométriques  du  cas 
irréductible  conduisent  alors  à la  solution  la  plus  simple 
de  l’équation  ; car,  en  observant  que  l’expression 


5)v 

»“  T = -J  X 


av/gP 


est  la  même  chose  que 

on  reconnaît  que , dans  le  cas  de  »73a  = 4f,ïî  **°  f=*l9 

d’où  «=90*  et  ^ j = 3o‘.  Mais  (roy.  Siws)  sin  5o*  — 

P 

donc,  substituant  ces  valeurs  dans  les  expressious  (k) 
et  (m),  on  a 

« — ±l/gfr 
± l/gjP» 
x = T V \ v- 
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Les  signes  supérieurs  sc  rapportant  à q positif,  et  les 
signes  inférieurs  ù q négatif. 

On  obtiendrait  également  ccs  dernières  expressions, 
qui  ne  font  dépendre  la  solution  de  l'équation  que  d'une 
extraction  de  racine  carrée,  en  partant  de  la  condition 


En  effet*,  si  l'on  prend  la  racine  sixième  des  deux  mem- 
bres de  cette  égalité,  il  vient 


ÉQU 

une  telle  équation  privée  de  second  terme , et  dans  la- 
quelle A,  B et  C sont  des  nombres  quelconques  positifs 
ou  négatifs;  formons  avec  ces  cocfficiens  l'équation  du 
troisième  degré.....  (a) 

5»  + a A*’  + (A* — 4.C)* — B*  = o, 

qu’on  nomme  la  réduite;  désignons  par  z'  une  quel- 
conque des  racines  réelles  de  cette  réduite,  et  faisons, 
pour  simplifier,  \/s'  = a;  les  quatre  racines  de  l’équa- 
tion (x)  seront 


mais 

donc 


t3.  Il  résulte  des  formules  précédentes,  qu’une  équa- 
tion du  troisième  degré , ramenée  à la  forme  générale 

Xx  -\~px-\-q  = o, 

dans  laquelle  p et  q sont  des  nombres  positifs  ou  néga- 
tifs, peut  avoir: 

i*  Trois  racines  réelles  inégales,  dont  deux  négatives 
et  une  positive,  ou  deux  positives  et  une  négative,  sui- 
vant que  q est  positif  ou  négatif. 

a4  Trois  racines  réelles,  dont  deux  égales  et  de  signe 
contraire  à la  troisième  numériquement  double  de  ccs 
premières. 

5°  Enfin  une  racine  réelle,  positive  si  q est  négatif, 
négative  si  q est  positif,  et  deux  racines  imaginaires. 

Le  premier  cas  a lieu  lorsque  j)  est  négatif,  et  qu’on 
a > *7 Ç*;  le  second , lorsque  p est  négatif  et  tel  que 
4P* le  troisième , toutes  les  fois  que  p est  positif, 
ou  qu'étant  négatif,  on  a 4p*  <C.  a7î1* 

Ce  n’est  que  lorsque  l’équation  est  complète  qu’elle 
peut  avoir  trois  racines  égales  et  trois  racines  de  même 
signe. 

i4-  Equation  du  quatrième  degré.  Les  expressions 
théoriques  des  racines  de  l’équation  du  quatrième  degré 
sont  rarement  employées  pour  évaluer  numériquement 
ccs  racines,  à cause  des  longs  calculs  qu'elles  néces- 
sitent  Soit (5) 

*1  + Aæs  + Bjt  + C=  o 


ri 


at  = _-o  + v/ 


a C 

«*  + A + 


1 Tl  a» - 

*=  — -a—  l/i  4 


aC 


1} 

B > 

a . 


ainsi  que  nous  l’avons  démontré,  tome  I,  page  a3o. 

En  observant  que  la  valeur  numérique  de  a peut  être 
prise  indifféremment  avec  le  signe  -f-  ou  avec  le  signe — , 
parce  qu’elle  provient  de  l’extraction  d’une  racine  car- 
rée, et  qu’il  n'en  résulte  cependant  que  quatre  valeurs 
différentes  pour  x , par  suite  de  l’égalité 


a C 


a»+A±- 


• Ia  q:  — , 

a aa 


qu’on  obtint  en  faisant,  dans  la  réduite,  x=a3,  on  peut 
adopter  pour  les  expressions  des  racines  les  quatre  for- 
mules symétriques (|3) 


Il  résulte  de  l’analyse  de  ces  formules  : i*  que  lorsque 
la  réduite  n’a  qu’une  seule  racine  réelle,  la  proposée 
a deux  racines  réelles  et  deux  racines  imaginaires; 
a*  que  les  racines  de  la  proposée  sont  toutes  quatre 
réelles  ou  toutes  quatre  imaginaires,  lorsque  les  trois 
racines  de  la  réduite  sont  réelles,  savoir  : toutes  quatre 
réelles,  si  les  trois  racines  de  la  réduite  sont  positives; 
toutes  quatre  imaginaires,  si  l’une  des  racines  de  la 
réduite  est  positive  et  les  deux  autres  négatives.  Dans 
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ces  deux  circonstances,  la  réduite  tombe  dans  le  cas 
irréductible , et  la  solution  théorique  de  l’équation  du 
quatrième  degré  se  trouve  compliquée  de  toutes  les 
difficultés  inhérentes  à ce  cas. 

i5.  Les  fonctions  trigonométriques,  auxquelles  il 
faut  nécessairement  avoir  recours  lorsque  les  trois  ra- 
cines de  la  réduite  aout  réelles,  rendant,  dans  tous  les 
cas,  les  calculs  moins  laborieux,  nous  allons  indiquer, 
par  quelques  exemples , leur  application  à la  solution 
directe  des  équations  du  quatrième  degré. 

Observons  d’abord  que,  pour  résoudre  1a  réduite  («), 
il  faut  la  ramener  à la  forme  xl  -\~px  -|-  q = o,  et  faire 
disparaître  son  second  terme;  posons  donc 


ët,  en  substituant  cette  1 “‘etir  dans  l'équation  («), 
nous  obtiendrons  l'équation  finale.....  (y) 

**  (g  A«+/,C)  ÿ + g AC  +£*-*>)—. 

Celle-ci , rés»’  e nu  hioyen  des  formules  données  ci- 
dessus,  nous  i ern  connaître  la  valeur  de  y , et  par  suite 

colle  de  x=y  — - A;  faisant  donc 
o 


ÉQU 

et  elle  tombe  dans  le  cas  irréductible,  car 

4 (50)*  > a;  (8<>)’. 

Comparant  avec  le  i"  cas,  ir  îo,  nous  ferons  j>=5(>, 
q = 8o. 


sin  y = 


3 X 8o  i 
30  N u[/'  i a 


3 a^/ia 


Réalisant  les  calculs  par  logarithmes,  il  viendra 


Lug  ao 

= 1 , 3o 1 o3oo 

•5  Log  1 2 = 0,5390906 

Log  5 

— 0,: iyyiaia 

Log  a=o,3oio3oo 

0,8239088 

0, 8406206 

= 0, 8239088 

I.op 

= 0,8406*06 

iHllrrcncc 

= 9, 983*»3>. 

Nous  augincutonsdc  î o unités  la  dernière  caractéristique, 
pour  ramener  les  sinus  naturels  aux  sinus  des  tables. 

Ce  dernier  logarithme  étant  celui  de  sin  y,  les  tables 
des  sinus  nous  apprennent  que.  y-=74"  »a*  a4\6.  Sub- 
stituant le  tiers  de  cet  arc  dans  les  formules  (&),  nous 
obtiendrons 


a'=y—  |a,  aa  = y/ y — “a, 

les  quatre  racines  (/3)  de  l’équation  du  quatrième  degrc 
prendront  la  forme  (d) 


Si  l’équation  en  y a trois  racines  réelles,  on  pourra 
employer  à volonté  une  quelconque  de  ces  racines,  les 
résultats  seront  identiquement  les  mêmes. 
iC.  Proposons-nous  l’équation 

Xi  — 12X*  -\-  \2X  — 3 = o, 

nous  aurons 

A = — îa,  B = -ji  a,  C = — 3, 

ce  qui  nous  donnera 

Aa*  + 4C  = 48-i»  = 36. 

* AC  — — A’  — B*  = (j6-f  u8  — 144  = 80. 

L’équation  en  y sera  donc 

y*  — 56y-f-8o  = o# 

Ton.  lit. 


y = -f-  sin  (a4*44  8*» a)  X ai/» a» 
y = -[-  sin  (35  1 5 5 1 ,8)  X *[/ 1 a , 
y = — sin  (84  44  8,a)Xai/ia- 
Réalisant  les  calculs,  ce  qui  se  réduit  à trois  additions, 
puisque  le  logarithme  de  2 \/  la  est  déjà  donné  par 
les  calculs  précédons,  nous  trouverons  définitivement 

ÿ — “h  3,89898, 

y = -M 

y — 6, 89898. 

Ces  valeurs  nous  montrent  que  les  racines  de  la  ré- 
duite x — y — | A = y-j-8  sont  tontes  positives,  et 

par  conséquent  que  les  racines  de  la  proposée  sont  tou- 
tes réelles.  Employant  la  plus  simple  des  valeurs  de 
y,  y = 4,  nous  aurons 


a = i/ia  = ai/3,  i«  = v/3, 

valeurs  qui,  substituées  dans  les  expressions  (d)  avec 
celles  de  A et  de  B , donneront 

«— l/5±l/[4—  ’+^Ts] 1/3±^[S-1V3]’ 

*=_»/3±v/[4 -*-î75]=+v^b/  [^4 

14 
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Tous  calculs  faits , nous  trouverons 

x = + 0,44^377  x = -j-  a,858o83 

œ = — 3,907378  a;  ==  + 0,6060  1 8. 

17.  Prenons  pour  second  exemple 

x 1 — 3x*  — 3ox  — 88  = 0. 

Ici, 

A =3  — 3,  B — — 3o,  C = — 88  ; 


ÉQU 

Substituant  cette  valeur  dans  la  formule  (p),  elle  de- 
viendra 

tang  u = v/£tang  (4a'47*»3,,o4)J 
et  nous  fera  connaître 

w = 44* 1 5’  45*>  34  *,  3«  = 88“  3 1 ' 3o',  68. 

Le  calcul  de  y se  réduit  ainsi  à l’addition  suivante  : 


et,  par  suite, 


j A*  + 4C  ==s  3 — 353  = o.iy, 

5 AC  — A*  — B’  = 704  + * — 900  = — 194. 
o 37 

L'équation  (y)  est  aiasi 

y'+^oy— 194=0. 

Cette  équation  n’ayant  qu'une  seule  racine  réelle , 
puisque  le  coeflicient  de  son  second  terme  est  positif, 
nous  la  comparerons  à l'équation  (r)  du  n*  il,  ce  qui 
nous  donnera,  en  faisant  p=349>  î~  a94* 


Calculant  d’abord  isolément  le  dernier  facteur  géné- 
ral a , qui  entre  dans  l’expression  de  la 

racine,  nous  aurons 


Log  349 a*»  a,  54a8a543 

Log  5 =3  0,47712135 


Somme =*  3,06570418 

Bloitie’ = i,o3a85ao9 

Log  a =s  o,3oio3ooo 


Log  (4/^)  « >,33388209 
Maintenant 

1,33388309 
Log  349 » 2,54383543 


Somme = 3, 8767075a 

Log  3.  = 0,47713135 


Différence = 3, 39958637 

toe  194.  . ...  = *,38780175 

Log  Ung  f.  . . . c=  1,11178454 

d’où 

y =a85#  34'  46^07,  et  ^ ? = 4a*  4?’  a3',o4. 


Log  (aj/^)  • • • = 1,33588*1 
Log  col  (88*  3 1' 3o#,  68)  = 8,4107106 

Log  y = 9,7445937 

Retranchant  10  de  la  caractéristique  de  ce  logarithme, 
pour  ramener  au  rayon  = 1 la  cotangcnte  des  tables,  il 
prendra  la  forme 

— 1 +0,74459*7 

et  correspondra  par  conséquent  au  nombre  du  loga- 
rithme 0,7445927  divisé  par  le  nombre  dont  le  loga- 
rithme est  i;  le  premier  nombre  étant  5,5538a,  et  le 
dernier  étant  10,  on  en  conclura  y = 0, 55538a. 

Cette  valeur  de  y nous  fournira 

g s 0,555382  + ^ . 3 =*  2, 55538a 
et , par  suite , 

a = ^/(a, 55538a)  =>  1,598556. 

Substituant  ces  nombres  dans  les  expressions  (8),  il 
viendra 

x =3  + 0,799378  ± v/(io,a446a3), 

==*  + 0,799378  ± 3, 300733. 

d’où  x =*  4 et  x=z — 2,401 444*  Les  deux  autres  racines 
sont  imaginaires. 

18.  Les  équations  des  degrés  supérieurs  au  quatrième 
n'ont  pu  être  encore  résolues  d’une  manière  générale; 
mais  à défaut  de  l’expression  théorique  des  racines  de 
ces  équations,  on  possède  des  méthodes  qui  donnent, 
dans  tous  les  cas,  leur  ^évaluation  numérique,  et  dont 
probablement  la  découverte  de  l’expression  théorique, 
si  jamais  elle  est  faite,  ne  pourrait  dispenser  de  faire 
usage.  Le  problème  que  nous  allons  maintenant  traiter 
ne  consiste  plus  ù construire  théoriquement  les  racines 
d'une  équation  ou  moyen  de  scs  coeflicicns , il  se  réduit 
à trouver  les  valeurs  des  racines  correspondantes  à des 
valeurs  particulières  données  des  coclliciens.  Les  équa- 
tions, considérées  sous  ce  dernier  point  de  vue,  pren- 
nent le  nom  de  nuntfriqutt. 
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19.  Avant  d'aborder  la  résolution  des  équations  numé- 
riques, il  nous  reste  à signaler  une  foule  d’équations 
dont  la  solution  peut  toujours  être  ramenée  à celle  des 
équations  des  quatre  premiers  degrés.  Telles  sont,  par 
exemple,  les  équations  de  la  forme 

x*"  -j-  À*"  4-  B = o, 

dans  lesquelles  m est  un  nombre  entier.  En  j faisant 
«Ml=x,  on  les  transforme  en  une  équation  du  second 
degré 

x*  Ax  -f-  B = 0, 

dont  les  deux  racines , qui  sont  généralement 

* = jA±iV/[A,-4B] 

donnent,  pour  celles  des  proposées,  l’expression  théo- 
rique 

Cette  expression  semblerait  ne  renfermer  que  deux 
racines  ; mais  il  faut  observer  que , quelle  que  soit  la 
quantité  m, 

l/M  = \/i  . l/M, 

égalité  dont  le  second  membre  comprend  m valeurs  dif- 
férentes par  suite  des  m valeurs  différentes  de  \/  1 
( poy.  tome  1 , page  54");  l’expression  complète  de  la 
racine  est  donc 

* = 1/.  • V/[-  i A ± V/[A*  - 4B]], 

et  elle  donne  en  effet  aro  racines  par  la  combinaison  de 
chacune  des  valeurs  de  \/  1 avec  le  double  signe  du  ra- 
dical. Par  exemple,  dans  le  cas  de  ms=/j,conuae  les  qua- 
tre racines  de  Punitc  sont  — 1, — 1,4-4/ — 1, — \/ — 1, 
les  huit  racines  de  l’équation 

œ*  A#4  4-  B = 0 

sont 

*=*+!/[— jA+r],  a^+v/f-iA+rJiÂ^ 

*=-h/[—jA-p],  *=+i/[-iA-p]v‘=ï'> 

*=-V/[— 'A-p], 

en  faisant,  pour  abréger,  - V/  A’ — 4B=P- 


ÉQU 

Les  équations  de  la  forme 

x1*  -)-  Ax1*  -f-  Bar*  4-  C = o 

se  ramènent  à une  équation  du  troisième  degré , en  fai- 
sant encore  X* =2,  et  celles  de  la  formo 

xkm  -(-  Ax1*  -j-  Bar1*  -j"  + B 

sc  réduisent,  par  le  même  moyen,  ù une  équation  de 
quatrième  degré,  qu’elles  soient  d’ailleurs  composées 
de  tous  les  termes  exprimés  dans  les  formes  générales , 
ou  qu’il  manque  quelques-uns  de  ces  termes. 

ao.  Nous  ferons  observer,  en  passant,  que  toutes  les 
équations  dont  les  exposans  forment  une  progression 
arithmétique  peuvent  être  transformées  en  équations 
d’un  degré  moindre;  ainsi,  la  résolution  de  l’équation. 

x " +A + étc.. . +A„_,x*-fA„  = o 

dépend  de  celle  de  l’équation 

M ' 4“  AjX^'-f-Ajf"”*^0*0***  l*4“An=io 

au  moyen  de  la  condition  x = \/x. 

Il  existe  une  autre  classe  d’équations  susceptibles  d’a- 
baissement et  qu’on  nomme  équations  réciproques;  nous 
les  avons  traitées  en  détail  tome  I,  page  555. 

ai.  Éqüatiok9  auuiaiQUES.  On  démontre  dans  tous 
les  traités  d’algèbro  la  proposition  suivante,  qu’on  peut 
regarder  comme  la  base  de  la  résolutiou  des  équations 
numériques. 

Si  deux  nombres  substitués  dans  le  premier  membre 
d’une  équation,  à la  place  de  l’inconnue , donnent  deux  ré- 
sultats des  signes  contraires,  ilexiste  au  moins  une  racine 
réelle  de  cette  équation  comprise  entre  ces  deux  nombres. 

S’il  y a plusieurs  racines  comprises,  leur  nombre  est 
nécessairement  impair . 

Comme  conséquences  importantes,  nous  signalerons 
ccs  deux  principes  : 

Toute  équation  de  degré  impair  a au  moins  une  ra- 
cine réelle  de  signe  contraire  d son  dernier  terme. 

Toute  équation  de  degré  pair  dont  le  dernier  terme  est 
négatif  a au  moins  deux  racines  réelles,  l’une  positive 
et  l’autre  négative. 

aa.  La  première  proposition  conduit  à substituer 
successivement  les  nombres  entiers  o,  1 , a, 3,  4>  etc., 
h la  place  de  l’incounue  d’une  équatioD,  car,  parmi  ces 
nombres,  si  l’on  en  trouve  qui  réduisent  son  premier 
membre  à xéro  , ils  seront  autant  de  racines,  et  si  d’au- 
tres donnent  des  résultats  de  signes  contraires,  on  aura 
par  leur  moyen  les  valeurs  des  racines , à moins  d une 
unité  près.  Pour  fixer  les  idées  prenons  l’équation 

xk  — - 1 ax*  4-  — 3 =3  0, 
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et  remplaçons  successi  renient  «,  par  o,  i,  a,  3,  elp.,  en 
prenant  ces  nombres  tant  avec  le  signe  -f-  qu’avec  le 
•igné  — , nous  obtiendrons  X,  désignant,  pour  abré- 
ger, le  premier  mombre  de  1'cqualion, 


Pour  X = O,  X = — 5 Pour  *== t.X=rs — •ifl 


x = 1,  X =—  a 
x = a,  X= — Il 
X=3,X=+  C 
X=4|X==+ioo 


I- 1,  X=5 5g 

X— — 3,  X= — (»(> 
<r=—  4,X=+  »3 
x=  — 5,  X = -j-  aG3. 


Nous  ne  poursuivrons  pas  plus  loin  ces  substitutions, 
parée  que  l'accroissement  rapide  que  prend  le  premier 
terme,  comparativement  aux  autres,  nous  montre  que 
les  nombres  au-dessus  de  -)-  4 et  de  — 5 , donneront 
toujours  des  résultats  positifs  de  plus  en  plus  grands. 

Ku  examinant  ces  résultats,  nous  voyons  î ' que  ré- 
quation n’a  pas  de  racines  entières;  a*  qu’elle  o (tu  moins 
une  racine  positive  comprise  entre  a et  3,  et  au  moins 
une  racine  négative  comprise  cuire  — 3 et  — 4.  Pour 
déterminer  maintenant  le  nombre  exact  de  ces  racines 
comprises,  il  serait  essentiel  desavoir  si  la  proposée  a 
toutes  scs  racines  réelles,  car,  dans  le  cas  contraire, 
comme  elle  n’aurait  que  deux  racines  réelles,  on  sau- 
rait immédiatement  qu’il  n’y  a qu’une  seule  racine  po- 
sitive comprise  entre  a cl  3 et  qu’une  |cu!e  racine  né- 
gative comprise  entre  — 3 et  — 4,  tandis  que,  si  les 
quatres  racines  sont  réelles,  il  peut  non  seulement  s’en 
trouver  trois  positives  entre  a et  5,  ou  trois  négatives 
entre  — 3 et  — 4 î mais  il  peut  encore  arriver  que  deux 
des  racines  soient  comprises  entre  d'autres  nombres 
que  a et  3 ou  — 3 et  — 4,  et  cela  d'après  cette  consé- 
quence du  principe  précédent , qu’il  ne  faut  jamais  per- 
dre de  vue  : Deux  nombres  qui  comprennent  un  nombre 
pair  de  racine e ne  peinent  donner  que  det  réiutlnlt  de 
même  tignr  par  leureubetil iilion.  C’est  précisément  ce  qui 
se  rencontre  dans  l’équation  que  nous  avons  prise  pour 
exemple  : deux  de  scs  racines  calculées  ci-dessus  ( itl) 

x~ =°,4iâa;7,  X = o,(ioüui8 

sont  comprises  entre  o et  | , 

La  substitution  de  la  suite  des  nombres  entiers  ne 
saurait  donc  mettre  en  évidence  toutes  les  racines  réel-' 
les  d une  équation  que  dans  le  seul  cas  ort  toutes  ces 
racines  ont  des  parties  entières  différentes  ; cependant 
lorsqu  ou  peut  présumer  que  plusieurs  racines  sont  com- 
prises entre  deux  nombres  entiers  successifs , il  est  tou- 
jours possible  de  distinguer  ces  racines  les  unes  des  au- 
tres eu  faisant  subir  à l’équation  des  modifications  que 
nous  examinerons  plus  loin.  Attachons-nous  d'abord 
aux  moyens  de  reconnaître  l’existence  de  plusieurs  ra- 
cines entre  deux  nombres  entiers  qui  ne  diffèrent  nue 
de  l'unité. 


»3.  Voici  on  principe  très-utile  pour  aç  guider  dans 
colla  rechercha  ; 

Lorsque  des  résultat»  successifs , sans  changer  de  si- 
gnes , s'approchent  de  tiro , puis  s en  éloignent,  cette  cir- 
constance indique  un  nombre  pair  de  racines  ou  réelles  et 
comprises  entre  les  nombres  substitués  correspondant  aux 
résultats  les  plus  voisins  de  zirof  ou  imaginaires. 

L'application  de  celte  règle  aux  substitutions  précé- 
dentes montre  que  l’équation  doit  avoir  deux  racines 
réelles  comprises  entre  o et  i , si  elle  n’a  pas  deux  ra- 
cines imaginaires , car  les  résultats  successifs  s'appro- 
chent de  zéro  depuis  la  substitution  de  — 3 jusqu’à  celle 
de  -f-  i,  puis  le  résultat  qui  correspond  à -|-  a s’en 
éloigne  ; ces  résultats  sont  : 

— 60,  — 59,  — a6,  — 3,  — a,  — 11. 

Les  nombres  correspondais  aux  résultats  les  plus  près 
de  zéro  étant  o et  1 , c’est  donc  entre  ces  nombres  que 
doivent  se  trouver,  si  elles  existent,  les  deux  autres  ra- 
cines réelles  de  l’équation.  Ainsi,  quoique  nous  ne  puis- 
sions encore  affirmer  l’existence  de  ces  deux  racines  , 
nous  savons  du  moins  qu’il  n’y  a qu'une  seule  racine 
comprise  entre  a et  3 et  qu’une  seule  comprise  entre 
— 3et — 4,  ce  qui  nous  permet  de  poursuivre  leur  éva- 
luation par  les  méthodes  que  nous  signalerons  bientôt. 

11  nous  resterait  à lever  l'incertitude  qui  régne  en- 
core sur  l’existence  des  autres  racines,  mais  celle  ques- 
tion exige  la  connaissance  des  principes  suivana. 

a4*  IIkcle  des  signes.  Lorsque  deux  termes  succes- 
sifs d’une  équation  ont  des  signes  différons,  on  dit  qu’ils 
présentent  une  variation  de  signes;  lorqu’au  contraire, 
ils  ont  le  même  signe,  on  dit  qu’ils  présentent  une  per- 
manence. Par  exemple,  l’équation 

xi  — 4-r*  -{-  4ar*  — ax*  — 5x  — 4 = 0 
renferme  trois  variations  et  deux  permanences , savoir  : 

+ *‘i  — 4**  — une  variation 
“■  4*S  “j“  une  vari.il  ion 

-f-  4*1,  — ax*,..,  une  variation 

a#*,  * — 5. T une  permanence 

■ — 5a?,  — 4 une  permanence. 

Ceci  posé,  voici  le  principe  très-important  dû  à Descartes, 
cl  qui  porte  le  nonj  de  régie  des  signes. 

Ix  nombre  des  racines  réelles  positives  d'une  équation  ne 
peut  surpasser  le  nombre  des  variations  de  ses  signes , et  h 
nombre  des  racines  réelles  négatives  ne  peut  surpasser  ce- 
lui des  permanences. 

D’après  cette  règle,  l’équation  précédente  n*s  saurait 
avoir  plus  de  trois  racines  positives  et  plus  de  deux  ra- 
cines négatives. 

»5.  La  règle  des  signes,  dans  toute  sa  généralité, 
ne  s’applique  qu'aux  équations  complètes  ; mais  on  peut 
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facilement  )'élcndrc  ù cpllçs  dans  lesquelles  il  manque 
des  termes  en  rétablissant  ccs  tenues  affectés  du  coeffi- 
cient i u i J»ar  exemple,  l’équation  incomplète  traitée 
ci-dessus 

x*  — 1 ax*  — 13JC  — 3 = o 

dcTiunty  de  cette  manière,  l’équation  complète 

x*  ^ ox*  — î ax*  -{-  i ax  — 3 = o, 

et  comme  en  prenant  soit  le  signe  soit  le  signe  — , 
du  terme  ox* , on  a toujours  trois  variations  et  une 
permanence,  on  doit  en  conclure  que  la  proposée  ne 
peut  avoir  plus  de  trois  racines  positives  et  plus  d’une 
racine  négative. 

aÔ.  Quand  toutes  les  racines  d’une  équatiou  sont 
réelles,  la  règle  de  Descartes  fait  immédiatement  con- 
naître le  nombre  exact  des  racines  tant  positives  que 
négatives  ; car  il  est  évident  que  le  nombre  exact  des 
racines  positives  est  alors  égal  à celui  des  variations, 
et  que  le  nombre  des  racines  négatives  est  égal  à celui 
des  permanences,  puisque  le  nombre  total  des  varia- 
tions et  des  permanences  d’une  équation  complète  est 
égal  au  dogré  de  l’équatiou  ou  au  nombre  total  des 
racines  ; mais,  lorsqu’il  y a des  racines  imaginaires,  cette 
règle  n'indique  plus,  comme  l'exprime  d’ailleurs  son 
énoncé , que  les  limites  du  nombre  des  racines  posi- 
tives et  négatives.  Par  exemple,  les  signes  des  équations 

x*  -f-  5x  8 = o 
x*  -j-  yx  -f-  B s=  o, 

qui  offrent,  dans  chacune,  deux  permanences  et  pas 
de  variations,  nous  apprennent  bien  que,  si  les  racines 
sont  réelles  , elles  sont  toutes  négatives  ; mais  on  n’en 
peut  rien  préjuger  sur  la  réalité  de  ces  racines  dépen- 
dantes uniquement  de  la  relation  des  grandeurs  des 
cocfficiens.  C’est  en  remarquant  que  dans  la  première 
équation  (5)*  <4  X 8,  et  qucdansla  seconde  (7)*^  4X8 
qu'on  reconnaît  que  les  deux  racines  de  la  première 
sont  imaginaires  et  les  deux  racines  de  la  seconde, 
réelles  (8)  ; on  peut  conclure  ensuite,  de  la  règle, 
que  ces  dernières  sont  toutes  deux  négatives.  Il  existe 
cependant  des  cas  où  la  règle  des  signes  manifeste 
l’existence  des  racines  imaginaires  : c’est  lorsqu’il  man- 
que quelques  termes  dans  une  équation , et  qu’en  les 
rétablissant  avec  le  coefficient  + o,  on  trouve  des 
nombres  différons  de  variations  et  de  permanences , 
suivant  qu’on  prend  le  signe  -|-  ou  le  signe  — . Par 
exemple,  l’équation, 

x*  -j-  5x  — 11=0 

devient,  par  le  rétablissement  du  terme  qui  manque, 
x*  i ox1  5x  — 1 1 = 0. 
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Or,  en  n’gyant  égard  qu’au  signe  supérieur,  on  a deux 
permanences  et  une  variation;  tandis  qu’en  considé- 
rant le  signe  inférieur,  on  a trois  variations;  ainsi,  on 
devrait  conclure  du  signe  inférieur,  si  les  trois  racines 
étaient  réelles,  qu’elles  sont  toutes  trois  positives,  et 
du  signe  supérieur,  qu’une  seule  est  positive  et  les  deux 
autres  négatives.  Ces  résultats  contradictoires  prouvent 
que  les  trois  racines  ne  sont  pas  réelles. 

Il  résulte  de  celte  considération  que,  lorsqu’un  terme 
manque  dans  une  équation , et  que  ceux  entre  lesquels  il 
devrait  se  trouver  compris  sont  affectés  du  même  signe , on 
en  peut  conclure  que  l’équation  admet  un  couple  de  racines 
imaginaires.  Car,  dans  ce  cas,  l’intercalation  de -f- o 
amène  toujours  une  permanence  de  plus,  et  celle 
de  — o,  une  nouvelle  variation  ou  vice  versd. 

Cette  dernière  règle  suffit  pour  nous  montrer  que 
l’équation 

x*  }-  8x*  i6x — i(i  = o 

a quatre  racines  imaginaires.  La  cinquième  est  néces- 
sairement réelle. 

37.  Nous  signalerons  encore  ccs  deux  conséquences 
de  la  règle  des  signes  : 

i*.  Une  équation  complète  ou  incomplète  dont  tous  les 
termes  sonf  de  même  signe  ne  peut  admettre  aucune  racine 
positive. 

a*.  Une  équation  complète  qui  ne  renferme  que  des  va- 
riations de  signes  ne  peut  admettre  aucune  racine  négative. 

Nous  ferons  observer,  de  plus,  que  la  partie  de  la  rè- 
gle qui  concerne  les  rapines  positives  a lieu  pour  les 
équations  incomplètes  comme  pour  les  équations  com- 
plètes, c’est-à-dire  qu'uns  équation  numérique  quelcon- 
que ne  peut  avoir  plus  de  racines  positives  que  de  varia- 
tions de  signes. 

28.  La  règle  des  signes  combinée  avec  les  principes 
des  n**  et  a3  peut  mettre  en  évidence , dans  un  grand 
nombre  de  cas,  toutes  les  racines  réelles  d’une  équa- 
tion, mais  elle  est  très-souvent  insuffisante  et  les  géo- 
mètres ont  dû  s’attacher  ù découvrir  des  principes  plus 
généraux,  ou  du  moins  des  procédés  capables  de  faire 
connaître  aTec  certitude  le  nombre  et  la  nature  des  ra- 
cines réelles  de  toute  équation  numérique  proposée; 
connaissance  préliminaire  indispensable  pour  pouvoir 
les  évaluer.  Malheureusement  ceux  de  ccs  procédés  qui 
sc  distinguent  par  un  caractère  de  généralité  sont  tel- 
lement laborieux,  que  ce  que  l’on  peut  sc  proposer  de 
mieux,  lorsqu’on  a que  équation  à résoudre,  c’est  de  les 
éviter;  aussi,  tout  en  les  exposant  dans  cet  article,  nous 
insisterons  sqrles  calculs  de  tâtonnement  qui  conduisent 
toujours  au  but  avec  plus  de  facilité  et  de  promptitude. 

29.  Reprenons  les  opérations  du  n*  aa.  Nous  avons 
indiqué  la  substitution  de  la  suite  des  nombres  naturels 
0,  1,  a,  3,  etc.,  pris  arec  le  signe  et  le  signe  — » 
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comme  le  moyen  de  découvrir  celles  des  racines  de  l’é- 
quation qui  ont  des  valeurs  entières,  et  celles  dont  les 
valeurs  sont  comprises  entre  deux  nombres  entiers  suc- 
cessifs. Ce  procédé  déjà  très-laborieux,  lorsque  les  ra- 
cines entières  ou  que  les  parties  entières  des  racines 
incommcnsuraliles[sont  exprimées  par  plusieurs  chiffres, 
serait  impraticable,  si  rien  ne  limitait  le  nombre  des 
substitutions;  il  est  donc  important  de  les  réduire  au 
plus  petit  nombre  possible. 

Observons  que  toute  équation  de  la  forme 

a?"*  - f-  A J?  1 -j-  Bx  '-j-  etc. . • . -j-  Ma?  -{-  N *=s  o, 

dans  laquelle  les  cocfficicnsA,  B,  C,  etc.,  sont  des  nom- 
bres entiers,  positifs  ou  négatifs,  ne  saurait  avoir  au- 
cune racine  fractionnaire  (tom.  u,  page  401  )î  ainsi, 
en  ramenant  une  équation  ù cette  forme,  on  n’a  plus 
à considérer  que  des  racines  entières  ou  incommensu- 
rables, et  c’est  ce  que  nous  supposerons  qu’on  a com- 
mencé par  faire  dans  tout  ce  qui  va  suivre. 

La  détermination  des  racines  entières  étant  plus  fa- 
cile que  celle  des  racines  incommensurables,  et  facili- 
tant d'ailleurs  leur  recherche,  c’est  par  elle  qu’il  faut 
commencer  les  opérations.  Or,  d’après  la  génération 
des  équations  (5),  le  terme  absolu  est  égal  au  produit 
de  toutes  les  racines,  et,  par  conséquent,  exactement 
divisible  par  chacune  d’elles;  si  donc  quelques-unes  de 
ccs  racines  sont  des  nombres  entiers,  elles  font  néces- 
sairement partie  des  facteurs  entiers  du  nombre  absolu  ; 
ce  qui  montre  que,  pour  trouver  les  racines  entières,  il 
suffit  de  substituer  à la  place  de  l'inconnue  les  seuls  di- 
seurs exacts  du  tenue  absolu. 

On  diminue  encore  le  nombre  des  diviseurs  & essayer 
en  cherchant  les  limites  des  racines  de  l’équation;  car, 
ces  limites  étant  connues,  on  peut  d’abord  exclure  tous 
les  diviseurs  qui  les  dépassent,  puis  en  soumettant  les 
autres  à des  essais  préalables  très-simples,  on  finit  tou- 
jours par  n’en  plus  avoir  qu’un  petit  nombre,  dont  on 
peut  même  sc  dispenser  de  faire  la  substitution,  au 
moyen  d’un  procédé  définitif  d’exclusion.  Nous  avons 
exposé  au  mot  bacine,  tome  11,  tout  ce  qui  concerne 
les  racines  commensiirables  avec  assez  de  détails  pour 
que  nous  puissions  nous  contenter  de  renvoyer  à cet 
article. 

Après  avoir  déterminé  ainsi  les  racines  entières  d’une 
équation,  on  la  débarrasse  de  ccs  racines  par  la  divi- 
sion , ce  qui  la  réduit  à une  équation  d’un  degré  moin- 
dre et  dont  toutes  les  racines  réelles,  si  clic  en  a,  sont 
incommensurables. 

5o.  Lorsqu’une  équation  n'a  plus  que  des  racines  in- 
commensurables, chacune  de  ccs  racines  étant  nécessai- 
rement composée  d'une  partie  entière,  qui  peut  être  zéro, 
et  d’une  partie  plus  petite  que  l’unité , il  faut  avoir  re- 
cours à la  substitution  de  la  suite  des  nombres  naturels; 
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et  quand  on  a trouvé  deux  nombres  successifs  qui  don- 
nent des  résultats  de  signes  contraires,  on  peut  en  con- 
clure qu’ils  comprennent  au  moins  uue  racine,  dont 
le  plus  petit  de  ccs  nombres  est  la  partie  entière.  Mais 
il  devient  alors  nécessaire  de  savoir  s’il  n’existe  qu’une 
seule  racine  comprise,  parce  que  s’il  s’en  trouvait  plu- 
sieurs, elles  auraient  toutes  la  même  partie  entière, 
et  leur  évaluation  ultérieure  exigerait  qu’on  substituât 
une  suite  de  nombres  dont  la  différence  fût  plus  petite 
que  leur  plus  petite  différence,  afin  de  les  déterminer 
jusqu’à  l’ordre  des  décimales,  où  elles  commencent  à 
prendre  des  valeurs  différentes.  Ce  dernier  procédé  est 
encore  celui  qu’il  faut  employer  lorsqu’on  soupçonue 
qu’un  nombre  pair  de  racines  est  compris  entre  deux 
nombres  qui  donnent  des  résultats  de  même  signe. 

Les  racines  égales,  soit  qu’il  en  existe  un  nombre 
impair  compris  entre  deux  substitutions  dont  les  résul- 
tats sont  des  signes  contraires,  soit  qu’il  en  existe  un 
nombre  pair  compris  entre  deux  substitutions,  dont  les 
résultats  sont  de  même  signe  , ne  peuvent  jamais  être 
mises  en  évidence  par  des  substitutions  successives, 
parce  que,  quelque  petite  que  soit  la  différence  des  nom- 
bres substitués,  toutes  ces  racines  sont  comprises  à 1a 
fois  entre  deux  de  ces  nombres.  La  méthode  des  substitu- 
tions n est  donc  point  applicable  aux  équations  qui  ren- 
ferment des  racines  égales  incommensurables  ; de  sorte 
que  le  premier  soin  A prendre  après  avoir  débarrassé  une 
équation  de  ses  racines  entières,  c’est  de  la  debarrasser  de 
ses  racines  égales  incommensurables.  Les  procédés  de 
cette  opération,  qui  donne  en  même  temps  la  détermi- 
nation complète  des  racines  égales  incommensurables, 
sout  exposés  tome  11,  page  4°7  J nous  ajouterons  seu- 
lement, qu’il  est  inutile  de  les  essayer  sur  les  équa- 
tions du  troisième  et  du  quatrième  degré  ù coefficient 
rationnels  et  dont  toutes  les  racines  réelles  sont  incom- 
mensurables ; les  premières  ne  pouvant  jamais  avoir  de 
racines  égales,  et  les  secondes  n’en  ayant  que  lorsque 
leur  second  membre  est  un  carré  parfait,  cif constance 
facile  à reconnaître  par  une  extraction  de  racine.  On  ne 
doit  donc  appliquer  la  méthode  laborieuse  des  racine» 
égales  qu’aux  équations  des  degrés  supérieurs  au  qua- 
trième, et  quant  on  los  a ramenées  à n’avoir  que  des 
racines  incommensurables  inégales,  mêlées  ou  non  avec 
des  racines  imaginaires,  leur  solution  ne  dépend  plus 
que  des  principes  posés  ci-dessus. 

3i.  Prenons  toujours  pour  exemple  l’équation 

1 2JJ*  -j-  1 XT  — 3 es  O 

et  supposons  qu’on  n’a  essayé  les  substitutions  du  n*  aa 
qu’après  s’être  assuré  qu’elle  ne  renferme  pas  de  ra- 
cines entières.  Les  substitutions  jointes  au  principe  du 
n"  a3  nous  ont  appris  que  cette  équation  a uue  racine 
positive  dont  la  partie  entière  est  a , et  une  racine  nt- 
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gative  dont  la  partie  entière  est  — 3,  ce  qui  suffit  pour 
obtenir  les  valeurs  approchées  de  ces  racines  avec  au- 
tant de  décimales  qu'on  peut  le  désirer,  à l’aide  de  la 
méthode  de  Lagrange  exposée,  tome  i,  au  mot  Approxi- 
mation. Si  l’on  veut  employer  la  méthode  de  Newton, 
qui  se  trouve  dans  le  même  article,  et  qui  est  beau- 
coup moins  laborieuse,  il  reste  à déterminer  ces  racines 

à près;  or,  en  observant  que  les  résultats  des  sub- 
stitutions de  -j-  a et  de  -{-  3 , savoir  — 1 1 et  -|-  6 indi- 
quent que  la  valeur  de  la  racine  est  plus  voisine  de  3 
que  de  a,  parce  que  6 est  plus  près  de  o que  — 1 1, 
nous  poserons  x =3,7,  et  substituant  cette  valeur  dans 
l’équation , nous  obtiendrons  — î ce  résultat 

étant  négatif,  nous  montre  que  la  racine  est  comprise 
entre  3,7  et  3;  faisons  maintenant  x = 3,9,  la  substitu- 
tion de  ce  nombre  nous  donnera  pour  résultat  -J-  1 ,608 1 ; 
nous  en  concluerons  que  la  valeur  de  la  racine  est  entre 

3,7  et  2,9,  el  Par  conséquent  quelle  est  a, 8 à ^ près. 

Il  ne  faut  plus  qu’appliquer  la  méthode  de  Newton  à . 
cette  valeur  pour  poursuivre  à volonté  l’évaluation  de 
la  racine.  En  opérant  de  la  même  manière  snr  la  se- 
conde racine  comprise  entre  — 3 et  — 4 , on  trouvera 

que  sa  valeur  approchée  ù moins  de  ^ est  — 3, 9. 

Ces  deux  racines  étant  trouvées,  il  reste  à détermi- 
ner les  deux  autres,  qui,  si  elles  sont  réelles,  doivent  être 
comprises  entre  o et  1 ; pour  cet  effet,  nous  pouvons 
substituer  les  nombres 
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leur  étant  10,  il  n’y  a que  des  zéros  ù écrire,  et  l’équa- 
tion transformée  est 

xk  — 1 aoo#*  -f-  1 3000#  — 5oooo  = o. 

On  trouve,  en  désignant  toujours  le  premier  membre 
de  l’équation  parX, 

Pour  x = o , X = — 3oooo 
#=*  1 , X = — 19199 
*=3,X= 1 0884 

#=*3,X= — 4®!9 
* = 4,  X =—  944 

#=*  5,  X = -f-  6a5 

*=--6,X  = + 9G 

x = 7 , X = — 3399. 

Nous  nous  arrêterons  ù 7,  puisque  nous  reconnaissons 
deux  racines,  l’Une  entre  4 et  5,  et  l’autre  entre  G et  7. 
Les  racines  cherchées  de  la  proposée  sont  donc  o,4et  0,6, 

ù moins  de  —, 

10 

3a.  Proposons-nous  encore  l'équation  résolue  direc- 
tement ci-dessus  (17) 

xk  — 3 sc1  — 3o#  — 88  = o. 

Celte  équation,  traitée  par  la  méthode  des  diviseurs 
(coy.  Racines  commf.nsirables,  tome  II),  nous  offre 
une  racine  entière  =4»  nous  la  diviserons  donc  par 
x — 4 > pour  la  débarrasser  de  cette  racine , et  nous  ob- 
tiendrons. 


0,1  0,3  0,3  0,4  etc.,  jusqu’à  0,9; 


- \-  4 x%  -j-  i3#  -j-  aa  = 0. 


si  les  racines  sont  réelles , et  que  leurs  valeurs  diffèrent 

de  — au  moins,  nous  obtiendrons  nécessairement  des 
10 

résultats  de  signes  contraires.  Mais,  au  lieu  d’opérer 
ces  substitutions,  il  est  plus  simple  de  rendre  les  racines 
de  la  proposée  dix  fois  plus  grandes,  et  de  substituer  les 
nombres  entiers  1,  a,  3,  4»  et  jusqu’à  9 ; car  si  la  trans- 
formée a une  racine  réelle  comprise,  par  exemple,  entre 
a et  3,  comme  cette  racine  sera  10  fois  plus  grande  que 
la  racine  correspondante  de  la  proposée,  on  saura  que 
cette  dernière  est  entre  0,3  et  o,3.  Cette  transformation, 
qui  n’exige  qu’un  trait  de  plume,  a l’avantage  de  rendre 
les,  calculs  plus  faciles,  et  permet  de  sc  servir  d'une 
partie  de  ceux  qu’on  a dû  faire  pour  les  premières  sub- 
titutions. 

Nous  rappellerons  qu’on  multiplie  les  racines  d’une 
équation  par  un  facteur  quelconque  m,  en  multipliant 
son  second  terme  part»,  son  troisième  par  m*,  son  qua- 
trième par  m*  et  ainsi  de  suite,  tome  3,  page  565.  Si 
l’équation  n’est  pas  complète,  il  faut  tenir  compte  pour 
le  rang  des  termes  de  ceux  qui  manquent.  Ici,  le  fac- 


Les  signes  de  cette  dernière  n'offrent  que  des  perma- 
nences; il  en  résulte  qu'elle  n’a  pas  de  racines  positives, 
et  qu’on  doit  substituer  seulement  les  nombres  négatifs 
o, — 1, — 3, — 3,  etc.  Dans  ce  cas,  pour  éviter  la  consi-' 
dération  des  signes,  dans  la  construction  des  puissances 
des  nombres  substitués,  on  transforme  l’équation  en 
une  autre  dont  les  racines  sont  les  mêmes,  mais  de 
signes  contraires;  ce  qui  s’effectue  en  changeant  lessignes 
des  termes  qui  contiennent  les  puissances  impaires  de 
X y si  l'équation  est  de  degré  pair,  ou  ceux  des  termes 
qui  contiennent  les  puissances  paires  de  xf  x*  comprise, 
si  l'équation  est  de  degré  impair.  (Foy.  Transforma- 
tion, tome  II.)  La  proposée  devient,  de  celte  manière, 

X%  — 4#1  + IÔX  — 33  t=  0, 

équation  dont  les  racines  positives  seront  les  racines 
négatives  demandées. 

Nous  ferons  remarquer  que  cette  transformation  si 
simple  ramène  la  résolution  des  équations  numériques  ù 
la  recherche  des  seules  racines  positives. 
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Observons  maintenant  que  la  limite  supérieure  or- 
dinaire des  racines  positives  est  ici  l 4-32  = a3  (roy. 
tome  II,  page  4o4 );  de  sorte  qu’il  faudrait  substituer 
tous  les  nombres  entiers  depuis  o jusqu'à  a3,  pour  être 
sûr  de  ne  pas  laisser  échapper  quelques  racines,  s'il 
n’existait  aucun  moyeu  de  découvrir  une  limite  plus 
resserrée  ; mais  le  procédé  de  Newton,  exposé  au  mot 
Limite,  tome  II,  nous  apprend,  en  l’appliquant  ù la 
proposée,  que  la  plus  petite  limite  supérieure  de  scs 
racines  positives  (elle  n’en  a pas  de  négatives)  est  3. 
Les  seuls  nombres  à substituer  sont  donc  o,  1,  a,  3;  et 
l’on  sait  de  plus  qu’il  y a ou  moins  une  racine  com- 
prise entre  a et  3.  Comme  la  recherche  de  la  plus  pe- 
tite limite  supérieure  est  souvent  très-laborieuse,  nous 
indiquerons  plus  loin  les  moyens  de  s’en  passer. 

Les  substitutions  effectuées  donnent 

Pour  x *=  0 » X «s  — aa 
x =*  1 , X « — 1 a 
x = a , X = — 4 
x = 3 , X = — j—  8 , 

résultats  qui  n’offrent  qu’un  seul  changement  de  signe. 

Si  toutes  les  racines  sont  réelles,  il  doit  donc  s’ en 
trouver  deux  entre  6 et  1 , ou  entre  1 , a,  à moins  qu’elles 
ne  soient  toutes  trois  comprises  entre  a et  3.  Lamarche 
régulièrement  décroissante  des  résultats  — aa, — 14 — 4 
ne  pouvant  fournir  aucun  indice  susceptible  de  guider 
dans  les  recherches,  on  est  réduit  à essayer  la  substitu- 
tion des  nombres  — , —,  etc.,  jusqu’à  a-è*— , 

et  encore  ce  moyen  n’est  nullement  décisif;  car  si  la 
différence  des  racines  est  plus  petite  que  les  substi- 
tutions ne  pourront  les  mettre  en  évidence.  Pour  tirer 
parti  de  toutes  les  inductions,  remarquons  que  la  somme 
des  trois  racines,  prise  avec  un  signe  contraire , devant 
Sire  égale  au  coefficient  4 du  second  terme,  il  est  im- 
possible qu’il  y ait  trois  racines  comprises  entre  a et  3; 
car  leur  somme  serait  évidemment  plus  grande  que  4- 
11  est  même  impossible,  parla  même  raison,  qu’il  y en 
ait  deux  entre  1 et  a.  Celte  circonstance,  toute  particu- 
lière à l’équation  que  nous  traitons,  montre  que  deux 
des  racines  sont  imaginaires  ou  comprises  entre  o et  1. 
Quant  à la  troisième,  sa  partie  entière  est  a ; et  en  opé- 
rant comme  ci-dessus,  nous  trouverons  que  sa  valeur 

est  à moins  de  ~ prés  a, 4»  ce  qui  permettra  de  pous- 
ser son  approximation  aussi  loin  qu’on  pourra  le  désirer 
par  la  méthode  de  Newton.  En  lui  donnant  ensuite  le 
signe  — on  aura  une  des  racines  de  la  proposée. 

Pour  trouver  s’il  existe  deux  racines  entre  0 et  1,  on 
transformera  l’équation  en  une  autre  dont  les  racines 
soient  10  fois  plus  grandes,  et  si  la  substitution  des 
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nombres  o,  1,  a,  3,  9 et  îo,  ne  produit  que  des  résul- 
tats de  même  signe,  on  en  conclura,  ou  que  les  racines 
sont  imaginaires,  ou  qu'elle*  différent  de  moins  qu'une 
unité;  celles  de  la  proposée  diffèrent  alors  de  moins 


que  —4  II  faudra  donc  de  nouveau  transformer  la  pro- 
posée en  une  autre  dont  les  racines  soient  100  fois*  iooe 
fois,  etc  , plus  grandes.  Mais  lors  même  qu’on  obtien- 
drait toujours  des  résultats  de  même  signe,  on  ne  pour- 
rait conclure  avec  certitude  que  les  deux  racines  sont 
imaginaires,  câr elles  peuvent  très-bien  ne  commencer 
à différer  qu’après  Un  grand  nombre  de  chiffres  déci- 
maux communs  si,  par  exemple,  les  deux  racines 
étaient 


0,567843219,  etc. 
0,567843318,  etc. 


leur  distinction  par  des  substitutions  successives  entraî- 
nerait des  calculs  impraticables. 

Les  considérations  précédentes  montrent  suffisam- 
ment quelle  serait  Futilité  d’une  règle  capable  de  faire 
connaître  la  plus  petite  différence  des  racines  d'uue  équa- 
tion, et  combien  il  serait  important  de  pouvoir  déter- 
miner, dans  tous  les  cas,  le  nombre  exact  des  racines 
réelles.  Nous  alloné  examiner  les  moyens  que  possède 
aujourd’hui  la  science  pour  résoudre  ces  deux  ques- 
tions. 

33.  Équation  aux  différence ».  Désignons  par  xi9  xt9 
x,  etc.,  x,„  les  m racines  de  l’équation 

® 4”  -|-A,x  *4~ etc...  *j-Aa  _tx  4-  Am  ~ o. 


et  par  u la  valeur  d’une  quelconque  des  différences 
r,— <r,,  *,—**»  «te- 

ll s’agit  de  trouver  une  équation  dont  l’incohntie  u ait 
pour  racines  toutes  ccs  différences,  dont  le  nombre  est 
évidemment  égal  à celui  des  combinaisons  deux  à deux 
avec  permutations  des  m lettres?,,  etc.  Le  de- 

gré de  l’équation  demandée  sera,  par  conséquent, 
m (m — 1).  (Foy.  Combinaison,  tomel.) 

Or,  x?.  et  x » étant  deux  quelconques  des  racines 
xlt  x,,  x,,  etc.,  nous  avons,  d'une  part,  la  relation 
générale....  (1) 


, u==xfi — x9 

et  de  l’autre,  l’équation....  (a) 

•C  4"  4~ctc*  • • 4“  A*-*«\4-  Am = o, 

car  x„  étant  une  racine  de  la  proposée,  doit  y satisfaire. 
L'égalité  (1)  donne  x^=Xv-j-u,  et  comme  x^,  est 
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aussi  une  racine  de  la  proposée,  cm  a encore  l’équa- 
tion (3) 

(*,+*)'+  A.  (*+«)”-+A,(*,-l-«)— +etc...  = o. 

La  question  se  réduit  donc  à éliminer  Xy  entre  les 
deux  équations  (a)  et  (3),  et  l'équation  finale  en  U aura 
pour  racines  toutes  les  différences  des  racines  de  la  pro- 
posée. x,  désignant  une  quelconque  des  racines  de  l'é- 
quation en  x,  il  relient  au  même,  et  il  est  plus  simple 
de  considérer  les  deux  équations  (4)  et  (5) 

* “f"  A,*  -f-  AjX"  ’ -j-  A,»"-1  -|-  etc...  »=  o, 

(*+•)"+ *,(*+«.)— '+*,(«+*)—• +etc...  = o. 

Développons  d’abord  la  dernière,  nous  aurons 


*"+  «x— | ■(«.-m— «i . 

<■*  i.j.j 

+V"-1  +(—i)A  x—’i  +!î=1>J?=1>a  *■ 

â 1 .S  1 

+ + (««-IjA,* 


-f  «<«r. 

3M*  + ctC. 
-a 

u +cie. 
-a 

-f  etc. 


ce  que  nous  pourrons  mettre  sous  la  forme....,  (6) 

x +x'B+ri"‘+r^*‘ +**«"■ +“■=>  ». 


en  posant 


* — I“  + V~'  + A,*"-*  + V"'  + * + A 

X*  = mz“~‘  + («■-l)A1x”_J  + ’ +<rtc. 

X"  = ’ + („_|)  i,.))*,-1  + cl):. 

x"‘—  ■(■—•)  («■— *)V— *+  (n— I)  (m—ï) 

etc.  ss  etc. 


Ces  polynômes  se  dérivent  les  uns  des  antres  en  mul- 
tipliant chaque  terme  par  l’exposant  de  x qu’on  dimi- 
nue ensuite  d’une  unité.  Les  termes  sans  x sont  con- 
sidérés comme  s’ils  renfermaient  x -,  ce  qui-  les  fait 
disparaître  è chaque  dérivation. 

Le  terme  X étant  identique  avec  le  premier  membre 
de  l’équation  (4),  est  nul  par  lui-même.  Ainsi  l’équa- 
tion (6)  se  réduit  A 


x’“ + rh  *’ + ttts  + e,c’  ■■ + «■ 2 


ou  simplement  A 

X’+  ns  *+ rr»  + e,c"’ + = o, 


en  divisant  tont  par  a.  Les  deux  équations  enlr.  Iés- 
qnelles  il  faut  éliminer  x,  sont  donc,  en  dernier  lion  (jtjrl 

a "f"  A,x  + A,®"-*  -(-  A,x”“!  -f-  etc. . . = o, 

X'+ ri  • +rb?  ^ +*>«••• + «o. 

TOM,  JII. 
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Sans  nous  arrêter  aux  cas  particuliers,  examinons 
quelle  sera  la  forme  de  l’équation  finale  en  u.  Scs  ra- 
cines étant  les  différences  des  racines  a?,,  xlf  xi , etc., 
doivent  être  numériquement  égales  deux  par  deux , et 
de  signes  contraires,  car  deux  racines  quelconques 
4?t,  a?,,  fournissent  deux  différences  contraires  a?â— a?,* 
ect — a?,.  Si  nous  désignons  donc  par  a,  fi,  y,  etc., 
les  racines  positives  de  l’équation  aux  différences,  scs 
racines  négatives  seront  — a,  — (3,  — y, — 3,  etc.,  et 
elle  sera  équivalente  au  produit  des  facteurs 

(<•—«)  (■+«)  («—P)  (“+?)  (*— y)  («+»)•— 

ou  bien,  en  multipliant  l’un  par  l’autre  les  binômes  qui 
ne  different  que  par  le  signe,  à celui  des  facteurs 

(u*  — «*)  (u>  - j9*)  (u*  — y5)  (**  — 


il  en  résulte  que  lo  degré  de  cette  équation  est  pair,  et 
qu’elle  ne  renferme  que  les  termes  affectes  des  puissances 
paires  de  u;  sa  forme  est  donc 


+ etc.. . + P 


t-P==0. 


Si  l’on  pose  u'  = I,  elle  deviendra 

+ P/-1  4-  P,.*-1  + P/75  + etc...  + F_«  + P„=  o . i 


l’exposant  n étant  égal  A 

Cette  dernière  se  nomme  Y équation  aux  carrés  des 
différences  , parce  que  ses  racines  x sont  les  carrés  des 
différences  t*.  Les  calculs  qu’exige  la  formation  de  l’une 
ou  de  l’autre  de  ces  équations  sont  les  mêmes,  puis- 
qu’elles ont  les  mêmes  coefficient.  Nous  verrons  ailleurs 
(t>oÿ.  Foxctiows  sTuéTRiQris)  comment  on  peut  cal- 
culer les  coefficiens  de  l’équation  aux  carrés  des  diffé- 
rences d’une  équation  proposée,  sans  avoir  besoin  d’é- 
liminer x entre  les  équations  (7)  ; il  nous  suffit  ici 
d’avoir  indiqué  la  possibilité  de  ces  opérations  pour 
pouvoir  apprécier  leur  degré  d’utilité. 

34.  D’après  la  construction  de  l’équation  aux  carrés 
des  différences,  il  est  évident  qu’elle  ne  peut  avoir  que 
des  racines  positives,  si  toutes  les  racines  de  la  proposée 
dont  elle  provient  sont  réelles.  En  effet,  qu’une  diffé- 
rence soit  4-*  ou— «,  son  carré  est  toujours +«*;  mais 

si  une  différence  est-j-av/ — oa  l*  son 

carré  est- — dans  le  premier  cas,  et  une  quantité  ima* 
ginairc  dans  le  second.  Ainsi,  lorsqu’une  équation  aux 
carrés  des  différences  offre  des  permanences  de  signes, 
on  est  assuré  que  la  proposée  renferme  des  racines  ima- 
ginaires. 

35.  La  limite  inférieure  des  racines  positives  de  l’é- 
.quation  aux  carrés  des  différences  fait  aisément  connaître 

un  nombre  plus  petit  que  la  plus  petite  différence  entre 
les  racines  de  la  proposée,  et  lève,  par  conséquent,  la 
difficulté  que  nous  avons  signalée  çi-dç$3U3  P»). 
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Voyons  d'abord  comment  on  trouve  cette  limite  infé- 
rieure des  racines  positives. 

Soit  une  équation  quelconque 

*"  + !»*“-  4 j*”-’  4 eu...  + * = 0, 

Si  l'on  fait  x , on  aura  uoe  transformer  • 

p;  + P + î + ***•••  +<  = °i 

qui,  étant  ramenée  à la  forme  ordinaire  en  multipliant 
tous  ses  termes  par  zn> , deviendra 

» +|>*  + î*,+  eU...  4U*  = 0, 

ou  plutôt 

a* 4 etc...  4®*’4?s4Î  = o, 

transformation  qui  n’exige  aucun  calcul.  Or,  les  racines 
de  cette  dernière  sont  égales  à l’unité  divisée  par  celles 

de  la  proposée,  puisque  S—-"»  donc  les  plus  grandes 

racines  de  la  transformée  correspondent  aux  plus  pe- 
tites de  la  proposée,  et  vice  ver sâ;  et,  par  suite,  si  l 
désigne  la  limite  supérieure  des  racines,  soit  positives, 

soit  négatives  delà  transformée,  | sera  une  limite  in- 
férieure des  racines  de  même  nature  de  la  proposée. 

Revenons  ù Tcquation  aux  carrés  des  différences.  La 
limite  inférieure  de  ses  racines  positives  étant  un  nom- 
bre plus  petit  que  le  carré  de  la  plus  petite  différence 
entre  les  racines  de  la  proposée,  la  racine  carrée  de  cette 
limite  sera,  à plus  forte  raison,  plus  petite  que  la  plus 
petite  différence  des  racines  ; de  sorte  qu’en  désignant 
cette  racine  carrée  par  é,  il  est  évident  que  la  substitu- 
tion de  la  suite  des  nombres  o,  d,  a t,  3$,  etc.,  à la 
place  x9  dans  le  premier  nombre  de  la  proposée , met- 
tra en  évidence  toutes  scs  racines  réelles.  S’il  arrivait 
que  8 fût  plu?  grand  que  l’unité,  et  que  cependant  la 
substitution  des  nombres  entiers  o,  1,  a,  etc. , n’ait 
pas  donné  autant  de  changemens  de  signes  que  la  pro- 
posée a de  racines,  on  serait  certain  que  toutes  celles 
qui  manquent  sont  imaginaires. 

36.  Les  propriétés  de  l’équation  aux  carrés  des  diffé- 
rences suffiraient,  comme  on  le  voit,  pour  faire  dispa- 
raître toutes  les  difficultés  de  la  résolution  des  équations 
numériques,  si  la  formation  de  cette  équation  n’était 
pas  elle-même  une  difficulté  plus  grande  que  toutes 
les  autres.  Nous  renvoyons  au  mot  Foxctioks  sysétei- 
qües  pour  donner  une  Idée  des  calculs  prolixes  qu’en- 
traîne la  détermination  de  ses  eoeffleiens  pour  dos  pro- 
posées seulement  du  troisième  degré;  dès  le  cinquième 
degré  les  calculs  deviennent  impraticables  par  leur  lon- 
gueur, de  sorte  que  les  indications  quo  semble  pro- 
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mettre  cette  méthode  manquent  précisément  lorsqu’elles 
seraient  réellement  utiles , car  les  procédés  théoriques 
directs  permettent  toujours  de  s’en  passer  pour  les  pro- 
posées du  troisième  et  du  quatrième  degré  auxquelles 
on  l'applique  exclusivement  dans  les  traités  d’algcbre 
modernes.  Il  est  vraiment  affligeant  que,  par  déférence 
sans  doute  pour  le  grand  nom  de  Lagrange,  on  ait  cru 
devoir  faire  entrer  la  théorie  de  l’équation  aux  carrés  des 
différences  dan?  renseignement  élémentaire. 

37.  Théorème  de  M.  Sf«rm.  Ce  théorème,  dont  la 
découverte  est  récente , offre  un  moyen  très-simple  et 
généralement  praticable  pour  mettre  en  évidence  toutes 
les  racines  réelles  d’une  équation  numérique  quelconque. 
Soit 


Aæ  -j-  Ca?*""”*  etc...  -J-  Maî -|-  N = 0 


une  équation  du  degré  m,  que  nous  supposerons  ne 
point  renfermer  de  racines  égales;  les  cocfficiens  A,  D, 
C,  etc. , étant  d’ailleurs  des  nombres  réels.  Exprimons 
simplement  par  X,  son  premier  terme,  et  par  X,,  le 
polynôme 

»n Sx*' ~ ’-f-  (m — 1 ) ( m — a) Cxm~3-|- etc. . . -}-  M , 

qu’ou  en  dérive  en  multipliant  chacun  de  ses  terme? 
par  l’exposant  de  la  puissance  de  x qu’il  contient,  puis  en 
diminuant  cct  exposant  d’une  unité.  Divisons  X par Xfï 
et  comme  la  division  ne  peut  être  exacte,  puisque 
l’équation  X=*o,  n’a  pas  de  racines  égales,  désignons 
le  reste  par  X,;  prenons  — X,  pour  nouveau  diviseur  et 
opérons  la  division  de  Xtpir  — X,  : X,  étant  le  reste  de 
celte  seconde  division , divisons  encore  — X, , par — X, 
et  ainsi  de  suite,  jusqu’à  ce  que  nous  tombions  sur  un 
dernier  reste  qui  ne  contienne  plus*.  On  voit  que  ces 
opérations  sont  les  mêmes  que  s’il  s’agissait  de  trouver 
le  plus  graud  commun  diviseur  (voyez  ce  mot,  tom.  1 , 
page  366) , entre  X et  Xt,  avec  cette  seule  différence, 
qu’il  faut  changer  le  signe  de  chaque  reste  avant  de  le 
prendre  pour  diviseur.  Yoici  la  suite  des  calculs. 

É'joalion  nrotioscc  X = 0 

Folyuome  dérivé  de  X = Xt  ; 


puis 


Ayant  ainsi  obtenu  la  suite  des  fonctions  X,X(,  — Xlf 
— X, , — - X 4 , etc. , si  l’on  y substitue,  à la  place  de  x9 
un  nombre  quelconque^  positif  ou  négatif,  les  résultats, 
considérés  seulement  sous  le  rapport  de  leurs  signes, 
offriront  un  certain  nombre  de  variations  et  de  perma- 
nences; et  il  en  sera  encore  de  même  si  l’on  substitue 
ensuite  un  second  nombre  g , plus  grand  que  p.  Or, 

La  différence  entre  le  nombre  de*  variation s de  la  suite 
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du  résultat  à donnés  par  la  substitution  dsp  et  le  nombre 
du  variations  de  la  suite  des  résultats  donnés  par  la 
substitution  de  q,  exprime  exactement  le  homme  des  ra- 
cines réelles  de  la  proposée  qui  se  trouvent  comprises  en- 
tre p et  q. 

Tel  est  le  théorème  très-remarquable  dont  il  s’agit. 

38.  Observons  que,  dans  la  série  indéfinie  des  nom- 
bres entiers  positifs  et  négatifs  — cto.  ...  — 3,  — a, 
— i,o,-f-i,-{-a,-j-3,...  -|-etc. , les  nombres  né- 
gatifs doivent  être  considérés  comme  d’autant  plus  pe- 
tits qu’ils  s’écartent  plus  deo  ; par  exemple,  si  les  deux 
nombres  substitués  p et  q,  étaient  — 16  et  — a,  — 16 
serait  le  plus  petit. 

5q.  On  lire  d’abord  de  ce  théorème  la  règle  suivante  : 

Lu  fonctions  X , Xt , — ■ X, , — X, , — etc. , étant 
dé  terminées,  ony  fera  x = — ce  ,et  ron  écrira  à la  sut  te  les 
uns  du  autres,  sur  une  même  ligne,  les  signes des  résultats 
decette  substitution;  U signe  delà  dernière  fonction  — Xin, 
qui  ne  contient  pas  x , demeure  toujours  le  même. 

On  fera  ensuite  x — -f-ao  , et  l’on  écrira  sur  une  se- 
conde ligne , au-dessous  de  la  première , lu  signes  des  ré- 
sultats donnés  par  la  substitution  de  cette  valeur  dans 
Us  mêmes  fonctions. 

On  comptera  le  nombre  des  variations  qu’offre  chaque 
suite  de  signes.  La  différence  entre  les  deux  nombres  ex- 
primera le  nombre  total  des  racines  réelles  de  la  pro- 
posée. 

Si,  au  lieu  de  substituer  — 00  et  -f*  »,  on  substituait 
la  limite  supérieure  des  racines  négatives  et  celle  des 
racines  positives,  ou  arriverait  de  la  même  manière  h 
la  connaissance  du  nombre  total  des  racines  réelles , 
mais  la  substitution  de  — » et  -f-  00  n’exigeant  aucun 
calcul,  parce  qu’elle  réduit  chaque  polynôme  à son  pre- 
mier terme,  est  toujours  préférable. 

Pour  distinguer  les  racines  positives  des  racines  né- 
gatives, il  suffit  d’une  nouvelle  substitution,  celle  de 
a = o;on  a alors  trois  suites  de  signes  correspon- 
dant respectivement  aux  substitutions  x = — oo  , 
ar==  0,  x=  -j-«©  ; la  différence  dej  nombres  de  va- 
riations des  deux  premières  donne  le  nombre  des  raci- 
nes négatives,  et  la  différence  des  nombres  de  varia- 
tions des  deux  dernières  donne  le  nombre  des  racines 
positives.  Par  exemple,  si  l’on  a trouvé 

Pour  £ — — »,  — “f“ }~  5 variations» 

X = 0,  -j 1- f-  3 variations, 

® ~ 4~  00  J 4“  *^"  “f”  4"  “I”  0 variation, 

on  en  conclura  que,  puisqu'il  disparait  5 variations 
dans  le  passage  de — c©  ào,  la  proposée  a trois  ra- 
cines réelles  comprises  entre  — ce  et  0 , c’est-à-dire , 
trois  racines  négatives;  et  que,  puisqu’il  disparait  a va- 
riations dans  le  passage  de  0 = -f-  <?,  la  proposée  a,  de 
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plus,  a racines  positives.  Nous  allons  éclaircir  cette 
théorie  par  quelques  exemples. 

40.  Reprenons  l’équation  du  n*  3a, 

4-  i3j?  — aa  — 0, 

dans  laquelle  la  substitution  de  la  suite  des  nombres  en- 
tiers 0,  1 , a , 3,  etc. , n'a  pu  mettre  en  évidence  qu'une 
seule  racine  réelle  comprise  entre  a et  3.  Le  polynôme 
dérivé  de  son  premier  membre  est 

3a!»-.8*4-i3=*X4. 

Pour  pouvoir  effectuer  la  division,  il  faut  multiplier 
tous  les  termes  do  X par  le  facteur  3 , et  nous  devons 
observer  ici,  une  fois  pour  toutes,  que  l'introduction 
ou  le  retranchement  d’un  facteur  commun  n’a  aucune 
influence  sur  lc9  résultats,  de  sorte  qu’on  doit  opérer 
absolument  de  la  même  manière  que  dans  la  recherche 
du  plus  grand  commun  diviseur.  Le  reste  de  cette  pre- 
mière division  est  4&e  *—  >46*  ou  a5a?  — ?3,  en  re- 
tranchant le  facteur  commun  a.  Nous  avons  donc,  en 
changeant  les  signes  do  ce  reste,  — X,  = — a Sx  73. 

Divisant  Xt  par  — X$,  ou  3*1  — 8*  4~  i3  par 
— a5x-f-g3,  nous  obtiendrons,  pour  dernier  reste, 
-j- 943a.  D’où  —X,  s=  — 943a-  La  suite  des  fonctions 
est  donc  ici 

X = x1  — 4x*+i3x — 22, 

X4  = 3a5  — 83  + i5, 

— X,  =»  — a3a?  4-  y3, 

— X,  s=  — 943a. 

Faisant  successivement  4P  as  — «a,  a?*=*o,  a? =4”  °°> 
et  D'éerivant  que  les  signes  des  résultats,  nous  aurons , 

Pour  a?  =3  — ce,  — 4”  4-  2 variation», 

X sss  O,  — 4 h ““  a variation*, 

* = 4-»,  4-4 1 variation. 

11  y a dono  une  seule  racine  réelle  positive,  car  le  pas- 
sage de — 00  à 0,  ne  produit  aucun  changement,  et  celui 
de  0 & 4“  50  ne  f***  disparaître  qu'une  variation. 

41.  Reprenons  encoro  l’équation  du  n*  a a , 

xt  — 12X3  4-  12*  — 3 = o, 

dont  nous  savons  qu’une  racine  est  comprise  en tre— 3 
et — 4,  deux  entre  0 et  1 ,1a dernière  entre  2 et  3.  Nous 
allons  voir  que  le  théorème  de  M.  Sturm  fait  immé- 
diatement reconnaître  l’existence  des  deux  racines  com- 
prises entre  0 et  1 , que  nous  n'avioas  pu  que  soup- 
çonner ci-dessus,  ce  qui  aurait  entraîné  beaucoup  de 
calculs  inutiles  si  le  soupçon  ne  s’était  pas  trouvé  fondé. 
La  dérivation  donne 

4*'  — a4*+ 1 »?  *»  ■*’  — e*  + 5 = xi> 
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lo  reste  de  la  première  dirision  est 

— Cx1  -)-  91  — 3 ; 

retranchant  le  facteur  commun  3 et  changeant  les  lignes, 
nous  avons  donc 

ax'—  3x+i  = — X,; 

le  reste  de  la  dirision  de  X,  par  — X,  est  — lyx-j-g. 
D'où 

i-x  — 9 = — X,; 

enfin  le  reste  de  la  dirision  de— X,  par— X,  est  — 8; 
d oit  ■ — X,  = -f- 8.  Nous  avons  donc,  en  rassemblant 
les  résultats, 

X ==x‘  — tax*  -f-  iïx  — 3 
X,  = x’  — Gr  -f-  3 
— X,  = 2X*  — 3x  -f  1 
— X,  = tyx  — 9 

X,  = -j-  8 

Substituant  successircment  — os,  0 et  -f  »,  nous  ob- 
tiendrons, 

Tour  X = — »,  -| 1 (-  4 varùlion», 

x ~ °> ! ! f-  3 variai  ions, 

«*=+»,  H 1 1 ] 1-  O variation. 

ce  qui  nous  apprend  que  l'équation  proposées  ses  qua- 
tre racines  réelles,  savoir  tune  négative  et  trois  po- 
sitives. 

Pour  déterminer  maintenant  avec  exactitude  entre 
quels  nombres  entiers  chacune  de  ces  racines  se  trouve 
comprise,  substituons  dans  ecs  mêmes  fonctions  la  suite 
des  nombres  naturels  0,  1,  a,  3,  etc.,  tant  avec  le 
signe  -f-  qu’avec  le  signe  —,  nous  obtiendrons  pour 
les  substitutions  positives, 

Tour  X = 0, 1--| (-  3 variation,, 

x — ' 1 — h I variation, 

a,==a> (“  + + S variation, 

*=3,  + + + + + o variation. 

Nous  nous  arrêtons  i x = 3 , parce  que  sa  substitution 
donne  les  mêmes  signes  que  celle  de -J-  »,  et  qu’il  en 
résulte  qu’il  n’y  a pas  de  racine  réelle  comprise  entre 
3 et 

En  ciamina.it  ces  suites  de  signes,  nous  voyons  que  0 
donne  3 variations  cl  que  1 n’en  donne  qu’une,  d’où  il 
suit  qu’il  y a deux  racines  comprises  entre  O et  1 ; de 
même,  2 donnant  une  variation  et  3 n’en  donnante- 
«une,  il  y a «ne  racine  comprise  entre  2 cl  3. 

Il  est  inutile  ici  d’opérer  ia  substitution  des  nombres 
négatifs  dans  toutes  les  fonctions;  comme  il  n’existe 
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qu'une  seule  racine  négative,  il  suffît,  pour  la  mettre 
en  évidence , d’effectuer  cette  substitution  dans  1a  pro- 
posée. 

4a.  Soit,  pour  dernier  exemple,  l'équation 
x*  — 4x*  -{-  4x*  — ax*  — 5x  — 4 = 0. 

En  lui  appliquant  la  règle  (3?),  on  obtient  la  suite 
de  fonctions 

X —x%  — 4x*  -\-  4x‘  — ox*  — 5x  — 4 
Xt  = 5xk  — i6x*  -f-  12.Z*  — !\x  — 5 
— X,  =3  1 ax*  — 9#*  -f-  58x  60 

— X,  = 4 ix*  — 58x  — 108 
— Xâ  = — 1 0600X  — 85 1 1 
— Xj  = -f-  3614395239. 

Les  substitutions  de  — oc  , 0 et  -f-  ce  donnent 

Pour  X = — 00  , — -|-  — -j — j-  3 mutions, 

X — O,  — — - 1 -f-  3 variation, 

X = — }-  OC  , -J-  -{ — -|-  2 varia  lions. 

La  proposée  n’a  donc  qu’une  seule  racine  réelle  po- 
sitive ; les  quatre  autres  sont  imaginaires.  En  appli- 
quant à cette  même  équation  une  règle  d’induction, 
Newton  avait  trouvé  (Arith.  unit.,  tome  II,  cbav.  11) , 
qu'elle  devait  avoir  deux  racines  négatives  et  une  po- 
sitive; on  voit  que  sa  règle  est  fausse. 

Pour  déterminer  la  partie  entière  de  la  racine  posi- 
tive, on  substituera  dans  la  proposée  la  suite  des  nom- 
bres 0,  t , 2, 3 etc. , ce  qui  donnera, 

Pour  X = 0,  X = — 4 

X = I,  X = — 10 
X = 2,  X = — 22 
x = 3,  X = — 10 
X = 4>  X = + 200 

ainsi  la  racine  cherchée  est  entre  3 et  4,  mais  beaucoup 
plus  près  de  3 que  de 

43.  Limite » dc4  substitutions.  Les  limites  supérieures 
ordinaires  des  racines  d'une  équation  étant  souvent  de 
très-grands  nombres,  et  les  limites  supérieures  les  plus 
petites  pouvant  être  rarement  obtenues  sans  beaucoup 
de  calculs,  il  est  important,  pour  éviter  les  substitu- 
tions inutiles,  de  savoir  reconnaître  si  les  nombres  sub- 
stitués renferment  ou  non  toutes  les  racines  réelles , 
quoiqu’elles  ne  soient  pas  toutes  en  évidence.  Les  ca- 
ractères que  nous  allons  indiquer,  et  d’après  lesquels  on 
devra  poursuivre  ou  arrêter  les  substitutions,  sont  liés 
h un  moyen  si  simple  d’obtenir  les  résultats  de  ces  sub- 
stitutions, qu’on  doit,  dans  tous  les  cas,  le  préférer  aux 
opérations  directes.  Voici  en  quoi  il  consiste. 

Lorsque,  dans  un  polynôme  du  degré  m,  m étant  un 
nombre  entier,  on  substitue,  à la  place  de  la  suite 
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des  nombres  naturels  o,  i , a,  3,  4,  etc. , les  résultats 
qu'on  obtient  forment  une  progression  arithmétique  de 
l’ordre  m (voy.  Progression,  tom.  II),  c'est-à-dire,  une 
progression  dont  les  différences  de  l’ordre  m sont  con- 
stantes. Pour  fixer  les  idées,  soit  l’équation  générale  du 
troisième  degré 

x%  -|-  Ax3  -f-  Ba:  + C = o ; 

si  nous  faisons  successivement  x « o , = I , ai,  etc. , 
nous  aurons  la  suite  de  quantités  ...  (a) 

. +c 

1 + A+  B + C 
8 -J-  4 A -f-  aB  -J-  C 
*7+  9À-(-3b4-C 
64  16A  "I*  4®  C 

ia5  + a5A  + 5B  + C 
etc etc. 

Or,  en  retranchant  chaque  terme  de  cette  suite,  de 
celui  qui  le  suit  immédiatement,  on  obtient  la  nouvelle 
série  de  premières  différences  : 

>+  A + B 
7 -}*  3A  -j-  B 
19  -j-  5A  -j-  B 
37  + 7A_|-B 
6*  *-{"  9^  ® 

etc etc. 

Opérant  de  la  même  manière  sur  celle-ci,  on  aura  pour 
la  série  des  secondes  différences  : 

6 + aA 
la  aA 
18  + aA 
a4  -j-  aA 
etc.  . etc. 

Les  différences  de  cette  dernière,  qui  sont  les  différences 
troisièmes  de  la  suite  (a) , sont  évidemment  égales  entre 
clics  et  au  nombre  6. 

Ainsi , les  résultats  (a)  de  la  substitution  des  nombres 
naturels  o,  1,  a,  3 etc.,  dans  le  premier  mèmbre  d’une 
équation  de  troisième  degré , forment  évidemment  une 
progression  arithmétique  du  troisième  ordre  dont  les 
différences  constantes  sont  égales  à 6.  On  reconnaît  ai- 
sément qu’il  en  serait  de  même  si  le  premier  terme  xl 
de  l’équation,  au  lieu  d’avoir  l’unité  pour  coefficient, 
avait  un  nombre  quelconque  P , seulement  alors  les  dif- 
férences constantes  seraient  égales  à (>P.  Observons 
maintenant  que  lorsqu'on  connaît  la  première  dif- 
férence de  chaque  ordre,  il  n’est  rien  de  plus  facile 
que  de  continuer  la  progression.  Ici , par  exemple , il 
ue  faut  qu’ajouter  0 à la  quatrième  différence  du  scccnd 
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ordre  a4-|-aA,  pour  obtenir  la  cinquième  3o-f- a A;  mais 
celle-ci,  ajoutée  à la  cinquième  différence  du  premier 
ordre  61  -j-gA-f-B,  donne  la  sixième  différence  du  pre- 
mier ordre  gi  -f- 1 1 A-f-  B , qui , ajoutée  à son  tour  au 
sixième  terme  de  la  progression  1 a5 A -{-5B-}-C,  fait 
connaître  le  septième  terme 

at6  -j-  36A  -f-  6B  C. 

Il  suffit  donc  d’une  suite  d’additions  pour  pouvoir 
construire  tous  les  termes  de  la  progression  (a) , au 
moyen  du  premier  terme  de  chaque  ordre  de  différences, 
savoir  : 

1 A -J-  B , 6 -|-  aA  , 6. 

Par  exemple , pour  l’équation 

— 4x*-{-  i3x — aa  = o, 

on  aurait,  eu  faisant  A = — 4>  B = i3,  C = — aa, 

1 A -j-  B 10 , 6-f-aA  = — a, 
c’est-à-dire 

DUT.  3».  DUT.  a».  DUT.  »'•.  Pro^. 

+ 6 — a — j—  x 0 — aa 

Ces  premiers  termes  des  diverses  séries  font  connaître 
les  seconds,  en  ajoutant  chacun  d’eux  avec  celui  qui  le 
précède  ; ainsi  le  second  terme  de  la  série  des  différen- 
ces secondes  est  — a -[-6  = -|-4,  celui  des  différences 
premières  est  -{-1  o — a = -j-  8,  et  enfin  le  second  terme 
de  la  progression  est  — aa  -f-  10  = — 1 a.  En  écrivant 
toujours  -|-6  dans  la  colonne  des  différences  troisièmes, 
on  obtient  de  cette  manière 


DUT.  ,V. 

DUT.  a*. 

DUT.  i»«. 

+ 6 

— 3 

+10 

+ 6 

+ 4 

+ » 

+ 6 

+•“ 

+>» 

+ 6 

+16 

4 -22 

+ 6 

-{-aa 

+44 

Les  termes  delà  progression  correspondent  évidemment 
aux  substitutions  #=0,#—  i,a?= a,  #=3,a:=4- 
En  examinant  la  formation  des  termes  de  ces  diverses 
suites,  on  reconnaît  que  lorsqu'on  est  arrivé  à une  ligne 
de  termes  affectés  chacun  du  signe  -f-,  toutes  les  autres 
lignesqu’on  pourrait  former,  et,  par  conséquent,  tous  les 
termes  ultérieurs  de  la  progression,  offriraient  nécessai- 
rement ce  même  signe,  de  sorte  qu’il  est  impossible 
d’obtenir  des  variations  de  signes  dans  la  colonne  des 
résultats,  ou  des  termes  de  la  progression,  au-delà  de 
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la  substitution  à laquelle  correspond  cette  permanence 
générale.  11  ne  peut  donc  y avoir  ici  de  racines  posi- 
tives au-dessus  de  4>  car  4 correspond  au  résultat -J- 8, 
précédé  de  termes  tous  positifs.  Nous  avons  donc,  par 
ce  procédé,  non  seulement  l’avantage  de  réduire  les 
.calculs  des  substitutions  aux  deux  opérations  arithmé- 
tiques les  plus  simples,  l’addition  et  la  soustraction, 
mais  encore  celui  de  savoir  où  nous  devons  nous  arrêter. 

On  peut  obtenir  les  résultats  correspondant  aux  substi- 
tutions— i,  — a, — 3,  — etc.,  par  une  suite  de  sous- 
tractions, mais  il  est  généralement  plus  simple,  après 
avoir  cherché  les  racines  positives,  de  changer  le  signe 
des  racines  de  la  proposée  et  de  chercher,  de  la  même 
manière,  les  racines  positives  de  la  transformée;  elles 
seront  les  racines  négatives  de  la  proposée  (n“  3a). 

44.  Ce  que  nous  venons  de  dire  pour  les  équations 
du  troisième  degré  s'applique  à toutes  les  autres.  Dès 
qu’on  a déterminé  la  première  différence  de  chaque 
ordre,  les  résultats  des  substitutions  s’obtiennent  par 
une  suite  d’additions.  Pour  les  équations  du  quatrième 
degré  on  a 

Équation  gcruralc. 

Premier  lcr  inc  des  résultats*  -f-  D 

ir*  difltirenca  première.  • • • 1 -J-  A -f-  B -|-  C 
diflerenee  seconde-  • • • >4  4"  ^ "4“ 
l'*  différence  troisième..  • • 36  + 6A 
Différence  4*  ou  constante..  • 34* 

Voici  le  tableau  des  calculs  sur  l’équation  déjà  traitée 
xi — i3x*-{-  12X  — 3 = o. 

Ici,  A = o,  B = — ta,  C =-j-ia,  D = — 3,  et, 
par  suite , 

i+  A-f"  B + C=  i, 

«4  + 6A  + aB  = — 10, 

36  + 6A  = 36. 

Partant  de  ce»  nombres , on  trouve  pour  les  substitu- 
tions positives, 


r>,ir.  <•. 

uiir.  j*. 

Diff.  a*. 

Diff.  »»•  ; 

Rcs  allais. 

r=o 

+ 36 

— *0 

+ « 

— 3 

X = 1 

+ *4 

+ 6o 

+ »6 

— 9 

— 3 

ar=a 

+.  14 

+ 84 

-f  86 

+ >7 

— Il 

«3 

+ *4 

+ 108 

+ *7° 

+ io3 

+ 0 

3 est  donc  la  limite  supérieure  des  racines  positives. 

Pour  chercher  les  racines  négatives,  changeons  les 
signes  des  racines  de  la  proposée  ; elle  deviendra 

X4  — l %X*  — !»«  — 3=*  0. 
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Nous  aurons,  en  comparant  avec  les  formules  précé- 
dentes, 

A = o,  B = — ia,  C= — 13,  D = — 3, 
i+  A + B + C = — a3 , 
i4  + 6A  + aB  = — io, 

56+6A  = 36, 

ce  qui  nous  donnera,  en  opérant  comme  U est  indiqué, 


DifT.  4*. 

toit.  3«. 

Diff.  a». 

Diir.  1». 

Résultat». 

x=o 

+ *4 

+ 56 

10 

— 33 

— 3 

X—  1 

+ »4 

+ 6o 

+ aC 

— 33 

— a6 

X=3 

+ »4 

+ 84 

4-  86 

— 7 

- 59 

x=3 

+ »4 

-f-  108 

+ *7° 

+ 79 

— 66 

x=4 

+ *4 

+ l3a 

+ 378 

+ *49 

+ «3 

La  limite  des  racines  positives  de  la  transformée  est  donc 
4, et,  par  conséquent,  la  proposée  n’a  pas  de  racines  né- 
gatives au-delà  de  — -4* 

Nous  n'avons  sans  doute  pas  besoin  de  faire  observer 
que  tout  ce  que  nous  avons  dit  ci-dessus,  concernant 
les  changemens  de  signes  des  résultats,  s’applique  à 
ceux  qui  sont  obtenus  par  ce  procédé,  c’est-à-dire, 
qu’il  faut  conclure  du  premier  tableau,  qu’il  y a au 
moins  une  racine  réelle  comprise  entre  a et  3 , et , du 
second,  qu’il  y a au  moins  une  racine  réelle  comprise 
entre  3 et  4* 

45.  Nous  allons  étendre  les  formules,  qui  font  obtenir 
immédiatement  les  différences,  au  cas  où  tes  premiers 
termes  des  équations  sont  affectés  de  coefilciens , en 
nous  bornant  aux  équations  des  huit  premiers  degrés, 
ce  qui  est  suffisant  pour  les  applications  usuelles.  La 
marche  que  nous  allons  suivre  montrera  d’ailleurs  com- 
ment il  faudrait  opérer  pour  des  équations  supérieures. 

Soit...  (I) 

une  équation  du  huitième  degré  dans  laquelle  les  coeffi- 
ciens  A,  B,  C,  etc.,  sont  des  nombres  entiers  quelconques 
positifs,  négatifs  ou  nuis;  on  pourra  la  réduire  à une  du 
septième  degré  en  faisant  A=o,  à une  du  sixième  en 
faisant  A»o,  et  B=o,  et  ainsi  de  suite.  Ceci  posé,  si 
l’on  substitue  à la  place  de  x , les  nombres  entiers  o,  i, 
3, 3,  etc.,  les  résultats  formeront  une  progression  arith- 
métique du  huitième  ordre,  dont  le  premier  terme  sera  L 

En  retranchant  chacun  des  termes  de  cette  progres- 
sion de  celui  qui  le  suit  immédiatement,  on  formera  la 
série  des  premières  différences  : progression  du  septième 
ordre,  qui  aura  pour  premier  terme 

A + B+C+D  + E + E + G+H. 


Digitized  by  Google 


ÊQÜ 

Opérant  de  la  même  manière  sur  cette  série  des  pre- 
mières différences,  on  obtiendra  la  série  des  secondes 
différences,  dont  le  premier  terme  sera 
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Au  moyen  de»  ces  différences  , le  calcul  des  sub- 
stitutions positives  sera  compris  dans  le  tableau 
suivant  : 


a54A  -j- 1 36B  -j— GsC-fSoD-f^E-f  6F  -J-sG. 

Continuant  de  la  même  manière,  jusqu’à  ce  qu'on  par- 
vienne aux  différences  huitièmes , qui  sont  constantes  et 
égales  à 4o3ao  A,  on  pourra  réunir  tous  les  résultats 
dans  un  seul  tableau,  comprenant  ainsi  les  élémens  de 
la  résolution  des  équations  numériques,  depuis  celles 
du  premier  degré  jusqu’à  celles  du  huitième.  Nous  au- 
rons de  cette  manière  R,  désignant  le  premier  terme  de 
la  série  des  résultats  ou  celui  qui  correspond  à«=o, 
et  Dt>  D,,  D, , Dâ,  etc.,  les  premières  différences  de 
chaque  ordre  ...,(IÏ). 


R=I 

D,=A  -{-  B -f  C -{-  D -}-  B -f  P -f  G -f  H 

O, =»  a£  ujA-J-  63B-f3iC-f  i5D-f?B~f3F-f  gJ 

D,=  6[  966A-f3oiB-f9oC-fa5D-f6E-f  fJ 

D4=  a4^i70iA-f-35oB+65C-|-ioD-f-Ej 

D,=  taoj^io5oA-f-i4oB+i5C-f-Dj 

D,**  yao^  a66A+aiB+cJ 

D7==5o4o£  38à-|-bJ 
Ds=4o3aoA. 


46.  Pour  montrer  l’application  de  ces  formules , pre- 
nons d’abord  l’équation  f 

x*  — 4x*  — 321  — 5* — 4=©> 

dans  laquelle  le  théorème  de  M.  Sturm  nous  a fait  re- 
connaître qu’il  n’existe  qu'une  seule  racine  réelle  posi- 
tive. Nous  avons,  en  comparant  avec  la  formule  (I), 

A =» 0,  B =0,  C = o,  D=ai, 

Es—  4»  F**-fA,  G =± — a,  H =5  — 5,  I = — 4; 

substituant  ces  valeurs  dans  le  tableau  (11),  nous  ob- 
tiendrons 


DUT.  S*. 

S 

?» 

J»v 

• 

DifT.  3*. 

DifT.  *•. 

Diff.  i»«. 

R&altab. 

2=0 

130 

+ '44 

4-  3o 

— 6 

— 6 

- 4 

07=1 

130 

+ »64 

+ '74 

+ »4 

— 13 

10 

2=3 

130 

-f  584 

+ 43» 

+ '98 

+ '» 

— 33 

2=3 

110 

+ 5o4 

“f  833 

+ G5G 

4-  210 

— 10 

2=4 

130 

+ 624 

4-i32G 

+■458 

4-  846 

4-200 

Il  y a donc  une  racine  positive  comprise  entro  3 et  4 , 
et  le  calcul  est  fini,  puisque  tous  les  signes  de  la  dernière 
ligne  sont  positifs. 

Si  l'on  ne  savait  pas  que  cette  équation  n'a  qu’une 
seule  racine  réelle,  il  faudrait  calculer  les  résultats  des 
substitutions  négatives — 1,  —3,  —3,  etc.,  soit  en 
changeant  le  signe  des  racines,  pour  n’avoir  que  des 
additions  à faire,  soit  en  prolongeant  le  tableau  précé» 
dent  par  des  soustractions  du  côté  des  substitutions  né- 
gatives. Lorsque  le  calcul  des  différences  est  un  peu 
long,  ce  dernier  moyen  est  préférable.  Voici  la  marche 
des  opérations  . 

a?=  0,  -j-130,  -fi 44,  -f-3o,  — 6,  —6  : — 4 
x— — 1,  -j-iao,  -j-  a4>  -f  — ta,  -j-6  : —10 

la  différence  constante  -f  îao  étant  retranchée  de  la 
différence  quatrième  -f»44>  donne -f  34  nouvelle  diffé- 
rence quatrième;  celle-ci,  retranchée  de  la  différence 
troisième -J- 3o,  donne -j-6,  nouvelle  différence  troi- 
sième; cette  dernière  retranchée  de  — 6,  différence  se- 
conde, donne — 1a,  nouvelle  différence  seconde,  qui,  re- 
tranchée A son  tour  de  la  différence  première  —6,  donne 
-{-6,  nouvelle  différence  première;  enfin,  cette  nouvelle 
différence  première  retranchée  du  résultat  — 4>  donne 
le  nouveau  résultat — 10,  correspondant  A x = — 1. 
Opérant  ensuite  sur  la  nouvelle  ligne  de  chiffres  comme 
nous  venons  de  le  faire  sur  la  première,  on  obtiendra  le 
résultat  correspondant  A x = — 2 , et  ainsi  de  suite.  Le 
calcul,  continué  jusqu'à  ce  que  la  dernière  ligne  n’offre 
que  des  variations  de  signes,  est  résume  dans  ce 
tableau  : 


R «-4 

D,  «x  1 — 4 -H — 2 — 5= — 6 
D,  = a£i5  — 384-13 — aj— — 6 

»,=  <s£>5  — a4+4]=+3o 

<il=+>44 

D,  es  120. 


T)if.5« 

DifT.  4*. 

o;ir.  3e 

DifT. 

DifT.irt. 

RéjnîtaU. 

2=  0 

I 30 

+ '44 

4-  5o 

— 6 

— c 

- 4 

x 1 

130 

+ ®4j 

+ 6 

— 13 

+ « 

• — 10 

2=— 3; 

130 

- 96i 

4-  102 

— Il4 

-f-  120 

— iSo 

La  dernière  ligne  ne  présentant  aucune  permanence 
de  signes,  il  en  résulte  que  l’équation  n'a  point  de  ra- 
cines au  delà  de  — »i  car,  d'après  la  construction  des 
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résultats,  on  voit  qu’il  n’cst  plus  possible  d’en  obtenir 
do  positifs  : chaque  différence  négative  devant  cire  aug- 
mentée par  la  soustraction  d'une  différence  positive,  et 
chaque  différence  positive  devant  être  pareillement 
augmentée  par  la  soustraction  d’une  différence  né- 
gative. 

On  a donc  deux  critériums  assurés  pour  limiter  les 
substitutions,  savoir  : du  côté  des  nombres  positifs,  lors- 
qu’il n’y  a plus  de  variations  de  signes,  et  du  côté  des 
nombres  négatifs,  lorsqu’il  n’y  a plus  de  perma- 
nences. 

Les  substitutions  n’ayant  mis  qu’une  seule  racine  en 
évidence  , et  la  marche  des  résultats.. 

— 10,  — 4>  —io 

pouvant  faire  soupçonner  (n*  a5)  qu’il  existe  un  nom- 
bre pair  de  racines  entre  les  nombres  -J-  î et  — î , il 
faudrait  essayer  des  substitutions  intercalaires  que  l’ap- 
plication du  théorème  de  M.  Sturm  rend  inutiles.  Cet 
exemple  suffit  pour  montrer  sa  grande  utilité.  Nous  fe- 
rons cependant  connaître  plus  loin  un  autre  théorème 
qui , bien  que  moins  décisif,  peut  servir  de  guide  dans 
un  grand  nombre  de  cas. 

47*  Le  but  principal  de  la  méthode  des  substitutions 

étant  de  déterminer  la  valeur  des  racines  à -1—  d’unité 

10 

près,  pour  pouvoir  leur  appliquer  ensuite  les  méthodes 
d’approximation,  il  nous  reste  à montrer  comment  on 
peut  obtenir  cette  première  détermination  sans  aucuu 
des  tfitonncmeos  indiqués  ci-dessus  (n*3i),  et  qui 
peuvent  devenir  très-laborieux  lorsque  l’équation  est 
d’un  degré  élevé. 

Partons  toujours  de  l’équation  générale  (I),  qui  em- 
brasse les  huit  premiers  degrés,  et  supposons  que  nous 
ayons  trouve  la  valeur  entière  a,  d’une  de  ces  racines, 
si  nous  désignons  par  z , sa  valeur  plus  petite  que  l’u- 
nité, clic  sera  représentée  par  x = a-\-z,  et  en  substi- 
tuant a + x,  à la  place  de  X , dans  l’équation  (I),  on 
obticudra  une  équation  en  z , dont  une  des  racines  doit 
être  nécessairement  moindre  que  l’unité , et  comme 
nous  supposons  que  la  proposée  n’a  qu’une  seule 
racine  comprise  entre  a et  a +i,  l’équation  en  x n’aura 
qu’une  seule  racine  réelle  entre  o et  i ; il  s’agira  dono 
seulement  de  déterminer  le  premier  chiffre  décimal  de 
cette  seule  racine.  Avant  de  procéder  à cette  détermi- 
nation, indiquons  le  moyen  de  calculer  les  coefflciens 
de  l’équation  en  z,  par  le  moyen  de  ceux  de  l’équation 
en  x. 

Or , la  substitution  de  a-\-z  dans  ( 1) , nous  donnera 
une  équation  de  la  forme  ...(111) 

©=I,+H>+GV+FV+lîV+DV+C'e«+ 

+BV+AV, 
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pour  laquelle  nous  aurons,  en  effectuant  le  calcul  des 
coefflciens, 

I'  = I +l!a  +Ga’  +F«*  +Ea*  +Da*  S +Ba’4Aa« 

H*  = H+jGff+IFa’  +4Ee*  +&Do*  +7Bo«  +SA«» 

G*  = G+3Fa  +«Ea*  +10na*  + 15CûH*lB«s+î8Aa« 

T = F+4Ea  + l0Da2+î»0Ca3+3i.Ba*+56Aa4 
E*  = E4&Da41M'a7+3SBa3+70aA* 

I)*  = D+GCa+2iB«*451Àû* 

C*  c*  C+7Ba+18Aa* 

B*  as  B 48Aa 
A*  = A. 

48.  Construisons  par  le  moyen  de  ces  formules  l’é- 
quation en  z , résultante  de  la  substitution  de  3 + x,  à la 
place  de  x dans  l’équation 

xx — 4x*-f  4x* — tx1  — 5x — 4=0, 

dont  nous  savons  que  la  racine  réelle  a 3 pour  partie 
entière. 

Nous  avons,  en  comparant  avec  (I)  et  (III), 

Dpi,  E=~4,  F=+4,  C=— a,  H=— 5,  I=— 4- 

La  proposée  n’etant  que  du  cinquième  degré,  il  faut 
retrancher  des  formules  générales  toutes  les  parties 
qui  contiennent  A,  B et  C.  Substituant  ces  valeurs  dans 
les  formules  (III),  nous  trouverons,  eu  faisant  a=  3, 

T = — 4 — *5 — 1 8 -f- 1 08 — 3o4+î»43=—  io 
H’— — 5 — îa -J- 108 — 43x+4°5=+64 
G'= — a + 36 — ai6+a70=+88 
F =+4—48  + 9° — +46 
E'*= — 4+  i5=  + n 

L’équation  en  z est  donc 

+ 1 1 X1  + 46i‘ + 88x* +64*— 1 0 asr  o; 

et,  d’après  la  règle  de  Descartes,  elle  ne  peut  avoir  plus 
d’une  racine  positive,  laquelle  est  visiblement  comprise 
entre  o et  i , car  en  faisant  z = o,  il  vient  un  résultat 
négatif — io,  tandis  qu’en  faisant  x*=»  i,  le  résultat 
est  positif. 

Pour  trouver  maintenant  le  premier  chiffre  décimal 
de  cette  racine , rendons  les  racines  de  l’équation  en  x, 
dix  fois  plus  grandes  ; par  ce  moyen,  le  premier  chiffro 
décimal  cherché  deviendra  le  chiffre  des  entiers  de  la 
racine,  et  nous  pourrons  l’obtenir  par  la  substitution  des 
nombres  entiers  o,  i,  a,  etc.,  jusqu’à  io,  i’il  est  besoin. 

La  transformation  n’exige  d’autre  peine  que  cello 
d’écrire  des  téros  (n*  3i),  et  l’équation  devient 

x'1  + i iox'*  + 46oox'*  + 88ooox'*  + 

+ 640000X'  — 1000000  pa  O. 
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Les  substitutions  donnent 

PonrX*=0,  — I OOOOOO 

z‘=  1 > — 367289 

«'=3,  + 670563. 

Ainsi  la  râleur  entière  de  x*  est  1 , et  par  conséquent 
la  râleur  cherchée  de  z est  0,1.  Celle  de  x est  donc 
5,i,  ù moins  d’un  dixième  près. 

Le  même  procédé  appliqué  h l’équation  en  x'  pour- 
rait faire  trourer  le  premier  chiffre  décimal  de  sa  racine, 
ce  qui  donnerait  les  deux  premières  décimales  de  x , et 
ainsi  de  suite,  mais  il  est  beaucoup  plus  prompt  d’em- 
ployer le  procédé  de  Newton,  surtout  tel  qu’il  a été 
modifié  par  Raphson.  {Voy.  Apmoiimation  , tom.  I.  ) 
Nous  examinerons  plus  loin  quelques  autres  modifica- 
tions, qui  peurent  rendre  ce  procédé  moins  laborieux. 

49.  Le  procédé  que  nous  Tenons  d’exposer  offre  le 
moyen  direct  de  séparer  les  racines  comprises  entre  les 
deux  mêmes  nombres  entiers  successifs.  Si  l’on  avait 
trouve,  par  exemple,  qu’une  équation  X=o,  renferme 
deux  racines  entre  6 et  7,  on  y ferait  X=6+x,  et  l'é- 
quation résultante  en  x,  Z s=  o,  aurait  nécessairement 
deux  racines  réelles  comprises  entre  0 et  1 ; multipliant 
par  10  les  racines  de  cette  dernière,  la  transformée  en 

Z'=o,  aurait,  par  conséquent,  deux  racines  réelles 
comprises  entre  o et  10,  et  dont  les  substitutions  feraient 
connaître  les  parties  entières;  en  admettant  que  ccs  par- 
ties soient  4 et  7,  les  racines  de  Z seraient  0,  4 et  0, 7 à un 
dixième  près,  et  l’on  aurait  pour  les  racines  cherchées 
deX=so,  6,  4 et  6,  7,  à moins  d’un  dixième  près.  Dans 
le  cas  où  les  deux  racines  de  Z'  = o,  seraient  comprises 
entre  les  deux  mêmes  nombres , les  racines  de  X = 0, 
auraient  non  seulement  la  même  partie  entière,  mais 
encore  le  même  premier  chiffre  décimal , et  il  faudrait 
opérer  sur  l’équation  Z = o comme  on  l’aurait  fait  sur 
l’équation  X=o;  on  parviendrait  ainsi  à la  connais- 
sance des  seconds  chiffres  décimaux  des  racines  cher- 
chées, et  ainsi  de  même  jusqu’à  ce  qu’on  ait  séparé 
les  deux  racines. 

S’il  y avait  primitivement  trois,  ou  un  plus  grand 
nombre  de  raciucs  comprises  entre  les  deux  mêmes 
nombres  entiers,  l’équation  en  x , aurait  le  même  nom- 
bre de  racines  réelles  comprises  entre  0 et  1 , et  celle 
en  z y le  même  nombre  de  racines  réelles  comprises 
entre  0 et  10. 

50.  Nous  n’avons  considéré  jusqu’ici  que  des  équa- 
tions dont  la  partie  entière  des  racines  était  exprimée 
par  un  seul  chiffre,  ce  qui  nous  a permis  de  la  déter- 
miner au  moyen  d’un  petit  nombre  de  substitutions; 
mais  si  cette  partie  entière  était  exprimée  par  deux  ou 
un  plus  grand  nombre  de  chiffres,  quoique  les  procé- 
dés indiqués  soient  sufïisans  pour  U faire  découvrir, 
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les  calculs  pourraient  devenir  d’une  longueur  rebu- 
tante, ce  (pie  l’on  peut  toujours  éviter  par  de  faciles 
transformations.  Soit,  par  exemple,  l’équation 

x*  — l8o-r’  — i3oox* — 1 80004:  — 140000  = 0; 

les  signes  nous  indiquant  qu’il  ne  peut  y avoir  qu’une 
seule  racine  positive , procédons  d’abord  ù la  recherche 
des  racines  négatives,  en  changeant,  pour  plus  de  fa- 
cilité, le  signe  des  racines.  La  proposée  devient  alors 

x‘  + i8ox*  — i3oox*-{-  18000* — 140000  = 0; 

et,  en  comparant  aveoles  formules  (I)  et  (II),-  nous 
avons 

A = 0,  B = o,  C = o,  D = o,  E = i,  F = 180, 

C = — i3oo,  H = 4-i8ooo,  1=  — t4oooo; 

d’on 

R = — 140000 
D,  — + 16881 
D,  =0  — 1 5o6 

' D,  =-j-  j 1 16 

».=+  in- 
opérant sur  ces  différences,  nous  aurons 

DifT.  4«.  Diff.  3»,  Diff.  3*.  DifT.ir*.  RcsnltaU. 

* ==  0 34  +1116 — i5o6  -{-16881  — 140000 

x = 1 a4  +n4o  — 390  +i5375 — 130119 

* = a 34  -|— 1 1G4  -f-  75o  — — 107744 

x = 3 34  +1188  +1914  -t“» 5735  — 92759 

x — 4 34  +iaia  +3ioa  +17649  — 77024 

x = 5 34  +ia36  +43*4  +20751  — 59375 

* = 6 34  +1360  +555o  +a5o05  — 38644 

x = 7 34  +,a®4  +6810  +3o6i5  — 13559 

X =*  8 34  +i3o8  +8094  +374a5  + 1705O 

Nous  découvrons  donc  une  racine  entre  7 et  8,  et  la 
marche  régulièrement  décroissante  des  résultats  ne  nous 
indique  aucun  couple  de  racines  compris  entre  les  nom- 
bres précédens , de  sorte  que  nous  pouvons  supposer 
ou  que  la  proposée  a trois  racines  négatives  comprises 
entre  — 7 et  — 8 , ou  qu’elle  n’a  qu’une  seule  racine 
négative  et  deux  imaginaires.  Cherchons  maintenant  la 
racine  positive  qu’elle  doit  nécessairement  avoir. 

En  procédant  sur  l’équation 

ar* — 180X1 — iSoox1 — 18000X—  »4oooo  — o, 

comme  nous  venons  de  le  faire  sur  sa  transformée,  non 
seulement  les  dix  premières  substitutions  n’amènent  au- 
cun changement  de  signes  dans  les  résultats,  jnai&  1a 
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marche  des  différences  montre  qu'on  ne  peut  en  espérer 
qu’après  plus  d'une  centaine  do  substitutions.  Pouvant 
supposer  ainsi  que  la  partie  entière  de  la  racine  est  corn* 
prise  entre  100  et  1000,  ce  serait  le  cas  de  chercher 
1a  plus  petite  limite  supérieure  des  racines  positives; 
cependant,  ifG  voulant  point  ici  avoir  recours  à ce 
moyen,  observons  qu'on  peut  rendre  les  racines  de  la 
proposée  100  fois  plus  petites,  en  y faisant  x=  ioo*, 
transformation  très-facile  à effectuer,  puisqu’elle  se  ré- 
duit à diviser  chaque  coefficient  par  la  puissance  de  too 
dont  l'exposant  est  le  nombre  des  termes  qui  le  pré- 
cèdent. ( Voy . Transformation,  tome  II.)  Il  n’y  a donc 
en  réalité  que  des  virgules  à écrire,  et  la  proposée  de- 
vient 

** — 1,8s1  — o,i3^ — o,oi8x — o,oo  i4= o, 

dont  les  racines,  multipliées  par  ioo,  seront  les  valeurs 
de  x.  Ainsi,  les  parties  entières  des  racines  z seront  los 
centaines  des  racines  x. 

Si  l’on  avait  pu  supposer  que  1a  valeur  dq  x fût  entre 
to  et  ioo,  on  aurait  fait  seulement  æ=io z;  comme 
on  aurait  fait  a?=iooqs,  si  l’on  avait  supposé  qu’elle 
fût  entre  tooo  et  1000e. 

Appliquant  à cette  transformé*  les  règles  enseignées, 
nous  aurons 

E = î 
Fa— -1,8 

G = — o,  1 3 
H = — oioi8 
I * — o,ooi 4 


et,  par  suite, 


DlfT.  4*. 

D«r.  s*. 

Diff.  a». 

DUT.  l«. 

Résultat*. 

X ses  0 

a4 

+a5,a 

+ »,94 

— o,9',8 

— 0,00l4 

x — 1 

a4 

+49,a 

+08,14 

+ «,993 

— °>94î>4 

X = 2 

*4 

+73,a 

+77,34 

+ 3o,i3a 

■+*1*0426 

Apres  avoir  trouvé  la  partie  entière  i de  la  racine  z, 
nous  pourrons  obtenir  son  premier  chiffre  décimal,  et 
meme  son  second  et  son  troisième,  par  les  opérations 
indiquées  au  o*  47.  Ces  calculs  donnent  z— 1,87,  et 
par  conséquent  œ=ioot=  18-,  a moins  d’une  unité 
près.  Dans  tous  les  cas,  lorsquo  la  racine  z est  connue 

4 To  Pr^s’  on  Pcul  achever  de  ia  déterminer  par  la  mé- 
thode de  Newton;  puis,  en  la  multipliant  par  10,  100 
ou  tooo,  suivant  qu’on  a fait  x= 1 o*,  = 1 oox,  = 1 Ooox, 
on  obtient  la  valeur  de  x. 

Les  deux  racines  réelles  do  la  proposée  ont  donc 
pour  parties  entières  — 7 et  + 187.  Oo  peut  s’assurer. 
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par  le  théorème  de  M.  Sturm,  que  les  deux  autres  ra- 
cines sont  imaginaires. 

5i.  Ce  qui  précède  renferme  l'ensemble  des  procédés 
nécessaires  pour  obtenir  la  valeur  approchée,  à moins 
d’un  dixième,  des  racines  de  toute  équation  numérique, 
par  la  méthode  des  substitutions;  une  fois  cette  valeur 
trouvée,  on  peut  ensuite  lui  donner  à volonté  tons  les 
degrés  d’approximation  par  le  procédé  de  Newton,  dont 
nous  allons  rappeler  le  principe,  afin  de  pouvoir  lui 
appliquer  une  modification  très-utile  dans  tous  los  cas 
où  l’on  peut  sc  contenter  de  3 à 4 décimales. 

a étant  la  valeur  approchée  de  la  racine,  ou  substitue 
dans  la  proposée  a-f-x  à la  place  de  x , et  l'on  parvient 
à une  équation  en  x 

o—M+Njr+Px’+Q^+etc., 

dans  laquelle  on  néglige  tous  les  termes  affectés  des 
puissances  de  x supérieures  à ia  première,  ou  a simple- 
ment alors 

o = M+Nx, 

d'où  l’on  tire  une  valeur  approchée  de  x 


Or,  il  est  évident  que  l’erreur  serait  moins  grande  si, 
au  lieu  do  prendre  l’équation  approximative 

o=M-{-Nx, 

on  prenait  cette  autre 

o-M  + Nx+Px’; 

mais  il  faudrait  résoudre  une  équation  du  second  degré, 
et  il  est  important  de  ne  pas  compliquer  la  suite  des 
calculs  par  des  extractions  de  racines  carrées  qui  de- 
viendraient de  plus  en  plus  laborieuses.  Voici  le  moyen 
très-simple  employé  par  Oalley  pour  éviter  ces  extrac- 
tions et  abaisser  la  seconde  équation  au  premier  degré, 
sans  erreur  sensible.  Prenons  la  valeur  de  x dans  la  pre- 
mière équation,  savoir  : x= — et  substituons-la 
comme  il  suit  dans  la  seconde 

o = M + Nx-p“x, 

nous  aurons,  en  résolvant  cette  dernière (IV) 

MN 

* MP — NN, 

valeur  facile  à calculer,  cl  nécessairement  plus  appro- 
chée do  la  véritablo  que  — 


K = — o,oo»4 
D,  = — 0,948 

Di  = + a»94 
D,  = + a5,» 
D,«=+a4 
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La  question  consiste  donc  à obtenir  les  trois  premiers 
coefficiens  de  la  transformée  en  x , ce  qu'on  pent  tou- 
jours faire  aisément  par  les  formules  (III) , car  la  pro- 
posée étant  représentée  par 

o = I + Hi  + Ci’  + FiS  + El*  + Da»  + Ci»  + Bs'  + etc. 
on  a 

H — t +Ha  + Go*  + Pô*  4-  Eo*  f Il.i  4-  Ce*  +etc. 
N = H + JGo  + SFa*  + «Eut  +•  SDo*  + 6Ca>  + 7 Do»  + ,lc. 
P t=G  + »Fo  + CEe»  + lODa»  + ISCo»  + SIBo»  + 38à«»  + «lc. 


ÉQU  123 

à 1,8,  à moins  deo,t.  Comparant  atec  les  formules 
générales,  nous  aTons 

I = — 0,0014  SU>= — o,455o 

H=— 0,018  N =.  + 5,346 

G =— o,iS  P = +9,59 

F=— 1,8 
E=+.. 

Substituant  les  dernières  râleurs  dans  la  formule  (IV) 
dont  nous  désignerons  la  rariable  par  x',  pour  ériter 
tonte  confusion , il  rient 


expressions  dont  la  loi  des  coeillciens  numériques  est 
éridente,  et  qu’on  peut,  par  conséquent,  prolonger  é 
rolonté. 

Prenons,  par  exemple,  l’équation 

x' — 4***+  i3e — aa=o, 

dont  nous  arons  trouré  ci-dessus  (n*  3a)  que  la  racine 

réelle  est  3,4  4 moins  de  — ; nous  aurons,  en  nous  ar- 
10 

rStant  au  coefficient  F des  formules  précédentes, 

I = — 33,  H = + i3,  G==— 4,  F==  1; 
et,  par  suite. 


- (o,455)  X (5,346) . 

— (o,455)  X (9»59)  — (5,346)»  ’ ’ 


d’od  x— 1,8+0,078  =5  1,878.  Si  nous  faisons  main- 
tenant x=i,8;8+y,  nous  obtiendrons  une  transfor- 
mée en  y,  dont  la  racine,  calculée  par  la  formule  (IV), 
sera  y= — o,oo33ai  ; d'où  *=1,878 — o,oo33ai  = 
1,874679,  râleur  exacte- jusqu’à  la  dernière  décimale. 
Cette  râleur  de  x étant  la"  centième  partie  de  la  racine 
de  l’équation  en  * du  n*  5o,  nous  arons  donc,  pour  cette 
dernière,  *=187,4679. 

5a.  Théorime  de  M.  Budan.  Si  l’on  transforme  une 
équation  numérique 


M=— aa+i3(3,4)-4(3,4)*  + (a,4)*=-o,oi6,  o=«+te+M»+<U*+etc. 

N=+‘3  — 8 (3,4) +3  (3,4)*= + 11,08, 

P = — 4+3  (3,4)  = +3,a.  m «nc  *0'™  équiralente 


Substituant  ces  râleurs  dans  la  formule  (IV) , il  Tien- 
dra 


— 0,016X11,08 
— 0,016  X 3,3  — (11,08)* 


=0,00144 


Ajoutant  cette  râleur  de  * à 3,4,  on  a *=a,4oi44, 
râleur  exacte,  jusqu’à  la  dernière  décimale. 

11  ne  faut  pas  s’attendre  qu’on  obtiendra  dans  tous 
les  cas  5 décimales  exactes;  la  grande  approxima- 
tion qu’on  rencontre  ici  vient  de  ce  que  la  partie  a, 4 
de  la  racine  est  déjà  une  râleur  approchée  à moins  de 
0,001.  Cette  racine  est  la  racine  négatire  de  l'équation 
du  quatrième  degré , résolue'  par  les  fonctions  trigono- 
métriques  n"  18.  Dans  tous  les  cas,  en  se  bornant  à 3 
décimales , et  en  recommençant  les  calculs  arec  cette 
première  râleur  de  *,  on  obtiendra  au  moins  six  ou 
sept  décimales  exactes;  une  troisième  opération  en 
donnera  treize  ou  qtiatoric , et  ainsi  de  suite. 

Appliquons  encore  cette  formule  à l'équation 

** — i,8*' — o,t3*» — 0,018* — 0,0014=0, 
dont  nous  arons  trouvé  ci-dessus  la  racine  posltire  égale 


0 =a’+6’  (* — p)  +e' (*— p)*  +d  (*— p)'  + etc., 

p étant  un  nombre  entier,  il  existera  entre  les  coefficions 
a,  é',  e’,  etc.,  et  ceux  de  l’équation  primitive  plusieurs 
relations  importantes  qui  conduisent  au  théorème  sui- 
rant  : 

Si  une  équation  taxa  a racine!  rit  lia  comprit tt  entre 
0 et  le  nombre  p,  elle  aura  au  moine  n ruriationi  daigna 
déplut  quêta  transformée  en  x — p,  loreqve  p ctt  positif , 
et  au  tnoint  n variations  de  moine,  lorsque  p est  négatif. 

Quoique  ce  théorème  nu  soit  pas  suffisant  pour  faire 
découvrir  immédiatement  les  limites  de  chacune  des 
racines  réelles,  parce  que,  ainsi  que  l’ont  fait  observer 
Lagrange  et  Legendre  dans  leur  rapport  à l'Institut , il 
indique  seulement  qu’il  peut  y avoir,  mais  non  qu'il 
doive  y avoir  autant  de  racines  comprises  entre  0 ctp, 
que  l’équation  a do  variations  en  plus  ou  en  moins  que 
sa  transformée  en  * — p,  sa  facile  application  le  rend 
utile  pour  diriger  les  tâtonnement , lorsqu’on  vent  éviter 
les  calculs  souvent  très-pénibles  que  nécessite  le  théo- 
rème île  Slurm,  dont  la  découverte  est  d'ailleurs  posté- 
rieure à la  sienne.  Deux  exemples  suffiront  pour  mon- 
trer le  parti  qu'on  peut  en  tirer. 
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En  traitant  ci-dessus  (3a)  l'équation 
x 1 — 4^*4"  t3x — aa  = o, 

nous  ayons  reconnu  que  dans  le  cas  où  ses  trois  racines 
seraient  réelles,  il  deyait  y en  avoir  deux  de  comprises 
entre  o et  i ; et  pour  décider  la  question,  nous  avons 
eu  recours  plus  loin  ou  théorème  de  M.  Sturm  (4o)  ; 
or,  en  formant  l'équation  en  a: — i,  on  trouve 

(*—  i)*— (x— t)»-f  8 (x— i)  — t a_  0) 

qui  offre  (oui  autant  de  variations  que  la  proposée;  d'où 
il  résulte,  d'après  le  théorème  de  M.  Budan,  qu'il  ne 
saurait  y avoir  deux  racines  réelles  comprises  entre  o 
et  i,  et,  par  conséquent,  que  les  deux  autres  racincsdc  la 
proposée  sont  imaginaires. 

l'équation 

**—  tas’ -fia  — 3=o, 

dont  nous  avons  découvert,  par  des  substitutions,  deux 
racines  comprises  entre  o et  i,  a pour  transformée  en 

*— l 

(x—  i)'-f-4  (*—  i)1 — 6 (x — a)’— 8 (x — t) — a=o, 

qui  ne  présente  qu’une  variation,  tandis  que  la  proposée 
on  a trois  ; il  est  donc  très-probable , d’après  cette  cir- 
constance, qu’il  existe  deux  racines  cotre  o et  i.  Dans 
ce  dernier  cas,  le  théorème  engage  & des  recherches 
ultérieures;  dans  le  premier,  il  prouve  qu’elles  sont 
inutiles. 

53.  Le  calcul  des  équations  transformées  est  si  simple, 
que  M.  Budan  l’a  pris  pour  base  d’une  nouvel!»  méthode 
it  résolution  des  équations  numériques,  recommandée 
pour  l’enseignement  élémentaire  par  le  conseil  de  l'U- 
niversité. Sous  allons  en  donner  une  idée,  en  l'appli- 
quant, comme  point  de  comparaison,  à quelques-unes 
des  équations  traitées  ci-dcssus  par  la  méthode  des  sub- 
stitutions. 

Enseignons  d'abord  le  moyen  de  passer  des  coelli- 
eiens  d’une  équation  en  x à ceux  de  sa  première  trans- 
formée en  x — t.  Après  avoir  écrit  les  premiers  sur  une 
même  ligne,  en  commençant  par  celui  du  terme  qui 
contient  la  plus  haute  puissance  de  x,  et  qu'on  nomme 
ordinairement  le  premier  terme , on  prend  les  sommes 
successives  de  I,  do  a,  de  3,  etc.,  de  ces  coefflcicns, 
jusqu’à  leur  somme  totale,  ce  qui  forme  une  seconde 
ligne  de  nombres  dont  chacun  représente  la  somme  du 
nombre  correspondant  de  la  première  ligne,  avec  tous 
ceux  qui  le  précèdent.  Par  exemple,  pour  l’équation 
précédente  du  troisième  degré,  on  aura 

Coefficient.  : ; 1— — 33 
Sommes  i**'.  , 1 —3-f-  i 
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opérant  ensuite  sur  la  seconde  ligne  comme  on  l'a  fait 
sur  la  première,  mais  sans  tenir  compte  du  dernier 
nombre  — aa,  on  obtient 

Sommes  a***.  1—  a-}- 8; 

celle-ci,  traitée  de  la  même  manière,  donne,  toujours 
sans  tenir  compte  du  dernier  nombre, 

Sommet  3***.  I — I ; 

et  enfin  la  dernière  somme,  ou  la  somme  4%  est  simple- 
ment i . L'ensemble  du  calcul  est  ainsi  : 

Coefficient. . . * — 4 ”f“  >3  — aa 

Sommet  !*«•.  1 — 3-j-lO  — 33 
Sommet  a***.  I — a -f-  8 
Sommes  3"**.  1 — I 
Sommet  *• 

Les  derniers  cbÜTrcs  de  chaque  ligne  sont  les  coefli- 
ciens  de  la  transformée  en# — i,  savoir:  celui  de  la  der- 
nière ligne,  le  coefficient  du  premier  terme,  celui  de 
l’avant  dernière,  le  coefficient  du  second  terme , et  ainsi 
de  suite. 

Lorsque  l'équation  n'est  pas  complète,  il  faut  rem- 
placer les  coefficiens  des  termes  qui  manquent  par  o ; 
ainsi,  pour  l'équation  ci-dessus  du  quatrième  degré, 
on  a : 

Coefficient. . . 1 -j-o  — ta-}-  ta  — 3 

Sommes  !*••.  1-j-l  — 1 1 — |—  1 — 3 
Sommes  1 -j-  a — g — - 8. 

Sommet  3*®*.  I -}-  3 — 6 
Sommes  4m,,v  * 4“  4 
Sommet  5***.  | f 

ce  qui  donne  pour  les  coefficiens  de  la  transformée  eu 
x — i,  i,+4, — G,  — 8,  — a. 

Cette  détermination  des  coefficiens  de  la  transfor- 
mée en  x — i,  repose  sur  les  propriétés  des  polynômes 
dérivés.  M.  Budan  en  a fait  l'objet  de  la  proposition 
suivante  : 

Un  polynôme  quelconque , procédant  suivant  les  puis- 
sances entières  et  positives  d'uns  quantité  x,  depuis  le 
degré  m jusqu’au  degré  o,  se  transforme  en  un  aufrs 
polynôme  d’égale  valeur,  procédant  suivant  les  mêmes 
puissances  de  (x — i)  dont  les  coefficiens  respectifs,  d 
commencer  par  celui  du  dernier  terme , sont: 

i*  La  somme  première  de  tous  les  coefficiens  du  polynôme 
donné; 

a*  La  somme  seconde  de  tous  les  coefficiens,  hormis  U 
dernier; 
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5*  La  somme  troisième  de  eu  coefficient,  excepté  lu  deux 
derniers,  et  ainsi  de  suite. 

La  règle  est  nécessairement  la  même  pour  passer  du 
polynôme  en  a: — i au  polynôme  en  a?  — a,  de  celui-ci 
au  polynôme  en  x — S,  et  ainsi  de  suite.  Par  exemple, 
ayant 

. . **  + •**—  iax2  + in*  — 3 = o, 

«.  (,-»>.  (■*—«)*  + 4(x— i)1— G(*— « )*-8(x—  i)— a=o, 

on  obtiendra  l’équation  en  {x — a)  en  formant  les 
sommes  des  coefliciens  d’après  la  règle  indiquée, 

Coefficient.  ..  I + 4 6 — 8 — a 

Sommée  i™.  1 + 5 — 1 — • Q * — * 1 
Sommet  a*e#.  1 + 6 -j-  5 — ■ 4 
Sommet  3" e*.  1+7+*2 

Sommet  4*M.  * + 8 
Sommes  5“**  1» 

Cette  équation  est  donc 

(x — a) * -[-  8 (x—  a) 1 + 1 a [x — a)1 — 4 ( x — a)  — n = o. 

Ceci  pose,  il  est  facile  de  comprendre  son  applica- 
tion à la  recherche  de  la  partie  entière  des  racines  réelles 
d’une  équation.  Voici  le  principe  fondamental  de  la 
méthode. 

Étant  donnée  «ne  équation  en  x du  degré  m,  on  te 
procurera  tu  transformiu  successives  en  (x — î),  (x — a), 
(x — 3),  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  et  qu'on  parvienne  à 
une  transformée  en  (x — p)  dont  lu  coefjiciens  soient 
tous  de  même  signe. 

Cette  dernière  transformée  ne  po«»ant  point  avoir  de 
racine  positive  (d’après  la  règle  de  Descartes),  le  nombre 
entier  p est  une  limite  de  la  plus  grande  valeur  positive 
de  t inconnue. 

Lorsque  le  dernier  coefficient  d’une  transformée  en 
(x — m)  est  de  signe  contraire  au  dernier  coefficient  de 
la  transformée  suivante  en  (x  — m — î),  la  proposée  a 
«ne  ou  plusieurs  racines  en  nombre  impair  dont  la  va- 
leur est  comprise  entre  mifm-fi. 

Cette  dernière  proposition  est  une  conséquence  de 
la  construction  des  coefliciens,  car  il  est  évident  que 
le  dernier  coefficient  d’une  transformée  en  x— p,  p 
étant  un  nombre  entier  positif  quelconque,  est  égal  au 
résultat  qu’on  obtiendrait  en  substituant  dam  la  propo- 
sée p à la  place  de  x. 

On  ne  peut  découvrir  par  ce  procédé  que  les  racines 
positives  d’une  équation  ; mais  en  changeant  le  signe 
des  racines , il  devient  applicable  aux  racines  négatives 

Soit,  pour  premier  exemple,  l’équation 

X*  — l ax*  + 1 aX  •—  3 = o , 


nous  aurons,  en  cherchant  d’abord  les  racines  posi- 
tives : 


Co«®ii«m  de.  ^iiali  mi  : 
en  x.  « • . . . 
en  (s  — t ).  . . • 
en(x — »).  • . . 
en  (x  — 3).  • • • 


i + o — ia  + ta — 3 
î + 4—  6 — 8—  a 
1 -j-  8 a a — U — il 

1 + ia+4a  + 48  + 16. 


Tous  les  coefliciens  de  la  transformée  en  x — 3 étant 
positifs,  on  doit  en  conclure  qu’il  n’y  a pas  de  racines 
positives  au-dessus  de  3 ; de  plus , le  changement  de 
signe  des  deux  derniers  coefliciens  — 1 1 et  — j— 16 , an- 
nonce qu’il  existe  au  moins  une  racine  réelle  entre  a et  3; 
et  enfin  la  perle  de  deux  variations  dans  le  passage  de 
x & x — î indique  qu’il  peut  y avoir  deux  racines  com- 
prises entre  o et  i,  ce  que  fait  soupçonner  d’ailleurs  la 
marche  des  derniers  coefliciens  — 3,  — a,  — 1 1 , d’a- 
près la  proposition  du  n*  aa,  puisque  ces  coefliciens 
sont  identiques  avec  les  résultats  des  substitutions,  dans 
la  proposée,  des  nombres  o,  i,  a et  3. 

Changeant  les  signes  des  puissances  impaires  de  x, 
pour  chercher  les  racines  négative?, la  proposée  de  vif  mira 

x*  — i ax5  — i ax  — 3 = o ; 


et  en  procédant  comme  ci-dcssus,  on  obtiendra 


Coefficient  jr»  ri|ualic<B«  : 

en  x = — *.  • • 
en  (x— i).  • • . 
en  (x  — a).  . • . 
en  (x  — 3).  . • • 
en  (x  — 4)*  • • • 


1 + 0 — 13 — 1 1 ■ — * 3 

l + 4 — 6 — 3a  — a6 
i-f-  B — |—  i a — 28  — 5q 
i + ia  + 4s  + a4 — 66 
14-164-84  + 1484-13 


11  existe  donc  une  racine  entre  3 et  4,  c’est-à-dire  que 
la  proposée  a une  racine  négative  entre  — 3 et — 4-  Les 
variations  de  signes  montrent  quecclte  racine  est  seule, 
car  il  n’y  a qu’une  seule  variation  perdue  dans  le  pas- 
sage de  x à x — 4« 

Pour  découvrir  les  deux  racines  probables  entre  o et  1 , 
nous  poserons  îox  = x,  ce  qui  nous  donnera  une 
équation  en  x 


xk  — 1 aoox*  + 1 aooox  — 3oooo  = o, 


dont  les  racines  sont  10  fois  plus  grandes  que  celles  de 
l’équation  en  x;  en  lui  appliquant  la  méthode,  il  viendra 


CordîcicB!  if*  ftjnMie»! : 

eo  f 

et»  (j— f).  • • • 
en  (s— a)*  • • • 
en  (*— 3)«  • • • 
en  (»-«•  ■ • • 
en  (*—£»)•  • • • 
en  (*— 6)*  • • • 
en  («  —*})•  • * • 


1+  0—1200  + 18000 — 3oooo 

» + 4—  "»')+  flM— >9'99 
1 + 8 — 1176+  733i — 10784 
î + n — 1146+  49"R  — i~'0 
1 + 1G — 1104+  364® — +4 
1 + 30 — io5o+  49"+  °o5 
l + »4 — 9®4 — i54®+  66 

1+38 — 906—  3438—  3439 
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L’équation  on  x,  a donc  deux  racines  comprises  l’une 
entre  4 el  5,  et  l’autre  entre  6 et  7 ; d'où  il  résulte  que 
les  racines  cherchées  $ontx=:o,4>  et  x = 0,6,  à moins 
d’un  dixième  près.  C’est  ce  que  nous  avions  trouvé  pré- 
cédemment. 

Soit  encore,  pour  exemple,  l’équation  du  n"46 
x%  — 4®*  ~h  4*'  — — 5x  — 4 = o; 

CocfEcirof  «Je»  *qn»tons  : 

enar 1—  4"f"  4 — a — 5 — 4 

en  (x  — 1).  . . 1-f-  I——  2—  4—  8—  10 

en(jr  — a).  • . 1+  6+  ia  + 6 — i3 — 22 

cn(x  — 3).  • • 1 — f—  1 1 — 4®~f"  88-{-  64—  10 

«n(x  — 4)*  • • i-}-i6-j-ioo-f-3oa4-437+a00 

La  transformée  en  a: — 4 ayant  deux  variations  do 
moins  que  la  proposée , on  pourrait  supposer  qu’il  y a 
deux  racines  comprises  entre  o et  4>  mais  il  ne  peut 
y en  avoir  qu’un  nombre  impair  entre  3 et  4 , indiqué 
par  le  changement  de  signes  ; ainsi  il  n'existe  qu’une 
seule  racine  positive  entre  ces  limites,  et  comme  on  sait, 
en  outre,  que  deux  résultats  de  même  signe  ne  peuvent 
comprendre  qu’un  nombre  pair  déracinés,  on  voit  que 
la  marche  irrégulière  des  résultats — 4> — 10, — 22, — 10, 
accuse  seulement  l'existence  d’un  nombre  pair  de  ra- 
cines imaginaires. 

CctflicUa*  Je*  r>|Miicti»  : 

en  JC  = — *•  • I +4+  4-f  a — 5+  4 
en(x— l).  . . I 3o  -f-48  -f-  32  -j-  10 

Ce  dernier  résultat  prouve  que  la  proposée  n’a  pas 
de  racines  négatives  au-delà  de  — 1 , et  nous  présente 
un  cas  où  le  théorème  est  en  défaut,  car  la  transfor- 
mée enx — 1 a deux  permanences  de  plus  que  l'équation 
en  x,  ce  qui  annoncerait  deux  racines  comprises  entre 
0 et  1 , qui  n’existent  pas. 

54*  On  voit,  d’après  ces  exemples,  que  la  méthode 
de  M.  Budan  donne  la  détermination  de  la  partie  en- 
tière des  racines  incommensurables  avec  une  extrême 
facilité,  puisqu’elle  n’exige  d’autres  opérations  arithmé- 
tiques que  l'addition  et  la  soustraction  ; cependant 
comme,  à part  le  calcul  des  différences  (45),  qui  n'est 
jamais  bien  pénible , la  méthode  des  substitutions  se 
réduit  pareillement  à des  additions  et  des  soustractions, 
dont  le  nombre  est  toujours  beaucoup  moindre  que  dans 
la  méthode  de  M.  Budan,  cette  dernière  lui  est  infe- 
rieure sous  le  rapport  de  la  promptitude , surtout  lors- 
que le  degré  des  équations  est  élevé,  que  leurs  coefli- 
cicns  sont  de  grands  nombres,  et  qu’il  est  nécessaire  de 
construire  neuf  à dix  transformées. 

M.  Budan  applique  encore  son  procédé  à la  déter- 
mination approchée  de  la  partie  des  racines  incommcu- 
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«arables  plus  petites  que  l'unité,  mais  nous  ne  pouvons 
entrer  dans  les  développemens  qui  seraient  indispensa- 
bles pour  l’intelligence  des  opérations,  et  nous  devons 
renvoyer  à son  ouvrage  [Nouvelle  Méthode  pour  lu  ré* 
solution  des  équation*  numériques),  qui  renferme  plu- 
sieurs remarques  très-ingénieuses,  propres  à faire  dis- 
tinguer les  racines  imaginaires  des  racines  réelles  dans 
les  cas  douteux. 

Pour  faciliter  les  applications  de  son  théorème,  il 
nous  reste  à montrer  comment  l’on  peut  passer  d’une 
équation  en  & à sa  transformée  en  x — p,  sans  être 
obligé  de  calculer  toutes  les  transformées  intermé- 
diaires. Soit 

0 = I -f-  Ex  -j-  Gx*  -|-  Fx*  -f-  Ex*  -j-  etc. 

une  équation  d’un  degré  quelconque;  posons x=j>-j-y> 
nous  obtiendrons  une  équation  eu  y 

0 = I*  + H’y + Gy1  -j-  F'y1  + E'y*  -(-  etc. 

dont  les  coefficiens  seront  donnés  par  les  formules  (III) 
en  faisant  a = p ; or,  cette  équation  est  la  transformée 
demandée,  car  la  relation  x=p-J-y  donne  y=x — p; 
ainsi,  écrivant  x — p à la  place  de  y,  on  a 

o = r + H'(« — p)  -j-G'(x — 

Supposons,  par  exemple,  qu’après  avoir  trouvé  (5o) 
que  l’équation 

x*  + i8ox*—  i3oox*-|-  18000X—  140000  o 

a un  nombre  impair  de  racines  comprises  entre  7 et  8 , 
on  veuille  en  fixer  le  nombre  exact  qui  peut  être  1 ou  3, 
puisque  les  sjgnes  présentent  trois  variations;  on  calcu- 
lera les  coefficiens  de  la  transformée  en  x — 7,  à l’aide 
des  formules  (III),  puis,  au  moyen  de  ceux-ci,  on  cal- 
culera, par  le  procédé  indiqué,  les  cociBciens  de  la 
transformée  en  x 8,  ce  qui  donnera 

Cetflii  u-u-  ilc«  ; 

"■(»— J)-  • • i+»o8+ï7,4-|-!>,63i — 13559 
*"(*—  8).  . . * +*»9+>983-|-3o6i5-f-i7o56. 

Ainsi , comme  il  n’y  a qu'une  seule  variation  de  perdue 

dans  le  passage  de  « — 7 i ir  = 8,  ou  de  x'  àtr* 1 

(x’ exprimant  x — 7),  il  ne  peut  j aroir  plus  d’une 
racine  comprise  entre  7 el  8.  Ici,  l'inspection  seule  de 
Téquation  en  (ar  «—  7)  montre  qu’elle  ne  peut  avoir 
plus  d’une  racine  positive  comprise  entre  0, 1,  et,  par 
conséquent,  que  la  proposée  n’en  a qu'une  entre  7 et  8, 
car  cette  équation  ne  présente  qu’une  seule  variation  de 
signe. 

55.  Fourier  a donné,  dans  son  Anabjie  ieiiquationi , 
un  théorème  qui,  bien  que  différent,  par  son  énoncé , 
de  celui  de  Ai.  Budan,  est  identiquement  le  même.  Si, 
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comme  U le  parait,  la  découverte  de  ces  théorèmes  a 
été  faite  à peu  près  dans  le  même  temps  par  ces  deux 
géomètres,  on  ne  peut  du  moins  refuser  la  priorité  de 
la  publication  à M.  Budan.  ( Voy . les  ouvrages  cités.) 

Voysz,  dans  ce  Dictionnaire,  pour  ce  qui  concerne 
les  autres  procédés  de  la  résolution  des  équations  nu- 
mériques , l'ingénieuse  méthode  de  Bernouilli  (tom.  I, 
page  116),  démontrée  tom.  II,  page  430,  et  le  beau 
développement  en  série  des  racines  d'une  équation  dû 
& Euler,  tom.  II,  page  45$*  Voyez  aussi  les  articles 
Approximation,  Équation,  Limite,  Racine,  et  Trans- 
formation. 

ÉQUATIONS  db  condition.  ( Astronom.  et  Giod.  ) 
Les  tables  astronomiques,  comme  cellos  des  planètes 
et  de  la  lune , dont  la  construction  repose  essentielle- 
ment sur  la  théorie  de  l'attraction  universelle , ont 
acquis  de  nos  jours  un  grand  degré  d'exactitude  ; ce- 
pendant, comme  les  principaux  élémens  qui  entrent 
dans  cette  construction  sont  empruntés  des  observa- 
tions, celles-ci,  quelque  parfaites  qu'elles  soient,  ne 
sauraient  l’être  toutes  que  dans  un  cas  tout-à-fait  for- 
tuit, parce  qu'elles  sont  très-délicates  4 faire,  même 
dans  les  circonstances  les  plus  favorables  : aussi  remar- 
que-t-on  souvent  entre  les  tables  et  les  résultats  d’un 
grand  nombre  d'observations  recueillies  & des  épo- 
ques éloignées  de  celle  qui  a servi  de  point  de  départ, 
de  petites  différences  qui  sont  alors  regardées  comme 
exprimant  les  erreurs  des  tables.  C’est  ainsi  qu’en  dé- 
terminant, par  exemple,  le  lieu  du  soleil  4 une  épo- 
que quelconque  de  l’année , la  longitude  observée  peut 
différer  <L’une  seconde  et  plus,  de  la  longitude  calculée 
par  les  formules  de  la  mécanique  céleste.  De  14,  la  né- 
cessité de  corriger  de  temps  4 autre  les  élémens  des 
tables  particulières  & chacun  des  astres  ; mais  il  est  né- 
cessaire pour  cela  de  connaître  les  rapports  que  l’ana- 
lyse mathématique  établit  entre  eux,  afin  d’y  avoir 
égard  dans  la  recherche  des  corrections  dont  ils  sont 
susceptibles  ; corrections  qui  doivent  être  faites  de  la 
manière  la  plus  avantageuse.  Cette  recherche  s’effectue 
4 l’aide  de  la  méthode  des  équations  de  condition. 

D'abord , si  dans  l’équation  qui  exprime  1a  dépen- 
dance qu’ont  entre  eux  les  élémens  ou  constantes  A, 
on  remplace  ces  élémens  respectivement  par 
A-f-«,  B + y,  C (les  quantités x,  y,  s,...  dé- 
signant par  supposition  de  très-petites  corrections)  ; si 
ensuite  on  fait  tous  les  développemcns  necessaires,  il  est 
clair  qu’en  vertu  de  l’hypothèse,  l’on  pourra  négliger  les 
puissances  supérieures  d ex,  y , z,  . . .et  représenter 
le  résultat  par  cette  équation  linéaire 

ax-\-by +«  + •••  = m’ 

En  supposant  donc  que  les  coefficicns 
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aient  été  donnés  par  une  première  observation , et  que 
l’on  ait  eu  par  une  seconde  observation 

a'x-\-b'y-\-c'z-\- =* =m‘, 

et  ainsi  de  suite , en  sorte  que  leur  nombre  surpasse  de 
beaucoup  celui  des  inconnues,  il  restera  4 les  résoudre 
par  l’un  des  procédés  suivons. 

i*  L’idée  qui  se  présente  en  premier  lieu  pour  com- 
biner ces  équations  successivement,  de  manière  4 en 
obtenir  d’autres  qui  soient  favorables  4 la  détermina- 
tion de  chaque  élément,  c'est  de  les  ajouter  ensemble, 
ou  de  les  soustraire  les  unes  des  autres,  selon  qu’il 
résultera  d'autres  équations  oû  le  coefficient  numéri- 
que de  l’erreur  duo  4 cet  élément  sera  le  plus  grand 
possible , tandis  qne  ceux  des  autres  élémens  jouiront 
delà  propriété  contraire.  On  conçoit  facilement,  en 
effet,  que  ce  but  sera  atteint  par  ce  moyen  : ainsi,  en 
appliquant  le  même  procédé  à chacun  des  autres  élé- 
mens , on  parviendra  4 former  autant  d’équations  spé- 
ciales qu’il  y aura  d’erreurs  à déterminer.  Telle  est , en 
peu  de  mots , la  méthode  dont  le  célèbre  astronome 
Tobie  Mayer  a le  premier  fait  usage  pour  perfection- 
ner ses  tables  de  la  lune,  et  qu'on  pourrait  employer 
également  dans  toute  recherche  physico-mathématique, 
où  il  s’agit  de  représenter  un  grand  nombre  d’observa- 
tions par  des  formules  résultant  d’une  théorie  connue. 

a°  Il  est  cependant  une  autre  méthode  non  moins 
générale,  et  qui  conduit  d'une  manière  plus  directe 
et  plus  sûre  aux  valeurs  les  plus  probables  des  incon- 
nues; c’est  celle  que  Legendre  a Imaginée,  et  qu'il 
a nommée  Méthode  des  moindres  carrés , dans  son  Mé- 
moire sur  la  Détermination  de  l’orbite  des  comètes. 

Supposons  toujours  x,  y,  s,...  les  corrections  des 
élémens,  et  représentons  par  1,  g*,  les  erreurs 

commises  dans  les  observations  successives;  on  aura 

g =s  ax  + by  -\-cz  + ... 

t*  = a'x  -f-  b'y  -]-  cz  -{- ... 

«'  =3  i'i 4- b'y  -|-  cz  + ... 


équations  qui  seront  co  même  nombre  que  les  obser- 
vations, mais  en  plus  grand  nombre  que  les  inconnues. 
Cela  posé,  si  on  fait  la  somme  des  carrés  de  toutes  ces  er- 
reurs, et  que  pour  abréger  l'on  désigne 
par  u;  que  l’on  fasse  a*  + a'1  -f-  ...  = 2(0’), 
ab  db ' -f- ...  = l(aè),  et  ainsi  de  suite,  on  aura 

u ==!(«*)  + 2(P)a»  + z(c*)y»  + ... 

-f-  3 l(ab)x  + a2(oc)y  + ... 

+ .ï(6c)ary  + ... 

dÜKreatiant  successitenioot  celtt  expression  par  rop« 
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port  à x,  y,  etc.,  et  égalant  chaque  différentielle  4 zéro, 
l'on  aura 

j*= ï(“)  + «M*  + *(«*)»-  = ». 

11  résulte  de  14,  que  pour  former  Téquation  du  mi- 
nimum par  rapport  4 l’une  des  inconnues,  il  faut  mul- 
tiplier tous  les  termes  de  chaque  équation  de  condi- 
tion par  le  cocfficicut  de  l’inconnue  dans  cette  équa- 
tion, pris  avec  son  signe,  et  égaler  4 zéro  la  somme  de 
tous  ces  produits.  11  ne  reste  plus  alors  qu’4  résoudre 
les  équations  résultantes  par  les  moyens  connus. 

Cette  méthode,  comme  l’on  voit,  consiste  en  quel- 
que sorte  4 prendre  le  centre  de  gravité  des  observa- 
tions que  l’on  compare,  pour  trouver  les  valeurs  les 
plus  probables  ; mais  Laplace  a démontré  par  sa  savante 
théorie  des  Probabilités,  qu’elle  est  en  outre  la  plus 
avantageuse  entre  toutes  celles  que  l'on  pourrait  pro- 
poser; ainsi,  sous  ce  rapport,  elle  mérite  la  préférence 
sur  celle  de  Mayer,  malgré  la  longueur  des  calculs  nu- 
mériques dans  lesquels  elle  entraîne,  et  dont  il  est  im- 
possible de  s’affranchir  entièrement  quand  le  nombre 
des  équatiops  de  condition  est  un  peu  grand. 

L’application  suivante,  choisie  en  géodésie,  indi- 
quera suffisamment  au  lecteur  la  marche  qu’il  y aurait 
& suivre  dans  d’autres  cas. 

11  a été  démoutré,  au  motllECïiriciTioR(5tfpplM»efU), 
que  les  longueurs  M,  M(,),  M(,),  M(3)  de*  degré*  de* 
méridiens,  croissent  4 très-peu  près  comme  les  carré* 
des  sinus  des  loliludes  \ , V'1,  lw , correspondant 
respect! renient  à leurs  milieux;  si  donc  i,  im, 

expriment  les  erreurs  dont  ces  mesures  peurent  être 
affectées,  l'on  aura  ces  quatre  équations  de  condi- 
tion (i): 

M — x — y sin1!  — . < 

M('*  — 2 — y sin,)r'!  .=  r'* 

M(,)  — x — y sin’i1’’  — - «w 
Mlî)—  x — ysin,lm  = .B1, 

dans  lesquelles 

ÿ = a ‘ ïSo0*1’  * 

a étant  le  rayon  de  l’équateur,  e*  le  carré  de  l'excen- 
tricité des  méridiens,  cl  rr  = 3,i4i5cjaG,  lo  rapport  de 
a circonférence  du  cercle  au  diamètre. 
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D’un  autre  côté,  par  les  mesures  géodésique*  et  as- 
tronomiques, on  a trouvé 

& IVqoalcur-  M =ll058a“,ljX  = — S*5l*  0%5 
dans  Tlndc*  • M J = i io6î8  ,6  ; i ‘ = -|*  l3  6 3l  ,0 
en  France.  • M ’ 1 — 1 1 1 1 3 1 ,3J  ),^  ^ -|-  ^5  ^ 1 8 , 1 

en  Socdc.  . MW  = 1 1 1489  j » J XW  = -}-  66  30  10  ,3. 

Ainsi,  les  équations  (i)  deviennent 

1 1 o58a,  i — z — y . 0,00070  = * 

1 10628,6  — z — y . o,o5i44  = 
ut i3i,2  — x — y . o,5oia5  = «w 
1 1 1489,2  — z — y . 0,83890  » r*V 

et  se  réduisent,  en  vertu  de  la  condition  du  minimum, 
4 ccs  deux-ci  : 

44383o, 4 — 4*  — y . 1,39229  = 0 , 

— i55ooo,4  + x . 1,39229  -f-  y . 0,95765  = o ; 

d’où  l’on  tire 

y = io89*,o36;  z sa  ho5t6*,o54; 
et  conuno  l’aplatissement  « a pour  expression 


que,  de  plus,  le  rayon  de  l’équateur  est 
180  . . 

+ *o> 

on  trouve 

« = o,oo3a83t;  Log  <t  = 6 . 8046357, 

*=3o£58  ; “=  6577284*; 

enfin  les  erreurs  les  plus  probables  sont 

«=+ a-,8;  6*,i; «' <’>«=+ 6*, 8;  «(>l=— 3-,6, 

Mais,  vu  l'extrême  précision  des  mesures  de  France  et 
do  l’Inde,  les  erreurs  probables  dont  elles  paraissent 
être  affectées  doivent  plutôt  être  attribuées  à ce  que  la 
terre,  bien  qu’aplatie  aux  pôles,  n’est  pas  rigoureuse- 
ment un  ellipsoïde  de  révolution. 

(if.  Puîiianl.) 

ÉQUATION  des  n acteurs  coure «posdahtes.  (Ait.)  Si 
le  soleil  décrivait  constamment  le  même  parallèle  par  son 
mouvement  diurne  apparent  autour  de  la  terre,  l’heure 
de  son  passage  au  méridien  serait,  comme  à l’égard  des 
étpiles,  la  dejui-somme  des  temps  des  obserratious  de 
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Vud  de  ses  bords  faites  ù la  même  hauteur  au-dessus  do 
l'horizon,  avant  et  après  la  culmination.  Mais  cette 
circonstance  n’ayant  lieu  sensiblement  qu’aux  époques 
des  solstices , il  est  généralement  nécessaire  d’appliquer 
ù l'heure  du  passage  déterminée  comme  on  Tient  de 
le  dire  une  petite  correction  de  quelques  secondes  due 
au  mouvement  de  l’astre  en  déclinaison,  ou  à ce  que 
les  deux  angles  horaires  observés  ne  sont  pas  égaux. 
Cette  correction  du  midi  approché  pour  connaître  le 
midi  vrai  se  nomme  équation  des  hauteur s correspon- 
dantes ; on  la  détermine  ainsi  qu’il  suit  : 

Soient  T,  T' les  heures  A la  pendule  ou  au  chrono- 
mètre, lorsque  le  soleil  était  à la  même  hauteur  des  deux 

côtés  du  méridien;  le  midi  approché  sera  ï-i— , en 

comptant,  bien  entendu,  les  heures  consécutivement 
comme  si  la  pendule  marquait  les  vingt-quatre  heures 
du  jour.  Soit  en  outre  H la  latitude  du  lieu,  D la  décli- 
naison boréale  du  soleil  S ; et  supposons  que  l’obser- 
vation soit  faite  entre  le  printemps  et  le  solstice  d’été  ; 
cnGn  désignons  par  Z.  le  zénith,  et  par  P le  pôle  élevé. 
Cela  posé,  le  triangle  sphérique  Z.PS  donnera 

cos  ZS  = sinllsinD-{-cosIlcosDcosP, 

et,  ù cause  du  mouvement  du  soleil  en  déclinaison,  D et 
l’angle  horaire  P varieront  en  même  temps.  Différen- 
tiant  donc  cette  équation  en  regardant  les  deux  autres 
quantités  comme  constantes,  et  tirant  ensuite  la  valeur 
de  dPt  on  aura 


dP=*dD 


sin  H cosD  — cos  H sin  D cos  P 


cos  U cos  D sin  P 


Dans  celte  expression  différentielle,  dP  et  dD  sont  des 
arcs  censés  donnés  en  secondes  de  degré  ; mais  il  con- 
vient d’avoir  le  premier  en  secondes  de  temps,  et  il 

suffit  pour  cela  de  changer  dD  en  puisque  ih  de 

temps  correspond  à i5°  de  l’équateur. 

On  a donc 


i ,n  dD  /tang  H 4 _ _A 

5 rfp = 35  (tSTp  “ *“*  D C0‘  *)• 

Lorsque  la  déclinaison  boréale  augmente,  dD  est 
positif,  et  l’angle  horaire  du  soir  P'  est  P -f-  dP,  celui 
du  matin  étant  désigné  par  P.  Si  donc  m est  le  midi 
T i t* 

approché  = — — , et  M le  midi  vrai , on  aura 
T = M — P,T  =P  + rfP+M; 


partant 


a 


Tou  in. 


i 


et  enfin 

midi  vrai , M = m — - dP. 

a 

Ainsi,  en  retranchant  du  midi  approché  la  quantité 
~ dP  trouvée  ci-dessus,  ou  rotation  des  hauteurs cor- 
respondantes, on  a le  midi  vrai,  lequel  sera  d’autant 
mieux  connu,  que  l’on  aura  pu  recueillir  le  même  jour 
vers  neuf  heures  du  matin  et  trois  heures  du  soir  un 
plus  grand  nombre  d’observations  de  ce  genre. 

On  remarquera  que  la  variation  dD  est  le  changement 
en  déclinaison  pendant  l’intervalle  des  deux  observa- 
tions correspondantes,  variation  qu’il  est  facile  d’éva- 
luer, puisque  la  Connaissance  des  temps  la  donne  pour 
a4h.  On  la  prendra  positivement  lorsque  le  soleil  mon- 
tera vers  le  zénith,  et  négativement  dan9  le  cas  contraire. 
De  plus , si  D est  australe , tang  D sera  négative.  Dans 
tous  les  cas,  l’angle  horaire  P sera,  en  temps,  la  dif- 
férence du  midi  approché  à la  première  observation. 
Ce  calcul,  qui  s’effectue  ù l’aide  des  logarithmes  à 
5 décimales,  est  trop  simple  pour  nous  y arrêter;  mais 
il  faut  faire  bien  attention  au  jeu  des  signes  algébriques. 
Delambre  a donné,  pour  abréger  l’opération,  une  table 
des  facteurs  de  dD.  ( Àstron . , tome  I,  p.  5 76.  ) 

L’observation  de  deux  passages  consécutifs  du  soleil 
au  méridien  fait  connaître  l’avance  ou  le  retard  de  la 
pendule  en  a4h  de  temps  vrai,  et  par  suite  en  a4k  de 
temps  moyen.  ( Voyez  ces  mots.  ) 

(Af.  Puiuant.  ) 

ÉQUILIBRE.  (Sfo/.  ) Lorsque  plusieurs  forces  agis- 
sant sur  un  même  corps  matériel  sc  détruisent  de  ma- 
nière que  leurs  actions  simultanées  ne  communiquent 
aucun  mouvement  au  corps,  on  dit  que  ces  forces  se 
font  équilibre  ou  qu'elles  sont  en  équilibre.  Les  lois  de 
l'équilibre  des  forces  forment  l’objet  de  la  Statique, 
l’une  des  deux  branches  fondamentales  de  la  Mécanique 
(tome  II,  page  a 17). 

Les  limites  qui  nous  étaient  imposées  pour  nos  deux 
premiers  volumes  nous  ayant  à peine  permis  d’indiquer 
les  propositions  principales  de  la  statique,  nous  avons 
dû  lui  consacrer  dans  ce  supplément  une  suite  d’articles 
liés  entre  eux  par  des  renvois.  Ainsi,  tout  ce  qui  con- 
cerne la  nature  et  la  mesure  des  forces  se  trouve  aux 
mots  Foies,  Quantité  de  mouvement,  Quantité  d’ action; 
ce  qui  a rapport  à leur  composition  est  traité  au  mot 
Résultants  ; et  les  lois  de  leur  équilibre  sont  exposées 
aux  mots  Momens  et  Vitesses  tietublles. 

EXCENTRIQUE.  Voyez  Coceees  ucimiQVW. 

EXCÈS  SPHÉRIQUE.  ( Giod.  ) tes  triangles  qtte 
l’on  forme  sur  U terre,  dans  les  opération»  qui  ont 

n 
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pour  objet  la  mesure  d’un  arc  de  méridien,  ou  le  levé 
géométrique  d’une  contrée,  ne  peuvent,  à cause  de 
la  longueur  de  leurs  côtés,  Ctre  considérés  comme  rec- 
tilignes ; car  ces  côtés , en  tant  que  la  terre  est  sphé- 
rique, sont  des  arcs  de  grands  cercles  compris  entre 
leurs  extrémités.  Ainsi,  dans  ce  cas,  la  somme  des  trois 
angles  horizontaux  de  chaque  triangle  surpasse  deux 
angles  droits  de  plusieurs  secondes , abstraction  faite 
toutefois  des  erreurs  d’observation.  C'est  cette  petite 
différence,  duc  à la  courbure  du  globe,  qu'on  nomme 
excès  sphérique.  Ou  verra  à l'article  Trigonométrie 
SFBÉRoÎDiQi  B un  exemple  du  calcul  de  cet  excès,  et  son 
usage  pour  évaluer  l’erreur  commise  dans  la  mesure 
des  trois  angles  d’un  grand  triangle. 

(Af.  ftritfoftl.) 

EXTRACTION  DES  RACINES.  (Âlg.  ) La  théorie 
et  le  procédé  de  l’extraction  des  racines , ta  plus  la- 
borieuse des  six  opérations  arithmétiques  élémentaires, 
sont  exposés  dans  le  premier  volume  , page  5y4  ; nous 
ferons  seulement  connaître  ioi  quelques  méthodes  ap- 
proximatives , capables  de  faire  obtenir  les  racines  des 
quantités  Irrationnelles  avec  un  plus  grand  nombre  de 
décimales  exactes  que  n’en  peut  donner  l’emploi  des 
tables  ordinaires  des  logarithmes. 

La  plus  directe  de  ces  méthodes  consiste  dans  les 
développemens  en  séries  pareillement  enseignés  tome  I, 
page  579.  On  a pu  voir  que  de  tels  développemens  ex- 
priment la  valeur  exacte  de  la  racine , par  la  totalité 
de  leurs  termes,  et  qu’il  est  ainsi  possible  d’approcher 
indéfiniment  de  cette  valeur  en  prenant  an  nombre  de 
termes  de  plus  en  plus  grand.  Mais  la  sommation  des 
termes  d’une  série  entraîne  souvent  dos  calculs  pro- 
lixes qui,  lorqu’elle  est  très-peu  convergente,  ne  sont 
guère^  moins  laborieux  que  le  procédé  élémentaire, 
déjà  si  pénible  pour  les  racines  du  troisième  degré  ; et 
l’on  a dû  chercher  les  moyens  d’obtenir  une  approxi- 
mation plus  facile  et  surtout  plus  prompte.  Le  procédé 
suivant  est  dû  à Halley,  qui  Ta  fait  connaître  dans  les 
Transactions  philosophiques  de  1694;  il  ramène  toutes 
les  extractions  de  racines  à celle  d’une  racine  carrée. 

Soit  N,  un  nombre  entier  ou  fractionnaire,  dont  il 
s’agit  d’extraire  la  racine  du  degré  m;  désignons  par 
a la  racine  mm*  de  la  plus  grande  puissance  m"*  conte- 
nue dans  N , ou  de  la  puissance  m"*  immédiatement 
plus  grande  que  N , de  manière  qu’en  désignant  par  b 
la  différence  entre  N et  a*  on  ait 


que  le  carré  immédiatement  au-dessus  de  3o  est  celui  de 
6,  on  aurait  : 

i/3o  = \/*5  -j-  5 ou  \/3o  «a  i/3 0 — 67 
Nous  poserons  généralement 


l/N  = i/a-  + b 


en  considérait  6 comme  pouvant  être  positif  ou  négatif, 
suivant  la  facilité  qui  peut  eu  résulter  pour  les  calculs. 
Ceci  posé,  nous  avons  pour  les  diverses  valeurs  de 
l’exposant  m,  plus  grandes  que  a 

✓(•’+*> -v+v/|j«’  + s} 

+ +&»]. 
^«*+0~|«  + v/[^>  + ^], 

✓(»’+») =i«+^.'+ïy. 

,>(«•+*) -?. + v/[^  + î4r]. 

etc.  =*  etc. 


et,  en  général 


" . . m — a . X a1 

|/(0^)=_^r|/[_c— Ty, 


_ 2 b 1 


Pour  montrer  l’application  de  ces  formules , propo- 
sons-nous de  trouver  avec  10  décimales  la  racine  qua- 
trième de  17. 

Le  premier  point  est  de  se  procurer  une  valeur  ap- 
prochée de  La  racine,  ce  qui  est  toujours  facile  au  moyen 
des  logarithmes.  Ainsi,  le  logarithme  de  17  étant 
1,  a3o44^9i  50 n qnart  est  o,  30761  aa,  et  le  nombre 

4 

correspondant  à ce  quart,  valeur  approchée  de  1/17, 
est  a,o3o.  Faisons  a = a,o3,  et  élevons  a,o3  à la  qua- 
trième puissance,  nous  trouverons 


a*  = 16,98181681, 


ce  qui  nous  donnera,  à cause  de  o*  -f-  b = 17 
b ss  0,01818319. 


V/N  = v/a"  -j-bou  y'N  = \/a*  — b . 


substituant  ces  valeurs  dans  b formule  des  racines  qua- 
trièmes, il  viendra 


Par  exemple,  si  l’on  avait  N =3o et  »=  a,  comme  «_  2 r,  0,01818319"! 

le  plus  grand  carré  contenu  dans  3o  est  celui  de  5,  «t  + T^TaôgJ  J' 
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Of, 


j (4,1*09)  ==  0,4*7»  7777  7777  7777  7777 
o,oi8i83iq  _ 

TffoTïôâT^  0,0007  ï54°  5afl‘  ya4a 

ajoutant  ces  deux  nombres,  nous  aurons  pour  la  quan- 
tité comprise  sous  le  radical 

o,  4586  »3i8  3o6g  5oao  7748» 
dont  la  racine  carrée  est 

o,  677*  0985  i5; 
ajoutant  enfin  à cette  dernière  quantité 

î (a,o3)=i,  3533  3333  33, 

nous  aurons  définitivement 

1/173=3,  o3o5  43i8  48, 

valeur  exacte  jusqu’à  la  dernière  décimale.  Si  nous 
avions  pris  la  première  valeur  approchée  de  la  racine 
avec  5 ou  6 décimales,  nous  aurions  pu  en  obtenir 
18  ou  30  par  ce  procédé,  et  ainsi  de  suite. 

Quelque  facile  que  soit  l’extraction  d’une  racine  car- 
rée , la  nécessité  d’exprimer  la  quantité  radicale  par  un 
nombre  de  chiffres  à peu  près  double  de  celui  qu’on 
veut  avoir  à U racine  rend  le  procédé  de  II aile?  très-la- 
borieux, et  nous  pensons  qu’on  pourrait  le  remplacer 
avantageusement  par  une  application  d«  la  méthode 
de  Newton  pour  les  racines  des  équations  (noyez  Ar- 
raoxiMATioN  tom.  I),  en  modifiant  cette  méthode  comme 
nous  allons  le  faire. 

Soit  toujours  N un  nombre  quelconque  et  a sa  ra- 
oine  approchée  de  manière  que  z exprimant  une  frac- 
tion, on  ait 


|/N  «a-f  i, 


d’où 


N -(«  + «)*. 

Développant  le  binôme,  noos  aurons 

N = o”  -f  ma—  * + «~y  + elc„ 

' 1.3 

ce  qui  nous  donnera  l’équation 

0 s=  («“  — N)  oto”-1*  + «*~V  + etc. 


Négligeant  tous  les  termes  affectés  des  puissances  de  x, 
supérieures  à la  première,  il  viendra  simplement. 


d’où 


0 = 0“  — ti  ma'”-  xi 


, N — o" 
* = r 


et,  par  conséquent,  ...  (1) 

m T ni 

, N — a 


i/N  = a+i 

mu 

Appliquons  d’abord  cette  formate  à la  racine  carrée 
de  a , en  prenant  pour  première  valeur  approchée  a = 
i,4;  nous  aurons 

= '’4  +^f==,’4,4a’ 

valeur  exacte  jusqu'à  la  quatrième  décimale.  Prenons 
maintenant  a = i,  4*4 > 1®  formule  nous  donnera 


✓»= 


, 4. * — 0.414)* 

■ *>4*4  -r-  i)8a8 

. . . 0,000604 

= 1,4 1421 35, 


xaleur  exacte  jusqu’à  la  septième  décimale.  En  posant 
a =:  î,  4*4  21 35,  une  nouvelle  application  de  la  for- 
mule donnerait  seize  décimales  exactes. 

i 

Évaluons  maintenant  1/17,  afin  de  comparer  cette 
méthode  avec  celle  de  Hallcy,  et  prenons,  comme  ci- 

dessus,  a = a,  o3,  nous  aurons 

« a4  = 16,98181681;  a*  = 8,365427, 

et  par  suite 

* _ . o, 01 81 83 iq 

V/i7  = »,o5+  33^0, 708 

= a,o3o543 , 

dont  les  six  décimales  sont  exactes.  En  faisant  fl=  2 , 
o3o5,  une  nouvelle  opération  donnerait  dix  décimales 
exactes,  comme  on  pourrait  en  obtenir  quatorze  en 
prenant  a — a , o3o  543.  Ce  procédé  est  si  facile  dans 
son  exécution , qu’à  défaut  de  tables  des  logarithmes, 
on  doit  le  préférer  à tous  les  autres,  même  lorsqu’on 
peut  sc  contenter  de  3 ou  4 décimales.  Soit*  par  exem- 
ple, à trouver  la  racine  cubique  de  3a5 , à moins  d’un 
millième  prés  ; sa  valeur  entière  étant  entre  6 et  7 , 

nuis  beaucoup  plus  pré»  de  7 qw  4e  6,  e*r  fi*  0=  **6 
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et  y*  = 54S , nom  ferons  a—  7,  et  comparant  arec  la 

formule  (1)  nous  aurons 


3 

l/3a5  = 7 


. 3i5 — 343 18 

5X49  _ 7 >47 


= 7 — 0,1a  = 6,88. 


Le  calcul  ne  pourant  fournir  généralement  que  le  iou- 
hU  des  chiffres  exacts  pris  pour  première  râleur  appro- 
chée, nous  ferons  maintenant  a =6,8 , et  la  formule  nous 
donnera 


l/3Î5f 


„ 0 , io,568 

:6>8+T38^5ï 

« 6,8  + 0,075  =6,875, 


EXT 

valeur  dont  toutes  les  décimales  sont  exactes.  Si  Ton 
voulait  connaître  ultérieurement  cette  même  racine 
avec  5 décimales,  il  serait  inutile  de  faire  a = 6,  875, 
car  en  prenant  seulement  a=6,  87  on  obtiendrait, 
s 

par  le  même  procédé  \/3a5  =*  6,87534.  Pour  se 
borner  aux  calculs  strictement  nécessaires , on  ne  doit 
prendre  dans  les  valeurs  approchées  qu’un  nombre  de 
chiffres  moitié  de  celui  qu’on  veut  obtenir,  comme  oo 
doit  s'arrêter  dans  les  divisions,  dés  que  le  nombre  des 
chiffres  du  quotient  est  le  double  de  celui  des  chiffres 
de  la  valeur  approchée  qu’on  a employée.  Dans  cer- 
tains cas  la  division  peut  fournir  une  décimale  exacte,  et 
même  deux  de  plus  que  ce  nombre  ; mais  dans  le  doute 
ou  fera  toujours  bien  de  n’en  pas  tenir  compte. 


F. 


FAC 

FACTORIELLES.  (Al,.)  L'évaluation  numérique 
des  factorielles  A exposan  s fractionnaires  est  un  des  points 
principaux  de  la  théorie  de  ces  fonctions  que  nous  n’a- 
TOUS  pu  qu’indiquer  tom.  il,  page  7 , en  donnant  leur 
développement  général.  Nous  allons  exposer  ici,  outre 
les  moyens  ingénieux  découverts  par  Kramp,  pour 
n'obtenir  que  des  dcvcloppemcns  convergens , plusieurs 
procédés  particuliers  au  moyen  desquels  on  peut  cal- 
culer très-promptement  les  valeurs  des  factorielles, 
lorsque  leurs  bases  sont  liées  par  certaines  conditions 
nvec  la  base  d'une  autre  factorielle  dont  la  valeur  est 
connue. 

1.  Nous  avons  démontré  qu’on  a généralement , 
•n  et  n étant  des  nombres  réels  quelconques , 

(t)....  a“,r=(a+(<»— Or)*’1-' 

(n — (m — *)r)*1'. 


(a)....  B"'+,,'=a"l'(a+mr).''_a”i'(a+w.j-u 

(3)....  = «Ü! . 

(«+(«— «Jr)"" 

(Voyrr  Ficvosimvj,  tome  II.) 

De  plus,  comme  conséquences  immédiates  de  !’«■» 
pression  (3) , et  4 cause  de  a,l,,=  1 , 


(4)....  .1— 

(«-mr)"" 


cette  dernière  eipreKlou  fournit  les  huit  transfontt* 
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tions  suivantes,  par  le  passage  des  accroissemens  po- 
sitifs aux  accroissemens  négatifs,  en  faisant  varier  les 
signes  de  m et  de  r 


(5)....  «- 


\a— ir)""'  («— r)""-' 


(6)....  n—1" — — = — r 

(a-fvnr)  1 (a+rp 


(r)""  ° ’ (8+T)""'  (a-r)-'~ 


(8)....  a* 


(a— mr)-"1  ' (8  + r)-"1' 


9.  Si  nous  faisons,  dans  la  loi  (1),  •»  -(-»=*>  p,  nous 
pourrons  en  tirer. 


ftlr  p* 

«—■ 4-(‘+*ï 


expression  qui  montre  que  le  rapport  de  deux  facto- 
rielles de  même  base  et  de  même  accroissement  est  ra- 
tionnel toutes  les  (bis  que  la  différence  des  exposans 
est  un  nombre  entier.  On  a,  par  exemple,  dans  le  cas 

a 5 , 1 

de p = 7 et  m = 7. 

r 4 4 


Nous  ferons  obterver  généralement  que  tonte  fac. 
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toriclie  dont  l’exposant  est  un  nombre  fractionnaire 
plus  gr&od  que  l’unité  peut  toujours  être  ramenée  & 
une  factorielle  de  même  base  et  de  même  accroisse- 
ment, ayant  un  exposant  plus  petit  que  l’unité.  Soit  en 

effet  ? une  fraction  dans  laquelle  désignant  par 

m ic  quotient  eutier  et  par  n le  reste  de  U division,  de 
manière  que 

P — m_L* 

t +r 

mus  aurons  d'après  ( a ) , 

9’  -"/  y'1 

=a  .(a-t-wl  ; 
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Mais 


* 

a 


ou  bien  encore 


si’  ï ( , * \*" 

n = a ■[*+-+)  • 


v 5 

Ainsi,  dans  le  cas  de  " = -,  il  vient  m =*  i,  n =a  i,  et 


par  conséquent, 


ï 4 


ou 

3.  Le  produit  de  deux  factorielles  de  même  base 
et  de  même  accroissement  ne  peut , dans  aucun  cas , 
se  réduire  à une  seule  factorielle  ; mais,  lorsque  les 
accroissemens  sont  de  signes  différent , on  obtient  une 
réduction  très-utile  dans  une  foule  de  cas.  Nous  avons, 
d’après  la  loi  (a),  ...  (a) 

(a — mr)  = (a— mr)  . a 

Or,  en  yttiM  de  (î) , 

(«— »r)”''=(«+f)*' 

et  (1  est  facile  de  soir  que 

a(a+f)  = « («—■»)• 

Multipliant  donc  d’une  part  tes  deux  membres  de  l'é- 
galité (a)  par  a,  et  de  l'autre  les  divisant  par  (a— « T), 
il  Tiendra 

J»|r  a .1-.  «I, 

■ y-ÏTr^3  • " • 


(a — mr)  =(« — «rj  . (« — »r+r)  ; 

donc 

/ \ *lr  »l“*  , , 

(io)....  a . a = d.  (d— mr-f-r) 

Si,  par  exemple,  m = ^ ,on  aurait, quels  que  soient  a et  r, 

tI'  4h 

o . « =*a. 

4-  Une  autre  réduction  très-utile  est  la  suivante, 

(n).... 

facile  i vérifier  ; car  d'après  (3) , 

f 

(a— (1 — »).)“  ; 

et  d'après  ( 1 ) , 

Ainsi , lorsque  la  somme  des  accroissemens  étant  0, 
la  somme  des  eipouns  est  1 , le  produit  de  deux  fac- 
torielles de  même  base  est  égal  i cette  base.  On  a par 
exemple 


-:i'  tH 
» . a 1 =a, 


a",  a"  *=a, 
etc. , = etc. 

S.  Lorsque  la  somme  des  exposons  est  séro,  ainsi 
que  celle  des  accroissemens , on  a cette  nourelle  ré- 
duction , 


«i.  — »l— * a 

(1*)....  a . a 


En  effet,  (6), 


mais 


(a+r)* 


.”"=ea.(a+r)—','el{»+r)“1,=(a-fr)— "'(u+iar)! 
donc 

•..■—a-'  • . 

“■*  W+«r).(-+0  “+“r  - 
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6.  La  factorielle  à exposant  pair  a’”1'  peut  toujours 
sc  décomposer  en  deux  facteurs  a”12',  (a+r)”’',  dont 
le  premier  exprime  le  produit  des  facteurs  de  rangs 
impairs 

a (a+  ar)  (a +40  (a+6r) . . . (a  + (am— a)r), 

et  dont  le  second  exprime  le  produit  de  tous  les  fac- 
teurs de  rangs  pairs 

(a+0  («+>)  (o+5r)  (a  + yr) . , . (a  + (»■ — • ) 0 > 

ce  qui  est  évident,  et  donne  la  relation  générale 

, sci>  -ms»  «en. 

(i3)....  a = a (a+r) 

Si  l’exposant  était  de  la  forme  3» , m aurait  encore 

(.4)....aW~a■,'(a+0,‘'V+a0"','’ 

et  ainsi  de  suite. 

•j.  Nous  avons  vu  (tome  n,  page  g)  qu’on  peut 
donner  A nne  factorielle  une  base  ou  un  exposant  quel- 
conques, ou  moyen  de  ces  relations  que  nous  ne  ferons 
que  rappeler 


Ces  deux  transformations  reposent  en  principe  sur  la 
construction 

a*"  =(aé)"IU, 
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le  facteur  (—  6)*,  et  par  mite  le  premier  membre  ( — 4)- 
«**’  n’est  généralement  une  quantité  réelle  que  lors- 
que l'exposant  m est  un  nombre  mtùr  ; donc  cette  égi- 
Uté  n’est  mie  généralement  que  pour  la  tulle  des  va- 
leurs entières  positives  ou  négatives  de  as.  Ainsi , s'ü 
est  permis  d'étendre  par  induction  l'égalité  (sy)  aux 
râleurs  fractionnaires  de  l'exposant  m,  dans  le  cas  de 
6 foiitif,  il  est  impossible  de  lui  accorder  une  sembla- 
ble extension  dans  le  cas  de  b négatif;  de  sorte  qu’en 
faisant  usage,  soit  de  oette  construction , soit  de  toutes 
les  transformations  qui  en  dérivent,  il  est  essentiel  de 
n'introduire  ou  de  ne  retrancher  dans  les  bases  des 
factorielles  aucun  facteur  susceptible  de  changer  les 
signes  de  ces  bases  ; on  ne  peut  donc  généralement 
poser,  quel  que  soit  as,  comme  Parait  fait  Kramp, 

(_«r'= (_«)-.  ,-e 

mais  bien 

(—a)  =fl.(_i)  . 

Si  ce  géomètre  eût  fait  usage  de  cette  dernière  trans- 
formation g la  seule  vraie  dans  tous  les  cas , il  ne  serait 
pas  tombé  sur  les  résultats  absurdes  qu’il  a signalés  et 
dont  nous  parlerons  bientôt. 

8.  Procédons  maintenant  à l'évaluation  numérique 
des  factorielles,  en  signalant  d’abord , les  relations  qui 
existent  entre  celles  qui  ne  différent  que  par  leurs  bases. 
Nous  avons,  en  vertu  de  la  loi  fondamentale  (a),  l’i- 
dentité 

a («+■*)  =>a  («+«■)  , 

dont  on  Üre  l'expression  générale 


évidente  par  elle-même  , tant  que  l’exposant  m est  un 
«ombra  entier , quels  que  soient  les  signes  des  quan- 
tités a,  »,  «s  et  r,  mais  qu'il  n’est  permis  d'étendre 

généralement  aux  cas  des  valeurs  fractionnaires  de  ns 
que  lorsque  4 est  un  nombre  positif.  En  effet , 4 étant 
négatif,  l'égalité  ( ly)  prend  la  forme  ...  (a) 

(—4) . o = (— aè)"'-*, 

abstraction  faite  des  signes  de  a et  de  r,  qui  n’exercent 
aucune  influence  sur  la  nature  du  facteur  ( 4)*,  du- 

quel dépend  précisément  la  possibilité  de  cette  con- 
struction. Or  il  est  certain  que  l’égalité  (a)  ne  peut 
avoir  Beu  qn’autant  que  son  premier  membre  est  une 
quantité  réelle,  parce  que  toute  factorielle  i base  et 
4 accroissement  positifs  ou  négatifs  est  une  quantité 
esseutieUemcot  réelle,  dont  on  peut  toujours  évaluer 
la  grande» , comme  nous  U vçrron,  plus  loin;  mais. 


(>*)■••■  («+*»)" 


(a  + nr)  ,, 

'-r- 


à l’aide  de  laquelle,  connaissant  la  factorielle  a"1',  l’éva- 
luation  de  1a  factorielle  (a-^-mr)’lr  »c  réduit  à des  mul- 
tiplications tant  que  m est  un  nombre  entier-  Le  seul 
cas  important  étant  celui  de  n fractionnaire , nous  fe- 
rons n = ce  qui  donnera  A l’expression  (18)  la 
9 

forme 


. va  . . l'r 

(■9)....  (a+mr)’1 


plus  propre  à faire  connaître  toute  son  importance. 
Dans  le  cas,  par  exemple,  de 


,£l’  fl* 
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factorielle  dont  U râleur  connue  est  0,886*»? ... , 

ou  ^t/*,  n exprimant  le  rapport,  de  la  circonférence 
au  diamètre  *=  3,i4i5ga6  on  aurait 

oW'-HTa 


FAC 


t3» 


> 


Soit,  par  exemple,  ta  factorielle  la  , la  décompo- 
sition en  facteurs  donne 


J*-*.#'. 


et,  par  suite, 


II* 


o+r  , 

= 


_ 3.5.?  • . 

s /Z — JJ  • -/*■ 

a . 4 • o a 


9.  Cette  èraluation  dos  factorielles  à exposant  i s’ap- 
plique facilement  aux  accroissemens  négatifs,  car  nous 

. , avons,  d’après  (to), 

et  comme  i-f-m  peut  représenter  tous  les  nombres 

entiers  en  faisant  successivement  mua,  m — t,  g 

w = a,  etc.,  ccttc  relation  suffit  pour  évaluer  toutes  a 

11  fl*' 

les  factorielles  de  la  forme  a * 1 dans  laquelle  a est  un 


nombre  entier;  faisant  dono  i-)-«=o,  d’où  m=  a — i, 

D’où  ....  (c) 

et  observant  qne 

Lj_ , _ a 

/ , i\— /SV—"*  S’-"* 

•ii  0 . 2 a 

0+ï)  -© 

Lu 

et,  pour  toutes  les  fectorfcllee  de  la  forme  (br)1  , 

i »-ir«  •— «1» 

9 . 1 n 

1 1-  » u »>— m 

w*1 

J * * * » 

nous  aurons  l’expression  plus  simple  . « . (6) 

On  a donc,  par  exemple, 
1 1 

0 j— 'i5  a 

,*l'  «.1. 

v/.’ 

ce  qui  nous  donnera  dans  1er  cas  particuliers  de  a = 3, 

fl**1  a . a a 

o=3,  a =4»  etc. 

• -T-i7ï' 

rl*  3 » , 

ïl~l  3.a.4  a 

3 ° t:  î-  ■ * 

«ri1 9 . S 1 

3 = — 7 ■ t/v, 

a . 4 3^  - 

,tI~*  4-»-4-<> 

^ s TTTT?  * j/*  ’ 

rl 1 3.5.7  1 

4 ~Ï7473-Ï'A’ 

etc.  *=  été. 

et , encore , , 

5^=34?j.V„ 

a . 4 • 0 . 8 aK 

5-1 -*  . a 

* S'-ÿi’ 

etc.  = etc. 

On  pourra  évaluer  de  la  même  manière  la  factorielle 

6 — i/J-  3.5 

JL 

«V  dans  tous  les  cas  où  l’accroissement  r sera  un  fac- 

etc. ■■  «te. 

teur  exact  de  U base  « , car  on  a généralement 

10.  Il  résulte  des  deux  expressions  générales  (é)  et 

y,  . , . r|* 

(e)  que,  quoique  les  factwieUee  à exposant  et  i ac- 

■" .-'  0 « 

croissement  4-  1 ou  — » soient  irrationnelles  pot» 
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toutes  les  râleurs  entières  de  leurs  bases,  le  rapport  de 
deux  de  ces  foeSoriclics,  de  même  accroissement,  est 
toujours  une  quantité  rationnelle,  ainsi  que  le  produit 
de  deux  factorielles  d'accroissement  de  signes  contrai* 
res.  En  effet , m et  » étant  deux  nombres  entiers,  nous 
axons,  en  xertu  de  (6), 


et,  par  conséquent,  ....(d) 


Par  exemple. 


O*  ^ _ a ■ 4 . 3 _ 4 
TÎ7  a . S I i 5’ 

3’1 

tI  1 

3 a- 4-6. 5.5  6 

î-js  ~ a . 4 • 3 • 3 • 7 l' 
4’ 

Nous  axons  également,  d'après 


ce  qui  donne  •■••(«) 


D’od,  par  exemple, 


1.3 3 

a . a 4’ 


il  -ü  3 . a . ÂT3  = 6’ 

3’1 

il-. 

3 5 . a . 4 • 3 . 5 . 7 7 

!_•  — i & . a . 4 • 6. 3 > 5 8 ' 

' 
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On  peut  mettre  d'ailleurs  les  expressions  (<f)  et  («) 
sous  une  forme  plus  simple,  en  opérant  les  réductions 
suivantes,  fondées  sur  la  loi  (7) 

^r=iü=  (»+»(«*— 1))"~”,,=  (a»)—*1’. 


(S+»(« — 0) (a«+.) — H \ 


“(am+.r355 

elles  deviennent  ainsi....  (f). 

U, 

m (am)  

I i ’ f 1 «es— ml'i* 

ur\  ' (*»*  + •) 

ml!_  _ « ■ (a»+  Q"-~ 

•ri  — * m .(■m)"-'"" 

n 


Quant  aux  produits  des  factorielles,  dont  les  accrois* 
semens  ont  des  signes  différons,  il  est  évident  qu’on  a, 
en  partant  des  mêmes  valeurs,  ....(9). 

u_ , n.  a-"! S—"* 

n»’1.  n'1  a— uaj— «.a 

n . (am)'-”1’ 

Dans  le  cas  particulier  de  m = a,  n=3,  on  aurait, 
par  exemple  : 


Toutes  ces  formules  s'appliquent  sans  difficulté  aux 
factorielles  comprises  sous  les  formes  générales  (mr)’ 
(mr)’1  . 

1 1 . Les  factorielles  è accroissement  -f-  a ou a de 

l'ordre  i peuxent  être  éxaluées  au  moyen  de  la  quantité 

transcendante  i/*,  non  seulement  lorsque  leurs  bases 
sont  des  nombres  pairs,  ce  qui  rentre  dans  les  formule; 
précédentes,  mais  encore  lorsque  ces  exposait»  sont  des 
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nombres  impairs.  Si  l'on  fait  dans  l'expression  (a 8) 
«=i,  r = a,  »=^i  elle  deviendra 
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Ces  formules  (A)  et  (t)  s'appliquent  aisément  aux 
factorielles  de  la  forme 

ri*  ïl-b 
(*<■)  f , (or) 1 , 

dans  lesquelles  le  facteur  a est  un  nombre  impair.  Si 
l'on  avait,  par  exemple,  la  factorielle 


Or  > -)-  >■•  représente  tous  les  nombres  impairs; 

‘-I* 

ainsi  il  reste  seulement  i trouver  la  valeur  de  i . Ob- 
servons, pour  cet  effet,  que  nous  avons  d'après  (iS)  : 


4 cause  de  ï“|t  = Cette  dernière  égalité 

donna 


,»-U 

■ ■il...  1 

1 =*-S— Si» 


et,  en  faisant  m = -, 


{-h  , 

substituant  4 s sa  valeur  - (/*,  U vient 

✓« 

et,  par  suite,  ....  (b), 

(t  + ït»)'1 

Pour  passer  de  ces  factorielles  4 celles  dont  l'accrois- 
sement est  négatif,  on  a,  d'après- la  loi  (10) , 

j-ls  14-s 

(<  + »")  ■(»  + »«•)  =(•  + »»); 

d'où 


(t-f 

Ton.  ni. 


on  la  ramènerait  d'abord  4 la  forme 

✓» . 3^’ . 

Pub,  en  comparant  arec  (H)  et  en  posant  m = t , on 
obtiendrait 

t i/tt  y/ir 

19.  Tontes  les  factorielles  de  l'ordre  ^ auxquelles  on 

peut  donner,  par  des  transformations  convenables,  les 
accroisscmens  i ou  9,  positifs  ou  négatifs,  peuvent  être 
évaluées  par  les  moyens  précédens,  pourvu  toutefois 
que  leurs  bases  demeurent  des  nombres  entiers  posi- 
tifs ; dans  tous  les  autres  cas  U faut  avoir  recours  au 
développement  général  dont  nous  avons  donné  la  dé- 
duction tome  II,  p.  »o.  Ce  développement  est....  ( k ). 

« o“  -f-  A,«*  “* 1 r-f-  AjO*  ~*r* À,*"  “s  r*-f-  etc. , 

dont  les  coefficient  A,,  A,,  A,,  etc.,  ont  pour  expres- 
sions générales 

* 1 . j ’ 

,A,  = a +m(m-i)(m-i) 

1 1.9  11  1.9.3  9 

sa. = A + 

• • 1.1  11  i.i.S  ‘ ' 

, m(m — 1)(* — i)(*— A) 
_t"  1.  1.3.4  ’ 

4A‘  1 . 1 , . TTa  A'  + 

■ (lu— I)(m— i)(m— 3)(w— 4),  , 

+ VT.  a'  A,+ 

, m(m— t)(m— i)(m— 3)(«» — - 4)  - 

^ 1. 1. 3.4. 5 * 


tl«.  «S  etc. 


18. 
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Eu  général, 
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^ M ,211  %-| 

+ T*"  V>  + 

....  fi 

gP»f«  ' K + lU 

Dans  le  cas  de  mæ  - 

1 

» on  s,  par  exemple, 

1 

“ 8 

”=+7ïi 

*■  + 

=+îk 

» il 

ai 

A*  »“ 

83768 

A = _ S99 

3H- 

*63144 

• — T 9n 

= j «6?_ 

“4i943o4 

. ,39315 

A>*=  + -ÿr- 

T 3355443s 

_ 334477 

». ï“ 

_ 33447, 

3l47483648 

A 9-  »g7l74°3  »8,i,4o5 

3“ 

*7*79^9'*$ 

etc.  = etc. 

Ainsi,  les  valeurs  de  toutes  les  fictorielles  de  l’ordre  ■ 

sont  données  par  la  série 

, 5 

+ ï^48  14 -«'«v 

qui  devient,  en  divisant  tous  les  termes  par 

^'-t/fa  — i rJ-  ’ r,_i_  5 r'  I 

( 8 a ia8  a*  1034  •— etc...  |. 

Cette  série  n'est  rapidement  convergente  que  lorsque 
h grandeur  de  a dépasse  de  beaucoup  celle  de  r;  mais 
nous  allons  voir  qu’on  peut  obtenir  dans  tou*  les  cas  de» 
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séries  convergentes  à volonté.  La  loi  fondamentale  (a) 
donne  la  relation  générale  ....(I) 


(a+mr) 


».  (•+»)' 


qu’on  peut  employer  pour  faire  dépendre  l’évaluation 
de  a"|r  de  celle  de  (a-|-iir)"|r , au  moyen  d’un  nombre 
arbitraire  n.  En  effet, développant  la  factorielle(a-|_<ir)"1 
par  la  loi  ( k)f  U tient 

(«+<*•)’"  *=(«+■*')"{'+*.  + 

+ A*ÇTFiio»+ *•*••••  ]• 

faisant,  pour  abréger, 


•+»r=  *’ 

et,  substituant  ce  développement  à la  place  de  la  facto- 
rielle dans  la  relation  (I),  on  aura  ....(m) 


= I ' + iw + 41,1 + 41,1 + **'' I ’ 

nouveau  développement  dont  le  facteur  général  est  fa- 
cile à calculer,  et  qu’on  peut  toujours  rendre  très-con- 
vergent en  donnant  au  nombre  arbitraire  n des  v alevin 
convenables. 

Dans  tous  les  cas  où  il  sera  possible  de  choisir  le 
nombre  n de  manière  que  la  puissance  («-{-*r)m  soit  un 
nombre  entier,  l’évaluation  du  facteur  général  n’exigera 
que  quelques  multiplications  et  une  division.  Pour  bien 
faire  comprendre  cet  artifice,  supposons  que  la  valeur 

3-1 1 

de  la  factorielle  t ne  soit  pas  connue,  et  qu’il  s'agisse 

de  la  déterminer  ; on  aurait  alors  a = i,  r = i , m =*  * , 

3 

I 

et  il  s’agirait  de  donner  à n une  valeur  telle  que  (i-J-n)  * 
fût  un  nombre  entier;  or,  la  suite  des  carrés  des  nom- 
bres naturels  étant  i,  4»  9»  *8,  a5,  etc.,  on  voit  qu’on 
peut  faire  n = 3,  ou  n = 8,  ou  n = 1 5,  ou  etc.  ; la  se- 
conde valeur  donnant  pour  q 

?'=7T»œ9’ 

fraction  asset  petite  pour  rendre  la  série  très-conver- 
gente, on  peut  adopter  cette  valeur,  qui  donne 


3*1* »g>* . 5 | l i , «_  i . S i 

1 / i\*|,|1  8 9 ' iafi’ 8i  '”ioa4 * 739 

(,+ï) 


599 


30768  ' C56i  363144  ' 5go4o 
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Pour  éviter  les  fractions  dans  le  calcul  du  facteur  gé- 
néral, on  remarquera  que 


ce  qui  permettra  de  lui  donner  la  forme 

a*  . 5 . i"‘ 

J»1  ’ 


dont  le  développement  en  facteurs  simples  est 

a1. 3.1. a. 3. 4*5. 6.  7 . 8 
3 . S . 7 . g . il  . t3.  tS.  17 

Retranchant  les  facteurs  communs  et  réalisant  les  cal- 
culs, ce  facteur  général  deviendra  définitivement 

83768 

Il  . |3 . iS  . 17  36463' 

Si  l'on  veut  se  contenter  de  huit  décimales  exactes 
r|i 

pour  la  valeur  de  1 , il  suffira  de  prendre  avec  neuf 

décimales  la  somme  des  six  premiers  termes  de  la  série, 
et,  comme  ces  termes  réduits  en  décimales  sont 

+1,  000  000  000 

— 0,  0l3  888  888 
-f-  o,  000  096  45o 

+ 0,  000  006  698  i 

— 0,  000  000  098 
— ■ 0,  000  000  oa5 

on  trouvera,  pour  oette  somme, 

+ 0,  986  314  137, 

quantité  dont  le  produit  par  le  facteur  général  est  1a 
valeur  de  la  factorielle  proposée.  Effectuant  les  calculs, 
on  obtient 

II, 

iJ  —0,88633693. 

i3.  Pour  rendre  le  développement  (m)  applicable 
aux  cas  des  accroissemena  négatifs,  il  faut  prendre  n 
négatif,  afin  que  la  quantité  (a  -f  nr)  soit  toujours  posi- 
tive, et  que  la  puissance  (a-j-itr)"  ne  puisse  jamais 
devenir  imaginaire , ce  développement  devient  ainsi 

•^=^£p^{‘+A‘»+A*»,+e,‘-î' 

U quantité  g étant 

r 

* a + nr 
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On  évite  la  considération  des  exposons  négatifs  dans 
le  facteur  général  par  les  transformations  suivantes, 
fondées  sur  la  loi  (6) 


(«+r)' 


(a— «rp'-s 


(«— mr+r)*" 


et,  en  faisant  ; négatif  dans  la  série,  on  ( btient  l’expres- 
sion générale  ...,(*) 


(a— mr-HO”"  • («+"r) 


(0+r)*1' 


— |*“ ■ *il+ 


-fA.j*— A.^-fetc-.j, 


dans  laquelle 


•-rfa* 

I *aa| 

Prenons  pour  exemple  1a  factorielle  s"  , nous,  au- 
rons a = 1,  r=  1,  m = , et  faisant,  comme  d-dessus 
»=  8,  il  viendra 

(*+r)"'aiM,  (a-f  nr)'  =1/9=33, 

d’oïl 

rî~*  „ 5 • 8"  > 1 1 « , _5_  _j_  5 t 

»*.  3 1 ' 8*  9 '*  138'  81  “ 1034'  7»9 

»!  1 ■ 899  1 . 1 

33768  * 656 1 ' 3631 44*  *>9049  C'C'  J’  * 

Nous  trouverons,  en  développant  le  facteur  général, 

5 .3“’  = 3 .3.5, 7.9.11.  i3.i5.S7  _ 36465 
i* . ?"  j*. ». 3.4.5.  6.  7.8.9  33768* 

et , comme  la  tomme  des  six  premiers  termes  de  la  série 
est  par  suite  des  changement  de  signes  1,  ot3  978  567, 
nous  aurons  définitivement 

s’1  I.01Î878567  = s,  198  37915. 

14.  Lorsque  la  base  a est  négative,  le  développement 
théorique  (11)  se  complique  de  quantités  imaginaires, 
pour  toutes  les  valeurs  fractionnaires  a dénominateurs 
airs  de  l'exposant,  que  la  quantité  arbitraire  n permet 
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4'éviUr  dans  les  développement  techniques  («)  et  (•). 
On  peut  se  rendre  raison  de  ces  circonstances  en  obser- 
vant que  le  développement  théorique  devient  alor* 


FAC 


La  somme  des  cinq  premiers  termes  de  1a  série 

étant  1,613508588,  et  le  facteur  générai  développé 
devenant 


1 — A.-+A,- j|— A,.  ^î+  > 


( — i)  . 5 . y . Il  ■ i5  ■ >B . a5  ■ ay  ■ 5i  ■ 35  _ 

T . 5 . y . i3  . i p . ai  . a5  . ag  . 33  . Sy' 


oc  qui  implique  la  décomposition 

(-«)"'  = (-»)-.  i— V 

qui  n’est  vraie  généralement  que  pour  les  valeurs  en- 
tières de  l’exposant  m,  tandis  que  la  décomposition 


(+«0-'  = 

e 

a lieu  pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  cet  exposant  ; 
or,  dans  les  développcmcns  techniques,  la  factorielle 
décomposée  est 

(<•+«•)“"  = (a+nr)“  { t + A,j+  A,  ?’  +•  etc.  J , 


dont  la  base,  qui  dans  le  cas  de  a négatif  est  *r — a, 
peut  toujours  être  considérée  comme  positive  à cause 
du  nombre  » , auquel  il  suffit  pour  cela  de  donner  une 
valeur  «r  > a;  au  moyen  de  cette  condition  nr  > a, 
les  dévcloppemens  techniques  sont  toujours  réels  et  font 
connaître  U valeur  numériqua  des  factorielles  à bases 
négatives.  Faisant  donc  a négatif  dans  (m)  et  dans  (n) , 
on  aura  les  deux  expressions  (o), 


(«nr — <i)“' 


[ ‘ ■ (fw,)“ 


pour  lesquelle) 


•+A.J+M’ 

+ A|  | 

j‘ — Aiî+A.î1 

— *»î‘  + *lc—j. 


on  pourra,  pour  effectuer  le  calcul  par  logarithmes, 
former  plusieurs  produits  partiels , comme  11  suit  : 


399.713.  t/3; 
tioS.  1073 


. t,oi3598588 


et  l'on  obtiendra 

(-S)r'"‘--l, 479838. 

1 5.  La  seule  partie  vraiment  laborieuse  de  l'évalua- 
tion d'une  factorielle  consiste  dans  la  détermination  des 
cocfficieus  A,,  A,,  A,,  etc.,  de  la  loi  (4);  car  les 
expressions  qui  donnent  ces  coeBkiena  deviennent 
asseï  difficiles  4 calculer  pour  les  exposant  fraction- 
naires. Kramp  • découvert  plusieurs  procédés  abré- 
viatifs dont  voici  le  plus  simple. 

L'exposant  de  la  factorielle  étant  représenté  par  *, 
calculons  d'abord  ta  suite  des  nombres  entiers 

41  = rnfn — m) 

A = n (n-j-m)  — 5(n— «)* 

B = A + an  (n  -f  m) 

C — 5(n— m)'B — n (n+m)  (5  A -(-an’ 

D = 3C — n(n-(-m)  (ao  B-f-n4n*) 

E = 7 (n— m)'D— «(n-f-n*)  (35  C— i4on’A— 80  n*). 

Nous  nous  arrêtons  à ces  six  termes , parce  qu'il  suffit 
généralement  de  cinq  é six  coefficient  pour  évaluer  toute 
factorielle  proposée  avec  huit  4 dix  décimales  exactes. 
A l'aide  de  ces  quantités , les  six  premiers  coelficiens 
deviennent 


Soit  4 évaluer,  par  exemple  ( — 3)r|~\  m,r 

bitraircment  n = 1 0 , ce  qui  nous  donnera 


q =, =i- 

* 4®  — 5 Sj' 


Nous  aurons  ainsi 


A, 


H 

an” 

MA 

a'.S.tf’ 


A, 


_ (n — n»)v  ■ MB 
a*.  5*.  ta*  ’ 


a (*-*)'•  .«* 
4‘ — V.5.»‘  ’ 


A. 


(n— m)"*.  MD, 


A. 


(*_*,)”• . mB 
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expressions  très-faciles  A calculer.  Soit  * = ^ ; nous 
aurons  m=  1,  * =3,  et  nous  trouverons 

M = a,  A = o,  D = a4,  C = 264 , D= — 7560, 
E= — 344^00; 


Substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  des  coef- 
ficiens,  nous  obtiendrons  pour  les  six  premiers  coef- 
ficiens  du  développement  de  toute  factorielle  à expo- 


Ainsi 


t 1 , io  3 . 11  « 77  s 

—9"  ♦+?*+?» -s”*-*'8- 


Cette  série,  substituée  dans  les  déreloppemens  tech- 
niques, servira  à évaluer  toutes  les  factorielles  de  la 
L|r 

forme  a3  , en  donnant  à q les  valeurs  convenables. 

Il  est  presque  toujours  plus  prompt  de  calculer  le 
logarithme  d’nne  factorielle  que  sa  valeur  directe  ; mais 
nous  n* entrerons  ici  dans  aucun  détail  sur  ce  sujet 
traité  tome  II,  page  5oi  ; ce  qui  précède  suffît  com- 
plètement pour  mettre  en  état  de  trouver  la  valeur  nu- 
mérique «Tune  factorielle  quelconque,  et  nous  devons 
signaler  au  moins  les  principales  applications  qui  ont 
été  faites  jusqu'ici  de  la  théorie  de  ces  fooctions. 

16.  Les  factorielles  dont  l’exposant  est  infiniment 
grand,  exprimant  des  produits  composés  d’un  nombre 
infini  de  facteurs  toujours  croissons  en  grandeur,  ont 
nécessairement  des  valeurs  infiniment  grandes,  quels 
que  soient  d’ailleurs  leurs  base»  et  leurs  accrois  *<•  me  as; 
mais  ce»  valeurs , tout  impossible  qu'il  soit  d’exprimer 
leurs  rapports  avec  les  nombres  finis,  n’en  ont  pas 
moins  entre  elles  des  rapports  qu’<w  peut  toujours  dé- 
terminer, et  qui,  dans  certains  cas,  sont  exprimables 
par  des  nombres  finis  rationnels  ou  irrationnels.  Nous 
avons  démontré,  tome  II,  page  549,  que  le  rapport 
des  quatre  factorielles  à exposons  infinis 

a00",  (t -)-})*" 

ï*6  .(«+.*)*" 
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n rédoit  à celui  des  deux  factorielles 


multiplié  par  le  facteur 

1 


qui  peut  être  infiniment  grand,  fini  ou  infiniment  petit, 

n p 

suivant  que  J est  plus  grand,  égal  ou  plus  petit  que 

Dans  le  cas  de  J = £ on  a ainsi  la  réduction  très-im- 
portante ....(p), 


qui  devient  simplement,  dans  le  cas  de  p = <J,  r—l 

«**".  (>+,)*"  m'\' 


expression  qui  revient  encore  4 ,,..(r) 

« (t-fp)(a-|-r)(H-P+f  )(«+«") 

ïtï+p)  (*+r)  (a+/+f)  (H-*r)  WÏR  • • • • cl«. 


Sont  eett*  {orme,  le  premier  membre  de  l’égalité  est 
connu  tous  le  nom  de  prude  iis  continue,  et  constitue  un 
mode  particulier  de  génération  des  quantités  introduit 
dans  la  science  par  Wallis.  Avant  de  signaler  les  con- 
séquence* très-importantes  delà  réduetion  (q),ilne  sera 
peut-être  pas  inutile  de  montrer  comment  on  peut  ob- 
tenir l'expression  la  plus  simple  du  rapport  des  deux 
factorielles,  équivalant  à une  produite  continue;  soit 
d'abord  la  produite 

» . a . 6 . 6 . 10  . 10  ■ «4  • l'infini. 

I . S . 5 . y . 9 • 1 1 • l3  • 1 5 ....  S l'infini. 

Comparant  avec  (r)  et  posant  a — »,  4 = •*  nous 
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luron*  fsi,  r = 4;  ainsi  celte  produite  e»  équira- 
lenle  au  rapport 


Ainsi 


FAC 


' »■  ■ 


-tu  -r  * 


**  =»î . (a  — 4)*  = a.6  * 


= i.(.+4)r  «,.5  = * 

.rl 4 


D'où  noua  axons  la  relation  générale 


qu'il  s'agit  de  réduire  à sa  plus  simple  expression.  Or, 
d'après  les  lois  (a)  et  (5) , 


MH-  a’* 

jn.1‘4 


Faisant  dans  cette  expression  m = -,  elle  de  rient 

•7îr*v/»- 


Donc, 


Substituant  dans  (s),  il  rient 


a a . a 

TiT  = ~fP7 


.~œl/a, 


Mais  (ty) 
et  de  plus,  d’après  (u), 

î-i* 


a*1  -a4..*1  ; 


=_J ,r!~'_  » 


ce  qui  nous  donne  définitirement  ....(s) 


et,  par  conséquent, 

a. a. 0.6.t.8.to.io...  etc. 


l/a  = 


i.S.  5.  y . 9.  il.  i3 . |5 . . . etc. 


■ y.  Prenons  pour  second  exemple  la  produite  con- 
tinue 

5 . y . 1 1 . i5  . te  . Ip . aî  ■ ■ . etc. 

4 • 8 • 10  . 14  . 16  . ao  . a»  . 


Nous  axons  ici  « = 5,  4 = 4,  p = 3,  r = 6,  ce  qui 
nous  donne,  pour  la  râleur  de  la  produite,  le  rapport 


Ce  rapport  n'est  plus  susceptible  d’aucune  réduction 
ultérieure  dans  sa  forme  de  factorielle,  mais  la  loi  (i3) 
nous  doune  le  moyen  d’obtenir  sa  râleur  exprimée  en 
irrationnelles  ordinaires.  En  effet , d’après  cette  loi 

s5-" 

et  par  suite 


? 


s*  * 


il*  “ ü*  ’ 


dirisant  les  deux  termes  de  ce  rapport  pur  />,  fl  de. 
rient,  en  le  désignant  par  M, 


il* 


Mais 


1 , , u»H  . .■> 

-*r  *=(*+"}  *•(«") 


L’accroissement  3 des  factorielles  nous  montre  qu’il  est 
possible  de  le  simplifier  encore  au  moyen  de  la  décom- 
position il 4),  en  rertu  de  laquelle  on  a généralement 


1«>I  .11  .11  •>!» 

i «i  .a  .»  « 
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et,  par  suite, 


.,i i_J J_  

.-“.3*11  3" 


ou  simplement  ....(l) 


= (3m)  * 

3"  . i 


-H  > 


à cause  de 


’-^rrr  = (*  -F—)’”"  = î 

faisant  m = i dans  b relation  (I),  il  Tiendra 
3 


V/3.  i* 


M = ll/3s 


d’où,  enfin. 
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3,i4i5gad...  Nous  en  avons  donné  une  déduction 
tome  II , page  5 j8.  Pour  pouvoir  les  réduire  i des 

rapports  de  factorielles,  supposons  le  nombre  * = , 

ce  qui  leur  donnera  la  ferme  ordinaire  des  produites 
continues  numériques,  savoir  : 

Comparant  arec  la  formule  générale  (r) , nous  au- 
rons , pour  les  sinus,  en  ne  tenant  pas  compte  du  pre- 
mier facteur  — , 
an' 


d'où 


et,  substituant  cette  râleur  dans  celle  de  M,  nous  au- 

r!’  ri-1 

rons,  en  observant  que  (n*  3)  t . I = I, 


iw»  — m,  1 = im,  p : 


, v , W»r  Wir  (m — m) 

a»  an  J 


a - __  5 . 7 . tt  . i3  . i?  . 19 . a5  . . . . 

5*  * 4 * 8 .10  7i4  né  . ao  . aa  . . . . * 

»8.  On  pourrait  obtenir  par  des  transformations  sem- 
blables, et  seulement  à l’aide  des  propriétés  fondamen- 
tales des  factorielles,  l’expression  théorique  primitive 
d’une  foule  de  produites  continues;  mais  ces  recherches 
n’ont  d’autre  utilité  que  de  faire  vérifier  d posteriori , 
pour  les  exposans  fractionnaires  de  ces  factorielles,  les 
constructions  qui  ne  sont  réellement  démontrées  que 
pour  leurs  exposans  entiers  ; car  il  existe,  comme  nous 
allons  le  voir,  entre  les  factorielles  et  les  fonctions  cir- 
culaires, des  liaisons  qui  permettent  d’évaluer  les  pre- 
mières au  moyen  des  secondes,  et  vice  versd. 

Jean  Bcmouilli  a découvert  le  premier  la  génération 
des  fonctions  circulaires  en  produites  continues  données 
par  les  élégantes  expressions 

sin«-x(.-  *)(»+*)(—£)(»+  £)...«*, 

cm*=(.-t)(,+t)(—I;)(,+S)-  etc’ 

dan»  lesquelles  x est  un  nombre  quelconque  et  » le  rap- 
port de  la  circoofércnca  au  diamètre  ou  le  nombre 


(») 

Les  nombres  m et  n étant  arbitraires,  nous  pouvons, 
en  faisant  n = ^ , donner  è cette  expression  1a  forme 
plus  simple 

(sa) sin  mir  = mit . 


T-—' 


et  comme  pour  tout  autre  sinus,  sin  me,  nous  avons 
également 


sin  Hir  = nie  . 


on  peut  en  conclure 

sinmir  *n  s"11 . (i — m)1"'1 

sin  nn  ~~  n i",‘  (»-—»)"“* 

Opérant  sur  le  second  nombre  de  cette  égalité  les 
réductions  suivantes  : 


1 • (>-*r 


(.—r 


£ü!  (—»)'■, 

i— (.—■)•" 


|_U  -■il’ 


m' 

n=5=ar* 
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noos  aurons  détaitivemeoi  celte  égalité  île  rapports 
•impies 

, ..  sln  m*  ” ■** 

ans- “7=»* 

19.  Signalons  arant  de  poursulTre  une  conséquence 
remarquable  de  l'expression  (11).  Si  l'on  en  tire  la  râ- 
leur de  dut  et  qu'on  y fasse  »a|,  on  a,  à cause  de 

. I 

Sut  - sol, 


(0 


ri* 


Multipliant  les  deux  termes  du  rapport  par 
et  observant , d'une  part,  que 


fl- 


G)  ■ (0 


fl- 


et  de  l'autre  que 


on  obtient 


d'où 


G)' 


I 

4*  " 


a = n — m , b p — m,  r = 

ce  qui  donne 


: au; 


m*  (»  — m) 
c0*»^ 


“J* 


J K 
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ou  y plus  simplement  p en  faisant  u = - , 


(i— )‘ 

(»4)-  ” «os  vu  = — — 


© 


On  tire  évidemment  de  cette  valeur  pour  le  rapport 
de  deux  cosinus  quelconques  cos  «nrr  y cos  nn , 


cos  Nt* 1 

rj 

(H 

1 

cos  nv  | 

0 

r"i 

W 1 I 

1 1 

Tîï 

1 

(ï-« 

j "»+»*• 

/i  \ 

( n 

\»  > 

31.  Les  expressions  (33)  et  (34)  du  sinus  et  du  co« 
sinus  conduisent  à celles  des  tangentes,  cotangcntes, 
sécantes  et  cosécantcs,  d’où  résultent  plusieurs  rap- 
ports très-utiles,  dont  on  peut  encore  augmenter  le 
nombre  en  tirant  des  deux  produites  continues,  dont 
nous  sommes  partis,  deux  autres  expressions  du  sinus 
et  du  cosinus.  Yoici  le  fait,  si  l’on  met  dans  ccs  pro- 
duites n — m à la  place  de  m,  comme  on  a généra- 
lement 


sin 


("-»)» 

an 


m*  ( 

S COS  — , COS  5 

3» 


, m* 
s sin  — , 

311 


valeur  que  nous  avons  supposée  connue  dans  ce  qui 
précède,  parce  que  nous  l’avons  déterminée,  tome  I, 
page  ai 3,  par  des  considérations  très-diflerentes,  mais 
dont  nous  obtenons  ainsi  une  déduction  directe. 

30.  La  produite  continue  du  cosinus,  comparée  avec 
l'expression  générale  (r) , fournit  les  valeurs 


elles  fournissent  les  deux  nouvelles  produites  con- 
tinues 

La  première , eu  faisant  a = » + • » 4 = »"  > 
p — H — m,  r=ais,  K réduit  à 

m-  (a—  ta)*  **  ' 


aa  a* 


et  la  sceonde  donne,  en  faisant  a = w.  b •■=  n. 
p — n — m,  r = a», 


un  — «s  —--7-  1 

Jn  .^"i  *■ 
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ou  plus  simplement,  en  prenant  n = -, 


(a5)....  C03  fflir  n . _ — ( 


/ C\  • m 

(•26)....  sin  m k = r 

©r 


On  peut  encore  déduire  directement  ces  expressions 

de  (22}  et  de  (34)  en  y substituant  ~ — m à la  place 

de  ni  pour  changer  les  sinus  en  cosinus,  et  récipro- 
quement. 

22.  La  combinaison  des  expressions  (24)  et  (26) 
fournit 
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Pintn*  Va/ 

ss  truie  nir  = — - 


= tang  mr  = - 

cosfttjr  ! mu 


(i)  ■(:--) 

cc  qui  conduit  ù l'expression  très-remarquable 

1 \ (+*")^+l 

(37)....  tang  mn  = v > 

(-«r 

en  observant  que 

L| t /.  vil* 

-e  -r-e-+-r 


égal  à celui  des  puissances  (-f-a)",  (—a)"  , puisqu’en 
admettant  cette  décomposition  on  a 

(+«)"' ft  _ (+«)“■  ■m|r  _ (±fT  . 

( — « 1-  (—  a)m  * 

v ; (-o)ra.i  ' ' 

il  avait  été  conduit,  usa  gTande  surprise,  ù cette  évi- 
dente fausseté  : « 

(+»)H+I  _(±_»jî  = 

tang  tn,T=  « 1 . i 

( — m)*"*  ( — »)* 

D’après  cc  que  nous  avons  vu , la  seule  décomposi- 
tion générale  possible  pour  les  bases  négatives  est 


M-1*  ««“.(_  0 


.,+  r 


de  sorte  que  le  rapport  des  factorielles  (-f-fl) 

d)*1^  est  réellement,  pour  toutes  les  valeurs  de 
l'exposant  m 

m IL  n.  |L 

(4-  a)*1'  ~t~r  _ a"  ■ i ‘ L— — • 

(,_o)“"-r  'r" 

Appliquant  cc  théorème  i l’expression  (a;),  il  rient 


tang  m* 


_ ( + t»)J  +‘  _ m‘  .(+■)' 


,* V 


(-• n)a' 


m . 1 ) 


(+») 


(-*)' 


t;, 

I*”  m 


ce  qui  est  parfaitement  exact  pour  toutes  les  valeurs 


a3.  C’est  principalement  de  cette  expression  (37) 
que  Kramp  a tiré  les  résultats  absurdes  dont  nous  avons 
parlé  ci-dessus  (n*  7);  supposant  ù tort  que  la  décom- 
position 


devait  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  positives  et 
négatives  de  la  base  a,  et,  par  conséquent , que  le  rap- 
port des  factorielles  (+<*)”  + j (-*-  0)"'  * est  toujours 
Tom.  m* 


(am — i)f 

tangjn*  = 7J-—‘ 

(1— am/'' 

Faisant  am — i = n,  on  obtient  la  nouvelle  expression 
très-élégante 

i|—  2 

/n  + i\  (+")! 

(a8)  ...•  tang  ^ - J * U+« 

(— n) 

IV 
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Soit,  par  exemple,  n = — et,  par  conséquent, 
rc.rb  — sas  1,  cas  dans  lequel  on  a la  valeur  connue, 

tang  ~7r  » tang  6o*  *=  ^/3  ; le  rapport  des  factorielles 
devient 


. fc£__£ 

(-H}*'  Gf" 


>i* 


.»M‘  = +0p'l*=  “ — ; 

47  * 


B) 

B) 


= 7l*  ,î\‘ 

y+.  a • 4 * 


= v/a  • i . v/a  . 2* 

M’  >1, 

=2.1  .a  ; 

mais  nous  avons  vu  ci-dcssus  (n*  1 7),  que 

av/3  a 


donc 


B1 

(+5) 


!Z i/î. 

•rl  + * 


FAC 

dans  laquelle  q est  un  nombre  entier  quelconque.  Dé- 
composant le  second  membre  en  facteurs,  il  deviendra 

w1" . 

(n+îP+‘ 

d’on,  en  passant  des  exposans  négatifs  aux  exposans 
positifs , 

sin  m:r  _ m1"1.  (n-f-g—  ,)i-'+-t-i-1 
»in  »"  n'“  . {m+q—  i),|_l  ! '"f-1’ 

ou  bien  encore,  en  retournant  aux  accroissemcns  po- 
sitifs 

sinmr  _ w1*  ■ (1— 

sin  n*  n‘i"  t i+*+«i«‘ 

La  décomposition  des  deux  factorielles  non  dévelop- 
pées peut  3’ effectuer  de  deux  manières  différentes;  sui- 
vant là  première , on  a 

sin  M,?  _ m*1"  . (1 — m) '1~1'1 . (g— . 

Si»  nrr  n'"'  . (1— «)*•-"'  T\q  — *"""  5 

et,  suivant  la  seconde, 

sin  tihr  __  mq  ‘ . (1 — m)1'1  . (g-f-w)1""’-"'* 
sin  mr  n"  *.  (1  — n)1'1' • (î-j-n)1—"-'*’ 

Si  nous  comparons  ces  deux  expressions  avec  le  rapport 
général 

bv"  ’ 

nous  verrons  que  toutes  les  fois  que  a-j-fc  -}-p  sera 
un  nombre  entier  et  pair,  la  première  pourra  se  réduire 
ù un  rapport  de  sinus,  et  que  la  même  chose  pourra 
être  faite  par  la  seconde,  lorsque  a-f-6-}-p  sera  un 
nombre  entier  et  impair,  l’osant  donc 

O -j-  b -J-  p = 2 q , nombre  pair  entier, 


Cette  déduction  peut  servir  au  besoin  de  vérification 
pour  toutes  les  transformations  que  nous  avons  em- 
ployées. 

24.  Nous  venons  de  voir  que  les  rapports  des  sinus 
et  des  cosinus  sont  toujours  réductibles  à des  rapports 
de  factorielles.  Cherchons  maintenant  dans  quels  cas  le 
rapport  de  deux  factorielles  peut  se  réduire  à celui  de 
deux  sinus.  Reprenons  l'expression  (a3)  en  lui  donnant 
la  forme 


la  première  expression  nous  donnera  ....(f) 

ap" {q — 6)"’1 . (i- — ?-h^)a~l|>  **n  (?  — a)  ^ 

br  ' = (,—«)■"■  . (l  — J+o)'1-"*  ‘ Sm(q  — L)  7’ 

et  faisant 

0~j_l>_i-p=2J-[-  I,  nombre  impair, 
nous  tirerons  de  la  seconde  ....(u) 


lin  iwt  m 1-1+ ■-.—n 

Sin  n1— l+i-m^îiî* 


«£.'  _ (*~  1)  '"  ■ t+?V’:‘  sin  (*  — g)  ir 

F*  = (a — . (1— a+ï)Hi,‘  sin  (*  — !)«' 
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a5.  Toutes  les  produites  continues  pouvant  se  réduire 


au  rapport  ~f„ 


les  expressions  (f)  et  (u)  donnent  le 


moyen  d’exprimer  immédiatement  ces  produites  par  un 
rapport  de  sinus,  dans  tous  les  cas  où  les  trois  quan- 
tités a,  b et  p satisfont  à l’une  des  conditions  prescrites. 
Quelques  exemples  vont  montrer  l’utilité  de  ces  for- 
mules. Soit  la  produite  continue 


5.7.  n . i3  . 17  . 19 . a3  ....etc. 
3.9.  9 . i5  . i5  . ai  . ai  ....etc. 


D’après  la  formule  (r)  cette  produite  est  équivalente 
au  rapport 


qui  est  identique  avec 
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Ramenant  les  factorielles  à l’accroissement  1 , ce  rap- 
port devient 


Et  comme  ou  a 7 -f-  7 4-  7 = 1.  nombre  impair,  l’ex- 

4 4 4 

pression  (a)  nous  donnera,  en  y faisant  q = o,  à cause 
de  la  condition  a-\-b-\-p=2q-\-i, 


. »r 
sin  - 

a 1 . 

. iz  sin  45*  v 
sin  7 
4 


C'est  ce  que  nous  avons  trouvé  par  les  propriétés  des 
factorielles. 

La  produite 

6 . 6 . ta  . ta  . 18  . 18  . a4  • a4  ••••  do- 
5 . 7 . 11  . i3  . 17  . 19  . a5  . 24  ....etc. ' 

préseutc  une  particularité  remarquable.  Sa  valeur  est, 
d’après  (r) , 


Faisant  a = £,  6 = ^,  p = 0D  reconna*1  (Iue  *a 
somme  de  ces  nombres  est  un  nombre  pair 


1 ? . 4 

6 ' fi  ' 6 


Prenant  donc  25  = 3,  d’où  q— = 1,  l'expression  (t) 
donne  pour  la  valeur  de  la  produite 


5 1 5 1 

Posant  a=  1 , i=g,  p = g,  onai+g  + gŒii 

d'où  q = 1 . Substituant  ces  valeurs  dans  (f),  il  vient 

_ 5 

1 fl  sin(i  — i)jt 

1 — t * . / 5\ 

sin  [ 1 — 5 ]tc 


à cause  de  sin  - = 1 et  de  sin  ~ =*  sin  3o°  = 

2 fi 

(voyez  Smts,  tome  II,  page  4/6).  Donc 

3 5.7.  11  .15.17.  »9  • ao  • etc» 

a 3.9.  9 . 1 5 . 1 5 . 2 1 . 2 1 . etc. 

La  première  produite  continue  que  nous  avons  traitée 
ci-dessus  (n*  ifi)  nous  a donnée  pour  sa  valeur 


g . sin  o?r 
0 .'  sin  5o°  * 

Cette  dernière  quantité  est  du  nombre  de  celles  qui  se 
présentent  sous  la  forme  mais  ici  le  facteur  nul  est 
en  évidence,  car  sin  o*  = ojt,  et  l’on  a,  par  conséquent, 

5'°*  _ fi* 
o . sin  3o*  sin  3o*  3 Ki 

à cause  de  sin  3o*  » K Telle  est,  en  effet,  la  valeur 
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de  celte  produite  trouvée  par  Euler  ( Introd . in  Anahjs. 
infinit.). 

26.  Tassons  à d’autres  applications.  La  factorielle  à 
base  binôme 

(«+*r 


FAC 

Divisant  les  deux  membres  de  (x)  par  a"'r“r,  il  viendra 

(g+fe)m|-  _ 

-ï  r*1  v-’ 

c’est-à-dire  ....(y) 


se  développe  en  une  suite 

o”"  + ma"'-1'' . b + o"-3'' . + 

+ — <*"•"'  • **  + «c. , 
dont  le  terme  général  est 


— — . «— «■  . 6*'", 

ainsi  que  nous  l’avons  démontré,  tome  I,  page  22-, 
pour  toutes  les  valeurs  de  l’exposant  m.  Ce  développe- 
ment remarquable,  qui  renferme  le  binôme  de  Newton 
comme  cas  particulier,  celui  où  r = o,  peut  être  mo- 
difié de ‘diverses  manières. 

Posons,  pour  plus  de  simplicité  ,...(©) 

la  caractéristique  2 indiquant  la  somme  de  toutes  les 
quantités  qu’on  peut  former  avec  le  terme  généra!  en 
y faisant  successivement  fi  = o,  pas  1,  ^=2,  etc. 
Le  développement  s’arrête  de  lui-même,  comme  celui 
du  binôme  de  Newton,  toutes  les  fois  que  l’exposant  m 
est  un  nombre  entier  positif;  il  peut  s’arrêter  encore 
lorsque  m est  un  nombre  entier  négatif,  si  b et  r sont 
de  signes  contraires,  et  si,  dte  plus,  b est  un  multiple 
de  r;  dans  tous  les  autres  cas  le  développement  prend 
un  nombre  infini  de  termes. 

Substituant  à la  place  de  a , dans  l’expression  (*),  la 
quantité  « — t nr  - f-  r , nous  aurons 

(0  — mr  + r + G)"1'  = i (a—mr+r)”- 'n1'1', 

et,  par  conséquent  ....(s), 

(a  -f  6)"'-'  = s — — (a  — pr)—''1-'  b"" , 
à cause  de 

(a— mr+r+t)""  = (a— mr+r+H-  (m—  i ) r)”1-' , 

(a— :t  — (a— rnr+r-f  (m— p—  i)  r)— H—, 


’«+«; 


1 . 2 


m (m  — 1 ) (m — 2) 
1.2.5 


développement  dans  lequel  on  peut  varier  à volonté 
les  signes  de  a,  de  é,  de  m et  de  r.  Nous  allons  voir 
que,  sous  cette  forme,  le  binôme  des  factorielles  donne 
immédiatement  la  valeur  de  plusieurs  classes  d’inté- 
grales définies. 

27.  Faisons  b et  r négatifs,  et  observons  que  pour 
un  nombre  entier  quelconque  p.  nous  avons  générale- 
ment la  décomposition  (n*  7) 

(-if- = (-,)>■.  tf*; 

le  développement  deviendra 

»|r 


b , nifm — 1 ) b"T 
■ m - -f  - V ■■  '■  -a-  • 


ni  (m  — 1)  (m  — 2)  6 ,r  , 

■- — L — *V'+elc- 


1.2.5 


Ceci  posé , divisons  les  deux  membres  de  cette  dernière 
égalité  par  6,  et  faisons  a — h-{-r,  nous  obtiendrons 
le  développement  particulier 


rm|r  1 «1  . m (m — 1)  1 

bJT-\-  r)mU  ~~  b b + r ' 1T2  ~~  * 6-f  ar 

m (m  — 1 ) (m  — 2)  1 

1.2.3  6 — f—  5r 

. m (m — i)(m  — 2)  (m  — 3)  1 

1 . 2 . S . 4 

— etc.... 


dont  le  nombre  des  termes  sera  infini  pour  toutes  les 
valeurs  fractionnaires  de  m. 

Or  ce  dernier  développement  est,  comme  on  le 
sait,  celui  de  l’intégrale 


x')mdx, 

prise  entre  les  limites  1=0  et  x — i.  Jonc  ....  (ï) 
f ' x'-‘  ( 1 - *'  )-  dx  = — Ç— f • 

J»  Hb  + r)"' 
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Soit,  par  exemple,  6 = i,  r = -,  m= — n,  * 
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développement  se  réduisent  à de  simples  puissances , 
et  le  premier  membre  devient 


Tassant  des  exposans  négatifs  aux  exposans  positifs,  et 

de  l'accroissement  - à l’accroissement  1 , il  viendra 
n 


Ce  qui  nous  apprend,  en  comparant  avec  l’expres- 
sion (23)  que 


28.  Reprenons  l'expression  générale  (y)  et  rempla- 
çons l'exposant  m par  en  donnant  le  signe  — à cet 

exposant  ; prenons  de  plus  r négatif,  cette  expression 
deviendra 

(i+ÊL-üi- = 1 _ p * 1 pipstii  _ 

-t|r  q a ■ , a'" 

a ’ 

P(P  + »g)  (p+a») 


t' 

p.  U1 

Posant  b — qp , multipliant  de  part  et  d'autre  par  f1, 
et  transformant  le  premier  membre 

en  iftV1  , 

*r  P W 

p - ï1 

on  aura  le  développement  particulier 


P \7, 


hl  ^P-f-2^ 

p p-fq  ~~*1 T+ïq) 


1 . 2 . 3 (p  + 3?) 

,~+H 


3-4  (P  + 4î) 

— etc.... 

dont  le  second  membre  est  le  développement  connu  de 
l’intégrale 

Ainsi , pour  t = 00 , la  valeur  de  cette  intégrale  est 

J » p \qJ 


le  premier  membre  étant  identique  avec 

tu» 

(«-■O’1 

tl_’ 

(a  + 4-r)’1 


Si  nous  faisons  a = f-\-q,  r = q,  et  que  nous  di- 
visions de  part  et  d’autre  par  a — r = p,  nous  ob- 
tiendrons 


P (6  +P) 


t . a (p  -fnq) 


l . 2 . 3 (p  -f-  Zq)  "T"  1 . 


(4r 

__W/ etc 

a.  3 .4(p+4î)  efc- 


Dans  le  cas  de  6 infiniment  grand , les  factorielles  du 


Nous  ne  nous  arrêterons  pas  aux  expressions  particu- 
lières qui  résultent  des  valeurs  déterminées  de  p et  q\ 
il  nous  suffit  ici  d’avoir  montré  la  grande  utilité  des 
factorielles,  et  la  facilité  avec  laquelle  on  peut  obtenir, 
par  leur  moyen , la  génération  d’une  foule  de  quantités 
transcendantes.  Frappe  de  cette  utilité,  signalée  pour 
la  première  fois  par  Kramp,  Legendre  s’est  livre  à des 
recherches  très-étendues  sur  l’expression  des  intégrales 
définies  en  factorielles,  ce  qui  lui  a fait  découvrir  plu- 
sieurs relations  importantes;  mais  nous  ne  pouvons 
deviner  pourquoi  il  s’est  imaginé  de  changer  la  déno- 
mination de  factorielles  en  celle  de  fonctions  gamma , et 
de  remplacer  la  notation  si  commode  de  Kramp  par 
la  notation 

r(»+i)  = nr(n), 

qui  masque  complètement  l’analogie  des  factorielles  et 
des  puissances  en  faisant  perdre  de  vue  l’origine  de  ces 
premières  fonctions. 
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3<j.  Plusieurs  géomètres  étrangers  se  sont  occupés 
récemment  du  développement  des  fonctions  en  séries 
de  factorielles  croissantes , problème  embrassé  dans 
toute  sa  généralité  par  la  loi («). 


FAC 

d’après  la  construction  générale  des  différences  ( loin.  I , 
page  4/19), 

i1*  (*")=*"—  p (*—»)"  + (*—**)"  — 


fx  = A,  4“  A, a:  4"  A,#1 1 4~  A,x3|f  4“  A,x*  ' 4”  etc.  . 

dans  laquelle  -rx  désigne  une  fonction  quelconque  de  la 
variable  a*,  z racornissement  des  factorielles,  et  dont 
les  cocfliciens  A, , A, , A2  etc.  sont...  (p). 


_ e(ç^lfe=îî(*_3*)"4-...etc. 

Faisant  dans  celte  expression  générale  x = o , elle 
prendra  la  forme 


A,  = fx, 

A.  = »■ 


A.  = 

2 1 . a . «2 


A. 


Al?X 


1.3.3.x* 
etc.  = etc.  ; 


et  en  général 


% le  point  placé  sur  x indiquant  qu’il  faut  faire  # = 0, 
après  avoir  pris  les  différences  par  rapport  à s.  Nous 
avons  donné  (tome  I,  page  33?)  une  démonstration  de 
cette  loi,  qui  n’est  d’ailleurs  qu’un  cas  particulier  de 
la  loi  universelle  des  séries  (ooy.  Série,  tome  II).  Nous 
ferons  observer,  au  sujet  des  expressions  (jî) , que  les 
différences  doivent  être  formées  en  considérant  l’accrois- 
sement x comme  négatif,  c’est-à-dire  qu’au  lieu  de 
faire 


àfX  = — fX , 


il  faut  faire 


AyX  =r  fX  — » ?(*-— x). 

Si  l’on  voulait  former  les  différences  de  la  première 
manière,  ou  devrait  faire  X négatif  dans  le  développe- 
ment («).  Nous  appliquerons  seulement  cette  loi  à la 
fonction  oc?,  dont  le  coefficient  général  du  dévelop- 
pement 


se  présente  sous  une  forme  singulière  et  très-élégante. 
La  différence  de  l’ordre  p de  la  fonction  x?  est , 


^(i~)  = jp-efcziLV 

1 p(j* — 0 (r— »)— 

ï.».3  3 

p(f* — OO* — »)(f — 3) 
77aT5T4 4 

etc.  = etc.  . . . . . 


Ainsi,  divisant  les  deux  membres  de  cette  égalité 
par  iFil  . ^ , nous  aurons  pour  l'expression  du  coeffi- 
cient général  du  développement  de  oc? 


A.-(-0' 


_,)"+■  îl_J)  eferj] 


, “(t* — »)(<* — a) ... 

' 1.3.3 

— »)(k — a)  C“— 5) , .. 


1 . j . 3 . 4 


4-  etc. 


et,  conséquemment , le  développement  lui  •meme 
sera (;)■ 

x“=(— ir+1|xî”-'  4-i[a— a"‘]x’l‘ . 

+ïi3[3_3-a”+3”]X,'‘-*“’3 

+ÏX4[4-6a“+4-3"~ 

+ «c }. 


On  a , par  exemple , dans  le  cas  de  m = 4 

x*  — — xz3  -{-  ^oc  1 z — Ga?3*  x + «4|*. 

Tant  que  m est  un  nombre  entier  positif,  le  dévelop- 
pement (y)  sc  compose  d’un  nombre  fini  de  termes  =m; 
dans  tous  les  autres  cas,  le  nqmbre  des  termes  est  indéfini. 
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Onvoitque,dansce  castlrm, nombre  entier  positif, la  suite 

„ _ K.»—')  a»  , («(>»—»)  (f~ ») , 5“_ 

^ 1 . a ~r  I . a . 3 

_ (*&*— 1 )(>«—»)  G«— 5)  a”  i etr 
i.ï.3.4  4 + ’ 

se  réduit  généralement  ù zéro  pour  toutes  les  valeurs 
de  pi  plus  grande  que  m,  et  que  pour  ln  valeur  profil 
elle  est  équivalente  5 

La  nature  de  cet  ouvrage  nous  interdit  de  plus  grands 
détails  sur  la  théorie  des  factorielles  et  sur  les  applica- 
tions dont  elles  peuvent  être  l’objet;  irtais  nous  croyons 
en  avoir  dit  asse*  dans  cet  article  et  dans  le  cours  de 
nos  deux  premiers  volumes  pour  rendre  évidente  la 
nécessité  d’introduire  ces  fonctions  dans  l’enseignement 
élémentaire.  Ceux  de  nos  lecteurs  qui  désireraient  ap- 
profondir la  matière  doivent  consulter  YAnalyse  des 
Réfractions  astronomiques  de  Kramp.  Voyez  aussi,  dans 
ce  volume,  le  mot  Fraction  costume. 

FIGURE  DE  LA  TERRE.  ( Giod .)  C’est  parla  théorie 
et  l’expérience  que  le9  géomètres  et  les  astronomes, 
depuis  Newton,  se  sont  guidés  dans  la  recherche  dif- 
ficile de  la  véritable  figure  du  globe  que  nous  habitons. 
L’histoire  de  leurs  travaux  en  ce  genre  ayant  été  l’objet 
d’un  article  asset  étendu  de  ce  dictionnaire  (toy.  Terre), 
il  nous  sullira  de  rappeler  les  principaux  résultats  de» 
dernières  opérations  géodésiquesqui  ont  été  faites,  prin- 
cipalement en  France , parce  qu’elles  ne  laissent  aucun 
doute  sur  les  irrégularités  de  la  terre,  bien  que  sa  sur- 
face, considérée  dans  son  ensemble,  affecte,  ù très-peu 
près,  la  forme  d'un  ellipsoïde  de  révolution. 

i.  Une  longue  chaîne  de  triangles  partant  de  Green- 
wich, dirigée  dans  le  sens  même  de  la  méridienne  de 
Dunkerque,  et  terminée  ù l’île  de  Formentera,  em- 
brasse un  arc  de  plus  de  i a degrés , dont  la  longueur, 
toutes  corrections  faites,  a été  récemment  trouvée  de 
y3o53a  tois.,  4-  Eu  divisant  cet  arc  en  quatre  parties, 
dont  les  points  de  division  soient  Dunkerque,  Panthéon 
et  Montjouy,  on  a le  tableau  suivant. 


STATIONS. 

LATITUDES 

OBSERVEES. 

ARCS  MESURÉS 
EN  TOISES. 

J Greenwich  . . 
Dunkerque  . . 
Panthéon . . . 
Montjouy.  . . 
j Formentera.  . 

5r  38  4o",oo 
5i  38  ,5o 
48  5o  49  ,37 
41  si  46  ,58 
38  5y  56  , 1 1 

25341', 9 
» 3 -1944 

436673  ,1 

1 53t>73  ,6 

Arc  total.... 

73o532  ,4 

Selon  Delambrc,  cet  arc  total  serait  seulement  de 
73o,43 1*,  3;  mais  ce  célèbre  astronome  ignorait,  dit 
M.  Puissant,  que  l’on  eût  commis  une  erreur  de 
68  toises  en  moins  dans  l’évaluation  de  l’arc  compris 
entre  les  parallèles  de  Montjouy  et  de  Formentera, 
{Xouv.  Desc.  géom.  de  la  Frânce , tom.  II,  p.  35).  Il 
crut  d’ailleurs  que  les  hases  de  Melun  et  de  Perpignan, 
de  près  de  12000  mètres  chacune,  s’accordaient,  à un 
tiers  de  inètre  près , et  cependant  il  est  maintenant 
constaté  par  la  triangulation  générale  de  la  France  que 
ces  deux  bases  présentent  une  discordance  de  i“,8, 
quand  on  substitue  à ceux  des  triangles  de  la  méridienne 
de  Dunkerque,  qui  sont  d'une  forme  un  peu  insolite, 
d'autres  triangles  mieux  conditionnés.  M.  Puissant, 
ayant  eu  égard  à ces  deux  circonstances , a dressé  le 
tableau  suivant  : 


On  voit  que  le  décroissement  des  degrés,  en  allant 
du  nord  au  sud,  est  loin  d’être  régulier,  et  qu’il  se 
manifeste  même  un  léger  accroissement  à partir  de 
Montjouy,  où  Delambrc  a signalé  une  anomalie  de  près 
de  4”  dans  la  latitude  ( Rase  du  Système  mit.).  Néanmoins 
l’arc  entier  ci-dessus  étant  combiné  avec  celui  de  l’équa- 
teur, mesuré, on  1745,  par  Bougucr  et  La  Condaminc , 
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on  obtient  un  aplatissement  de  j--  ( voyez  Rectifica- 
tion), lequel  s’accorde  merveilleusement  arec  celui 
qui  dérive  d une  inégalité  lunaire  en  latitude  et  en  lon- 
gitude, dépendante  de  la  figure  entière  de  la  terre,  et 
découverte  par  l’illustre  auteur  de  la  Mécanique  cé- 
leste. 

Si  nous  prenons  maintenant  la  méridienne  de  Bayeux, 
située  ù l'occident  de  celle  de  Dunkerque , elle  nous 
offrira  les  résultats  suivans,  également  extraits  de  la 
JVour.  Descript . géom.  de  la  France , tome  II. 


! STATIONS. 

LATIT  l'DES 
OBSERVÉES. 

i . 

— S 

•-  s s 

ü 0 « 

z ® 

7> 

« 

K T. 

5 ° 

U “ 

U u 

1 1 

5 s 

•*  P ! 

S.tin(-3i!.ii  lin  (11* 
j Cliaulicu.  . . 
1 Angers 

48*44'  9"  ,87 
47  28  C ,79 

1 1 1 153®  4 

— 3,0 

48*  6'  8" 

La  Fcrlanderic.. 
Tour  de  Borda. 

46  44  41  ,04 
43  4,  4!  ,09 

111148  ,0 
111182  ,7 

-f  18,1 

46  36  24 

44  43  42 

Arc  total.  . 

558529  ,2 

Le  long  de  celte  ligne,  les  deux  premiers  degrés  sont 
sensiblement  égaux;  ainsi,  dans  cette  partie,  l'aplatis- 
sement est  à peu  près  nul;  mais  ensuite  il  s’opère  un 
changement  tellement  brusque  en  passant  au  5'  degré, 
que  la  terre  semble  être  allongée. 

Voyons  enfin  la  méridienne  de  Sedan , mesurée  pa- 
reillement par  les  ingénieurs-géographes.  On  a ces  ré- 
sultats : 


STATIONS. 

LATITUDES 

OBSERVÉES. 

ta 

t. 

i*2  » -W 
0 0 C 
r.  ^ 

O « 

a .* 

M » 

l ~ 

5 * 

M u 

fi  5? 

Ë S 

H - 
2 p. 

Longcville  . . . 

48*44  ' C'  .05 

Brcri 

46  47  36,91 

1 1 1 233*, 0 

—75.0 

47°  45'5lM 

Monlccau.  . . . 

45  35  83  ,00 

111115  ,3 

—60,4 

10  11  31 

Mamillc  .... 

43  17  48,52 

111010  ,8 

44  26  41 

Arc  total... 

604289  ,7 

Quoique  les  longueurs  des  degrés  décroissent  du 
nord  au  sud  et  accusent  un  fort  aplatissement,  cepen- 
dant elles  ne  sont  nullement  en  rapport  avec  l’hypothèse 
d’un  ellipsoïde  de  révolution,  puisque  le  décroisse- 


FIG 


ment,  qui  devrait  être  à peu  près  de  i8"  par  degré,  ù 
notre  latitude,  est  d’abord  de  75*,  et  ensuite  de  60“. 

a.  Lorsque  l’on  compare  les  latitudes  observées  en 
différons  lieux  de  la  France  avec  celles  des  mêmes  lieux 


calculées  avec  un  aplatissement  de  5““»  a*ns*  qu'il  C5t 

indiqué  à l’art.  Trigonométrie  sfhéroïdiqce  , on  re- 
remarque des  différences  qui  ne  peuvent  résulter  en 
entier  ni  de  l’hypothèse  d’aplatissement  ni  des  erreurs 
d’observations.  Par  exemple  : ù Puits-Bertcau,  près  de 
Bourges , la  latitude  astronomique  de  ce  point  et  sa  la- 
titude géodésique  sont  identiques  ; mais  au  signal  de  la 
Fcrlanderic,  près  de  Saintes,  la  latit.  géod.  excède  de 


3", 8 la  lat.  astron.  A Étaux,  la  différence  entre  ces  deux 
latitudes  est  de  6", 9 et  en  sens  contraire.  A la  tour  de 
Borda,  près  de  Dax,  les  deux  déterminations  astrono- 
mique et  géodésique  s’accordent  entre  elles.  Enfin , 
dans  la  plupart  des  lieux  oü  l’on  a observé  et  conclu  la 
hauteur  du  pôle,  il  existe  des  anomalies  qu’on  ne  sau- 
rait attribuer  qu’à  la  déviation  du  fil-à-plomb  produite 
soit  par  l’effraction  de  quelque  montagne,  soit  parce 
que  la  densité  du  terrain  aux  environs  de  la  station  est 
plus  grande  ou  plus  petite  que  la  densité  générale  de 
la  croûte  terrestre.  Ainsi  il  est  incontestable  que  la  fi- 
gure de  la  terre,  dans  toute  la  partie  du  sol  français, 
explorée  géodésiquement,  est  irrégulière;  ce  qui  nous 
semble  mériter  d’être  signalé  aux  géologues. 

D’autres  exemples  encore  plus  frappans  de  l’effet  des 
attractions  locales  se  présentent  en  d’autres  contrées  de 
l’Europe.  En  effet,  en  Angleterre,  le  capitaine Mudgc 
trouva,  à Cliston,  que  la  déviation  était  de  10".  En 
Italie,  M.  Plana  signala,  il  y a peu  d’années,  une 
anomalie  de  dans  la  petite  amplitude  céleste  de 

i°7'  •X’f  qui  sépare  Andralc  de  Mondovi. 

3.  Les  mesures  d’arcs  de  méridiens  ne  sont  pas  les 
seules  propres  à la  détermination  de  la  figure  de  la 
terre  ; on  les  combine  avantageusement  avec  les  me- 
sures d’arcs  de  parallèles,  lorsque  celles-ci  sont  accom- 
pagnées de  bonnes  observations  de  longitudes.  (F.  Rec- 
tification.) La  méthode  que  l’on  suit  à cet  égard,  de 
préférence  aux  phénomènes  des  éclipses  des  satellites 
de  Jupiter,  des  occultations  d’étoiles  par  la  lune,  etc. , 
est  celle  des  signaux  de  nuit  produits  par  l’inflamma- 
tion de  la  poudre  ù canon;  parce  que  leur  apparition 
subite  et  instantanée  des  stations  dont  on  veut  connaître 
la  différence  en  longitude  ayant  lieu  au  même  instant 
physique , à cause  de  la  prodigieuse  vitesse  avec  laquelle 
la  lumière  se  propage,  il  en  résulte  que,  si  le  temps  ab- 
solu à chacune  de  ces  stations  est  parfaitement  connu, 
la  différence  des  heures  des  observations  sera  celle  des 
méridiens.  Mais  malheureusement  une  erreur  d’une 
demi-seconde  de  temps  sur  le  résultat  en  produit  une 
de  7 secondes  et  demie  de  degré  sur  l’amplitude  xne- 
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surée,  et  c’est  cc  qui  fait  que  la  mesure  des  longitudes 
pour  de  petites  distances  est  une  opération  extrêmement 
délicate  , et  bien  moins  susceptible  de  précision  que  la 
détermination  des  latitudes,  qui  peut  être  rendue  pres- 
que indépendante  du  temps.  Néanmoins  cette  méthode 
des  feux,  essayée  dés  1740  par  Cassini  de  Thury  et 
Lacaitlc,  a eu,  il  y a un  petit  nombre  d’années,  un 
plein  succès  en  France  et  en  Italie  par  le  concours  si- 
multané d'ingénieurs-géographes  français  et  de  savans 
italiens.  En  voici  les  résultats  selon  M.  Puissant. 

L’arc  de  parallèle,  à la  latitude  de  45*43*1  a”,  compris 
entre  l’Océan  et  la  mer  Adriatique,  est  de  1310673*, 9 ; 
son  amplitude  astronomique  de  ih  3*9", 78.  Cet  arc  se 
compose  de  sept  parties  qui,  étant  soumises  à la  règle 
des  moindres  carrés  (voy.  ce  mot) , donne  pour  le  de- 
gré moyen  77897“,  8.  Celui  du  méridien,  déduit  de  la 
distance  ci-dessus  de  Greenwich  à Formentera,  est  de 
1 1 1 i3i”,33,  ù la  latitude  moyenne  de  45*4*  *8”»  et  la 
combinaison  de  ces  deux  degrés  étant  faite  par  le  pro- 
cédé de  calcul  connu,  on  obtient  l’aplatissement  , 

c’est-à-dire  celui  de  Ytllipsoïdc  oscillateur  en  France. 

4.  Les  longueurs  du  pendule  à secondes,  quoique 
moins  influencées  que  celles  des  degrés  du  méridien 
par  les  causes  perturbatrices  de  la  régularité  de  la 
terre,  sont  cependant  sujettes  à des  anomalies  qui  dé- 
voilent ces  causes  lorsqu’elles  agissent  avec  une  cer- 
taine énergie.  Cette  vérité  ressort  de  la  comparaison 
des  observations  faites  en  différens  lieux;  et,  pour  citer 
un  fait  ù l’appui,  nous  dirons,  d’après  le  capitaine 
Sabine,  que  l’accélération  du  pendule  se  manifeste  gé- 
néralement sur  les  terrains  volcaniques,  et  le  retard  sur 
les  terrains  sablonneux  et  argileux.  ( Bulletin  de  la  Société 
de  Géog .,  n*  5o,  pag.  *47 •)  Toutefois  en  faisant  un 
choix  des  meilleures  observations  recueillies  jusqu’à 
présent,  et  traitant  les  longueurs  du  pendule  qui  en  dé- 
rivent par  la  méthode  des  moindres  carrés,  afin  d’at- 
ténuer autant  que  possible  les  erreurs  d’observation, 
Al.  Mathieu  trouva  qu’en  prenant  pour  unité  la  longueur 
du  pendule  à l'équateur,  évaluée  après  lui  à o“,g9i  03557, 
son  accroissement,  depuis  cc  cercle  jusqu’au  pôle  est 
égal  au  produit  de  54  dix  millièmes  par  le  carré  du 
sinus  de  la  latitude,  c’est-à-dire  que  généralement 

l=s  1 o,oo54  sin  *>, 

valeur  correspondante  à l’aplatissement  ( V . Pbn- 

DCLE  COMPOSÉ.) 

D’autres  savans,  qui  ont  discuté  de  leur  côté  une 
plus  grande  masse  de  nouvelles  observations,  pensent 

qu’elles  donnent  l’aplatissement  On  peut  con- 

sulter à ce  sujet  un  article  très-intçressant  du  Bulletin 

Tes.  111. 
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scientifique  de  M.  Ferrussac,  tom.  VII,  pag.  3a,  et  un 
excellent  mémoire  de  M.  Baily,  inséré  dans  les  Trans- 
actions philosophiques  de  i83a. 

L’accroissement  des  longueurs  du  pendule,  de  l’équa- 
teur au  pôle , est  sensible , même  sur  les  divers  points 
de  la  méridienne  de  France , suivant  de  nombreuses 
observations  faites  avec  un  appareil  de  Borda  par 
MM.  Arago,  Biot  et  .Mathieu,  et  dont  voici  les  résul- 
tats, déduits  du  calcul  le  plus  rigoureux. 


STATIONS. 

LATITUDES. 

Il  ACTE  VAS 
ABSOLUES. 

LONGUEURS 
(tu  pond  nie  ?i  lecondf 
de  temps  moyen. 

Formentera. 

1 

38-V 

196* 

°“, 993976 

Bordeaux.  . 

44  5o 

0 

0 ,993453 

Paris.  . . . 

4 8 5o 

65 

» .993849 

Dunkerque . 

5l  3 

0 

« , 994080 

Ces  longueurs  sont  réduites  au  vide  et  au  niveau  de 
la  mer.  Il  serait  facile  d’en  conclure  par  l’interpolation 
la  longueur  du  pendule  à secondes,  sur  les  côtes  de 
France  et  à 45  degrés  de  latitude.  Celle-ci  et  l’are  du 
degré  du  méridien,  dont  le  milieu  répond  à la  même 
latitude,  serviront,  dit  Laplace,  à retrouver  nos  mesures, 
si,  par  la  suite  des  temps,  elles  viennent  à s’altérer. 
( Exposit.  du  Syst.  du  Monde.  ) 

(M.  Puissant.) 

FONCTIONS  ELLIPTIQUES.  Voyez  Taanscek- 

D ACTES. 

FONCTIONS  SYMÉTRIQUES.  (Âlg.)  La  théorie 
des  fonctions  symétriques  a reçu,  de  sou  application  à la 
recherche  des  racines  des  équations,  une  importance 
qui  nous  engage  à compléter  ici  les  notions  élémen- 
taires que  nous  en  avons  données,  tome  II,  pag.  5 1 5. 
Désignons  toujours,  comme  nous  l’avons  fait  dans  l’ar- 
ticle cité,  par  Sm  la  somme  des  puissances 

a"  -|-  c*  -{-  d“  -f-  e“  -{-  f",  etc. 

d’un  nombre  quelconque  de  bases  a,  b , c,  d , etc. , 
inégales  et  indépendantes  entre  elles , et  représentons 
par  la  quantité  générale  Am  la  somme  des  produits  dif- 
férons qu’on  peut  former  en  combinant  ces  bases  m à m. 
Nous  aurons,  entre  les  quantités  Sm  et  Am,  les  relations 
déjà  démontrées....  (a) 

S* -A, 

S2  = A,St  3Aj 
S,  — AjSj  — A, S,  + 3A, 

S4  = A,S,  — A, S,  + AjS,  — 4A* 

S,  = A,S,  - A, S,  + A,S,  - A.S,  + 5A„ 

etc.  *=  etc. 

20 
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au  moyen  desquelles,  connaissant  les  sommes  de  pro- 
duits, on  peut  trouver  les  sommes  de  puissances,  et 
vice  versâ.  Il  nous  reste  à montrer  que  toutes  les  fonc- 
tions symétriques  des  bases  a,  6,  c,  d,  etc.,  peu- 
vent être  exprimées  par  les  sommes  de  puissances 
Si»  S,,  S,,  etc. 

i.  Rappelons  d'abord  qu’on  donne  en  général  le  nom 
de  fonction  symétrique  à la  somme  des  produits  diffé- 
rons entre  eux  et  compris  sous  la  forme 

aTb*c'<P,  etc. 

qui  résultent  tant  de  1a  combinaison  des  bases  a , 6, 
c,  d,  etc.,  que  de  la  permutation  des  exposans/),  q,  r,  etc. 
Pour  fixer  les  idées,  considérons  seulement  trois  bases 
a,  b,  c ; la  fonction  symétrique  ù termes  d’une  seule 
base  et,  par  conséquent,  d’un  seul  exposant  p sera 

la  fonction  symétrique  à termes  de  deux  bases  et  de 
deux  exposans  p,  q sera 

et  enfin  la  fonction  symétrique  à termes  de  trois  bases 
sera 

or  ô’c*  -|-  a’fcfcT  a'IfiC* 

-f-  aTbtc't  4~  + v'b'c*. 

En  général,  un  nombre  quelconque  de  bases  et  d’expo- 
sans  étant  donné,  on  formera  la  fonction  symétrique 
correspondante  en  combinant  d'abord  les  bases  entre 
elles  pour  former  des  groupes  d’autant  de  facteurs  qu’il 
y a d’exposaus,  puis  on  affectera  chacun  de  ces  groupes 
primitifs  des  exposans  en  les  permutant  entre  eux  de 
toutes  les  manières. possibles;  de  cette  manière,  chaque 
groupe  primitif  de  combinaison  fournira  autant  de 
tenues  différens  de  la  fonction  que  les  exposans  ad- 
mettent de  permutations.  Proposons-nous,  par  exem- 
ple , de  construire  une  fonction  symétrique  avec  les 
quatre  bases  a,  b,  c,  d et  les  deux  exposans  p,  q;  les 
combinaisons  a à a,  donnant  des  produits  différens  des 
quatre  lettres  a,  b , c,  d , sont 

abf  ac , ad,  bc,  bd,  cd, 

affectant  chacun  de  ces  groupes  primitifs  des  permuta- 
tions p,  7 et  q.  p des  deux  exposans  p et  q,  nous  aurons 
pour  la  fonction  symétrique  demandée 

<p  -j-  aTC*  + tfd*  + b * c*  -f-  c*d* 

4*  fl<6r  4-  «’C*  4-  a’d''  4-  l<c*  +b'dr+*dr. 
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Si  l'on  demandait  la  fonction  symétrique  des  quatre 
mêmes  bases  a,  b,  c,  d,  et  des  trois  exposans  p,  q , r, 
il  faudrait  former  toutes  les  combinaisons  5 à 5 sans 
permutations  des  lettres  a,  b,  c,  d,  ce  qui  douncrail  les 
quatre  groupes  primitifs 

abc , abd , acd , bcd. 

Les  permutations  des  exposans  étant  au  nombre  de 
six,  savoir  : 

pqr,  prq 
qpr,  qrp 
rpq,  rqp , 

le  premier  groupe  fournirait  les  six  termes 
4-  arb'<«  -f  a' frf 

4.  aib'cr  -f-  a’bfe^  4"  a’&’c'ï 

et  comme  chacun  des  antres  groupes  donnerait  égale- 
ment six  termes  distincts,  la  fonction  cherchée  se  trou- 
verait composée  do  vingt-quatre  tenues. 

a.  Les  divers  termes  qui  composent  une  fonction 
symétrique  ayant  tous  la  même  forme , nous  pouvons 
représenter  ces  fonctions  par  un  quelconque  de  leurs 
termes,  en  lui  donnant  une  caractéristique  particulière. 
Si  nous  adoptons,  par  exemple,  la  caractéristique  J, 
Jar  désignera  toutes  les  fonctions  symétriques  dont  les 
termes  ne  comprennent  qu'une  seule  base;  JV6%  celles 
dont  les  termes  comprennent  deux  hases;  J VéV'.  les 
fonctions  à termes  de  trois  bases,  et  ainsi  de  suite.  Cha- 
cun des  termes  pouvant  être  considéré  indifféremment 
comme  le  terme  général,  les  quantités  Jarb*,  fbrc *, 
$arc*,  etc.,  représenteront  des  fonctions  identiques  ; 
mais  nous  nous  réglerons  toujours  sur  l'ordre  alphabé- 
tique , tant  pour  les  bases  que  pour  les  exposans  ; cet 
ordre  étant  le  plus  propre  pour  déterminer  immédiate- 
ment la  composition  de  la  fonction. 

3.  Ceci  posé,  désignons  par  m le  nombre  total  des 
bases  a,  b,  c,  d,  etc.,  et  par  n le  nombre  de  ces  bases 
contenues  dans  chaque  terme  d’une  fonction  symé- 
trique , ou , ce  qui  est  la  même  chose , le  nombre  des 
exposans/»,  q,r,  »,  etc.,  m lettres  admettant  un  nombre 
de  combinaisons  n à n représenté  par  (eoy.  Combikai- 
sox , tome  I ) 

m (m  — i)  (m  — a)  (m  — 3) (m — n 4-  1) 

1. 2.8. 4 n 

et  chaque  groupe  de  combinaison  fournissant  par  la 
permutation  de  n exposans  un  nombre  de  produits  dif- 
férées représenté  par  [voy.  Pebmitatiox,  tome  II) 

1 . a . 3 . 4 • 5 .....  n, 
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il  en  résulte  que  le  nombre  des  termes  d’une  fonction 
symétrique  à termes  de  »*  bases  est  égal  à 

m (m  — i ) (m  — a)  (m  — 5) (m  — « 4"  0 > 

le  nombre  total  des  bases  étant  »,  et  tous  les  exposans 
étant  d’ailleurs  inégaux. 

4*  11  est  plus  simple  de  désigner  les  fonctions  symé- 
triques par  le  nombre  des  exposans,  puisque  ces  expo- 
sans déterminent  la  construction  de  leurs  termes  ; nous 
nommerons  donc,  dans  ce  qui  Ta  suivre,  fonction  symé- 
trique à n exposans  la  fonction  composée  de  termes  de  n, 
facteurs,  affectés  chacun  d’un  exposant  différent. 

5.  Lorsque  plusieurs  exposans  sont  égaux,  le  nombre 
total  des  termes  d’une  fonction  symétrique  n’est  pas  le 
même  que  dans  le  cas  de  tous  les  exposans  inégaux. 
Par  exemple,  la  fonction  symétrique  à deux  exposaus 
inégaux,  p et  q,  des  trois  bases  a,  b,  c,  qui  est  géné- 
ralement 

J a*  6’  = ar  b*  -f-  ar  c*  + br  c*1 , 

-f-  «**  !>»■  -{-  a**  ct-\-b,'(*t 

diffère  essentiellement  de  ia  fonction  symétrique  à deux 
exposans  égaux 

ar  bf  = ar  b?  -f-  a*  c*  -f  b*  c? , 

parce  que,  d’après  la  définition  même  (i)  des  fonc- 
tions symétriques , ces  fonctions  ne  se  composent  que 
«les  seuls  produits  différons  qu’on  peut  former  par  la 
combinaison  des  bases  et  la  permutation  des  exposans. 

6.  Il  est  toujours  facile  de  trouver  le  nombre  des 
termes  d'une  fonction  symétrique  à plusieurs  exposans 
égaux,  en  supposant  d’abord  tous  ces  exposans  iné- 
gaux, puis  en  divisant  le  nombre  des  termes  que  donne 
cette  supposition  par  le  nombre  des  permutations  qu’ad- 
mettraient les  exposans  égaux  s’ils  étaient  inégaux.  Ob- 
servons, en  efTet,  que,  dans  le  cas  particulier  de  trois 
exposans  inégaux,  p,  q,  r,  la  fonction  symétrique, 
quel  que  soit  le  nombre  des  bases,  se  compose  de 
termes  primitifs  de  la  forme 

ap6V, 

dont  chacun  produit  cinq  autres  termes 

ap  b'  c\ 
a1  ôp  e, 
a*  br  cp, 

«r6V, 

• 6V, 
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par  la  permutation  des  exposans.  Or,  ai  deux  de  ces 
exposans  deviennent  égaux*  q et  r , par  exemple,  les 
permutations  différentes  sc  réduisent  à 

p>q>q; 

et  chaque  groupe  primitif  de  bases  abc  ne  donne  plus 
que  trois  termes  distincts 

«p6‘c\ 
a*  6P  c1 , 
aUV; 

le  nombre  total  des  termes  est  donc  alors  la  moitié  de 
ce  qu’il  était  clans  le  premier  cas.  I)c  même,  si  les  trois 
exposans  p,  q,  r devenaient  égaux,  les  six  termes  ré- 
sultant de  chaque  groupe  primitif  de  bases  abc  devien- 
draient pareillement  égaux;  de  sorte  que , dans  ce  der- 
nier cas , le  nombre  des  termes  de  la  fonction  symé- 
trique ne  serait  pins  que  le  sixième  du  nombre  des 
termes  qu’elle  avait  lorsque  tous  les  exposans  étaient 
inégaux.  On  voit  aisément  que  l’égalité  d’un  nombre 
quelconque  d’exposans  fait  disparaître  de  la  fonction, 
pour  chaque  groupe  distinct  de  bases,  autant  de  termes 
que  ces  exposons  admettaient  entre  eux  de  permuta- 
tions, et,  par  conséquent,  qtie  le  nombre  des  termes  de 
la  fonction  réduite  est  égal  au  nombre  des  termes  de  la 
fonction  primitive,  divisé  par  le  nombre  des  permuta- 
tions des  exposans  égaux. 

En  général , si  la  fonction  symétrique  des  m bases 
a,b,  c,  rf,  etc.,  a p exposans  égaux  àp,  » égaux  à q , 
ç égaux  à r , etc. , le  nombre  total  des  exposans  étant 
toujours  n,  le  nombre  de  ses  termes  sera 

m (m— -_i)  (m  — a)  (m  — *-f-Q 

îTa  . 5 ...  . S ...»  X »•»•*•••  5 X etc.  * 

Soit , par  exemple , à déterminer  le  nombre  des  termes 
de  la  fonction  symétrique  représentée  par  le  terme 
général 

et  dans  laquelle  le  uombre  total  des  bases  est  G,  fai- 
sant m = G,  n = 5,  p = 3,  q = a,  r = »;  nous  au- 
rons p=  i,  v = a,  ç = a,  et,  par  suite, 

6_A-U^  = 36o, 

i . i . a.  i . a 

sera  le  nombre  des  termes  demandé.  Si  tous  les  expo- 
sans étaient  égaux,  c'est-à-dire  si  le  terme  général  était 

j a'Pc’ihr, 
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quel  que  soit  p , différent  de  o,  le  nombre  des  termes 
de  la  fonction  se  réduirait  à 

6. 5-4- 3 . a 
1 . a . 3 . 4 ■ 5 

7.  Ce  qui  précède  fait  connaître  ce  que  devient  une 
fonction  symétrique  quelconque  lorsqu’on  introduit 
dans  ses  exposons  des  relations  d’égalité.  Si  l’on  fait, 
par  exemple,  p =q>  dans  la  fonction  ,...(b) 

offts  + a*c»  -(-  o'd<  + i'cs  -f  br  d’  + ei' 

-f-  a'  b»  -|-  a’C  + 0’  i>  b’C  -f-  6»  df  c>  <f* , 

elle  prend  la  forme  , 

a1,  b* -J-  arer  -J-a'ib  -)-  b'ev-f-b'ib  -| -erdr 
+ w br  + a'C  + a’  d*  b'  e*  + b»  <b  -J-  e’  A' , 

qui  renferme  deux  fonctions  symétriques  égales  entre 
elles,  et  dont  le  terme  général  est  ap  bp;  il  est  donc  vi- 
sible ici  que  l’hypothèse  p =q  réduit  la  fonction  Jar  br' 
il  ajap  br.  Or  désignons  par  P le  terme  général  d’une 
fonction  symétrique  quelconque , par  P’  ce  que  devient 
cc  terme  général  lorsqu’on  rend  égaux  entre  eux  quel- 
ques-uns de  scs  exposans  inégaux,  et  représentons  par  M 
et  M' les  nombres  respectifs  des  termes  des  deux  fonc- 
tions symétriques  JP , JP’  ; S1  étant  nécessairement  un 
multiple  de  M',  faisons  de  plus  M = M’Q.  Observons 
maintenant  que  l’hypothèse  qui  transforme  le  terme 
général  P en  P’  laisse  subsister  tous  les  termes  de  la 
fonction  JP,  qui  cesse  seulement  d’être  symétrique, 
parce  que  le  nombre  de  ses  termes  différons  se  trouve 
réduit  dans  le  rapport  de  Q à 1 , ou , ce  qui  est  la  même 
chose , parce  que  chaque  terme  différent  se  trouve  ré  - 
pété  Q fois;  mais  la  somme  des  termes  différens  est 
précisément  la  fonction  symétrique  JP’  ; donc  l’hypo- 
thèse qui  transforme  le  terme  général  P en  P'  réduit  la 
fonction  symétrique  JP  à QSP’.  Ainsi,  pour  trouver  cc 
que  devient  une  fonction  symétrique  JP , lorsqu’on  y 
rend  plusieurs  exposans  égaux,  il  suffit  de  chercher  le 
facteur  Q égal  au  nombre  des  termes  de  JP  divisé  par 
le  nombre  des  termes  de  SP'. 

Proposons-nous,  par  exemple,  de  déterminer  cc  que 
devient  la  fonction  symétrique  ....(e), 

J’o'brc’d'e, 

quand  on  y fait  g — p.  Le  nombre  des  termes  de  ccttc 
fonction  est,  m désignant  comme  ci-dessus  (e)  le  nombre 
total  des  bases, 

t)  (tu  — a)  (m «—  3)  (m  — k) 

1.3 
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L'hypothèse  q=p  donne  au  terme  général  la  forme 
ar  b*  cr  d' e,  cc  qui  conduit  à la  fonction  symétrique 

dont  le  nombre  des  termes  est 


m (m  — 1)  (m  — a)  (m  — 3)  (ni  — 4) 
î . a . 3 


Ainsi 


1.3 


La  fonction  symétrique  proposée  se  réduit  donc  à 
3 Jar  6P  er  d*  t par  la  valeur  p donnée  à q. 

Si  dans  la  même  fonction  symétrique  (e)  on  faisait 
p = q = r,  ce  qui  donnerait  au  terme  général  la  forme 
ar  b*  c*  dF  e,  on  aurait  pour  le  nombre  des  terme? 
de  Jar  6r  de  e 

m (m  — i)  (m  — a)  (m  — 3)  (m  — 4) . 

î . a . 3 . 4 * 

c'est-à-dire  que  la  fonction  (e)  deviendrait  dans  ce  cas 

Ijlî-JLA  Jar  br  cr  dp  r. 

Enfin,  dans  la  supposition  de  p = q = r = i , la  fonc- 
tion (e)  sc  réduirait  à 

8.  L’égalité  à zéro  d’un  ou  de  plusieurs  exposans 
d’une  fonction  symétrique  réduisant  à l’unité  tous  les 
facteurs  affectés  de  ces  exposans,  introduit  encore  des 
termes  égaux  dans  la  fonction,  qui  cesse  conséquem- 
ment d’être  symétrique,  tout  en  conservant  le  même 
nombre  de  termes.  Si  l’on  fait,  par  exemple,  q—  o 
dans  la  fonction  symétrique  (b)  du  n‘  clic  devient 

a*  -f-  a*  -f-  av  + 6p  -f-  h*  -f-  c* 

' + i>p  + c*  -f-  d*  -f-  cr  -|-  dF  -f-  cv9 

ou 

3 £ap  -f  b"  4-  cp  -f  d< 

Une  marche  semblable  à la  précédente  va  nous  faire 
trouver  dans  tous  les  cas  cc  que  devient  une  fonction 
symétrique  par  l’évanouissement  de  quelques-uns  de 
scs  exposans.  Désignons  toujours  par  P le  terme  géné- 
ral d’une  fonction  proposée,  et  par  M le  nombre  de 
scs  termes  : soit  P’  cc  que  devient  P par  l’évanouisse- 
ment d’un  nombre  quelconque  de  scs  exposans.;  soit  M* 
le  nombre  des  termes  de.  la  fonction  symétrique  JP',  et 
soit  enfin  M = M'R.  La  fonction  non  symétrique  dont 
le  terme  général  est  P'  étant  composée,  comme  JP, 
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de  M termes  parmi  lesquels  M'  seulement  sont  diffé- 
rens  entre  eux , chacun  de  ces  derniers  doit  évidemment 
se  trouver  répété  R fois,  c’est-à-dire  que  la  fonction* 
symétrique  JP  sc  réduit  à RJP*  par  la  valeur  o donnée 
aux  coefficiens. 

Supposons , pour  exemple , que  l’on  fasse  p = o et 
ç = o dans  la  fonction  symétrique 


S‘ 


ar  b'c'd'ff, 


dont  le  nombre  total  des  hases  est  îa.  Cette  supposi- 
tion réduit  le  terme  général  de  la  fonction  à la  forme 
d'd'f;  ou,  pour  conserver  l’ordre  alphabétique,  à la 

forme  a' 6* c,  et  la  fonction  se  réduit  elle-même  à 

7 * 


R JV  6‘  c. 


11  s’agit  de  trouver  la  valeur  de  R.  Le  nombre  des 
termes  de  la  fonction  proposée  est,  d’après  (7), 

la  . 11.  10  . . 2 . 

1 . a 

celui  de  la  fonction  Ja*6‘c  est 

1 2 . 1 1 . 1 o. 

Ainsi 

_ 1a  . 1 1 . 10  . o . 8 . 7 _ 

1.3.13.  11.  10 

La  fonction  proposée  devient  donc  a5a  Ja’b'c  par  la 
supposition  p = 0 , 5 = 0. 

Soit  encore  la  fonction  jarbcdtff  dans  laquelle  l’ex- 
posant p devient  0,  et  qui  sc  réduit,  par  conséquent,  à 


RJ' 


abede. 
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s = 0,  etc. , le  nombre  des  bases  étant  toujours  m,  on 
jurait 

Jo»  = m. 

J' ar6<  = tn  (m  — 1 ) , 

Jar&<c  = m(m — 1)  (m  — a), 
etc.  = etc. 

9.  Les  fonctions  symétriques  les  plus  simples  sont 
celles  qui  ont  tous  leurs  exposans  égaux  à l’unité; 
comme  elles  sont  alors  les  sommes  des  produits  des 
bases  combinées  îài,  a à a,  3 à 5,  etc.,  on  peut  tou- 
jours les  considérer  comme  entièrement  connues.  En 
effet,  étant  données  m bases  a,  b,  c,  d,  t , etc.,  si  l’on 
forme  le  produit  des  m binômes 

(ar  — a)  (ar  — 6)  (ar — c)  (x  — d ) (ar  — m), 

dont  nous  représenterons  le  développement  par 
ar" — A t a^-1  -}-  A,  ar"—2 — Ajar^-j-clc.  -}-(—  i)"A., 
on  aura,  d’après  la  théorie  de  la  multiplication  (t.  II, 
P- 

I a = A,, 


J' 

/■ 


ab  = A, , 
abc  = A, , 


En  supposant  le  nombre  total  des  bases  =m,  le  nom- 
bre des  termes  de  la  fonction  proposée  est 

* m (m — 1)  (m  — a) .....  (m  — 5); 

celui  des  termes  de  la  fonction  symétrique  jabede  est 

m (m—  1)  (m  — a) (m  — 4). 

D’où 

R (* — 1 ) (m — a)  (”*— 3)  (*» — 4)  (m— S)  _ . 

m (m — 1 ) (m — a)  (m — 3)  (m — 4) 

La  onction  proposée  sc  réduit  donc  à (m — 5)  fabede. 

Si  tous  les  exposans  s’évanouissaient  à la  fois,  la 
fonction  sc  réduirait  ou  nombre  même  de  ses  termes,, 
puisque  chacun  de  ces  termes  deviendrait  une  simple 
unité.  Ainsi,  dans  le  cas  dcp  = o,  7 = 0,  r = o, 


abcd  = A4, 
etc.  = etc. 

On  peut  donc  encore  considérer  comme  entièrement 
connues  les  fonctions  à un  seul  exposant  Ja“,  puis- 
qu’elles sont  identiques  avec  les  sommes  de  puissances 
que  nous  avons  désignées  généralement  par  S. , et  dont 
nous  avons  rapporté  les  expressions  en  A, , A, , A, , etc., 
au  commencement  de  cet  article;  au  reste , nous  allons 
donner  une  déduction  très-élémentaire  de  ces  expres- 
sions. 

io.  La  fonction  Ja*  représentant  la  somme 
*•  + &■+*■  + *•+«»  + etc., 
et  la  fonction  Ja  la  somme 

etc., 

il  est  évident,  le  nombre  des  bases  étant  le  même  dans 
les  deux  fonctions,  que  le  produit  de  ces  deux  fonc- 
tions comprendra,  d’une  part,  la  somme  de  toutes  les 
puissances  de  la  forme  o“+l,  et  de  l’autre,  la  somme 
des  produits  de  deux  facteurs  de  la  forme  fl*  6,  c’est-à- 
dire  qu’on  a 

J^fl  X J*a*  = -f- 


Digitized  by  Google 


158  FON 


TON 


Le  produit  de  la  fonction  Ja*  par  la  fonction  Jaè, 
qui  représente  la  somme  des  produits  deux  à deux  d<C 
bases 


ab ac ad bc bd etc., 

comprendra  pareillement,  d'une  part,  la  somme  de 
tous  les  produits  de  la  forme  a“+*6,  et  do  l’autre,  la 
somme  de  tous  les  produits  de  la  forme  ambc\  d’où 


SI  nous  faisons  m *=  1 dans  la  première  de  ces  éga- 
lités , m s=  a dans  la  seconde , m =*  3 dans  la  troisième, 
et  ainsi  de  suite , et  si  nous  observons  (8)  que  les  fonc- 
tions symétriques 


JV-,  J V _l6,  j a*-"1  bc,  J a^'bedy  J aT-'bcdc, 


se  réduisent  respectivement  par  ces  valeurs  à 


| ab  X J a*  = | 1 b -j-  j a"  6c. 


Le  produit  de  la  fonction  J«“  par  la  fonction  jaéc, 
qui  représente  la  somme  des  produits  trois  à trois 


abc  -j-  abd  -j-  abe  4-  bed  -f-  etc. , 


ftf  (f*—  i)J*«*  (f* — a)J  (p— 3) J'aie, 

(u — 4)  J abcd. 


fi  désignant  le  nombre  total  des  bases,  nous  parvien- 
drons aux  expressions  ....(/) 


donne  tout  aussi  évidemment  lieu  \ la  relation 

J'aie  X | «*  = j rt*  + 1 6c-f-  J ambcd9 

et  ainsi  de  même.  Nous  pouvons  donc  poser,  comme 
résultant  immédiatement  de  la  construction  même  des 
fonctions  symétriques,  la  suite  d’égalités  ....(d) 

• JaJfl'=Jv+,iJa'4’ 

|*ai.  j a*  = | a*+<è  -}-J  ambc9 
j abc  . | a"  = J a“  é‘ic  -f-  | ambcd , 

J abcd  . j a"  r=  pr  + * bed  -(-  J a*  bede , 


Ces  relations  étant  indépendantes  de  la  valeur  de 
l’exposant  m,  nous  n’a  vous  qu’à  remplacer  successive- 
ment m par  i«  — i,  m — a,  m — 5,  etc.,  pour  eu  tirer 
les  nouvelles  relations  ....(t) 

J«-=JYJV‘-JV,k, 

Ja-  = Ja  . Ja— ‘ -j'ai  .J’a— 1 +Ja— » bc, 

J'a"  =J  a . J a"-1  — J ai  . j a—’  +J  aicj'u*-1  — 

— Ja— -ici, 

' J0’"  “J"*  • f*~‘  +f*  ' 

— J abcd . J a*~*  J a— ‘ bede , 

«to  = etc. 


Sa  xfa- 

Ja>=J'a.  Ja  -a J'ai, 

ja>=ja.ja»_jai.ja+5j«fc. 

Ja‘  =Ja  . Ja-  - J«i  . Ja-  + Jai,.  Ja-iJ'aiorf, 

Js‘ =Ja  • Ja*  - Sab  ■ Sa' + ■ Jfl’  - 

— J* abcd . J*a  -f-  5 J aècdr , 


etc.  = etc. , 


qui , par  un  simple  changement  de  notation , nous  don- 
nent les  expressions  de  Newton 


— A,  » 

S,  = A,  S,  aÀ, , 

S»  = A,  S,  A,  S,  -f-  3A, , 

S»  = A*  S,  — A,  S,  -f-  Aj  S4-4A4, 

Sj  = At  S4  A,  S,  -j-  A,  Sj  — - Aj  S4  -f-  5A, , 
etc.  » etc. 


1 1 . Pour  procéder  maintenant  à l’évaluation  des  fonc- 
tions symétriques  fa*  b' , fa*  b*  c' , etc.,  par  le  moyen 
des  sommes  de  puissances  Ja*  ou  Sm,  examinons  la 
nature  des  produits  qui  résultent  de  la  multiplication 
de  ces  sommes  de  puissances  les  unes  par  les  autres.  Il 
est  d'abord  visible  que  le  produit  des  deux  sommes 

a*  -J-  6r  -j-  c*  -f-  d*  -f-  -}-  etc.... 

a’  -f-  6*  -j-ev-j-d,-|-ss_|_  etc...., 

dans  lesquelles  le  nombre  des  bases  est  le  même,  doit 
contenir  i • tous  les  produits  deux  à deux  de  la  forme  et  b\ 
qui  composent  la  fonction  symétrique  Jo>  6*;  a*  tous 
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les  produits  à une  seule  base  de  la  forme  a**’,  qui  com- 
posent la  somme  de  puissances  J’ap+,  ou  Sr+,:  nous 
pouvons  donc  poser  sans  outre  démonstration  ....( g ) 

JVxJWJV  ’+  j a’  4’. 

D'où  ....(*) 

Ja'6’  = J ar  . J a’  — J a’+’ 

= Sr . S,  Sp+,. 

Dans  le  cas  des  exposons  égaux  p = q,  comme  la  fonc- 
tion Jo»*  se  réduit  (6)  à a JV  br,  on  a ....(•) 

aJ’a»4»  = (S,)*  — S,r 

îa.  Le  produit  des  trois  sommc^  de  puissances  Jap, 
Jaq , Ja*  doit  contenir,  d'après  ce  qui  précède , le  pro- 
duit de  J'ap+‘,  par  J<r,  plus  le  produit  de  par  JV; 
or  le  produit  de  Ja,+q  par  Ja'  est  en  vertu  de  l’expres- 
sion (q) 

J*af+«  X J*a*  = J at+,+,-j- J 

Quand  au  produit  de  J ap6q  par  Jo*f  comme  il  ne  peut 
contenir  que  des  produits  partiels  de9  formes 

a'+'b',  ap  6,+r,  arbqc' , 

et  que  chacun  de  ces  produits  ne  peut  s’y  trouver 
qu’une  seule  fois,  on  a visiblement 

j a’i>’  X J o ’=  Ja’+'6’-|- J*a»4'+’  + J tfb'i f. 

Donc,  en  rassemblant  ses  résultats  ....(£) 

Jo-xJa’  X J"o'  = J 0'+’+'-)-  J'a'+’i'-f- 


+ Jo’+’»'  + Ja’+'t»  -f  J tfftf; 


d’où  l’on  tire 


Ainsi,  on  a définitivement  ....(f) 

JV^c' = J*ap.  J aq.  J*a' — J ar+,.J^a'  — 

— J0***  •J0’ — J^4"*  J «p  + a jap+q+r; 

ou,  encore,  ....  (m) 

j a'bU'  = S,.S,.  S,  — S,+ , . S,  — S,+, . S,  — 

S,+, . Sp  a Sf^.f  4.,. 

Dans  le  cas  de  p = q = r cette  expression  se  réduit 

à....(«) 

Ja’  b’  c’  = g [(S,)  • - 3 S„ . S,  + a S„] , 
et,  dans  le  cas  seulement  de  q = r,  elle  devient  (o) 

JaW-i[st(S,)l-aSF+,.S,-S„.St+aS,+l,]. 

i3.  Des  considérations  semblables  nous  feraient  trou- 
ver pour  le  produit  des  quatre  sommes  de  puissances 
J“’>  Ja'»  Ja’,  Ja’,  l’expression 

Ja’+iè’e’+Ja’+’H  <?  + J op+*^er 

-J- J^aq+r6pc•-f-J*a,l*'•6pe,  + pi'+*bpc« 

ap+*6q+f 

+Ja,+’  + ’b’  -)-Ja' + Ja' + H"  t' 

+ j a’  + ’ + ‘6»  -j- Ja’ + ’ + ■ + '-f- Ja’ ti'Cd'; 
d’où  l’on  tire (J>) 

j>a'6’c’d’=  j ar.J  a’.  J a’,  j a’ — j a’+'.j  a1- Ja’ — 


Ja’M«’=Jar.J«'.JV 

— J a’+’6'—  j a’t-'è’— 

— J a’+'6' — Ja»+s+’. 

— J a’+’.  Ja’.  j a’+Ja’+'.J  a’+’-f 

Mais,  d'après  (h), 

— Ja'+'-J*+‘ +>'+••  [>a,+'  + 

Ja’+'i'  = Ja’+' . 

,JV_JV+,+., 

+ » j a’+’+'-Ja’-f»  j a>+'+‘.  J a'  + 

Ja'+’M  = Ja’+’ . 

+ 3 J «'+'+•.  Ja’  + aJa’+'+’.J  a'  — 

Ja'+’i»  = Ja'+' . 

— G J a’+’+'+'. 
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Si  l'on  fait  p = q = r = i,  la  fonction  à quatre  ex- 
posans  deviendra  a4  Jar6pcrdr,  et  l’on  aura 


/'*'*-*  I (WW*- (H+ 


ce  qui  revient  à ....(ç) 


Ja^c'<f  = ^|^Sr^  — 6S„.(s,)  + 3(s„)  + 
+ 8S„.Sr-6S„|, 


en  employant  la  notation  dc9  sommes  de  puissances. 
Les  cas  d’égalité  de  deux  ou  trois  exposans  peuvent  se 
tirer  sans  difficulté  de  l’expression  générale  ( p). 

14.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à l’évaluation  des 
fonctions  de  cinq  ou  d’un  plus  grand  nombre  d’expo- 
sans,  qui  ne  présente  d’autre  difficulté  que  la  prolixité 
des  formules;  ce  qui  précédé  suffit  aux  applications 
dont  les  exemples  suivons  vont  donner  une  idée. 

Exemple  I.  On  demande  la  relation  qui  doit  exister 
entre  les  coefficiens  de  l'équation  du  troisième  degré  pour 
que  la  somme  de  deux  racines  soit  égale  d zéro. 

Soit  l’équation  générale 


xl — -j-Aj*  — A,  =0; 

réprésentons  les  racines  par  a,  6,  c ; les  sommes  de  ces 
racines,  prises  deux  à deux,  étant  a-|-6,  a -f-  c, 
6-f-c,  il  s’agit  de  déterminer  entre  A,,  A,,  A,  une 
relation  telle  qu’on  ait 

(«4-1»)  («  + *)  (6+e)  = 0; 

développant  le  produit , il  vient 

a?  b -{-  a9c  6’c  -{-  a6*  -f-  oc’  + 6c5  aa6c , 

c'est-à-dire 
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ei,  par  suite, 

1*0*6  = A,  A,  — SA,; 

observant  que  iabc  = 2 A,  , il  vient  définitivement 
(0+6)  (a+c)  (6+e)  = A, A,  — A,. 

La  relation  demandée  est  donc 

A,A,— A,  = o, 

ou  t 

A,A,  = A,. 

Il  en  résulte  que  toute  équation  complète  du  troisième 
degré,  dans  laquelle  le  produit  des  deux  premiers  coef- 
ficiens est  égal  au  troisième,  a deux  racines  égales  et 
de  signes  contraire?,  lorsque  toute  foisclle  offre  des  va- 
riations de  signes. 

Exemple  II.  On  demande  quelle  relation  doit  exister 
entre  les  coefficiens  d’une  équation  du  quatrième  degré 

ar*  — A^-f-Ajar* — A,ar-f  At  =0, 

pour  que  le  produit  de  deux  de  ses  racines  soit  égal  au  pro- 
duit des  deux  autres. 

Désignons  les  quatre  racines  par  a,  6,  c,  d , leurs 
produits,  deux  à deux,  étant 

aby  acy  ad  y bey  bd,  cd, 

les  seules  différences  susceptibles  d’être  réro  sont 

ab  — cd,  ac  — bd,  ad — bc; 

d’où  résulte  l’équation 

(a6— cd)  (oc — bd)  [ad — 6c)  = 0, 

dont  il  faut  exprimer  le  premier  membre  en  fonction 
des  coefficiens  A,,  A2,  A,,  A4. 

Le  développement  des  produits  montre  que  ce  pre- 
mier membre  est  identique  avec 

P a9bed  — f c*6*c* , 


Comparant  avec  la  formule  (6) , on  a 

Ja*6 -=  S..S,  — S,. 

Mais,  d’après  les  expressions  générales  (a) 

Aj, Sj  = AjSj  — aAj,S,  = AtS2 — A, S X 3A,; 


faisant  trois  coefficiens  égaux  à l'unité  et  le  quatrième 
égal  à 3 dans  la  formule  (p),  substituant  2 à la  place 
de  p dans  la  formule  (n),  et  remplaçant  les  sommes  de 
puissances  par  leurs  valeurs  en  sommes  de  produits, 
on  trouvera,  toutes  réductions  faites, 

Ja'bcd — J'o*6*c*  = (A^'A, — (A,)*; 


ainsi 


ce  qui  donne  pour  la  relation  demandée 


S,,  S, =(A,)‘  - »A, A, , S,  = (A,)'— 3A, A, + SA,  ; 


(A,)*A.  = (A,)*. 


Digitized  by  Google 


FON 


Ainsi,  toute  équation  complète  du  quatrième  degré, 
dans  laquelle  le  carré  du  troisième  coefficient  est  égal 
au  produit  du  carré  du  premier  coefficient  par  le  der- 
nier, a des  racines  telles  que  le  produit  de  deux  d'entre 
elles  est  égal  au  produit  des  deux  autres. 

Exemple  III.  On  demande  une  équation  dont  le s racines 
/oient  les  carrés  des  racines  d'une  équation  quelconque  du 
troisième  degré , 
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formerait  de  la  même  manière  l'équation  aux  puissances 
quelconques  des  racines  de  toute  équation  proposée, 
quel  que  soit  son  degré. 

Exemple  IV.  Une  équation  du  troisième  degré  étant 
donnée,  on  demande  de  construire  avec  ses  coefjiciens  les 
cœfficiens  d'une  autre  équation , dont  les  racines  soient 
les  carrés  des  différences  des  racines  de  la  proposée. 

Soient  a,  b , c les  trois  racines  de  l’équation  ; 


xx  — Àta*  + A,#  — A,  = o. 

Désignons  par  a,  b,  c les  racines  de  la  proposée; 
celles  de  l’équation  cherchée  seront  a1,  6*,  c *;  et  si 
nous  représentons  cette  équation  par 

£ — A ,‘x1  -j-  A ,'x  — A,'  =3  o , 

le  premier  coefficient  A,'  sera  a1  -f-  6*  -f-  c*  ou  Ja*;  le 
second  A,'  sera  la  somme  des  produits  deux  à deux  de 
a*,  bx,  c1  ou  Ja’A*;  et  enfin  le  troisième  coefficient  A,' 
devant  être  égal  au  produit  de  toutes  les  racines,  sera 
= (A,)*.  Nous  aurons  donc  les  relations 

A,'=Jo>  , A,=JVfr>  , A,’  = (A,)*. 


xl  — A,«*  -f-  A,#  — A,  = o. 

Nous  savons  (v.  Équations,  n*  33)  que  l’équation  deman- 
dée aux  carrés  des  différences  sera  du  degré  ^^=3; 
ainsi,  nous  pourrons  la  représenter  par 

xl  — A/a*  -f-  A,'# — A,*  = o. 

Observons  que  si  les  sommes  de  puissances  des  ra- 
cines de  cette  dernière  étaient  connues,  il  serait  facile 
d’en  déduire  les  valeurs  des  cocfficicns  cherchés  A,',  A,' 
A,',  à l’aide  des  relations  générales  (a)  , car  ccs  rela- 
tions donnent  pour  les  valeurs  des  sommes  de  produits 
en  sommes  de  puissances,  les  expressions (r) 


Soit,  pour  exemple  particulier,  la  proposée 
xl  — gx  -f*  <i  = o , 

nous  avons  ici 

A , = o , A,  = — 7 , A,  = —6. 

Substituant  ccs  valeurs  dans  les  expressions  (a),  nous 
trouverons 

S,  = o , S,  = i6  , S,=—  18  , S,  =98; 
ce  qui  nous  fait  connaître,  d’après  la  formule  (1), 

«JW  = (SJ* -S. -g* 

Donc 


Ainsi  l’équation 

î‘  — i4*1  + 4&*  — 36  = 0 

a pour  racines  les  carres  des  racines  de  la  proposée.  On 
Ton.  111. 


A,  = S, 

aA,  = S,A,  — S, 

3A,  = S,A,  — S,A,  -f-  S, 

4A.  = S, A,  - S,A,  + S,A,  - S, 

5A,  = S,A,  - S,A,  + S, A,  - S,A,  + Ss, 
etc.  = etc. 

Or,  les  racines  de  cette  équation  devant  être  les  carrés 
des  différences  des  racines  a,  b,  rdc  la  proposée,  sont 
représentées  par 

(a — 4)*  , (a — c)*  , (6  — e)*. 

Ainsi,  désignant  par  S,'  leur  somme,  par  S,‘  la 
somme  de  leurs  carrés,  et  par  S,'  celle  de  leurs  cubes, 
on  a 

S|'  = (a-6)‘+(a-r)*  + (6-c)* 

S,'  = (a  — 6)*  + (a  — «)*  + (&  — <0* 

S,'  = (a  — 4)‘  + (a  — c)‘  -(-  (6 — e)‘. 

La  question  sc  réduit  donc  à trouver  la  valeur  des 
quantités  S,’,  S,',  S,'  en  fonctions  symétriques  des  bases 
a,  b,  c,  car  ces  fonctions  sont  toujours  réductibles 
aux  coefficicns  donnés  A,,  A,,  A,.  Une  fois  les  quan- 
tités S,',  S,-,  S,  connues,  les  expressions  (r)  feront 
trouver  les  coefficicns  cherchés  A,',  Aa . A, . 

21 
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les  déïcloppemcns  des  binômes  nous  montrent 

que W 


5,’  = a J a’  — ab 

S,'  = aj«‘  — 4 (Vil  + (i  Ja’fc* 

S,'  — a |"a*  — (I  J* afb  + i b J' a 'b1  — ao  J* asb‘  ; 

et  d’après  les  formules  (h)  ct’(i),  nous  avons 


J a ’è  =*=  S4 . S,  — S4, 

l’a*»  = Sj.S,  — S,, 

J«‘A*  = S,.  8,  - S„ 

J*a’6'  = M..~  % 

de  plus 

J*a*  = t JV  = SA  , J a*  = St , ^ab  = Ar 


Substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  (*),  elles 
deviennent  (f) 


six  premières  sommes  de  puissances,  en  observant  que 
toutes  les  sommes  de  produits  A4 , \i , À4 , etc. , au- 
dessus  do  A,  sont  nulles , nous  trouverons 

St=o,  Ss=ia,  S,— ai,  Sa=73,  S4=3io,  S,— 579. 

Substituant  ces  dernières  valeurs  dans  les  expres- 
sions (t) , il  viendra 

S,' ==36,  S,' = 648,  S,' = 10287; 

cl  mettant  celles-ci  dans  les  expressions  (u),  nous 
obtiendrons  définitivement , pour  les  coeûicicns  de- 
mandés , 

A/ = 36  , A,'  = 3a4  >*  A,'  = — 45g. 

L’équation  aux  carrés  des  différences  de  la  proposée  est 
donc 

xl  — 56x*  -|-  324#  -f-  4^9  = 0. 

i5.  La  marche  que  nous  venons  de  suivre  peut 
s’étendre  aisément  aux  équations  do  tous  les  degrés  ; 
mais  comme  les  calculs  deviennent  impraticables,  par 
leur  excessive  longueur,  dés  le  cinquième  degré,  nous 
nous  contenterons  d’indiquer  cette  extension  pour  les 
équations  du  quatrième  degré. 

Soit  l’équation  générale  du  quatrième  degré 

x*  — A,  xl  -j-  A,#1  — A, a?  -j-  Ak  = 0. 
L’équation  aux  carres  des  différences  de  scs  racines  de- 
vant Cire  du  degré  =6,  nous  lui  donnerons  la 


S/  = 2S,  — 2A„ 

S,'  = 3S4  — 4S,  • S,  -f-  3(Sj)*, 

S/  = SS4  — CS, . -J-  1 5Sa  .S4  — 1 o(S,)*. 

Les  valeur? de  S4,  S„  S„  S4,  S5,  S,,  pouvant  être 
considérées  comme  connues  d’après  les  expressions  (a), 


forme 

x 6 — A'jX*  -j-  A,V  — A,  V -j-  A/#1  — A,  a?  Af  = o. 

En  développant,  comme  nous  l’avons  fait  ci-dessus , 
les  sommes  des  puissances  des  racines  de  cette  équation, 
on  découvre  aisément  la  composition  suivante  : 


nous  aurons  définitivement,  eu  vertu  des  expres- 
sions (r) (u) 

Si'=3Jfl,-sJ 

[«&> 

K = 

s.’  = 3 ( «‘  - 4 

r«*6  + c 

(W. 

A*  S, 

2 ’ 

J C 

S,’  = 3ja‘  — 6 

f t 

|’asfc  +i5  | 

j a‘61 

— 2oJ,a*è*, 

a;  — ïiAî  — 

S,'  = 3 fa*  — 8 

j^a  è -j-  28 

JVt* 

— 5cJ*a‘l/*  + 

I’renon»  pour  exemple  d’application  l’équation 

+ 70  j a‘6‘ 

x'  — Gx  — 7 = 0; 

S(’  = 3 pj" — 10  | 

\a'b  +45j 

[a’6* 

— i2°  J aT6*-}- 

nous  aurous,  en  comparant  avec  la  forme  générale, 

**  — A,æ*  -j~  AjÆ  — A,  s=  o, 

A,  » o,  Aj  - — Qp  A,  =a y. 

Calculant  avec  ccs  valeurs  et  les  expressions  (a) , les 


-(-sioJ’a'A* — a5aj  a'b‘, 
S,’  = 3 j’a”—  toj  a1,A+C6jV&’  — MoJ’a’6*-f 
-+■  — 700  J" a'4‘  + 934 J a‘6‘, 
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Les  formules  ( h ) et  (i)  donnent  l’é  valuation  de  toutes 
les  fonctions  symétriques  à deux  exposons  qui  entrent 
dans  ces  expressions;  ainsi  on  pourra  toujours  trouver 
les  valeurs  numériques  des  sommes  de  puissances 
S/,  S,',  etc. , et  l’on  passera  de  ces  sommes  aux  coeffl- 
cicns  At',  Aa',  etc.,  au  moyen  des  expressions  (r). 
Les  calculs  sont  beaucoup  moins  longs  lorsque  réqua- 
tion proposée  est  privée  de  second  terme.  Mais,  dons 
tous  les  cas , il  est  toujours  plus  prompt  de  résoudre 
une  équation  du  quatrième  degré  par  les  procédés  di- 
rects que  de  former  son  équation  aux  carrés  des  diffé-  . 
rcnccs  ; de  sorte  que  cette  méthode,  qui  semblait 
devoir  faire  disparaître  toutes  les  difficultés  do  la  ré- 
solution des  équations  numériques,  n’est  en  réalité  d’au- 
cun secours  dans  la  pratique.  [Voyez  ci-dessus  le  mot 
ÉQrATion.) 

FORCE.  (Mie.)  Cause  quelconque  qui  met  ou  tend 
é mettre  un  corps  materiel  en  mouvement.  ( Voy . t.  Il, 
page  33.) 

La  nature  intime  des  forces,  dont  l’aspect  des  phé- 
nomènes physiques  nous  conduit  à admettre  l'existence, 
est  entièrement  inconnue,  et  il  serait  impossible  de  les 
soumettre  au  calcul  si  l’on  n’établissait  des  relations 
mathématiques  entre  les  effets  par  lesquels  elles  se  ma- 
nifestent, et  si  l’on  n’étendait  ensuite  ces  relations  aux 
forces  elles-mêmes  en  les  supposant  proportionnelles  à 
leurs  effets.  C’est  de  cette  manière  qu’on  nomme  force* 
égales , par  exemple,  deux  forces  capables  de  produire 
le  même  effet,  et,  par  conséquent,  de  se  détruire  mutuel- 
lement ou  de  se  faire  équilibre  lorsqu'elles  sc  trouvent 
appliquées  en  sens  opposé  l’une  de  l’autre,  à un  même 
point  matériel,  quels  que  soient  d’ailleurs  leurs  carac- 
tères distinctifs.  Il  existe  certainement  des  différences 
essentielles  très-frappantes  entre  la  force  de  la  gravité, 
la  force  élastique  de  la  Tapeur  d’eau , et  les  efforts  spon- 
tanés des  hommes  et  des  animaux;  mais  il  n’est  pas 
moins  vrai  que , sans  qu'il  soit  nécessaire  de  remonter 
â leurs  causes  premières,  les  phénomènes  qui  résultent 
du  concours  de  ces  forces  permettent  de  comparer  les 
intensités  de  leurs  actions,  de  les  représenter  par  des 
nombres  ou  par  des  lignes,  et  de  les  subordonner  ainsi 
aux  lois  générales  des  quantités. 

Nous  avons  fait  connaître  dans  nos  deux  premiers 
volumes  les  dénominations  particulières  consacrées  par 
l'usage  pour  désigner  les  diverses  espèces  de  forces;  ici 
nous  exposerons  plus  particulièrement  ce  qui  concerné 
leur  mesure. 

I.  L’cfict  d’une  force  quelconque,  qui  produit  un 
mouvement,  étant  d’animer  une  certaine  masse  d’une 
certaine  vitesse , les  grandeurs  respectives  de  cette 
masse  et  de  cette  vitesse  entrent  nécessairement  comme 
termes  de  comparaison  dans  l'évaluation  numérique  da 
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l’effet  ou  de  la  foroe  qu’il  représente  ; mais  il  y a deux 
cas  différons  & considérer  : celui  d’une  vitesse  constante 
et  celui  d'une  vitesse  Yarioble.  Dans  le  premier  cas,  la 
force  est  une  de  celles  qu’on  nomme  instantané es,  et 
qui  abandonnent  le  mobile  à lui-même  après  lui  avoir 
donné  une  seule  impulsion,  en  vertu  de  laquelle  il  par- 
court des  espaces  égaux  en  temps  égaux.  Dans  le  second 
cas,  la  force  appartient  à la  classe  de  celles  dites  accé- 
lératrices, et  qui  s’attachent  pour  ainsi  dire  au  mobile, 
lui  communiquent  ù chaque  instant  une  nouvelle  im- 
pulsion qui  fait  Tarier  la  vitesse  acquise  par  les  impul- 
sions précédentes.  Occupons-nous  d’abord  des  lorccs 
instantanées. 

a.  Désignons  par  f et  f deux  forces  telles  qu  étant 
appliquées  successivement  à un  même  point  matériel, 
la  première  lui  communique  une  vitesse  unilormc  c, 
et  la  seconde  une  vitesse  uniforme  v' ; il  est  évident  que 
les  effets  de  ces  deux  forces  ne  diffèrent  que  par  les  vi- 
tesses qu’elles  produisent , car  toutes  les  autres  circon- 
stances sont  les  mêmes.  Ainsi,  nous  pourrons  dire  que 
la  première  force  est  double,  triple  ou  quadruple  de  la 
seconde , si  la  vitesse  t est  double , triple  ou  quadruple 
de  la  vitesse  et  nous  aurons,  eu  général. 

Si  le  point  matériel  que  nous  avons  supposé  isolé  et 
libre  était  lié  d’une  manière  inébranlable  à d’autres 
points  qu’il  entraîne  avec  lui  dans  son  mouvement, 
l’ensemble  de  ces  points  pourrait  représenter  la  masse 
d’un  corps  solide  quelconque,  et  comme  alors  tous  les 
points  du  système  se  mouvraient  dans  une  même  di- 
rection et  avec  une  même  vitesse,  les  effets  des  deux 
forces  ne  différeraient  encore  que  par  les  vitesses  ; de 
sorte  que  nous  pouvons  établir  comme  l’un  des  prin- 
cipes fondamentaux  de  la  mesure  dos  forces  : 

Les  intensités  de  deux  forces  sont  entre  elles  comme  les 
vitesses  qu'elles  sont  capables  de  communiquer  à un  même 
mobile. 

3.  Pour  comparer  maintenant  les  forces  qui  agissent 
sur  des  mobiles  différens,  observons  que,  lorsqu  une 
masse  sc  meut  librement  par  l’action  d une  force  instan- 
tanée, et  que  tous  ses  points  matériels  sont  animés  d’une 
même  vitesse,  l’effet  produit  doit  naturellement  sc  me- 
surer par  le  nombre  des  points  matériels  mis  en  mou- 
vement et  par  la  vitesse  qui  leur  a été  commuuiquée. 
Supposons,  par  exemple,  qu’un  corps  composé  de  «n 
molécules  élémentaires  ou  de  m points  matériels  reçoive 
d’une  force  f une  vitesse  de  5 mètres  par  seconde, 
tandis  qu’un  autrecorps  composé  de  ammolécules  reçoit 
la  même  vitesse  d’une  autre  force  f';  l’effet  de  cette 
dernière  sera  évidemment  le  double  de  celui  de  la  pre- 
mière, car  la  force  f a mis  en  mouvement  deux  fois 
plus  de  molécules  que  la  force  f et  avec  la  même  vi- 
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tesse.  En  général , l'effet  de  la  force  f sera  « fois  plus 
graàd  que  l’effet  de  la  force  f , si  le  corps  qu’elle  meut 
avec  une  vitesse  de  5 mètres  par  seconde  est  composé 
de  nm  molécules  ; et  comme  cette  relation  ne  change 
pas,  quelle  que  soit  la  vitesse,  pourvu  qu’elle  soit  la 
même  dans  les  deux  mobiles  m,  nm,  nous  avons  pour 
toute  vitesse  commune  V 

nm. 

Mais  les  nombres  m et  nm  des  molécules  élémentaires, 
ou  points  matériels  des  deux  mobiles , ne  sont  autre 
chose  que  les  masses  de  ces  mobiles;  ainsi,  représen- 
tant généralement  les  masses  par  M et  M',  nous  aurons 
encore 

= MM, 

c’est-à-dire  que  deux  force t qui  conmuniquent  à deux 
mobiles  une  même  vitesse  sont  entre  elles  comme  les  musses 
de  ces  mobiles. 

Il  suffit  de  combiner  ce  principe  avec  le  précédent 
pour  conclure  que  les  intensités  des  deux  forces  sont  dans 
le  rapport  composé  des  masses  et  des  vitesses  des  corps 
qu’elles  font  mouvoir.  En  effet,  soit  f une  troisième 
force  qui,  appliquée  à la  masse  M',  lui  communique 
une  vitesse  V,  différente  de  la  vitesse  V,  que  commu- 
nique à cette  même  masse  la  force  nous  aurons, 
d’après  le  premier  principe, 

f : r “ v : T. 

Multipliant  cette  proportion  et  la  proportion  précédente 
f:f 

terme  par  terme,  et  retranchant  le  facteur  commun  f , 
il  viendra 

f.r  = MV:  M'  V'; 

ce  qui  signifie  que  les  forces  qui  meurent  des  mobiles  dif- 
férens  avec  des  vitesses  differentes,  sont  entre  elles  comme 
les  produits  des  masses  de  ces  mobiles  par  leurs  vitesses 
respectives. 

t\.  Cette  proposition  conduit  directement  à l’évalua- 
tion des  forces  instantanées,  car  si  nous  prenons  pour 
unité  de  force  celle  qui  communique  l’tintVê  de  vitesse  & 
V uni  té  de  masse,  c’est-à-dirc  si  nous  faisons  f ■ — i , 
M'  = 1,  Y = i,  nous  aurons 

f *=  MV. 

L’intensité  d’une  force  instantanée  est  donc  équiva- 
lente au  produit  de  la  masse  du  corps  quelle  meut  par 
sa  vitesse , ou  du  moins  peut  toujours  être  représentée 
par  ce  produit. 
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Le  produit  de  la  masse  d’un  corps  par  sa  vitesse  ac- 
tuelle se  nomme  en  général  la  quantité  de  mouvement 
de  ce  corps.  (Koy.  ce  mot.) 

5.  Toutes  les  considérations  précédentes  peuvent 
s’appliquer,  avec  quelques  modifications,  au  cas  des 
vitesses  variables , comme  nous  allons  le  faire  voir. 

On  sait  qu’une  force  accélératrice  (eoy.  Accéléré, 
tome  I)  communique  à chaque  instant  au  mobile  sur 
lequel  elle  agit  une  nouvelle  vitesse  qui  s’ajoute  aux 
vitesses  déjà  produites , de  sorte  que  l’expression  vitesse 
du  mobile  ne  doit  s’entendre  que  de  la  vitesse  effective 
qu’il  possède  à un  instant  déterminé  de  son  mouvement. 
Lorsque  la  vitesse  varie  par  degrés  égaux  dans  des  in- 
tervalles de  temps  égaux,  la  force  accélératrice  est 
constante  ou  agit  de  la  même  manière  à tous  les  iustans 
du  mouvement;  lorsqu'au  contraire  la  vitesse  varie 
par  degrés  inégaux  dans  des  intervalles  de  temps  égaux, 
la  force  accélératrice  n’agit  pas  de  la  même  manière  à 
tous  les  instans  du  mouvement  ; elle  reçoit  alors  l’épi- 
thète de  variée.  Si,  au  lieu  ^l’augmenter  continuelle- 
ment, la  vitesse  diminuait  par  degrés  égaux  ou  inégaux, 
la  force  serait  une  force  retardatrice  constante  ou  variée. 

Les  forces  variées  d’une  manière  quelconque  étant 
toujours  comparables  entre  clics  et  avec  une  force  accé- 
lératrice constante,  prise  pour  unité , il  est  essentiel  de 
sc  former  une  idée  exacte  de  la  mesure  des  forces  con- 
stantes. Or,  l’effet  produit  par  ces  dernières  étant  d’im- 
primer une  même  vitesse  au  mobile  à chaque  instant 
du  mouvement,  cette  vitesse  représente  l’eflct  de  la 
force,  et,  par  conséquent,  son  intensité,  en  vertu  du 
principe  de  la  proportionnalité  des  effets  aux  causes. 
Mais  si  nous  désignons  par  t la  vitesse  effective  du 
mobile  après  un  intervalle  de  temps  t écoulé  depuis 
l’instant  où  la  force  a commencé  d’agir,  cette  vitesse  v 
contiendra  autant  de  fois  la  vitesse  constante  qui  donne 
la  mesure  de  la  force  accélératrice,  que  l’intervalle  de 

temps  f contiendra  d’unités  de  temps;  j sera  donc  l’ex- 
pression de  la  vitesse  constante,  et  représentera  con- 
séquemment la  force  accélératrice. 

C’est  ordinairement  à la  force  accélératrice  constante 
de  la  gravité  qu’on  compare  toutes  les  autres  forces 
variées  ; l’expérience  ayant  fait  connaître  qu'à  la  lati- 
tude de  Paris  et  au  niveau  de  la  mer  In  gravité  imprime 
aux  corps,  dans  chaque  seconde  de  leur  chute  libre, 
une  vitesse  de  9,808795  mètres;  nous  avons  pour  cette 
force 

s = g-, 808793 , 

on  g = 9*, 808795 , parce  qu’on  est  convenu  de  repré- 
senter la  force  de  la  gravité  par  la  lettre  g. 

C.  JLa  théorie  du  mouvaient  uniformément  accéléré 
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fait  connaître  toutes  les  circonstances  de  la  chute  libre 
des  corps  ; on  sait  qu’en  désignant  par  h l’espace  par- 
couru , ou  la  hauteur  dont  un  corps  est  tombé  dans  un 
interTalle  de  temps  désigné  par  t,  et  par  u la  vitesse 
acquise  à l’expiration  de  ce  temps  I,  on  a la  relation 
générale 

u*  = a gh , 

dont  l’usage  est  si  fréquent  dans  les  questions  de  méca- 
nique. Nous  ferons  observer,  au  sujet  de  cette  relation, 
que  dans  la  démonstration  que  nous  en  avons  donnée, 
tome  I,  page  18,  nous  avons  représenté  par  g l’espace 
que  les  corps  pesans  décrivent  dans  la  première  seconde 
de  leur  chute  libre,  ou  4“»90i^975;  ce  qui  donne  a g 
pour  l’expression  de  la  force  de  gravité.  On  devra  donc 
remplacer  partout,  dans  nos  deux  premiers  volumes, 
•xg  par  g , si  l’on  veut  donner  à cette  lettre  la  significa- 
tion qu’elle  a dans  ce  supplément  et  qui  est  généralement 
adoptée. 

g.  L’action  des  forces  accélératrices  constantes  ne 
peut  être  comparée  à celle  des  forces  instantanées  qu’en 
remontant  aux  élémens  indéfiniment  petits  de  l’espace 
et  du  temps;  car  si  l'on  imagine  qu’un  mobile,  après 
avoir  reçu  une  première  impulsion  d’une  force  instan- 
tanée, reçoive,  après  un  temps  t , une*  seconde  impul- 
sion dans  le  même  sens  d’une  autre  force  égale  à la 
première,  puis  après  un  temps  al,  une  troisième  im- 
pulsion, et  ainsi  de  suite,  de  manière  que  la  vitesse 
communiquée  à l’origine  étant  u elle  devienne  suc- 
cessivement 

2tJ  après  le  temps  I , 


3u  .....  al, 
4«  .....  5 I, 
etc etc., 


on  ne  pourra  évidemment  remplacer  toutes  les  forces 
instantanées  par  une  seule  force  accélératrice  con- 
stante qu’en  supposant  les  intervalles  de  temps  égaux I 
infiniment  petits,  ainsi  que  la  vitesse  u imprimée  au 
commencement  de  chaque  intervalle.  Dans  cette  hypo- 
thèse , qui  conduit  d’ailleurs  à des  résultats  rigoureux, 
si  nous  désignons  par  M la  masse  du  mobile,  et  par  du 
la  vitesse  infiniment  petite  qui  lui  est  communiquée  au 
commencement  de  chaque  intervalle  de  temps  dt  infi- 
niment petit,  Mdu  exprimera  la  quantité  de  moucemènl 
infiniment  petite,  imprimée  en  même  temps  au  mobile, 
et  qu’il  conservera  pendant  toute  la  durée  de  l’inter- 
valle dt , pendant  laquelle  la  vitoesc  dv  est  censée 
uniforme.  jMdu  ou  Mu  sera  donc  la  quantité  de 
mouvement  que  possédera’  le  mobile  après  le  temps 
fini  I , à l’expiration  duquel  la  vitesse  effective  et  finie 
est  v;  de  sorte  que  si  la  force  accélératrice  oessait  tout- 
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à-coup  d’agir,  à la  fin  du  temps  I,  la  quantité  de  mou- 
vement Mu , demeurerait  constante  , cl  le  mobile  se 
mouvrait  comme  s’il  avait  reçu  une  seule  impulsion 
d’une  force  instantanée  =*  Mu. 

8.  Lorsqu’il  s’agit  de  la  force  de  la  gravité  pour  la- 
quelle on  a l’cquation  fondamentale  g = |,  ou  y|  =su, 
on  obtient,  en  différrntiant , gdt  = dv,  d’où 

M gdt  = Mdu; 

ce  qui  donne  M gdt  pour  la  quantité  de  mouvement 
qu’acquiert  un  corps  à chaque  élément  du  temps  de  sa 
chute  libre.  Observant  que  My  représente  le  poids  de 
la  masse  M (uoy.  Poids)  , et  désignant  ce  poids  par  P, 
on  a encore  P dt  pour  l’expression  de  cette  même  quan- 
tité de  mouvement. 

9.  Les  forces  accélératrices  variées  d’une  manière 
quelconque  se  mesurent  encore  par  leur  vitesse;  mais 
il  faut  observer  qu’on  entend  parla  vitesse  de  ces  forces 
le  rapport  qui  existe  entre  l'accroissement  infiniment 
petit  de  vitesse,  qui  a lieu  pendant  un  intervalle  de 
temps  infiniment  petit,  et  cet  intervalle  lui -même. 
Voici  sur  quoi  repose  cette  évaluation.  Pendant  la  durée 
d’un  intervalle  de  temps  infiniment  petit,  on  peut  con- 
sidérer une  force  variée  comme  une  force  constante 
communiquant  au  mobile  un  même  accroissement  de 
vitesse  ù chacun  des  inslans  de  cette  durée,  accroisse- 
ment constant  dont  l'expression  est  évidemment 

Or,  cet  accroissement  est  V effet  de  la  force,  et , par 
conséquent , la  représente  ; ainsi , désignant  par  7 une 
force  accélératrice  variée,  nous  avons  généralement 

dv 

10.  Force  de  pression.  La  tendance  des  corps  maté- 
riels vers  le  centre  de  la  terre  les  fait  peser  sur  tous  les 
obstacles  qui  s'opposent  à leur  chute  ; cet  effet  se  nomme 
une  preteion , et  la  force  de  la  gravité  qui  le  produit 
reçoit  alors  le  nom  de  force  de  pression  ou  de  force 
morte.  La  force  de  pression  se  mesure  par  le  produit 
M g de  la  masse  M du  corps  et  de  la  gravité  g , ou  par 
le  poids  du  corps.  (Foy.  Poids.) 

1 1 . Force  de  percussion.  La  force  en  vertu  de  la- 
quelle un  corps  parcourt  uniformément  un  certain  es- 
pace et  que  nous  avons  désigné  sous  le  nom  de  quan- 
tité de  mouvement,  prend  le  nom  de  force  de  percussion , 
au  moment  où  ce  corps  en  choque  un  autre.  La  force 
motrice  d’un  corps,  sa  quantité  de  mouvement  et  sa 
force  de  percussion  sont  donc  trois  dénominations  dif- 
férentes d'une  même  chose,  seulement  l’expression 
quantité  de  mouvement  sc  rapporte  plus  particulière- 
ment aux  corps  qui  sc  meuvent  actuellement,  et  cvlla 
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de  force  de  percussion  aux  corps  considérés  dans  le 
moment  de  leur  choc. 

Dons  les  corps  mus  d’un  mouvement  accéléré,  la 
quantité  de  mouvement  augmentant  continuellement, 
l’intensité  du  choc  est  d’autant  plus  grande  qu’il  a lieu 
A une  plus  grande  distance  de  l’origine  du  mouvement; 
c’est  ce  qui  explique  les  effets  prodigieux  des  petits 
corps  qui  tombent  de  très-haut.  Une  pierre  du  poids 
d’une  once,  par  exemple,  tombant  de  mille  mètres, 
produirait  un  choc  égal  ù celui  d’une  pierre  du  poids  de 
deux  livres  tombant  d’un  mètre,  si  la  résistance  de  l’air 
ne  modifiait  les  conditions  de  la  chute.  Sans  cette  ré- 
sistance, les  désastres  occasionnés  par  la  grêle  seraient 
bien  autrement  considérables.  ( Voyez  Pbecussiok.) 

«a.  Dbs  ronces  moi  vastes.  Oii  désigne  spécialement 
sous  le  nom  de  forces  mouvantes  les  forces  appliquées 
à des  machines,  ou  destinées  A vaincre  des  résistances; 
de  là  le  nom  de  moteurs  donné  aux  a gens  qu'on  emploie 
pour  les  produire,  tels  que  les  animaux,  l’eau  cou- 
rante, le  vent,  la  vapeur,  les  ressorts,  etc.  La  mesure 
des  forces  mouvantes  est  un  point  très-important  de  la 
mécanique  pratique. 

L’effet  d’une  force  mouvante  se  compose  générale- 
ment d’une  pression  exercée  contre  un  point , et  en 
vertu  de  laquelle  ce  point  parcourt  un  certain  espace, 
pendant  que  la  résistance,  qu’on  peut  considérer  comme 
un  poids  appliqué  à un  antre  point,  décrit  un  autre 
espace.  L’appareil  qui  lie  les  deux  points  ou  transmet 
l'action  de  lu  force  ù la  résistance  est  ce  qu’on  nomme 
une  machine. 

i3.  L’effort  exercé  par  la  résistance  et  que  la  force 
mouvante  doit  surmonter  peut  toujours  être  comparé  à 
celui  qui  serait  nécessaire  pour  élever  verticalement 
un  poids  ù une  certaine  hauteur;  car,  d’après  l’obser- 
vation de  M.  Navier,  il  est  toujours  possible  de  sup- 
primer la  résistance  et  d’attacher  dans  sa  direction,  au 
point  où  elle  agissait , une  cordc  passant  sur  une  poulie 
de  renvoi,  ù l’extrémité  de  laquelle  on  suspendrait 
un  poids  égal  A l’effort  ou  pression  que  cette  résis- 
tance exerçait.  Rien  ne  serait  changé  aux  conditions 
du  mouvement  de  la  machine , qui  resterait  exac- 
tement le  même,  et  dont  l’effet  serait  seulement  trans- 
forme en  l’élévation  du  poids.  Et  pondant  le  temps 
que  cette  machine  aurait  employé  à exécuter  un  certain 
ouvrage  donné,  un  poids  égal  à l’effort  de  la  résistance 
se  trouvera  élevé  verticalement  d’une  hauteur  égale  ù 
l'espace  parcouru  pendant  ce  même  temps  et  dans  le  seris 
de  la  résistance  par  son  point  d’application  : l’éléva- 
tion de  cc  poids  représentera  donc  le  travail  de  la  ma- 
chine , et  une  machine  sera  censée  faire  d’autant  plus 
d’ouvrage  qu’elle  pourra  élever  ainsi  un  poids  plus 
grand  à une  hauteur  plus  grande.  (Navier,  IfotU  sur 
mdor.) 
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Mais  l’effet  du  moteur  sur  la  machiné  peut  être  éga- 
lement considéré  comme  l’élévation  d’un  poids  à une 
certaine  hauteur,  puisqu’on  peut,  de  la  même  manière, 
remplacer  le  moteur  par  un  poids  égal  A sa  pression, 
attaché  A l'extrémité  d’une  corde  qui  passe  sur  une 
poulie  de  renvoi,  et  dont  l’autre  extrémité  serait  atta- 
chée au  point  d’application  du  moteur;  la  descente  du 
poids  remplacera  exactement  l’action  du  moteur  ; et 
comme  un  poids  qui  descend  est  capable  de  faire  mon- 
ter un  poids  égal  A la  hauteur  dont  il  est  descendu, 
l’effet  du  moteur,  pendant  un  temps  donné,  sera 
représenté  par  un  poids,  égal  à la  pression,  élevé  à une 
hauteur  égale  A l'espace  parcouru,  dans  le  sens  de  cette 
pression , par  son  point  d’application. 

Les  effets  du  moteur  et  de  la  résistance  se  trouvent 
ainsi  représentés  de  la  même  manière,  ce  qui  donne  le 
moyen  de  les  comparer  et  de  déterminer  les  conditions 
d’équilibre  d’une  machine  quelconque. 

14.  Tout  se  réduit  donc  A évaluer  numériquement 
l’intensité  de  la  force  capable  d’élever  un  certain  poids 
A une  certaine  hauteur  dans  un  temps  donné.  Or,  si 
nous  désignons  par  f et  f les  forces  capables  d’élever 
les  poids  P et  P'  dans  un  même  temps  T A une  même 
hauteur  H,  nous  aurons,  en  partant  toujours  du  prin- 
cipe que  l'intensité  d’une  force  est  proportionnelle  A 
son  effet, 

> = 

Par  la  même  raison,  si  /"désigne  une  troisième  force 
capable  d’élever  le  poids  P'  A la  hauteur  H'  dans  le 
temps  T,  nous  aurons  aussi 

a r : /"  = H : II'; 

comme  nous  aurons  encore 

5 r •./“•■■Tir, 

si  f"  est  une  quatrième  force  capable  d’élever  le 
poids  P'  A la  hauteur  U'  dans  un  temps  T'. 

Multipliant  ces  trois  proportions  terme  par  terme, 
et  retranchant  les  facteur»  communs  du  premier  rap- 
port , il  viendra 

f;  f'“  sa  PUT  : P'HT; 

c’est-à-dire  que  deux  forces  mouvantes  sont  entre  elles 
comme  les  produits  des  poids  qu’elles  élèvent  par  les 
hauteurs  et  par  les  temps.  Ceci  posé,  si  nous  prenons 
pour  unité  de  ces  forces  celle  qui  élève  l’wiW  de  poids 
A Y unité  de  hauteur  dans  r«ntl4  de  temps , nous  aurons, 
en  posant  f"  *=s  j,  P’  = i , U'  a i , T'  « h 

f-PHT* 
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Le  produit  PHT  représentera  donc  l’action  de  la  force 
dans  l'intervalle  de|temp  s T,  et,  par  conséquent,  PH  son 
action  dans  l'unité  de  temps.  Il  en  résulte  la  proposi- 
tion suivante  : 

L'intensité  d'une  force  mouvante  est  équivalente  au 
produit  du  poids  qu’elle  peut  élever  par  la  hauteur  à to- 
quelle  elle  f élève , dans  l'unité  de  temps. 

15.  Le  produit  PU  a reçu  diverses  dénominations. 
Smeaton  lui  avait  donné  le  nom  de  puissance  méca- 
nique; Carnot,  celui  de  moment  d’activité;  Monge, 
celui  d’effet  dynamique;  mais  on  le  nomme  plus  géné- 
ralement, d’après  Coulomb,  quantité  d’action.  En 
adoptant  pour  unités  de  poids  et  de  hauteur  le  kilo- 
gramme et  le  mètre,  P représente  un  nombre  de  kilo- 
grammes, et  H un  nombre  de  mètres,  et  on  donne  même 
souvent  à ces  lettres  les  caractéristiques  h et  m,  et  à 
leur  produit  la  caractéristique  km.  ( Voy . Dthamiqve  et 
ErreT.)  Mous  verrons  ailleurs  comment  on  applique 
cette  évaluation  des  forces  au  calcul  de  l’effet  des  ma- 
chines. ( Voy.  iliCHisE.) 

1 6.  Les  forces  mouvantes  peuvent  eucore  être  repré- 
sentées par  le  produit  d’une  masse  et  du  carré  d’une 
r itesse,  produit  qu'on  est  convenu  de  nommer  une 
force  vive , abstraction  faite  de  toute  notion  métaphy- 
sique. Voioi  le  fait  : si  une  force  mouvante , au  lieu 
d’exercer  une  pression  P contre  un  point  résistant, 
qui  parcourt  un  espace  H en  vertu  de  cette  pression , 
avait  agi  sur  une  masse  m,  cédant  librement  A son  ac- 
tion, la  masse  m,  après  avoir  parcouru  l’espace  H, 
aurait  acquis  une  certaine  vitesse  e et,  par  conséquent, 
une  certaine  force  vive  me1  ; c’est  dono  absolument 
la  môme  chose,  pour  la  force,  do  consommer  une  quan- 
tité d'action  PH  sur  une  machine  , ou  d’imprimer  une 
force  vive  me5  A une  masse  libre  m ; et  il  est  évident 
qu’on  petat  indifféremment  représenter  l’intensitc  de 
son  action  par  l’une  ou  l'autre  des  quantités  PH,  me*. 
Or,  pour  passer  de  l'une  de  ces  quantités  à l’autre,  re- 
présentons par  M la  masse  du  poids  P,  nous  aurons,  g 
désignant  toujours  la  force  de  la  gravité,  P = Mÿ , et 
par  suite, 

PH  « MjH. 

Mois,  V étant  la  vitesse  qu’acquerrait  la  masse  M en 
tombant  librement  do  la  hauteur  H,  nous  avons, 
d’après  la  relation  connue  (6) , 

iv*=jHî 

ainsi 

FH  = £sm 
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Le  produit  MY*  est  donc  numériquement  égal  au  double 
du  produit  PH,  et  il  est  prouvé  qu’une  quantité  d'action 
peut  toujours  se  transformer  en  une  force  vive , c’est- 
à-dire  en  un  produit  d'une  masse  par  le  carré  d’une 
vitesse. 

La  considération  des  forces  vives  étant  d'une  haute 
importance  dans  toutes  les  questions  relatives  aux  ma- 
chines et  aux  moteurs,  nous  allons  présenter  les  clé* 
mens  de  leur  théorie. 

l y.  Des  forces  vives.  Sans  revenir  ici  sur  la  déno- 
mination de  force  vive  donnée  au  produit  d’une  masse 
par  le  carré  d’une  vitesse  (voy.  tome  II,  p.  33),  nous 
rappellerons,  une  fois  pour  toutes,  que  la  force  vive 
d'un  corps  en  mouvement  à un  instant  quelconque , 
est  représentée  par  le  produit  de  sa  masse  et  du  carré 
de  sa  vitesse  effective  à cet  Instant.  Nous  rappellerons 
également  que  dans  le  choc  de  deux  corps  parfaitement 
élastiques , 

La  somme  des  forces  vives  est  la  mime  avant  et  après 
le  choc  (tome  I , page  3a5) , mais  que  dans  le  choc  de 
deux  corps  incomplètement  élastiques,  la  perte  de 
forces  vives  est  d’autant  plus  grande  que  l’élasticité  de 
ces  corps  est  plus  imparfaite.  Nous  avons  démontré 
cette  loi  de  Carnot  pour  les  corps  parfaitement  durs. 

La  différence  des  forces  vives,  avant  et  après  le  choc, 
est  égale  d la  somme  des  forces  vives  qu’auraient  le»  mo- 
biles, si  y après  le  choc , les  masses  se  mouvaient  avec 
les  vitesses  perdues  ou  gagnées.  (Voy.  Comku.vicatiok  du 
Mouvkiuht.  ) 

Ceci  posé,  pour  faire  comprendre  ce  qu’on  nomme, 
en  mécanique,  le  principe  des  forces  vives,  il  nous  reste 
à démontrer  quelques  propositions  préliminaires. 

j 8.  L’action  d’un  moteur  ou  d’une  force  mouvante 
consiste  uniquement  dans  un  effort  ou  pression  exercée 
extérieurement  contre  la  surface  du  corps  auquel  la 
force  est  appliquée.  Celte  pression  peut  toujours  être 
remplacée  par  un  poids  qui  donne  ainsi  sa  mesure,  et 
il  en  résulte  que  l’effort  d’un  moteur  est  toujours  com- 
parable à l’action  de  la  force  de  la  gravité , et  peut  s’ex- 
primer de  la  même  manière.  Or,  si  une  force  mouvante, 
au  lieu  d’exercer  une  pression  p sur  un  obstacle  immo- 
bile, répartirait  son  action  sur  toutes  les  molécules 
matérielles  d’une  masse  libre  m,  elle  lui  imprimerait 
un  mouvement  uniformément  accéléré,  de  sorte  qu’en 
désignant  paj*  y la  vitesse  acquise  par  la  masse  m dans 
chaque  unité  de  temps,  y représenterait  la  force  qui 
agit  sur  chaque  molécule  en  particulier,  et  my  la  ré- 
sultante de  toutes  les  forces  partielles  ou  la  force[totole 
qui  produit  la  pression  p ; les  deux  quantités  p et  my 
ont  donc  entre  clics  la  mémo  relation  que  celle  qui 
existe  entre  le  poids  d’un  corps  et  le  produit  de  sa 
masse,  par  la  force  de  la  gravité  (voy.  Poids);  c’cst-ù- 
dirc  qu’on  a p =s  my.  Ainsi,  toutes  les  fois  qu’on  saura 
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qu'une  force  agissant  sur  une  masse  m,  qui  cède  libre- 
ment à son  action,  communique  à cette  masse  une  vi- 
tesse y dans  chaque  unité  de  temps,  on  en  pourra  con- 
clure que,  si  cette  force  était  appliquée  contre  un 
obstacle  immobile,  elle  exercerait  une  pression  p = «17. 

19.  Supposons  maintenant  qu'un  point  matériel  soit 
soumis  à l’action  de  plusieurs  forces  accélératrices  agis- 
sant dans  des  directions  différentes  et  qui  lui  font 
décrire  une  certaine  courbe  dans  l’espace.  En  rappor- 
tant cette  courbe  ù trois  axes  rectangulaires,  nous 
pourrons  décomposer  chaque  force  en  trois  autres  res- 
pectivement parallèles  aux  axes,  et,  comme  les  com- 
posantes parallèles  ù un  même  axe  s’ajoutent  entre  elles, 
nous  n’aurons  plus  à considérer  que  trois  forces.  Nom- 
mons y la  somme  des  vitesses  que  les  composantes 
parallèles  à l’axe  des  x peuvent  imprimer  dans  l’unité 
de  temps,  y la  même  somme  pour  les  composantes 
parallèles  à l’axe  des  y,  et  y la  même  somme  pour  les 
composantes  parallèles  à l'axe  des  z.  Ces  trois  quantités 
représenteront  les  trois  forces  variées  auxquelles  se  ré- 
duisent toutes  les  forces  du  système.  Les  coordon- 
nées x,  y,  x représentant  les  espaces  que  le  mobile 
parcourt  dans  le  sens  des  trois  axes,  nous  aurons, 
d’après  les  lois  du  mouvement  varié  (coy.  tome  I, 
page  20)  ....(1) 

d*x  , d’y  , d,z 

7_  dÔ’  7 ~dtxt  7 = dT’* 

Les  vitesses  du  mobile,  dans  le  sens  des  trois  axes, 
dx  du  dz 

seront  respectivement  , J-,  et,  si  nous  repré- 
sentons par  v leur  résultante  ou  la  vitesse  du  mobile 
sur  le  point  de  la  courbe  dont  les  coordonnées  sont  X, 
y,  z,  nous  aurons  la  relation  connue  (voy.  lUsm- 
TARTX)  ....  (2) 


.=1/ 


[ix'  + rfy1  4-  tfc‘1 

L ** 


Multiplions  respectivement  lc9  trois  équations  (1) 
par  les  quantités  dx,  dy , dz,  et  formons  leur  somme, 
il  viendra 


dx  dix  -f-  dy  d}y  -j-  dz  <Pz 

X.L1I = y riz  + y dy  + y dz  ; 


ce  qui  nous  donnera,  en  intégrant, 

- JW»'*+  ~ 

ou , d’après  l’expression  (a) , 

— a T (ydx  -f-  y 'rfy  -f-  y dz)  -j-  comt. 


Pour  déterminer  la  constante,  observons  que  la  quan- 
tité sans  le  signe  J était  nulle  lorsque  les  forces  y,  y',  y 
ont  commencé  à agir  ; de  sorte  qu’en  désignant  par  v 
la  vitesse  qu’avait  le  corps  à cet  instant,  et  multipliant 
les  deux  membres  par  la  masse  m du  point  matériel, 
nous  aurons  définitivement  ....(5) 


e'*  = a J (mydx  + *»y  dy  -f-  mydx) , 


équation  dont  le  premier  membre  représente  l’accrois- 
sement de  force  vive  que  le  mobile  a éprouvé  depuis 
l’instant  où  les  forces  ont  commencé  à agir  sur  lui,  et 
dont  le  second  représente  le  double  de  la  somme  des 
quantités  d’action  imprimées  par  ces  formes  au  mobile 
dan?  le  même  temps.  En  effet,  les  quantités  my,  m*/, 
m/  expriment  les  pressions  que  les  forces  agissant  sur  le 
corps,  dans  le  sens  de  chaque  axe,  exercent  sur  lui  (18), 
et  par  conséquent  les  quantités  mydx,  my'rfy,  mydz 
sont  les  produits  des  pressions  par  l’élément  de  l’espace 
que  le  corps  parcourt,  suivant  leurs  directions  respec- 
tives; le  second  membre  de  l’équation  (3)  est  «donc  le 
double  de  la  somme  des  produits  semblables,  prise 
depuis  l’instant  où  les  forces  ont  commencé  ù agir  ; 
mais  le  produit  de  la  pression  exercée  contre  un  corps 
par  l’espace  que  ce  corps  a parcouru  dans  lo  direction 
de  cette  pression  est  la  quantité  d’action  (12  ) dé- 
veloppée par  la  force;  donc, 

1*  La  force  vive  acquite  pendant  un  certain  temps  par 
un  corps  qui  te  meut  par  l'action  de  plusieurs  forces 
quelconques  est  toujours  numériquement  égale  au  double 
des  quantités  d’action  que  ces  forces  lui  ont  imprimées 
pendant  le  même  temps,  en  prenant  négativement  les 
quantités  d'action  quand  les  espaces  parcourus  sont  en 
sens  contraire  de  l'action  des  forces. 

2*  La  force  vive]  acquise  par  le  corps  à un  instant 
donné,  et,  par  conséquent,  lavaleur  de  sa  vitesse,  dépend 
uniquement  de  la  grandeur  des  forces  qui  onl  agi  sur 
lui  et  de  l’espace  qu'il  a parcouru  suivant  la  direction 
de  chacune  de  ces  forces , et  non  point  de  la  figure  de  la 
courbe  qu’il  a décrite  de  la  manière  dont  sa  vitesse  a 
variée  ni  de  la  durée  de  son  mouvement. 

Cette  importante  proposition  est  connue  sous  le  nom 
de  principe  de  la  conservation  des  forces  vives.  On  l’é- 
tend facilement  au  cas  général  d’un  système  de  points 
matériels  liés  entre  eux  soit  d’une  manière  inébranlable 
pour  former  un  seul  corps  solide , soit  assujettis  seule- 
ment par  des  fds  et  composant  un  système  susceptiblo 
de  changer  de  figure  ; son  énoncé  devient  alors  : 

La  somme  des  forces  vives  acquises  par  les  différent 
points  du  système  pendant  un  certain  temps  est  toujours 
numériquement  égale  au  double  delà  somme  des  quantités 
d action  que  Us  forces  agissant  sqr  ces  points  ont  impr*- 
mées  pendant  U otfme  temps, 
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ao.  Il  résulte  immédiatement  de  ce  principe  que  la 
force  vive  du  système  est  indépendante  des  conditions 
de  la  liaison  et  de  la  nature  des  lignes  décrites  par  les 
corps,  et  peut  se  calculer  uniquement  d’après  les  es- 
paces que  les  corps  ont  parcouru  dans  le  sens  de  chaque 
force.  On  Toit  encore  que  si,  à un  instant  quelconque, 
le  système  était  abandonné  à lui-même,  et  qu’aucune 
force  ne  vînt  agir  sur  lui,  la  somme  des  forces  vives 
qui  auraient  lieu  à cet  instant  se  conserveraient  sans 
altération,  quels  que  fussent  les  mouvemens  que  les 
corps  prendraient  ensuite  les  uns  par  rapport  aux  au- 
tres, et  les  variations  que  pourraient  éprouver  leurs  vi- 
tesses. Toutefois,  nous  devons  faire  observer  que  la 
condition  fondamentale  du  principe  est  qu’il  n’y  ait 
point  de  changement  brusque  de  vitesse,  c’est-à-dire, 
que  les  courbes  décrites  par  les  points  soient  continues, 
et  que  les  vitesses  de  ces  points  ne  varient  dans  chaque 
clément  de  temps  que  d’une  quantité  infiniment  petite. 
Tout  changement  brusque  entraîne  une  perte  de  force 
Tire  qui  fait  l’objet  du  principe  rappelé  ci-dessus  (17). 

31.  Dans  l’application  de  la  théorie  des  forces  vives 
aux  machines,  on  considère  chaque  moteur  comme 
renfermant  une  quantité  déterminée  de  force  vive  qu’il 
peut  transmettre,  à l’aide  d’une  machine,  à une  résis- 
tance quelconque;  le  calcul  de  la  machine  se  réduit  ainsi 
à la  détermination  du  rapport  entre  la  force  vive  em- 
ployée et  la  force  vive  communiquée.  Pour  les  machines 
mues  par  des  fluides,  ce  rapport  dépend  du  principe 
suivant,  que  nous  pouvons  nous  contenter  de  poser  : 

La  force  cive  communiquée  d la  résistance  e»t  égale  à 
celle  que  possédait  le  moteur , diminuée , et  des  forces 
vives  perdues  dans  le»  change  mens  brusques  de  vitesse, 
tt  de  celles  que  le  moteur  conserve  après  avoir  exercé  son 
action. 

as.  Force  d'inertie.  L’inertie  de  la  matière  (voy.  t.  II, 
p.  349)  est  la  propriété  qu’a  chaque  corps  de  persévé- 
rer dans  son  état  de  repos  ou  de  mouvement.  La  foret 
d’inertie  est  la  résistance  qu’un  corps  oppose  à son 
changement  d’état,  ou  la  réaction  qu’il  exerce  sur  le 
système  des  autres  corps  qui  viennent  modifier  cet  état. 

On  mesure  la  force  d’inertie  d'un  mobile  par  la  quan- 
tité de  mouvement  qu’il  imprime  à tout  autre  corps  dont 
le  choc  le  fait  passer  du  repos  au  mouvement  ou  du 
mouvement  au  repos,  ou  enfin  d’un  mouvement  à un 
antre  mouvement  : cette  quantité  de  mouvement  étant, 
d’après  la  loi  d’antagonisme  (tome  II,  page  349),  une 
force  égale  et  opposée  à celle  qui  change  l’état  primitif 
du  mobile.  Si  l’on  décompose  donc  la  vitesse  effective 
du  mobile , avant  le  choc,  en  deux  autres,  dont  l’une 
«st  celle  qu’il  doit  prendre  après  le  choc , l’autre , mul- 
tipliée par  la  masse  de  ce  mobile,  donnera  l’expression 
de  sa  force  d’inertie  au  moment  du  choc.  (Voy.  Carnot, 
Princ.  de  VÊquil.  et  du  Mouv  ) 
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FORCE  ÉLASTIQUE  DES  GAZ.  (Phys.,  Math.) 
On  nomme  force  élastique  d’un  gaz  l’action  qu’il  exerce 
contre  tout  ce  qui  s’oppose  à l’expansion  de  ses  mo- 
lécules. 

Considérons  un  vase  cylindrique  fermé,  rempli  d’un 
gaz,  et  placé  dans  le  vide.  La  force  d’expansion  des  gaz 
agissant  également  dans  tous  les  sens,  les  parois  du 
vase  supporteront  dans  tous  leurs  points  des  pressions 
égales  et  dirigées  du  dedans  au  dehors;  si  nous  suppo- 
sons qu’une  des  parois,  une  des  bases  du  cylindre,  par 
exemple,  soit  mobile,  comme  le  piston  d’un  corps  de 
pompe,  ce  piston  sera  évidemment  projeté  au  dehors, 
et  le  gaz  sc  répandra  uniformément  dans  tout  l’espace 
vide,  à moins  qu’on  n’exerce  sur  le  piston  une  pression 
extérieure  égale  à la  pression  intérieure  duc  à la  force 
expansive  du  gaz;  cette  pression  extérieure,  égale  et 
opposée  à la  pression  intérieure,  donne  par  conséquent 
la  mesure  de  la  force  élastique  du  gaz.  Si , au  lieu  d’être 
placé  dans  le  vide,  le  vase  était  placé  dans  l’air  at- 
mosphérique, la  pression  extérieure  à exercer  sur  le 
piston  pour  faire  équilibre  à l’élasticité  du  gaz  ne  serait 
plus  que  la  différence  entre  la  pression  intérieure  et  la 
pression  de  l’atmosphère  sur  le  piston.  Dans  tous  les 
cas,  on  voit  que  la  force  élastique  peut  être  mesurée 
par  un  poids. 

Imaginons  maintenant  que  la  paroi  mobile  soit  un 
véritable  piston  capable  de  monter  et  de  descendre  dans 
le  cylindre  sans  livrer  aucun  passage  ou  gaz  enfermé, 
et  qu’on  exerce  sur  ce  piston  des  pressions  extérieures 
de  plus  en  plus  fortes.  Le  gaz  occupera  successivement, 
par  l’effet  de  ces  pressions,  des  espaces  de  plus  en  plus 
petits  ; mais  quelle  que  soit  la  grandeur  de  chaque  pres- 
sion, tant  qu’elle  demeurera  constante,  le  gaz  occupera 
un  même  espace,  et,  par  conséquent,  développera  une 
force  élastique  égale  à la  pression.  Comme  aucune  pres- 
sion extérieure , même  en  la  supposant  infiniment 
grande , ne  serait  capable  de  faire  descendre  le  piston 
jusqu’au  fond  du  cylindre,  car  il  faudrait  pour  cet  effet 
que  le  gaz  fût  anéanti,  il  ert  résulte  que  les  gaz  ont  une 
force  élastique  indédniment  croissante , par  laquelle  ils 
peuvent  résister  aux  pressions  qu’on  exerce  sur  eux  en 
se  réduisant  à des  volumes  de  plus  en  plus  petits. 

Les  physiciens  emploient,  pour  mesurer  la  force 
élastique  des  gaz,  un  instrument  nommé  manomètre  ; 
c’est  une  espèce  de  baromètre  dont  la  branche  ouverte 
communique  avec  le  vase  fermé  qui  contient  le  gaz  ; la 
hauteur  de  la  colonne  de  mercure , dans  la  branche 
fermée  et  vide  d’air,  indique  la  pression  du  gaz,  comme 
celte  hauteur  indique  la  pression  atmosphérique  dans 
un  baromètre  ordinaire.  Pour  ramener  la  mesure  à un 
poids , Il  suffit  de  calculer  le  poids  de  la  colonne  de 
mercure  qui  a pour  hauteur  la  différence  des  niveaux 
du  mercure  dans  les  deux  branches  de  l'instrument.  Si, 

22 
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par  exemple,  la  section  du  tube  manométrique  est  d'un 
centimètre  carré,  et  que  la  différence  des  niveaux  soit 
de  80  centimètres,  la  pression  exercée  par  le  gax  sur 
un  centimètre  carré  de  surface  sera  équivalente  ù un 
poids  de  i *,08687,  parce  qu’un  cylindre  de  mercure 
dont  la  base  est  un  centimètre  carré  et  la  hauteur  80  cen- 
timètres pèse  1,08687  kilogramme. 

Il  est  plus  simple  de  ramener  les  pressions  a l’umlé 
de  surface  ou  au  mètre  carré.  Pans  le  cas  précédent, 
la  pression  étant  de  11, 08687  par  centimètre  carré  sera 
de  1 0868^7  par  mètre  carré,  et  ce  sera  la  même  chose 
de  dire  que  la  pression  du  gaz  est  de  io868l,7  par  unité 
de  surface,  ou  qu'elle  correspond  ù une  colonne  de 
mercure  de  o",8o. 

L’évaluation  des  pressions  en  colonnes  de  mercure 
donne  le  moyen  de  les  comparer  à la  pression  atmo- 
sphérique , qui  sert  ordinairement  d’umïl  pour  mesu- 
rer les  grandes  pressions,  et  dont  la  valeur  ruojenue 
est  représentée  par  une  colonne  de  mercure  de  q“,7G 
de  hauteur.  Ainsi,  lorsque  la  force  élastique  d’un  gaz 
fait  équilibre  à une  colonne  de  mercure  de  o",76,  on 
dit  qu’elle  est  équivalente  ù une  atmosphère;  elle  serait 
équivalente  à deux  atmosphères  si  la  colonne  de  mercure 
était  i",5a,  et  ainsi  do  suite.  Pour  rendre  toutes  ces 
mesures  exactement  correspondantes,  il  est  essentiel  de 
^amener  les  longueurs  des  colouncs  de  mercure  à ce 
qu’elles  seraient  si  elles  avaient  toutes  la  température 
do  1a  glace  fondante,  qui  est  celle  où  la  prcsssioo 
moyenne  de  l’atmosphère,  à b surface  de  la  mer,  est 
do  ob,76;  comme  il  est  important , aussi , d’employer, 
pour  les  conversions  en  poids , le  poids  du  mercure  à zéro 
degré  de  température.  En  tenant  compte  de  toutes  ces 
circonstances  , si  nous  désignons  par  h b hauteur  de  b 
colonne  de  mercure  qui  mesure  1a  force  élastique  d'un 
gaz , nous  pourrons  représenter  cette  Corçe  par  les  trois 
quantités 


», 


iS5g8 h, 


_k 


FOR 


à mesure  que  sa  température  s’élève , et  que  cette  di- 
latation, la  même  pour  tous  les  gaz,  est  de  ou 
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de  0,00375  de  leur  volume  ù o*  pour  chaque  degré  cen- 
tigrade d’accroissement  de  température. 

On  sait  en  outre  que  1a  loi  de  Mariottc  (eoy.  tome  I, 
page  33)  s’applique  ù tous  les  gaz  simples , c’esl-à-dire 
que  lorsque  la  température  <T an  mime  poids  de  gaz  de- 
meure constante , les  volumes  qu‘il  prend,  par  l’ effet  de 
diverses  pressions , sont  en  raison  inverst  de  ces  pressions, 
et  que  les  densités  sont  en  raison  directe  des  pressions  ou 
des  forces  élastiques  correspondantes. 

Ces  deux  lois  qui  subsistent  ensemble,  du  moins 
dans  les  limites  des  expériences  faites  jusqu’à  ce  jour, 
veut  nous  donner  les  moyens  de  déterminer  les  rela- 
tions numériques  qui  existent  entre  le  volume,  b tem- 
pérature et  la  force  élastique  d’une  même  quantité  en 
poids  d’un  gaz  quelconque. 

Nommons  A le  volume  d’un  gaz  à la  température 
de  o°  et  sous  la  pression  h;  A'  ce  que  devient  ce  vo- 
lume à la  température  de  p degrés  et  sous  la  même 
pression  h;  et  B le  volume  du  gaz  à la  température 
de  p degrés  et  sous  b pression  H.  Nous  avons,  d’après 
la  loi  de  la  dilatation  des  gaz , 


(1)....  A'*=  A (1  -J- 0,00 175 fi); 


et,  d’après  la  loi  de  Mariotte, 

B:  A'=*A:U; 


d’où 


(»)••••  B - 


Substituant  dans  cette  dernière  expression  la  talcur 
de  A’  donnée  par  la  première,  nou9  obtiendrons  la  re- 
lation générale  entre  les  cinq  quantités  A,  B,  h , II,  u. 


(3)....  B = ^ (1  +0,00375  />)  A, 


La  première  est  simplement  la  colonne  de  mercure;  b 
seconde  est  1a  pression  en  kilogrammes  sur  l'imité  de 
surface , parce  que  le  poids  du  mètre  cube  de  mercure 
est  de  >3598  kilogrammes,  et  la  troisième  est  un 
nombre  d’atmosphères.  Soit,  par  exemple,  i“,i4; 
on  pourra  dire  indifféremment  que  la  pression  du  gaz 
est  »V4,  ou  quelle  est  de  13598  X 1,1/*  =*  i55ojl,?9 

par  unité  de  surface,  ou  enfin  qu'elle  est  de  1 - at- 

3 

Biosphères.  t 

La  force  élastique  des  gaz  varie  avec  leux  tempéra- 
ture. Les  observations  ont  fait  connaître  qu’un  même 
poids  de  gai,  soumis  4 uue  pression  consume , se  dilate 


au  moyen  de  laquelle  ou  pourra  calculer  l'une  quel- 
conque  de  ces  quantité»  lorsque  le»  autres  seront 
données. 

Lorsqu'au  connaît  la  force  élastique  d'uo  poids  de 
gai  à la  température  o*,  il  eat  facile  de  trourer  celle 
qu'il  acquiert  è une  température  quelconque , son  to- 
lumc  restant  te  même.  En  effet , dégageant  II  de  l’équa- 
tion (3)  et  faisant  A =>  B , il  rient 

H =a  h (i  + 0,00075  g). 

Soit,  par  exempte,  p = too*,  on  a 
H=*  A (i,3?5}i 
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c’est-à-dire  que  la  force  élastique  d’un  gaz  quelconque 
croit  dans  le  rapport  de  i à 1,375  lorsque  sa  tempéra- 
ture s’élève  de  o*  à ioo*  sans  qu’il  change  de  volume. 

Les  expressions  précédentes  nous  conduisent  encore 
à la  détermination  du  poids  de  l’unité  de  volume  d’un 
gaz  dans  les  diverses  circonstances  qui  font  varier  sa 
densité.  Désignons  par  P le  poids  de  cette  unité  de 
rolume  lorsque  le  Tolume  est  A,  c’est-à-dire,  lorsque 
la  quantité  de  gaz  est  soumise  à la  pression  A,  et  que  sa 
température  est  o%  et  par  Q le  poids  de  l’unité  de  vo- 
lume de  la  même  quantité  de  gaz  à la  température  p de- 
grés et  sous  lapression  H,  ou  lorsque  son  volume  est  B. 
Dans  le  premier  cas,  le  poids  total  du  gaz  sera  exprimé 
par  AP,  et  dans  le  second  par  BQ  ; mais  le  poids  total 
est  supposé  invariable,  ainsi 

AP  =■  BQ, 

ou 
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Nom  ilt*  (il.  P.utl m çranaiac*. 

Chlore 3'ao88 

Gaz  euchlorine 3, 0081 

— fluo-borique 3, 0800 

— sulfureux 3,8489 

Cyanogène 2,3467 

Protoxyde  d’azote 1,9752 

Acide  carbonique i,q8o5 

Gaz  chlorhydrique i,6ao5 

— sulfhydriquc. 1,5475 

Oxygène i,43a3 

Deutoxyde  d’azote 1,3495 

Gaz  défiant . 1,2753 

Azote 1,2675 

Gaz  oxyde  de  carbone i,a'|5i 

Gaz  ammoniaque.  • * . 0,775» 

— hydrogène  carboné 0,7270 

Hydrogène 0,0894 


Prenant  la  valeur  du  rapport  dans  la  relation  (3) , 

et  la  substituant  dans  cette  dernière  égalité,  nous 
aurons 


**  1 -f-  o,  00370  jb  ‘ A ' 

Pour  montrer  l’application  de  cette  formule,  propo- 
sons-nous de  déterminer  le  poids  d’un  mètre  cube  de 
gai  hydrogène  à la  température  de  100*  centigrades, 
et  sous  la  pression  de  o",8o.  Sachant  que  le  poids  du 
mètre  cube  d’hydrogène,  à la  température  o*  et  sous  la 
pression  moyenne,  est  de  89*, 4,  nous  ferons  P =3  89*, 4 ; 
h = ©“,76;  et  comme  nous  avons,  d’après  la  question, 
H =5  o“,8o,  et  p = 100,  la  formule  nous  donnera  . 


Q 


89’, 4 . 

1,375  0,7(1 


08*, 44»; 


le  poids  demandé  est  donc  à peu  près  do  68  grammes 
et  demi. 

Voici  la  table  des  poids  d’un  litre  des  principaux  gaz, 
d’après  les  expériences  les  plus  exactes. 


Table  des  poids  d’un  litre  de  gax  à o%  et  sous  la  pression 
de  o", 76. 


JKoni  Je*  g»t , Pont*  ««  |r«yBaltt. 

Air  atmosphérique *,290* 

Gaz  hydriodique # 5,7719 

— - fluo-silkique.  4;^4a3 

— cliloro-carboniquc. . 4>4*56 


La  force  élastique  des  vapeurs  n’est  pas,  comme  celle 
des  gaz  permanens,  susceptible  d’un  accroissement  In- 
défini ; car,  lorsqu’on  comprime  une  vapeur,  il  arrive 
toujours  un  point  où  la  vapeur  se  condense  et  repasse  à 
l’état  liquide  : sa  force  d’expansion  n’étant  plus  suffi- 
sante pour  faire  équilibre  à la  pression;  mais,  hors  de 
ce  point  de  condensation,  les  vapeurs  isolées  se  com- 
portent exactement  commo  les  gaz,  et  on  peut  leur 
appliqueras  lois  précédentes.  Il  est  probable  que,  si  l’on 
pouvait  produire  des  pressions  suffisantes,  tous  les  gaz 
se  liquifieraient  ; c’est  du  moins  ce  qui  a été  fait  pour 
plusieurs  gaz  considérés  jadis  comme  permanens,  et 
nous  devons  en  conclure  que  la  loi  de  Mariotte  et  celle 
de  la  dilatation  des  gaz  ne  s’étendent  pas  généralement 
à toute  température  et  à toute  pression. 

La  force  élastique  des  vapeurs  se  nomme  plus  parti- 
culièrement tension , et  on  désigne  sous  le  nom  de  ten- 
sion maximum  celle  qui  fait  équilibre  à la  pression  au 
moment  où  la  vapeur  eBt  contrainte  de  repasser  à l’état 
liquide.  Dolton,  è qui  on  doit  à peu  près  tout  ce  qui  est 
connu  sur  la  théorie  des  vapeurs,  a reconnu  : 

i*  Qu’un  liquide  vaporisable,  mis  en  contact  avec  un 
espace  vide,  émet  instantanément  toute  la  Yapueur  qu’il 
peut  former  ; 

a*  Que  la  quantité  de  vapeur  produite  est  proportion- 
nelle à l’étendue  de  l’espace  vide  ; 

3#  Que  tfc  force  élastique  est  indépendante  de  retle 
étendue,  c’est-à-dire  qu’elle  a une  valeur  déterminée 
pour  chaque  température,  laquelle  ne  varie  point  lors 
même  que  l’étendue  de  l’espace  vide  varie  ; 

4“  Qu’en  augmentant  l’espace  dans  lequel  la  vapeur 
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sc  forme,  il  s’en  émet  une  plus  grande  quantité,  s’il  y 
a excès  de  liquide; 

5*  Enfin,  que  si  tout  le  liquide  est  Taporisé,  la  Ta- 
peur se  dilate  comme  un  gai. 

Dans  ce  dernier  cas,  si  l’espace  diminue  ou  si  la  tem- 
pérature baisse , uuc  portion  de  la  Tapeur  repasse  à 
l’état  liquide,  de  manière  que  la  partie  restant  ù l'état 
gazeux  n’a  que  la  tension  et  la  densité  qui  doivent  cor* 
respondre  à la  température , d’après  ce  qui  vient  d’ètre 
dit,  3°. 

Dalton  a reconnu,  en  outre,  que  lorsqu'il  se  trouve 
une  quantité  suffisante  de  liquide,  chaque  accroissement 
de  température  produit  une  émission  de  nouvelles  va- 
peurs et  que  la  force  élastique  de  ces  vapeurs  croit 
beaucoup  plus  rapidement  que  celle  des  gaz  dans  les 
mêmes  circonstances.  Par  exemple , la  force  élastique 
de  la  vapeur  d'eau  sur  un  excès  de  liquide  croit  dans 
le  rapport  de  i ù i5o,  lorsque  la  température  passe  de 
o*  à 100;  tandis  que  celle  des  gaz  permanens  et  des 
vapeurs  isolées  n’augmente  que  dans  le  rapport  de  î à 
1,375.  C’est  cet  accroissement  prodigieux  de  force  élas- 
tique qui  rend  la  vapeur  d’eau  le  plus  précieux  et  le 
plus  puissant  de  nos  agens  mécaniques. 

11  y a donc  deux  cas  à considérer  pour  évaluer  la 
force  élastique  des  vapeurs  : celui  où  elles  sont  pro- 
duites sur  un  excès  du  liquide  vaporisablc , et  celui  où 
elles  sont  isolées  et  soumises  à des  pressions  inférieures 
à leur  tension  maximum.  Dans  ce  dernier  cas , les  va- 
peurs se  comportent  comme  les  gaz  permanens , de  sorte 
que  tout  ce  que  nous  avons  dit  de  ceux-ci  leur  est  ap- 
plicable. Dans  le  premier,  les  vapeurs  ne  peuvent  ni 
augmenter,  ni  diminuer  de  tension  par  la  diminution 
ou  l’augmentation  de  l’espace  qu’elles  occupent;  mais 
cette  tension  varie  beaucoup  plus  rapidement  que  celle 
des  gaz  par  les  changemens  de  température.  Quant  aux 
lois  de  la  variation  des  tensions,  elles  sont  encore  in- 
connues. 

L’emploi  de  la  vapeur  d’eau  comme  moteur  devait 
engager  les  physiciens  & s’occuper  de  la  détermination 
de  sa  force  élastique  à de  hautes  températures;  cepen- 
dant , jusqu’en  i83o,  où  furent  publiées  les  expériences 
faites  par  MM.  Arago  et  Dulong,  d’après  la  demande 
du  gouvernement  français,  on  ne  connaissait  que  des 
tensions  inférieures  à huit  asmosphères,  et  encore  les 
résultats  obtenus  par  différent  observateurs  étaient  loin 
de  s’accorder  entre  eux.  MM.  Arago  et  Dulong,  à l'aide 
d’appareils  très-ingénieux  et  en  employant  un  mode 
d’expérimentation  qui  ne  permet  pas  de  supposer  la 
moindre  erreur,  ont  constaté  directement  les  tensions 
de  la  vapeur  d’eau,  depuis  sa  production  à ioo‘  jusqu'à 
la  température  de  234*,2  où  elle  est  équivalente  à 34 
atmosphères.  Leur*  résultats  sont  consignés  dan?  Je 
tableau  suivant. 


FOR 

Table  de*  force*  é la* tique*  de  la  vapeur  d'eau  et  des  tem- 
pératures correspondante s de  1 à 34  atmosphère*. 


Tesftptralnrtf  «■put' 

Tension  de  1*  rspuir. 

Pre-ion 

sur 

en  prenant  la  prenwa  de 

flir  an  .«  nlunctre  '»tr« 

le  llirtau>i«(t>r  • «meure. 

ratsa«*pbcre  pour  nuilr. 

rn  Vil  lira mmr<. 

100°  . . . 

. . . i . . . . 

. iv,o33 

113,3  . . . 

...  1 * « • 

>>  549 

i»i>4  • • • 

...  2 . . . • 

. 3,  066 

138,8  . . . 

...  3 ‘/s*  • • 

. a,  58a 

1 35, 1 . . . 

...  3 . . . . 

3, 099 

i.'|0,6  . . . 

...  3 • . 

. 5,  6i5 

..',5,4  . . .■ 

...  4 . . . . 

. 4,  .3ï 

149,06.  . . 

...  4 */i*  • • 

• 4, 048 

1 53,08.  . . 

...  5 . . . . 

. 5,  i65 

i53,8  . . . 

...  5 ^/j*  • . 

. 5,  es. 

160,3  . . . 

...  0 . . . . 

• flp  1 98 

i63,48.  . . 

. . . 6 */,.  . . 

• 6,  714 

i66,5  . . . 

...  7 . . . . 

7,  i3. 

.09,37. . . 

...  7 ’/..  . . 

• 7>  7Î7 

173,1  . . . 

...  8 . . . . 

. 8, 1O4 

.77,.  . . . 

...  9 . . . . 

• 9>  397 

l8l,6  . . . 

«*•  10.... 

. ) 0,  33u 

186,  o3.  . . 

. . . il  ...  . 

. 1 1 , 363 

190,0  . . . 

...  12..... 

. 12,  3<j(> 

193,7  . . . 

...  i3  . . • • i 

• >3.  4*9 

>97. "9-  • • 

...  14  . . . . 

. .4, 46a 

300,48.  . . 

. . , i5  

• >5,  495 

3û3,6o.  . . 

...  16  . . . . 

. 16,  5a8 

306,57.  . . 

. . . 17  ...  . 

. 17,  56 1 

109.4  • • • 

...  1 8 ...  . 

18,  594 

313,1  . . • 

...  19**** 

• >9, 617 

314,7  . . . 

...  30  ...  . 

. 20,  660 

117,1  . . . 

...  21  ...  • 

2 1 , 693 

1.9,6  . . . 

...  22  .... 

. 33,  726 

231,9  • * * 

...  2 ù .... 

■ »3,  759 

. 324,  a . . . 

...  2-|  .... 

• *4>  793 

La  température  et  la  force  élastique  sont  liées,  dans 
les  limites  de  cette  table , par  la  formule 

/■=(  1 + 0,7153/)*, 

dans  laquelle  /'désigne  la  tension  exprimée  en  atmo- 
sphères, et  / la  température  à partir  de  100",  et  en  pre- 
nant pour  unité  l’intervalle  de  100*.  Par  exemple,  pour 
connaître  la  force  élastique  correspondante  à 180%  il 
faudrait  faire  / = 0,80.  Cette  formule  s’adapte  si  bien 
aux  expériences  que , quoique  sa  déduction  soit  entiè- 
rement cmpiriqnc,  on  croit  pouvoir  étendre  son  appli- 
cation jusqu’à  5o  atmosphères,  aumoius,  sans  craindre 
des  erreurs  trop  considérables.  Si  l’on  voulait  con- 
naître , par  son  moyen,  à quelle  température  la  vapeur 
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a une  tension  de  5o  atmosphères,  on  lai  donnerait  la 
forme 

t = 'Sf—'. 

0,7153  ’ 


Si  le  piston  supportait  sur  sa  face  extérieure  une 
pression  constante  mesurée  par  le  poids  d’une  colonne 
de  mercure  d’une  hauteur  — h\ , on  aurait  pour  la  pres- 
sion en  sus  qu’il  faudrait  exercer  contre  ce  piston, 
quand  le  volume  du  gaz  serait  x , 


et,  en  faisant  f — 5o,  on  trouverait 


‘=^7Ï531  = ,’6589- 


c'est-A-dire  que  la  température  cherchée  est  de  afi5*,8j). 

Examinons  maintenant  comment  on  peut  employer 
les  gaz  et  les  vapeurs  en  qualité  d’agens  mécaniques. 

Une  quantité  donnéo  de  gaz  renfermé  dans  un  vase 
est  un  ressort  comprimé.  En  le  laissant  se  dilater  et 
passer  de  son  volume  actuel  A A un  autre  volume  B , 
cette  dilatation  pourra  produire  une  certaine  quantité 
d’action  évidemment  égale  à celle  qu’il  faudrait  em- 
ployer pour  comprimer  le  gaz  du  volume  B au  volume  A. 
Supposons  que  dans  scs  variations  de  volume  le  gaz 
conserve  toujours  la  même  température,  et  considérons 
un  volume  de  gaz  contenu  dan9  un  cylindre  dont  la 
base  ait  l’unité  de  surface,  et  qui  soit  fermé  par  un 
piston  contre  lequel  on  exerce  toujours  une  pression 
capable  de  faire  équilibre  à la  force  élastique  du  gaz. 

Nommons  A et  B les  volumes  du  gaz  à deux  époques 
données;  x une  valeur  intermédiaire  quelconque  entre 
A et  B;  H la  hauteur  de  la  colonne  de  mercure  qui  fait 
équilibre  à la  force  élastique  du  gaz,  quand  son  volume 
est  A ; p le  poids  de  Tunité  de  volume  du  mercure. 

Les  pressions  étant  en  raison  inverse  des  volumes, 
lorsque  la  température  est  constante,  nous  aurons,  pour 
la  pression  exercée  contre  le  piston  mobile , lorsque  le 
îolume  du  gaz  est  x, 


La  quantité  d’action  pour  diminuer  cc  volume  de  dx 
sera  donc 

— pH  . ^ dx. 


Prenant  l’intégrale  de  cette  quantité,  entre  les  limites 
x=  A et  x — B,  nous  obtiendrons,  pour  la  quantité 
d'action  capable  de  faire  passer  le  volume  de  la  gran- 
deur B à la  grandeur  A,  l’expression 

pHA  ]og®, 

qui  représente  en  même  temps  la  quantité  d’action  que 
le  gaz  peut  développer  en  sc  dilatant  librement  du  vo- 
lume A au  volume  B. 


la  quantité  d’action  nécessaire  pour  diminuer  le  volume 

de  dx  deviendrait 
% 

Intégrant  entre  les  limites  x = A , x = B,  on  trouve- 
rait, pour  la  quantité  d’action  développée  par  le  gaz, 
en  se  dilatant  du  volume  A au  volume  B,  sous  la  pres- 
sion constante  ph , 

(iHA . log. ? — f>A  (B — A). 

Ce  résultat  nous  apprend  que  si,  sous  la  pression  h 
on  avait  échauffé  uu  volume  de  gaz  A,  de  manière  à lui 
procurer  une  force  élastique  H plus  grande  que  h,  et 
que,  maintenant  toujours  la  température  au  mémo 
degré , on  laissait  dilater  ce  gaz  jusqu’à  ce  que  son  vo- 
lume fût  devenu  B,  la  quantité  d’action  qu’il  aurait  pu 
produire  serait  capable  d’élever  à un  mètre  le  nombre 
de  kilogrammes  qu’on  obtiendrait  en  substituant  dans 
la  formule  les  valeurs  numériques  représentées  par  les 
lettres. 

L’évaluation  des  effets  des  machines  à feu  est  prin- 
cipalement fondée  sur  la  comparaison  entre  la  quantité 
de  chaleur  développée  et  la  quantité  d’action  obtenue. 
Connaissant  la  capacité  calorifique  d’un  gaz  («oy.  Cha- 
LSta),  on  peut  bien  déterminer  la  quantité  de  chaleur 
nécessaire  pour  élever  la  température  d’un  volume 
constant  de  ce  gaz;  mais  comme  la  température  des 
gaz  s’abaisse  lorsqu’ils  se  dilatent,  il  serait  nécessaire, 
lorsque  le  volume  augmente , de  fournir  de  nouvelles 
quantités  de  chaleur,  et  la  science  ne  possède  pas  encore 
les  moyens  d’évaluer  exactement  soit  la  quantité  de 
chaleur  nécessaire  pour  maintenir  A une  même  tempé- 
rature un  gaz  qui  sc  dilate  , soit  rabaissement  de  tem- 
pérature qui  résulterait  de  sa  dilatation,  si  les  parois  dans 
lesquels  il  est  contenu  ne  lui  transmettaient  point  de 
chaleur.  On  ne  peut  donc  encore  soumettre  A un  calcul 
exact  les  machines  dans  lesquelles  l’agent  moteur  serait 
un  gaz  échauffé. 

Conservant  les  dénominations  précédentes,  consi- 
dérons encore  le  cas  où  la  pression  du  gaz  sur  le  piston 
demeure  constante,  cc  qui  a lien  lorsqu’une  nouvelle 
quantité  do  fluide  vient  à chaque  instant  compenser  la 
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diminution  d’élasticité  produite  par  la  dilatation  « et  ce 
qui  est  proprement  lo  cas  de  la  Tapeur  d’eau  dans  les 
pompes  à feu.  pli  étant  toujours  la  pression  intérieure 
lorsque  le  rolume  est  À , le  sera  encore  lorsque  le  vo- 
lume  est  B;  et,  pour  diminuer  ce  volume  d’une  quan- 
tité dx , le  piston  étant  supposé  libre  de  toute  pression 
extérieure,  il  faudra  employer  contre  ce  piston  une 
quantité  d’action  égale  à 

plldr. 

# 

La  quantité  d’action  pour  ramener  le  volume  B au 
volume  A,  ou  la  quantité  d’action  développée  par  la 
vapeur,  en  passant  de  A à B,  sera  donc  l'intégrale  de 
yUdx  prise  entre  les  limites  x = A,  x = B,  c’est- 
à-dire 

pli  (B— A). 

Il  est  facile  de  voir  que  si  le  piston  supportait  une  pres- 
sion extérieure  constante  pA,  la  quantité  d’action  de  la 
vapeur  serait 

p(H  —A)  (B— A). 

Nous  examinerons  ce  qui  concerne  plus  particuliè- 
rement la  vapeur  de  l’eau  au  mot  Varica. 

FRACTIONS  CONTINUES.  (Alg.)  La  théorie  des 
fractions  continues,  considérée  sous  le  point  de  vue  gé- 
néral indiqué  tome  I , page  58o,  et  tome  II,  page  345 , 
est  une  partie  très-importante  de  la  science  des  nombres, 
car  on  a pu  voir,  dans  les  articles  cités,  que  ces  fractions 
constituent  un  mode  universel  de  génération  technique 
souvent  plus  simple  quo  les  dévcloppemens  en  séries, 
et  toujours  préférable  sous  le  rapport  de  la  convergence. 
Nous  allons  compléter  ici  plusieurs  points  essentiels  de 
cette  théorie  et  examiner  ce  qu’on  nomme  les  fractions 
continues  périodiques , dont  nous  n’avons  point  parlé 
dans  nos  deux  premiers  volumes. 

i . X exprimant  une  .quantité  quelconque , la  forme 
la  plus  générale  de  sa  génération  technique  en  fraction 
continue  est 
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Si  l’on  prend  successivement  la  somme  de  fl#  avec 
une,  deux,  trois,  etc.,  fractions  intégrantes,  on  obtiendra 
les  réductions  consécutives 

°.-K_  _ «,«.+*. 

fl,  a,  ’ 

•rHi. __  fliaiai~H<,fl|-Mifli 

°.+*t  atai+*i  ’ 

«, 

a,-*  6,  a,a1a,a,-|-t,a,a,-(-4,a,«,-(-6,ala,-)-t,6, 

_ ""Wi+Vi+V.  ’ 

a.~R 

«, 

etc.  *=  etc. , 

auxquelles  on  peut  donner  les  formes  suivantes,  plus 
propres  à rendre  sensible  la  construction  du  numéra- 
teur et  du  dénominateur  de  chaque  somme,  au  moyen 
des  numérateurs  et  des  dénominateurs  des  sommes  pré- 
cédentes ; 

0,0,  + *1 

o, 

a,(aiai  + M + ftia. 

0,0, +6, 

o,  £ai(atai  + + b,(o,«,  b,) 

a>(a!ai +®i)  + MT 

etc etc. 

Formant  donc  deux  suites  de  quantités  P,,  P,, 
P,,  etc.  Q,,  Q,,  Q ,,  d'après  la  loi  très-simple  de  con- 
struction ....  (a) 

p,=a, 

P,  = a,P,  + 6, 

P,  = a.P,+»,P. 

P|  = a.Pi+»»P. 

P.  = a.P.  + ‘,P,. 

etc.  = etc. 

Pfi=O^Pp_ P (J— 7 


Q,  = 1 
Q,— «iQ. 

Qi=°iQi+6.0. 

<?.=«.  Q.+ft.Q, 

Qi=a.  Oi+^iQi» 
etc.  = etc. 

Q/*  = ty  Qp— Qy—T, 


x = 0,+b, 

°i+i 

a‘  + lh 

o,  +É, 

o,  4- A 

a, -(-etc., 

dans  laquelle  les  fractions  partielles  — , etc., 

a,  fl,  o, 

ont  reçu  le  nom  de  fraction*  intégrante*,  que  nous  leur 
conserverons. 


on  aura  évidemment 


P, 

o!  == a,: 


■o,+- 


ïi 

Q. 

etc  = etc 
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f.n  général,  ^ sera  la  valeur  donnée  par  les  fi  pre- 
mières fractions  intégrantes , ou  la  valeur  de  la  fraction 
continue  en  ne  tenant  pas  compte  de  tout  ce  qui  suit 
le  dénominateur  a p. 

P P P 

Or,  les  quantités  successives  ^ , etc.,  que 

Qo  Q*  vj 

nous  nommerons  fractions  principales , sont  alternati- 
vement plus  petites  et  plus  grandes  que  la  valeur  to- 
tale X de  la  fraction  continue,  et  il  est  essentiel,  avant 
tout , de  pouvoir  déterminer  le  degré  d’approximation 
qu’on  obtient  lorsqu’on  choisit  une  quelconque  de  ce» 
fractions  pour  valeur  approchée  de  X. 

a.  Si  nous  prenons  la  différence  de  chaque  fraction 
principale  avec  celle  qui  la  suit  immédiatement,  nous 
trouverons 


Q,  Q,  Q.Q,  ’ 

p.  p.  _ p.  Q.  — p.  Q, 

Q.  . Q.  Q.Q.  ’ 

p.  P,P.Q,  -p.Q. 
Q.  Q,  Q.Q.  ’ 

etc.  = etc.. 


et,  en  général, 

P e*— i P>i P fi — i Qp  — Py  Qp — i 

Qp-i  Qp  Qp— i Qp 
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et  observons  qu’on  a , d’après  la  loi  (a)  de  construction, 

Pp  = dp.  Pfi_i  bi i_i  Pp— a, 

Qp  = <*p  Qp-i  -h  V-*  Qj*— s* 

Si  nous  multiplions  la  première  de  ces  égalités  par 
Qp_i , et  la  seconde  par  PfJi 4 , il  viendra 

P p Qp— i Pp_i  Qp— i + &p-i  Qp— i» 

Pp— i Qp  ==  <*p  Pp— i Qp— i “h  bfi—i  Pp-i  Qf*-2  j 

d’où,  en  retranchant  la  première  égalité  de  la  seconde, 
Pu— t Qp  — Pp  Qp — i = èp — i £pp— i Qfi-j  Pu_î  Qp-,]  t 

cc  qu’on  peut  mettre  sous  la  forme 

Pp-i  Qp — Pp  Qp- 1 — — V- 1 £p  p — «Qf*  -i  —Pj*-i  Qp-j]  • 

Il  résulte  de  cette  expression  que  le  numérateur 
d’une  différence  quelconque  est  égal  au  numérateur  de 
la  différence  précédente  pris  avec  un  signe  contraire  et 
multiplié  par  le  numérateur  de  la  dernière  fonction  in- 
tégrante employée.  En  désignant  par  Dp  le  numérateur 
d’une  différence,  nous  avons  donc  la  relation  générale 


Dp  = *—  bu.  _ i Dp—  j , 


et,  par  suite,  les  égalités 


Ces  différences  peuvent  servir  de  limites  pour  ap- 
précier le  degré  d’approximation  de  chaque  fraction 
principale , car  la  valeur  totale  X étant  comprise  entre 
P P 

et  ~ , on  a nécessairement 
Qp-i  vp 


Dp— * — — èp— a Dp— a t 
Dp-j  = — 6p— j Dp— j. 


D,  — — bx  D„ 
D,«~*âD., 


Pp—  I Pp  V P p 1 V 

Qp-i  Qp  Qp-i 


p 

Ainsi , en  prenant  pour  valeur  approchée  de  X , 

vp— » 

Terreur  en  plus  ou  en  moins  sera  plus  petite  quo 


Pp— i Qp  — Pp  Qp- » > 

Qp— » Qp 

3.  Les  numérateurs  de  la  suite  des  différences  des 
fractions  principales  consécutives  ont  entre  eux  des  re- 
lations qu’il  est  nécessaire  de  connaître.  Considérons 
les  deux  différences  successives 

Pp — 2 Pp— ! P p"»2  Qp— » ***  ^V— * Q/1 — ^ 

Qp— 2 Q/»-*  Qp-a  Q**-1 

Pp— t Pp— i Qm  — Pp  Qp-» 

Qp— » Qp  Qp-i  Qp  , 


dont  la  dernière  sc  réduit  & 
à cause  de 

d,  = P0  Q,  — P.Q*  = fl.flt  — fli  «#  — K 

Substituant  la  valeur  de  Ds  dans  celle  de  D, , puis  celle 
de  D,  dans  celle  de  D4 , et  ainsi  de  suite , nous  obtien- 
drons pour  la  construction  absolue  de  Dp  l’expression 

Dp=( — î)1*.  bt.bi.b1. 6,  ....  6p_,; 

ce  qui  nous  donne,  pour  la  différence  générale, (b) 

V-.  K -b,.  K -h 

Lorsque  tous  les  numérateurs  dea  fractions  intégrantes 
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sont  égaux  entre  eux,  cette  différence  générale  est  sim- 
plement, b désignant  le  numérateur  commun ...... (e) 


FRA 

Situation  du  second  degré  qui  donne  pour  la  valeur 
de  a; 


* = -^  + îl/(0,+4)- 


En  faisant  6=t  i,  ce  qui  est  proprement  le  cas  des 
fractions  continues  numériques,  on  obtient  pour  l'ex- 
pression générale  de  la  différence  entre  deux  fractions 
principales  consécutives  ....(</) 


Soit,  par  exemple,  a = a,  on  a 


x — — 1 + ^ \/8  « — i -f-  v/î- 


comme  nous  l'avons  démontré,  tome  I,  page  $77. 

l\.  Ces  relations  générales  étant  posées,  procédons 
à l'examen  des  fractions  continues  périodiques,  c’est-à- 
dire  des  fractions  continues  composées  d'un  nombre 
déterminé  de  fractions  intégrantes  se  reproduisant  dans 
le  même  ordre  à l’infini.  Telles  sont,  par  exemple,  les 
fractions 

1 

«-h  * 

a H*  _ 

«+i 

o-j-ctc., 


a -j-  1 

«+! 

fc  + de.. 


dont  la  première  n’a  pour  période  qu’une  seule  fraction 
intégrante  - , et  la  seconde  deux  fractions  Quel 

que  soit  le  nombre  des  fractions  intégrantes  d’une  pé- 
riode , la  valeur  totale  de  la  fraction  continue  est , 
comme  nous  allons  le  voir,  une-  quantité  irrationnelle 
du  second  degré. 

Désignons  par  x la  valeur  inconnue  de  la  fraction 
continue  périodique  à une  9cule  fraction  intégrante  - , 


ou  posons 


Ainsi, 


a + J 

a -f-  etc. 

Soit  encore  a = G , ce  qui  donne  x = — 5 -f-  \/\  o , 
on  aura  de  même 

t/,"=3+è+1_ 

G -j-  l 

G -f-  etc. 

5.  Désignons  toujours  par  x la  valeur  de  la  fraction 

continue  à périodes  de  deux  fractions  intégrantes  -,  i, 

a b 

nous  aurons,  en  coupant  la  fraction  après  la  première 
période, 


x 


« + » 

b -f-  x; 


d’où 


x 


+ * . 


ab  -f-  ax  -f-  1 * 


«4-y 

a -[-etc. 

Aucune  différence  finie  ne  pouvant  exister  entre  les  va- 
leurs de  la  fraction  continue  prise  en  partant  de  la  pre- 
mière ou  de  la  seconde  fraction  intégrante,  nous  avons 
évidemment  encore 


«Tort 

<MP  + X*  as  1 , 


et,  par  suite, 

ax"1  -j-  ab: r = 6, 

équation  du  second  degré,  dont  on  tire 


6 1 

« + 1 _ 

b -f*  etc. 
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Dans  le  cas , par  exemple,  de  o = 2,  b = 4>  on  aurait 


l/6  = a + 


a+J 

4 - 1-  etc. 


fra  m 

Multipliant  les  deux  termes  de  la  fraction  par  \/\ i-f-3, 
il  viendra 


b = îM,A±5)  = i/ii  + 3, 


d’où  nous  pourrons  poser 


Il  est  facile  de  voir  qu'en  suivant  la  même  marche 
on  ramènerait  à une  quantité  irrationnelle  du  second 
degré  la  valeur  d’une  fraction  continue  périodique 
quelconque. 

6.  Réciproquement,  une  quantité  irrationnelle  du 
second  degré  étant  donnée,  on  peut  toujours  la  déve- 
lopper en  fraction  continue  périodique.  Yoici,  d'abord, 
le  procédé  connu.  Soit  proposé  y/ \\  \ la  valeur  de  cette 
racine  étant  comprise  entre  3 et  /j,  posons 

V/..  = 3 + i- 

et  dégageons  de  cette  équation  la  valeur  de  A,  ce  qui 
donne 


B = i/u 5 = C + 


ainsi 

l/u  = 3 -f-  1 

5 + 1 

6-hi 

C* 


La  dernière  équation  donnant 

==l/ii4-3  — 6 = v/'1  — 


et 


4 1/11—3' 

Multipliant  les  deux  ternies  du  second  membre  par 
{/ 1 1 -f-  3,  il  viendra 

A =^+5, 


c~77r~ 5' 

on  voit  que  la  valeur  de  C est  la  même  que  celle  de  A, 
de  sorte  qu’en  partant  de  A ou  de  C , on  ne  peut  que 
trouver  la  suite  des  mêmes  dénominateurs  3 et  0 A l’in- 
fini. On  a donc  définitivement 


à cause  de  ( \/\  1 — 3)  (\/ 1 1 -j-  3)  = 1 1 — 3*  = a.  Or, 
la  valeur  du  numérateur  du  second  membre  étant  entre 

3-j-3  = Get4-f-^==7>  celle  de  H est  entre  ~ et  ^ ; 
elle  donne  3 plus  une  fraction  que  nous  désignerons 
par  en  posant 

nous  aurons  donc  déjà 

v/u==3+r+T: 

B 

mais 

1 _-V/|l+5_5 

T a 

et,  par  conséquent, 


l/n  =34- —7  ^ 

6+' 

3 + î 

G -|-  etc. 


7.  Tout  l'artifice  de  cette  transformation  consiste  à 
déterminer  ainsi  les  dénominateurs  des  fractions  inté- 
grantes successives , jusqu’à  ce  qu’on  ait  trouvé  pour 
l’un  de  ces  dénominateurs  une  expression  identique 
avec  celle  d’un  dénominateur  précédent  ; on  connaît 
alors  toutes  les  fractions  intégrantes  d’un  période,  et, 
par  conséquent,  la  fraction  coutinuc  elle -même.  On 
trouverait,  de  cette  manière,  pour^/G,  par  exemple, 


✓6= *+x* 

* 1 ■V6+»_ 

— 1/6  — a ~ a 

„ » a(t/6  + a) 

V/0  — »•“  a 


TP 


4 + 


<T’ 


Tou.  111. 


C = 


i/o. 


Î3 
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arrêtant  le  calcul  à C , parce  que  l’expression  de  C est 
identique  avec  celle  de  A,  on  a 


1/6=  » + 


*+  ' 


f-FI  _ 


4 + ctc., 


comme  nous  l’avons  trouvé  ci-dessus  par  l’opération 
inverse,  c’est-à-dire  en  partant  de  la  fraction  continue 
pour  obtenir  sa  valeur  totale.  Prenons  pour  dernier 
exemple  i/i3;  voici  le  tableau  des  calculs  : 


V/.3  = 3 + i, 


A = 

■ 

l/.3  — 3 

n 

to 

s 

ii 

' + B> 

B=s 

4 

l/i3  — i 

3 

l+Ë> 

C = 

3 

t/13+ï 

. i ' 

l/i3 — a 

3 — 

,+D> 

D = 

3 

_l/i3  + i 

. i ' 

l/»3  — i 

■ 4 œ 

+ K’ 

E“?i&=r-v',5+ï-#+v» 


F = - 


V'3  — 3' 

La  période  recommence  à F , ainsi 


l/,3  = 5+i-pT 


> + ' 


* + _L_ 
8+' 
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ou  désignant,  pour  plus  de  simplicité,  N — a*  par  b, 
bz*  = aax  + i ; 

divisant  les  deux  membres  de  cette  dernière  par  bz , il 
viendra 

ao  , i 

r = T ' ïi' 

remplaçant  z dans  le  second  membre  par  sa  valeur 
donnée  par  ce  second  membre,  on  aura 

w aa  j î 

~ h ' /««  .“T 


(”+s) 


«/  l * 

2(1  -f-  - 

ce  qui  donnera,  de  la  meme  manière  , 

an  . 1 

X b "'"aa-f- 1 


F+- 


et  ainsi  de  suite,  à l'infini. 

Substituant  la  valeur  développée  de  z dans  (e),  nous 
aurons  généralement ....(/’) 


^ = a + -- 


20  + * 


T + ‘ 


8.  Voici  maintenant  un  autre  procédé  beaucoup 
plus  simple  et  qui  n'exige  aucun  calcul  de  transforma- 
tion. Soit  N un  nombro  entier  quelconque,  mais  dont 
la  racine  carréo  est  irrationnelle.  Désignons  par  a In 

partie  entière  de  la  racine,  et  par  * sa  partie  fonction- 
naire, nous  aurons  ....(a) 

V/N  = 0 + i. 

Élevant  les  deux  membres  de  cette  égalité  à la  seconde 
puissance,  nous  obtiendrons  l’équation 

(N  — a5) z1  = laz i ; 


20  , 

T+' 


20  -f-  CtC. 


Toutes  les  fois  que  -j-  sera  un  nombre  entier , la  ra- 
cine i/N  sera  donnée  par  une  fraction  continue  à pé- 
riode de  deux  fractions  intégrantes;  dans  tous  les  au- 
tres cas  on  la  ramènera  à la  forme  très-simple  ....  (ÿ) 


V/N=o  + 


20  -{-  b 


2(1 -|- 6 

afl  -f-  b 


20  -f-  b 


20  -f-  etc. 
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Soit,  par  exemple,  N = i3,  ou  a alors  a = S et 
N — a'  = i3  — 9 = 4 = 61  donc 

v/.3=3+|T1_ 

6 + 4 

6 -|-  elc. 

q.  Lorsque  les  fractions  intégrantes  sont  beau- 
coup plus  petites  que  l'unité , les  fractions  principales 
consécutives  convergent  si  rapidement  vers  la  valeur 
totale  de  \/S , qu’il  n’existe  aucun  moyen  plus  simple 
et  moins  laborieux,  pour  obtenir  les  valeurs  approchées 
de  cette  quantité,  que  d'effectuer  les  calculs,  d’ailleurs 
si  faciles,  indiqués  par  les  expressions  (a).  Prenons 
pour  exemple  1/487,  dont  la  valeur  entière  est  aa,  ce 
qui  nous  donne 

N = 487 , a = aa,  6 = N — a*  = 487  — 484  = 5 , 
et,  par  suite , 

1/487  + 

44+3  ' 

44  + etc. 

Comparant  avec  les  formules  générales  (a),  nous  ayons 


Or, 

= 33,06807633.... 

»<H9 

Ainsi , comme  les  deux  dernières  décimales  seules  peu- 
vent être  trop  faibles,  on  a,  avec  six  décimales  exactes, 

1/487  t==  33,068076. 

p # 

La  quatrième  fraction  principale  * , réduite  en  déci- 

» j 

males,  donne 

l885(»73  ,,Q  c . 0 

-^£-  = 33,  068  076  490  96...., 

dont  les  neuf  premières  sont  exactes.  Pour  s’en  assu- 
rer, il  faut  calculer  Q*»  afin  d’avoir  la  limite 

_3“_ 

Q.Q.' 

On  trouve  QA  = 3655539;  cl>  cn  réduisant  la  différence 
en  décimales,  il  vient 

81  r 

— — — aa  O,  OOO  000  000  350.... 

85448  x 3655539  * ^ 


d'où 


fl,  =33, 

«I  =■< 

bt=abt=b%z= 

P*=  »3, 

P|Œ  97»  > 

4*79° > 

P,  = 1885673, 
etc 


t.  = etc.  *=  44  9 
>,  = etc.  = 3 ; 

Q.=  *, 

Qi  = 44» 

Q,=  1939, 
Q,  = 85448 , 
etc 


Si  l’on  11c  demandait  que  six  décimales  exactes  à la  ra- 
cine , la  troisième  fraction  principale 


P, 43790 

ÿj—  >939 

serait  déjà  suffisante,  car,  d’après  l’expression  (rf),  on  a 

Q~ 1/487  < ~ 1939  X #544»  ’ 

ce  qui  donne,  en  réduisant  cn  décimales, 
p 

I/487  — - <0,000000163.... 


C’est  la  limite  de  l’erreur  cn  plu»  qu’on  peut  commettre 

p 

en  prenant  pour  la  valeur  de  1/487;  on  a donc, 
V*  • 

avec  neuf  décimales  exactes , 

1/487  = 33,  068  076  490. 


Cet  exemple  nous  parait  suffisant  pour  montrer  l’utilité 
des  fractions  continues  dans  l’extraction  des  racines 
carrées. 

10.  Quels  que  soient  les  avantages  que  nous  venons 
de  signaler,  l’usage  des  fractions  continues,  pour  l’ex- 
traction des  racines,  serait  bien  borne  s’il  ne  pouvait 
s’étendre  aux  racines  des  degrés  supérieurs  au  second; 
mais  cette  extension  a lieu,  et  nous  allons  exposer  une 
méthode  générale  qui  embrasse  les  irrationnelles  de 
tous  les  degrés.  Considérons  la  racine  du  degré  m d’un 

nombre  entier  quelconque  N , ; désignons  par  a la 

plus  grande  puissance  m contenue  dans  ce  nombre,  et 
par  b l’excès  de  N sur  a,  nous  aurons 

v/N  = \/(o  + 6)  = {/<«■  (' +a)  ’ 

A 

a étant  une  puissance  exacte,  le  facteur  \/ a est  un  nom- 
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brc  entier;  ainsi,  nous  avons  seulement  à nous  occuper 


de  la  quantité  irrationnelle 


Pour  appliquer  à cette  quantité  le  développement  en 
fraction  continue  du  binôme  (1  a*)"  que  nous  avons 

donné  tome  I,  page  383,  substituons  dans  cedcvelop- 
1 . b 

pement  u m,  --  à x,  et  nous  obtiendrons,  toutes  ré- 

m a 


ductions  faites  ....(A) 


Construisant  avec  ces  valeurs  les  quantités  et  , 
nous  trouverons 


r.  = 

1 

Q.= 

1 

«*.= 

05 

Q.= 

«i 

P,  — 

■ 33 

Qi  = 

i3i 

P,  = 

u586l 

Q,= 

a5i7» 

<*.= 

5 a653 

Q.*= 

5 1 8G 1 

17081709 

Q.= 

1G8247G8 

etc.  = 

etc. 

etc.  — 

etc. 

1 ' — î )b 

aMm+'_)h_ 

7>ma-\-{im — i )b 

5ma-}-  etc.  , 


Nous  aurons  ainsi,  pour  la  suite  des  fractions  princi- 
pales alternativement  plus  petites  et  plus  grandes  que  la 
raciuc  demandée, 


i G5  1 53  i586i  5aG55 

i 9 G4  9 »3i  ’ a547a  9 5i8üi  * 


expression  dont  la  lui  est  évidente , car  la  suite  des  nu- 
mérateurs est 


La  cinquième,  réduite  en  décimales,  donne 


b,(m—i)b,  [m+ijb,  (2w—  l)t>,  (?«+!)*,  (3m—  l)A,  (3rn+l)S,  CIC. 


et  celle  des  dénominateurs 


1,015371591 1, 

quantité  dont  le  produit  par  3 est  la  valeur  approchée 
de  v/*7»  car 


ma,  a,  3ma,  3,  5ma,  a,  7ma,  2,  yma,  3,  etc. 

4 

Nous  choisirons  pour  exemple  1/17,  dont  nous  avons 
trouve  par  un  autre  procédé  (coy.  fi-dessus,  page  i3i) 
que  la  valeur  est,  avec  dix  décimales, 

4 

I/17  « 1,  o3o543i848. 

La  comparaison  des  deux  calculs  pourra  montrer  la  su- 
périorité de  la  présente  méthode. 

La  partie  entière  de  \/\ 7 étant  a,  a*  = tG  est  la  plus 
grande  quatrième  puissance  contenue  dans  17,  et  nous 
devons  faire  conséquemment  a = 1G , b = 1;  ces  va- 
leurs substituées  dans  (A),  donnent 


a -Ç  5^ 

*9»  + 7 

» + B 

3ao-j-elc. 


l>.7  = i/.G  . i>(.  + 7‘.)  = ai/(.  + i). 

Nous  avons  donc,  en  nous  arrêtant  à cette  cinquième 
fraction  principale, 

4 

1/17  = i,o3o545i8aa, 

valeur  dont  les  huit  premières  décimales  sont  exactes. 
En  prenant  la  sixième  fraction  principale 

Qs  17081709 
J»’  16834768 9 

on  trouverait 

k 

V/17  = a,  o3o543 184904.... 

Pour  évaluer  la  limite  de  l'erreur,  exprimée,  d’après 
la  formule  (&),  par 


Nous  avons  donc,  en  comparant  avec  les  formules  (a),  ^ l*aut  feuler  Q**  <lu  0,1  trouve  égal  à 34330007,  d où 

l'on  voit  que  l’erreur  en  plus  est  plus  petite  que 

°o=i,  <*i=64>  a, =a,  a,=i93,  a4= 3,  a, =3  20,  etc. 

6,=i,  64== 3,  6,=5,  bt =7,  64=9,  54=n,  etc. 


10395 

1G8347G8  X 34330007 9 
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ou  ne  peut  porter  que  sur  le  onzième  chiffre  décimal. 
Ce  onzième  chiffre  étant  zéro,  il  devient  évident  que  le 
dixième  est  trop  fort  d'une  unité,  et  qu’on  a seulement 
avec  1 o décimales  exactes, 


FRA 

faisant  dans  les  expressions  (a) 

a,=  i,  at=i53(>,  a,  = 2,  <(,=34608,  a4  = a , etc., 
bt  = — 3,  bt  = — 6,  bl  — — 12,  6,  = — 15 , etc.. 


* 

I/17  = 2,o3o545i848. 

En  formant  la  septième  fraction  principale 

Pb  34742601 

<JS  342^0007  ’ 

on  trouverait,  pour  les  douze  premières  décimales  de 
la  racine. 


V/17  = 2,o3o543  184884. 

11.  La  convergence  de  la  fraction  continue  (A)  étant 
d'autant  plus  grande  que  b est  plus  petit  par  rapport 
à a,  il  est  souvent  utile  de  prendre  pour  a non  la  plus 
grande  puissance  contenue  dans  le  nombre  proposé  N, 
mais  la  plus  grande  puissance  immédiatement  supé- 
rieure ; b devient  alors  négatif,  ce  qui  rend  toutes  les 
fractions  intégrantes  négatives  et  toutes  les  fractions 
principales  plus  grandes  que  la  valeur  totale  vers  la- 
quelle elles  convergent  en  décroissant  continuellement. 
Soit  a la  plus  grande  puissance  du  degré  m immédia- 
tement plus  grande  que  N et  b la  différence  entre  a 
et  N,  nous  aurons 

j/N  = l/(a— b)  = l/a  . i/£i  — 

*••••(«) 

K L a J ma — (m — 1)6 

2 — (nT\-i)b 

3 ma — (2m  — 1)6 
2 — etc. 


Il  suffira  de  donner  le  signe — aux  quantités  bt , bi9 
6,,  etc.,  dans  les  formules  («),  pour  pouvoir  les  appli- 
quer aux  réductions  consécutives  de  cette  fraction  con- 
tinue. 

S’il  s’agissait,  par  exemple,  d’extraire  la  racine  cubi- 
que de  Soy,  dont  la  valeur  est  comprise  entre  7 et  8, 
mais  beaucoup  plus  près  de  8 que  de  7,  car  7*  =44* 
et  8*  = 5 1 2,  on  ferait  a=5ia,  6 = 5 1 a — 609  = 3, 
et,  en  substituant  ces  nombres  dans  la  formule  (1),  on 
aurait 


2 12 

4608  — 1 5 

2 — etc., 


on  obtiendrait 


p.  = « . 

P,  = >533, 

P,  =3  3oGo, 

P,  = 14082084, 
etc.  = etc. 


Q,= 

Q,  = >536 

Q,  = 3 066 

Qi  = 14109696 
etc.  = etc. 


Dans  le  cas  où  l’on  voudrait  se  contenter  de  six  déci- 
males exactes  à la  racine,  on  pourrait  s’arrêter  à la  troi- 
sième fraction  principale 

P,  3o6o  P 

Q’ = 3ÔÜÎ  ~ °>998o.'|3°5a...., 

car,  d’après  la  formule  (6),  la  différence  entre  celte  frac- 
tion et  la  valeur  totale  est  moindre  que 


(-«)■ 


— 3X  — OX— 13 

Qi-Qi 


c’est-à-dire  que 


3.6.  12 
3oG6  . >4109696’ 

quantité  dont  le  premier  chiffre  significatif  décimal  est 
du  huitième  ordre.  On  a donc 


1 1 

1/509  = 1 2 X 0,998045052, 

= 8 X 0,99804305a , 

*=  7,984344416, 


ou  seulement  1/509  = 7,984344  : la  multiplication 
par  8 ne  pouvant  affecter  la  sixième  décimale. 

La  troisième  fraction  principale,  traitée  de  la  même 
manière,  donne 


s 

I/509  = 7,986344382. 

Ces  exemples  nous  paraissent  suflisans  pour  faire 
comprendre  l’esprit  et  l’utilité  de  la  méthode;  nous  11c 
nous  arrêterons  pas  aux  réductions  qu’on  peut  faire  su- 
bir aux  fractions  continues , par  le  retranchement  des 
facteurs  communs  des  fractions  intégrantes,  ni  aux 
autres  simplifications  de  calculs  qui  se  présentent  d’clles- 
mémes. 

12.  Les  formules  générales  de  transformation  que 
nous  avons  rapportées  tome  J,  page  38o,  et  tome  If, 
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page  545,  renferment  la  solution  du  problème  tech- 
nique de  l'évaluation  d’une  fonction  quelconque  par  le 
moyen  de  fractions  continues.  C'est  en  les  appliquant 
aux  séries  simples  ou  primitives 


1 -,  1 11  1 


■ 5 


■ etc., 


»+t  + ; 


« + 


.a.3'l.3.3.4 


7 + «IC.  , 


qui  donnent  respectivement  la  génération  du  quart  de 
la  demi -circonférence  du  cercle  dont  le  rayon  est  mu, 
et  celle  de  la  base  des  logarithmes  naturels  que  nous 
avons  obtenus  des  deux  fractions  remarquables 


1 

4 


»+ 


a.  3 


■+£ 


16 

7;9 

I-j-CtC.j 


2.3 

•+ 


a. 5 _ 

1 — etc., 


qu'on  peut  ramener  aux  formes  plus  simples 


î—  e=ei  -j — 

ri  1 — * 

3+4 »+» 

5+0  3 — ■ 

7-f-iG  a-f-» 

9-f-ctc.  5 — etc. 


Mais  ces  formules  de  transformation,  dont  les  don- 
nées sont  les  cocflicicns  du  développement  de  la  fonction 
proposée  en  série,  suivant  les  puissances  progressives 
çx,  ?x2,  ?x*,  etc. , d’une  autre  fonction  quelconque  yx 
de  la  variable  x,  ne  sont  pas  les  plus  générales  qu’on 
puisse  obtenir,  car  le  développement  le  plus  général 
en  série  est  celui  qui  procède  suivant  les  facultés  pro- 
gressives yx,  fX*1’,  ?x*>;,  etc.,  de  la  fonction  arbi- 
traire fX,  prise  pour  mesure  dans  l'évaluation  de  la 
fonction  proposée,  ou  dont  la  forme  est  ....(I) 

Fx=A,-f  A,?x-j-  A,^1'  -(-A,  ÿX31'-}-  AtfX4|î-{-  etc. 

Nous  allons  faire  connaître  ici  les  formules  de  transfor- 
mation que  noua  avons  réc  emment  obtenue»  pour 
cette  série  universelle,  p étant  un  nombre  entier  quel- 
conque , désignons  généralement  par  lu  valeur  de  la 
variable  x donnée  par  l’équation 

t (*  + rt)  = 0» 

et  formons  avec  les  cocflicicns  A0 , A* , Àa,  etc.,  de  la 


série  (1)  une  suite  de  quantités  B,,  B. , Bs,  etc.,  d’a- 
près la  construction  générale 

+ G*  — *)  *i>f  (««  + 5)  J — Ai  V 

Formons  en  outre  d’autres  suites  de  quantités  Ct,  Ck, 
Cc , etc.;  D, , I)6 , 1). , etc.  ; K, , E, , E„ , etc.,  etc.,  etc., 
d’après  les  constructions  ....(II) 


c - B Ta  (Ü £.+ ^ - 0-~8>  îK + _L 

+ (/»— a)  Aj*  f («j  -f-  aç  ) J — 

— + Aj ,(a,  aç)^j  B,., 

(t!î±a>=^4çiy±îi!) + 

+ ((*  — 3)  Bf  ? («,  + 3{)J  — 

-[b,+B.ïK  + 3{)]cm 

E, -D,[c„(.Jî±lfcfc‘^1±-«)  + 

+ 0* — 4)  Ce  ,(..+4?)]  — 

— [e, -)*  e, , («,  4-  4ï)Jdf, 

F.  _ E Td  , A(*  + »d-(l— 6)th  + 5ï)V  . 

,(*+e=ïTiî — ) + 

+ («-5)D,,(.,  + 5s-)]- 

— + 1*.  t (*•  + 3Ç)  J Bp  • 


Calculons,  à l’aide  de  ces  quantités,  la  nouvelle 
suite  ....(III) 

M.  = A„ 

Mi  — A,» 

g|#  -= ?i 

[a,+ *,,(«,+{)]  [a,4-  a,  7;.,+aç)]  ’ 

JJ1  SES f 

[Bj+BiKvH*?)]  ^B.+B.fK+ôr) J (f , 

5* f 

j^B.+B.yta.+S^J  ^Ci+C1?(“1+4;)j(r ^ 

ju  

^cï+clf(“s+4?)J  j^Ds+D,  f(a,+5;)J  j 

etc. == etc. 
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tes  indices  (*=»,),  (*  = «,),  (æ  = «()  indiquent 
les  râleurs  a(  , etc.,  qu'il  faut  donner  à ia  va- 

riable  x dans  chacune  de  ces  dernières  quantités , qui 
donnent  difinitirement  ....(IV) 

Fl=Jl,+SI)fx  _ 

i+M,y(g+j) 

t+M.^x+aç)  __ 

‘+M.y(J+3è) 

i—)—  etc. 

Lorsque  la  fonction  arbitraire  yX  est  simplement  la 
rariahie  X , ta  série  derient  ....(VJ 

F*  = A,  + A,  x -f  A,  x»iî + A,  x1'*  + A,  x"*  + etc. , 

c'est-à-dire  qu'elle  procède  suiranl  les  factorielles  pro- 
gressives de  la  variable.  Dans  ce  cas  particulier  on 
a a*  = — ; car  l'équation 

*+Ff  = 0 

donne  a:  = — pç9  et  toutes  les  formules  précédentes 
prennent  une  forme  beaucoup  plus  simple  ; les  quan- 
tités auxiliaires  Bp,  Cp,  Dp,  etc.,  se  construisent  alors 
par  les  expressions  ....(VI) 


FRA 

t>.  [c.  - »c,  £]  - [C,  - Clt] D„  = E„ 

»,[ci-3C,î]-[c,-C,?]d,  = E„ 

D,  [c,  — 4C,  fj  — [c,  — C.e]  I),  = E, , 

D,  [Cp_,  — (p — 4)  ?J  — [c, — C,  ç J Dp  = Ep . 

E,  [.,  - uD,  |]  - |ds  - D.  ;J  E,  = F, , 

E,  [d,  - 3D,  5]  - [d,  - D,  5]  Iî.  = F, , 

E,  [D,  - 4D,  ÇJ  - [l>,  - D,  ;J  E,  = F, , 

E,  [Dp-,  - (p  - 5)  D„  «J  - J^Dj  - D,  J J Ep  =Fp. 

ctc etc « etc. 

SiaTon  fait,  axee  ces  quantités,  ....(VII)* 


A a £à2  AjçJ  A,  Aj  — Bj, 

A,  £a, — aA.jJ  — A,  A,  = B, , 

A,  ^A,  3A,çJ  — A,  A(aa  B,. 

A,  ^Ap—  1 (p — a)ApçJ — A,  A-  Bp. 

B,  [a,  aA,  çj  — 1 ^A,  A,  jJb,  = C, , 

B,  [i4  — SAlt]-[At-A,|jB,«=C„ 

B,  J\,  - 4 A,  {]  — [a,  - A,  {]  B,  =.  C. , 

B,  ^Ap_i  (p  a)  ApÇ^  ^A,  A,{jBp  = Cp. 

C,  £b,  — »BS  ?]  - [b.  - B,  f J C,  = D„ , 

C,  |V,  — 3B,çJ  — [B,-B4Ï]c,  = Dt, 

C,  [t,  - 4B,{]  - [b,  - B.çjc,  = », , 

C,  [Bt,_1-Cu-3)Bp5]-  ^,-6,5]^=  Dp. 


M,  = A,, 
m,  = a,. 



A,  — A,ç’ 

B, 

(*.  — A.ï)(A.-4.t)’ 

C, 


M,  = _ 
1*1.  = 

M,  = 

M.  = 


(A.-A.Ï)  (B,  — B, ç)  ’ 

2s 

(B.-B.?)(C.-C,ï)’ 

M,  2* 

(C.-C.J)(D. -«.{)’ 


M,= 


M,  =, 


(D1-D,{)(E1-E,{)’ 

4k 

G, 


(E,-E,Ç)(F,-F,f)> 
ctc.  = etc 


on  aura  ....(VIII) 
Fx  = Mt  + M1x 


1 +M,  (r-fi{) 

1 -f-  Mj  (x  -f-  3ç) 

1 -f-  etc! 

Pour  donner  au  moins  un  exemple  d'application, 
proposons-nous  de  réduire  en  fraction  continue  la  fonc- 
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tion  exponentielle  (i  -}-  «)*>  dont  le  développement  en 
série  de  factorielles  est 


1 1 î.a  1 i.a.3  1 i.a.3.4  1 


nous  avons 


ç — ■— i,  et  A, — i»  A, — a y A, — ^ ^ , A, — ^ ^ ^yctc. 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  (VI),  nous 
obtiendrons 


„ ..O*—») «F‘+1  (•+<») 

“i* r*T,Tî?iV_  ’ 

_ fr— »)W,+,(«+«) 

■' ï»l» . iix*  ’ 

_ (ji — î)(f — 4)°l‘+,(.~|-»)> 

WJ* — ,m  . ,iu  . ,*'»  . ,yi«  * 

_ fe-4)fr-5)«H-«  (,+«)» 

*v—  — ,..177.11 . ,n . ,«i . ,i.i . ,(Hi  » 

etc.  = etc. 

Nous  trouverons  avec  ces  dernières  valeurs 


M,  = >, 

M,  =u, 


M =_f(L±.al_, 
‘ (a+a)(5+3a)’ 

M.=- 


M,  = j-, 

1 a + a 


M. — 


(a-f-o)(5-J-3u)  ’ 

«(»  + «) 

(»+«)(7+3<0’ 

u a('+a)  m ? 

1 “(»  + «)  (3  +«)’  ' (»+«)(7+S  «)’ 

(a  + a)  (3 +3’  (a  + «)(g-f45)> 


La  loi  de  ces  quantités  est  évidente.  La  fraction  conti- 
nue cherchée  est  donc 


(.+«)'=i+îî— - 


_a0±?L _te_v 
(0+01(3+0) 


' (^f(3+o)  (J~5) 

i-f-ctc.; 


ou  bien , en  la  ramenant  à la  forme  générale  (a) , 


v • ' ' t — a (x — i ) 

(a-j-o)-fn(i  t-a)(a 


(S+a)-«frfr-8j 

etc. 
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Cette  expression  présente  un  développement  tout  nou- 
veau des  puissances  du  binôme,  et  qui,  pour  cer- 
taines valeurs  particulières  de  a et  dc.r,  peut  donner 
des  fractions  continues  beaucoup  plus  convergentes 
que  celles  que  nous  avons  obtenues  ci-dessus.  La  na- 
ture de  ce  dictionnaire  nous  interdit  de  plus  grands 
détails. 

FROTTEMENT.  {Mer.)  L’évaluation  des  frotic- 
mens  furmant  un  point  très-important  du  calcul  de 
l'effet  des  machines,  nous  exposerons  ici  les  notions 
théoriques  admises  sur  cet  objet,  que  nous  n’avons 
pu  donner  dans  l’article  Frottement,  de  notre  second 
volume. 

1 . Four  remonter  aux  premiers  élémens  de  la  ques- 
tion, considérons  un  corps  pesant  II  (pl.  XI,  fig.  7) 
posé  sur  une  surface  horizontale  MN , et  recevant  l’ac- 
tion d’un  poids  Q par  le  moyen  d’un  fil  qui  passe  sur 
une  poulie  fixe  A.  Le  fil  AH  étant  supposé  parallèle  au 
plan  horizontal , le  corps  II  se  trouve  sollicité  par  deux 
forces  : l’une  agissant  dans  le  sens  île  la  verticale  BC 
et  qui  est  le  propre  poids  de  ce  corps,  l’autre  agissant 
dans  le  sens  horizontal  et  qui  est  le  poids  Q ; la  première 
se  trouvant  détruite  par  la  résistance  du  plan  MN,  la 
seconde  n’a  d’autre  résistance  à vaincre,  pour  mettre 
le  corps  en  mouvement , que  celle  qui  résulte  du  frot- 
tement de  sa  surface  sur  le  plan;  si  donc  on  augmente 
successivement  par  petites  parties  le  poids  Q,  jusqu’à 
ce  que  le  corps  II  se  mette  en  mouvement,  la  grandeur 
du  poids,  qui  ne  pourra  plus  subir  aucune  augmentation 
sans  produire  le  mouvement,  sera  nécessairement  une 
force  égale  et  opposée  au  frottement,  et  le  rapport  de 
ce  poids  nu  poids  du  corps  sera  le  même  que  le  rap- 
port du  frottement  à la  pression  exercée  par  le  corps  sur 
le  plan. 

2.  Le  plan  incliné  offre  un  autre  moyen  d’évaluer  le 
frottement.  Le  corps  H étant  abandonné  à lui-même 
sur  le  plan  MN,  imaginons  qu’on  incline  peu  à peu  ce 
plan  sur  le  plan  de  l’horizon,  jusqu’à  ce  que  l’angle 
d’inclinaison  MN.\T  (pl.  XI,  fig.  8)  soit  tel  qu'on  ne 
puisse  plus  le  faire  croître  sans  que  le  corps  ne  glisse, 
la  tangente  de  ce  dernier  angle  exprimera  le  rapport 
entre  le  frottement  et  la  pression  qu’exerce  alors  le 
corps  H sur  le  plan  incliné  MN.  En  effet,  représentons 
par  la  partie  GH  de  la  verticale  le  poids  P du  corps, 
supposé  réuni  u sou  centre  de  gravité  G , et  décompo- 
sons GH  en  deux  forces,  l’une  GQ  perpendiculaire  au 
plan  incliné,  et  l’autre  GP  parallèle  à ce  plan.  GQ  re- 
présentera la  pression  du  corps  sur  le  plan,  pression 
détruite  par  la  résistance  du  plan,  et  GP  la  force  qui 
sollicite  le  corps  à descendre.  Cette  dernière  n’ayant 
d’autre  résistance  à vaincre  que  le  frottement,  il  ne 
s’agit  que  de  la  faire  croître  jusqu’au  moment  où  elle 
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peut  rompre  l'équilibre.  Or  nous  avons  dans  le  rec- 
tangle G PHQ, 

GQ  = GH  . cos  QGH , GP  = GI! . cos  PQH , 


ou 

GQ  = P . COS  a , GP  = P . siu  a, 

en  désignant  G H par  P,  et  en  observant  que  l’angle  QG 11 , 
complément  de  l'angle  PG  H est  égal  à l'angle  d'inclinai- 
son MNM'  que  nous  désignerons  généralement  par  «. 

P . cos  « exprime  donc  la  pression  normale  du  corps 
sur  le  plan  incliné,  et  P sin  a la  force  qui  sollicite  le 
corps  à glisser  le  long  de  ce  plan,  et  qui  devrait  pro- 
duire un  mouvement  , quelque  petit  que  soit  l’angle  a, 
si  le  frottement  n’y  faisait  obstacle.  Ainsi,  lorsqu’on 
augmentant  peu  à peu  l’angle  a,  ce  qui  diminue  la 
pression  P cos  a et  augmente  la  force  sollicitante  P sin  «, 
on  arrive  à un  angle  qu’on  ne  puisse  plus  augmenter 
>ans  mettre  le  corps  en  mouvement,  P sin  a donne,  à ce 
moment , la  mesure  du  frottement  du  corps  contre  le 
plan  incliné , cl  le  rapport  entre  ce  frottement  et  la  pres- 
sion correspondante  est 


P . sin  a 
P . cos  x 


= tang  a. 


Donc , lorsque  l’angle  d’inclinaison  a est  tel  que  le 
mouvement  puisse  naître , sa  tangente  exprime  le  rap- 
port du  frottement  à la  pression.  L’angle  a reçoit  alors 
le  nom  d'angle  du  frottement. 

3.  En  employant  ce  mode  d’expérimentation,  Amon- 
tons  reconnut  le  premier  que  le  frottement  ne  dépend 
pas  de  la  grandeur  des  surfaces  en  contact , et  qu’il  est 
simplement  proportionnel  A la  pression  ; mais  il  ne  sut 
pas  distinguer  le  frottement  d’un  corps  qui  commence 
à sc  mouvoir  du  frottement  qui  a lieu  lorsque  le  mou- 
vement est  établi.  C’est  ù Coulomb  que  sont  ducs  les 
.expériences  décisives  qui  ont  fait  généralement  adopter 
les  deux  lois  suivantes  : 

i*  Le  frottement  est  proportionnel  à la  pression. 

a*  Il  est  indépendant  de  la  grandeur  des  surfaces  en 
contact  ; 

Auxquelles  on  doit  ajouter  la  loi  découverte  par  M.  le 
capitaine  Morin  : 

3*  Le  frottement  est  indépendant  de  la  vitesse. 

D’après  ces  lois,  si  nous  désignons  par  P la  pression 
exercée  par  une  surface  qui  se  meut  sur  une  autre , et 
par  f le  rapport  entre  le  frottement  et  la  pression,  Vf  ex- 
primera la  résistance  duc  au  frottement,  résistance 
qu’on  doit  considérer  dans  le  calcul  des  machines  comme 
une  véritable  force  qui  vient  modifier  les  conditions 
d’équilibre  et  de  mouvement. 

4.  Le  rapport  f,  qu’on  nomme  aussi  le  coefficient  du 

Ton.  11t. 
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frottement , a des  valeurs  très-diffcrentcs,  suivant  la 
nature  des  surfaces  en  contact.  Ayant  déjà  donné  les 
nombres  trouvés  par  Coulomb  pour  les  substances  les 
plus  ordinairement  employées  dans  la  confection  des 
machines , nous  rapporterons  seulement  ici  les  résultats 
des  belles  expériences  de  M.  le  capitaine  Morin,  dont 
le  degré  d’exactitude  nous  parait  supérieur  ù tout  ce 
qui  a été  fait  jusqu’ici. 

PREMIER  TABLEAU. 

frottement  des  surfaces  planes,  a l’instant  mi  départ 
F.T  APRÈS  VN  LONG  REPOS. 

Intiniliun 

du  fuiltrniral 

MiiZ-itr • en  runltd.  à 1a  jmc  .mi . 

Chêne  scr  ciiéxe,  Fibres  parallèles,  surfaces 

enduites  de  savon  sec o, 44 

— Fibres  parallèles,  surfaces  enduites  de  suif,  o,  1G4 

— Fibres  parallèles,  surfaces  onctueuses.  . . 0,39 

— Fibres  perpendiculaires,  surfaces  enduites 

de  suif. 0,354 

— Fibres  perpendiculaires,  surfac.  onctueuses.  o,5i4 

— Bois  debout  sur  bois  à plat, ‘sans  enduit.  . 0,371 

Hêtre  svb  chêne.  Fibres  parallèles,  surfaces 


onctueuses o,53 

Orme  sur  chêne.  Fibres  parallèles,  surfaces 

onctueuses 0,43 

— Fibres  parallèles,  surfaces  enduites  de 

savon  sec 0,411 


— Fibres  parallèles,  surfaces  enduites  de  suif.  0,143 
Chanvre  en  brins  sur  chêne.  Fibres  perpendi- 
culaires, surfaces  enduites  et  mouillées 


d’eau 0,869 

Orme  svb  orme.  Fibres  parallèles,  surfaces  en- 
duites de  savon  sec 0,317 


Chêne  sur  orme.  Fibres  parallèles,  sans  enduit.  0,576 
— Fibres  parallèles,  surfaces  enduites  de  suif.  0,178 
Fer  svr  chêne.  Fibres  parallèles , surfaces  en- 


duites et  mouillées  d’eau 0,649 

— Fibres  parallèles,  surfaces  enduites  de  suif.  0,108 

Fonte  svr  chêne.  Surfaces  enduites  et  mouil- 
lées d’eau 0,646 

— Surfaces  enduites  de  suif 0,100 

— Surfaces  enduites  d’huile 0,100 

— Surfaces  onctueuses 0,100 

— Surfaces  enduites  de  saindoux 0,100 

Cuivre  scr  chêne.  Surfaces  enduites  de  suif.  . 0,100 

Charme  svr  fonte.  Fibres  parallèles,  surfaces 

enduites  de  suif. 0,101 


— Fibres  parallèles,  surfaces  enduites  de  sain- 
doux  
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lurtim  en  malul.  al»  pr«‘*'i'»»i* 

Coii  dk  Bf»:rp  tiunk,  sfr  ponte.  Le  cuir  à plat , 

surfaces  enduites  cl  mouillées  d’eau.  . . 0,621 

— Le  cuir  de  champ , même  élal  des  surfaces.  o,0i  5 

— Le  cuir  à plat,  surfaces  enduites  d’huile.  . 0,12a 

— Le  cuir  de  champ,  surfaces  enduites  d'huile.  0*127 

— Le  cuir  onctueux  et  à plat,  la  fonte  mouillée 

d'eau 0,267 

Orme  sfr  fonte.  Fibre»  parallèles,  surfaces 

onctueuses 0,098 

Fonte  sur  fonte.  San»  enduit 0,162 

— Surface»  enduites  de  suif. 0,100 

Fer  scr  fonte.  San»  enduit 0,191 

— Surface»  enduites  de  suif.  . . . 0,100 

— Surface»  enduites  d’huile  d’olive 0,1 13 

— - Surfaces  onctueuse»,  ou  réduites  & des 

arêtes  arrondies 0,118 

Acier  sca  fonte.  Surfaces  enduite»  de  suif.  . . 0,108 

Cuivre  jaune  si  r fonte.  Surfaces  enduite»  de 

suif. o,  1 o5 

Bronze  scr  fonte.  Surfaces  enduites  de  suif.  . 0,106 

Fonte  scr  fer.  Surfaces  enduite»  de  suif.  ...  0,100 

— Surfaces  enduites  de  saindoux 0,100 

Fer  sur  fer.  Sans  enduit 0,137 

— Surface»  enduites  de  suif. 0,1 15 

Bronze  sur  bronze.  Surfaces  onctueuse»,  ou 

enduites  d’huile  d’olive 0,164 

D’après  une  observation  très-importante  de  M.  Morin, 


il  suflit  d’un  choc  ou  ébranlement  assez  léger,  imprimé 
perpendiculairement  à la  surface  de  contact,  qui  doit 
rester  immobile,  pour  décider  la  surface  mobile  à se 
mettre  en  mouvement  sous  un  effort  de  traction  géné- 
ralement bien  moindre  que  celui  qu’il  faudrait  lui  ap- 
pliquer sans  cet  ébranlement  ; cet  effort  parait  différer 
si  peu  de  celui  qui  est  nécessaire  pour  entretenir  le 
mouvement  que  dans  toutes  les  constructions  on  le  frot- 
tement contribue  A maintenir  la  stabilité  des  partie» , 
et  où  l’on  peut  craindre  des  ébranlcmens , il  est  néces- 
saire de  calculer  la  résistauce  des  frottemens  par  les 
rapports  donnés  dans  le  tableau  suivant. 

DEUXIÈME  TABLEAU. 

FROTTEMENT  DES  SURPACE»  FLANE»  gl'AND  LE  MOUVEMENT 
EST  ACQUIS. 

IndiralMM  Ji.pjMir» 

Jc*  fruiitr ment 


tuilaco  en  contact.  àla  pre.doo. 

Chêne  sfr  chêne.  Fibres  parallèles , usée.  . . 0,48 

— Fibres  croisées  à sec 0,02 

— Fibres  croisées,  surfaces  mouillées.  ...  o,25 
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mrfuri  ta  cobiki.  àUpTCNM*. 

Chêne  sur  chêne.  Fibre»  parallèles,  surfaces  en- 
duites de  savon  sec.  . 0,164 

— Fibres  parallèles,  surfaces  enduites  de  suif.  0,075 

— Fibres  parallèles,  surfaces  onctueuses.  . . 0,108 

— Fibres  perpendiculaires  à sec o,336 

— Fibres  perpendiculaires,  surfaces  enduites 

de  suif. o,o83 

— Fibres  perpendiculaires,  surfaces  enduites 

de  saindoux 0*072 

— Fibres  perpendiculaires , onctueuses.  . . . o,i43 

— Fibres  des  bandes  frottantes  verticales , 

celles  des  semelles  étant  horizontales  et 
parallèles  au  sens  du  mouvement , surfaces 


sans  enduit 0,192 

Hêtre  sua  ch&nb.  Fibres  parallèles,  à sec.  . . o,3G 

— Fibres  parallèles,  surfaces  enduites  de  suif.  o,o55 

— Fibre»  parallèles , surfaces  onctueuses.  . . 0,1 53 

Orme  sfr  chêne.  Fibres  parallèle»  à sec.  . . . o,4a 

— Fibres  croisées , ù sec o,45 

— Fibres  parallèle» , surfaces  enduites  de  sa- 

von sec 0,137 

— Fibre»  parallèles , surfaces  enduites  de  suif.  0,070 

— Fibres  parallèles,  surfaces  enduites  de  sain- 

doux.   « 0,060 

— Fibres  parallèles  onctueuses o,  1 1 9 

Cfir  de  boevf  fort  tanné,  scr  chêne.  Le  cuir 

pose  ù plat  sur  le  chêne,  sans  enduit . . 0,296 

Fer  sfr  chêne.  Fibres  parallèles,  ù sec. . . . 0,626 

— Fibre»  parallèle»,  surfaces  enduites  et  mouil- 

lées d’eau . 0,206 

— Fibres  parallèle» , surfaces  enduite»  de  sa- 

von sec 0,214 

— Fibres  parallèles,  surfaces  enduites  de  suif.  o,o8f> 


Fonte  scr  chêne. 

— Les  fibres  des  semelles  parallèles  au  sens  du 


mouvement  f sans  enduit 0,490 

— Id .,  surfaces  enduite»  de  savon  sec 0,1 8y 

— Id .,  surfaces  enduites  d’eau 0,218 

— Id.,  surfaces  enduites  de  suif. 0,078 

— Id.,  surfaces  enduites  de  saindoux 0,075 

— Id.,  surfaces  enduites  d’huile 0,076 

— Id.,  surfaces  onctueuses 0,107 

CriVRE  St1  R CHÊNE. 


— Les  fibres  des  semelles  parallèles  au  sens  du 


mouvement,  à sec 0,620 

— Id.,  surfaces  onctueuses 0,100 

— Id.,  surfaces  enduites  de  suif. 0,069 
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Chanvre  ex  brins  srR  chêne.  Les  fibres  du 
chanvre  et  les  fibres  des  semelles  perpen- 
diculaires entre  elles,  surfaces  enduites  et 
mouillées  d’eau # o,33a 

Orme  sur  orme.  Fibres  parallèles,  surfaces  en- 
duites de  savon  sec 0,139 

— Id.  Surfaces  onctueuses 0,140 

Chêne  sur  orme.  Fibres  parallèles,  sans  enduit.  0,346 

— Id.,  surfaces  enduites  de  savon  sec.  ...  0,1 36 

— Id .,  surfaces  enduites  de  suif. 0,073 

— Id.,  surfaces  enduites  de  saindoux 0,066 

— Id.,  surfaces  onctueuses.  . . .* 0,1 56 

Fonte  sur  orme.  Sans  enduit 0,195 

— Surfaces  enduites  de  suif. 0,077 

— Surfaces  enduites  d’huile  d’olive.  .....  0,061 

— Surfaces  enduites  de  saindoux  et  plom- 

bagine.   <*>091 

— Surfaces  onctueuses,  après  enduit  de  suif,  o,  1 a5 

— Surfaces  onctueuses , après  enduit  de  sain- 

doux et  plombagine o,  1 5? 

Fer  sitr  orme.  Fibres  parallèles,  sans  enduit.  o.aôa 

— Surfaces  enduites  de  suif. 0,078 

— Surfaces  enduites  de  saindoux.  ......  0,076 

— Surfaces  enduites  d’huile  d’olive o,o55 

— Surfaces  onctueuses * 0,1 38 

Orme  sur  fonte.  Fibres  parallèles  au  sens  du 

mouvement,  surfaces  enduites  de  suif.  . 0,066 

— Surfaces  onctueuses 0,1 35 

Chère  su*  forte.  Fibres  du  chêne  parallèles 

au  sens  du  mouvement,  sans  enduit.  . . . 0,57a 

— Surfaces  enduites  de  suif. 0,080 

— Id.,  surfaces  onctueuses 0,168 

Charme  sur  fonte.  Les  fibres  du  charme  paral- 
lèles au  sens  du  mouvement , sans  enduit.  0,394 

— Surfaces  enduites  de  suif.  . 0,070 

— Surfaces  enduites  de  saindoux 0,071 

— Surfaces  enduites  de  saindoux  et  de  plom- 

bagine  o,o55 

— Surfaces  enduites  d’huile 0,068 

Surfaces  enduites  d’asphalte 0,060 

— Surfaces  enduites  de  cambouis 0,095 

— Surfaces  onctueuses 0,1 36 

Gayac  sur  font*.  Fibres  du  gayac  parallèles  au 
sens  du  mouvement , surfaces  enduites  de 
suif. 

— Surfaces  enduites  d’huile 0,076 

— Surfaces  onctueuses 0,131 
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Poirier  sauvage  sur  fonte.  Fibres  du  poirier 
parallèles  au  sens  du  mouvement , sans 
enduit o,'|36 

— Surfaces  enduites  de  suif. 0,067 

— Surfaces  enduites  de  saindoux 0,068 

— Surfaces  onctueuses 0,173 

CriR  DE  BCJEI'F  TANNÉ,  SUR  FONTE.  Le  cuir  posé  A 

plat,  sans  enduit 0,559 

— Le  cuir  posé  à plat , surfaces  enduites  et  im- 

bibées d’eau o,365 

— Le  cuir  posé  à plat,  surfaces  enduites  de 

suif. 0,1 5p 

— Le  cuir  posé  A plat , surfaces  enduites 

d’huile.  0,1 33 

— Le  cuir  onctueux,  la  fonte  mouillée  d’eau.  0,239 

Fonte  sur  fonte.  Sans  enduit . 0,1 5a 

— Surfaces  enduites  d’eau o,5i4 

— Id.  de  savon . 0,197 

— Id.  de  suif. 0,100 

— Id.  de  saindoux 0,070 

— Id.  d'huile  d’olive.  0,064 

— Id.  de  saindoux  et  plombagine.  .....  o,o55 

— Surfaces  onctueuses 0,1 44 

Fer  sur  fonte.  Les  fibres  parallèles  au  sens  du 

mouvement,  sans  enduit 0,194 

— Surfaces  enduites  de  suif. 0,1  o3 

— Id.  de  saindoux 0,076 

— Id.  d’huile  d’olive . . . . o,  066 

— Id.  de  cambouis 0,134 

Acier  sur  fonte.  Sans  enduit 0,202 

— Surfaces  enduites  de  suif. o,  1 o5 

— Id.  de  saindoux 0,081 

— Id.  d’huile 0,079 

— Surfaces  onctueuses 0**09 

Cuivre  jaune  sur  fonte.  Sans  enduit 0,189 

— Surfaces  enduites  de  suif. » • 0,073 

— Id.  de  saindoux.  . . « 0,068 

— Id.  d’huile . 0,066 

— Id.  de  cambouis 0,1 34 

— Surfaces  onctueuses 0,1 15 

Bionef,  sur  fonte.  Sans  enduit 0,217 

— Surfaces  enduites  de  suif 0,086 

— Id.  d’huile  d’olive 0,077 

— Surfaces  onctueuses.  . 0,107 


Chanvre  en  brins,  sur  fonte.  Les  fils  du  chanvre 
perpendiculaires  au  seas  du  mouvement, 
comme  dans  les  pistons,  surfaces  enduite» 


de  suif. °» 1 94 

— Id.,  surfaces  enduites  d’huile. 0,1 53 
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Miifttorn  eoeutt.  « b p»e»»io«. 

Ciiêne  sfr  rF.R.  Fibres  parallèles,  surfaces  onc- 
tueuses   0,149 

— Surfaces  enduites  tic  suif. 0,098 

Gayac  sn  fer.  Fibres  parallèles , surfaces 

onctueuses o,  1 66 

— Surfaces  enduites  d’huile  d’olive 0,07a 

Fonte  sir  fkr.  Surfaces  enduites  de  suif.  . . . 0,098 

— Id.  de  saindoux o,o58 

— Id.  d’huile  d’olive o,o63 

— Id.  de  cambouis 0,1 55 

— Surfaces  onctueuses 0,1 43 

Fer  sdr  fer.  Fibres  parallèles,  sans  enduit.  . 0,1 38 

— Surfaces  enduites  de  suif. 0,08a 

— - Id.  de  saindoux 0,081 

— Id.  d’huile  d’olive 0,070 

— Surfaces  onctueuses 0,177 

Acier  sra  fer.  Surfaces  enduites  de  suif.  . . . 0,093 

— *•’  Surfaces  enduites  de  saindoux 0,076 

Bronze  sfr  fer.  Sons  enduit * . . 0,161 

— Surfaces  enduites  de  suif. 0,081 

— Id.  de  saindoux  et  plombagine.  .....  0,089 

— Id.  d’huile  d’olive.  . . * 0,07a 

— Surfaces  onctueuses 0,166 

G av ac  sfr  bronze.  Surfaces  enduites  de  suif.  . 0,08a 

— Id.  d'huile  d’olive o,o53 

— Surfaces  onctueuses 0,146 

CriR  DF.  BCKFF  TARSE,  SFR  BROXZE.  Le  CUÎr  Ù plat, 

surfaces  enduites  de  suif. o,2.j  1 

— Le  cuir  plat,  surfaces  enduites  d'huile 

«l’olive 0,191 

— Le  cuir  i\  plat  et  onctueux,  le  bronze  mouillé 

d’eau 0,387 

— Le  cuir  posé  de  champ , surfaces  enduites 

de  suif. 0,1 38 

— Id.  Surfaces  enduites  d’huile  d’olive.  . . 0,1 35 

— Le  cuir  posé  de  champ  et  onctueux,  le 

bronze  mouillé  d’eau o,a44 

Forte  sfr  irorze.  Sans  enduit 0,147 

— Surfaces  enduites  de  suif. o,o85 

— Id.  de  saindoux 0,070 

— Id.  d’huile  d’olive.  0,067 

— Surfaces  onctueuses 0,1 3a 

Fer  sfr  brorze.  Sans  enduit 0,17a 

— Surfaces  enduites  de  suif. 0,1  o3 

*—  Id.  de  saindoux 0,075 

— Id.  d’huile  d’olive 0,078 
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«aifacr*  en  contact.  à U p renifla. 

Ff.r  sfr  bronze.  Surfaces  enduites  de  cam- 
bouis  0,168 

— Surfaces  onctueuses 0,160 

Acier  sfr  bronze.  Sans  enduit 0,1 5a 

— Surfaces  enduites  de  suif. o,o56 

— Id.  d'huile  d’olive o,o55 

— Id.  de  saindoux  et  plombagine 0,067 

— Id.  de  cambouis. 0,170 

Bronze  sfr  bronze.  Sans  enduit 0,201 

— Surfaces  enduites  d’huile o,o58 

— Surfaces  onctueuses.  0,1 34 


5.  Les  conséquences  générales  des  expériences  de 
M.  Morin  se  formulent  par  les  trois  lois  énoncées  ci- 
dessus  (3),  dont  la  dernière  parait  en  contradiction 
non  seulement  avec  quelques-unes  des  observations  de 
Coulomb,  mois  encore  avec  d’autres,  faites  par  des  sa- 
vans  étrangers  ; mais,  en  restreignant , comme  cela  est 
nécessaire,  l'application  de  ces  trois  lois  aux  cas  où 
les  surfaces  frottantes  n’éprouvent  aucune  altération 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  la  dernière  loi 
s’établit  avec  le  meme  degré  de  certitude  que  les  deux 
autres  Ainsi , lorsque  les  pressions  sont  assez  considé- 
rables pour  altérer  la  contexture  des  surfaces  frottantes, 
ou  lorsque  ces  surfaces  s’altèrent  par  le  fait  même  du 
frottement , ce  qui  a lieu  toutes  les  fois  que  des  corps 
glissent  à sec  les  uns  sur  les  autres,  l’évaluation  de  la 
résistance  due  au  frottement  se  trouvera  compliquée  de 
circonstances  étrangères  que  les  lois  en  question  ne 
sauraient  embrasser;  mais,  lorsqu’il  s’agira  de  corps 
polis,  tels  que  ceux  dont  on  se  sert  dans  les  organes 
mécaniques,  bien  enduits  de  matières  grasses  capables 
d’empûcher  les  surfaces  de  s’user , on  pourra  toujours 
admettre,  sans  erreur  scusible,  que  le  frottement  est 
soumis  à ces  trois  lois. 

6.  Les  enduits  les  plus  favorables  pour  diminuer  l’in- 
tensité du  frottement  sont  le  saindoux  et  l’huile  d’olive. 
En  comparant  les  nombres  des  tables  précédentes,  on 
reconnaît  qu’on  peut  adopter  le  nombre  0,07  pour  coef- 
ficient moyen  du  frottement  pour  les  bois  et  les  métaux, 
glissant  bois  sur  bois,  bois  sur  métal,  métal  sur  bois, 
ou  métal  sur  métal , lorsque  les  surfaces  sont  enduites 
d’huile  ou  de  saindoux.  Le  suif  donne  ù peu  près  le 
même  coefficient  moyen  pour  les  bois  glissant  sur  les 
bois,  les  bois  glissant  sur  les  métaux,  et  réciproquement  ; 
mais  il  parait  moins  avantageux  pour  les  métaux  glis- 
sant sur  les  métaux,  car  il  donne  une  valeur  moyenne 
qui  diffère  peu  de  0,09.  Ces  cocfliciciis  moyens , faciles 
à retenir,  sont  précieux  dans  les  questions  pratiques. 

7.  Le  frottement  des  surfaces  courbes  les  unes  sur 
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leu  autre»,  et  particulièrement  celui  des  tourillons  des 
axes  tournons  sur  les  crapaudincs  qui  les  supportent, 
quoique  s'effectuant  d'une  manière  très-différente  du 
frottement  des  surfaces  planes,  puisque  les  diverses 
parties  du  tourillon  Tiennent  s'appliquer  successivement 
sur  le  même  point  des  crapaudines,  parait  encore  sou- 
mis aux  trois  lois  énoncées.  Voici  les  résultats  moyens 
des  expériences  de  M.  Morin. 

Indicalitia  JUpjinrt 

des  du  fmUrmrnt 

igtbm  eu  cnnUet.  * U 

Bois  str  lois.  Surfaces  mouillées  cl  graissées.  0,07 
Bois  sra  métal  et  vice  vertd.  Surfaces  enduites 


de  graisse  renouvelée.  . * o,o5 

Métal  scr  métal.  A sec.  . o,ao 

— Surfaces  mouillées  et  graissées 0,16 

— Surfaces  onctueuses o,»4 


— Surfaces  enduites  de  graisse  renouvelée.  . o,o54 

D'après  Tredgold,  le  coefficient  du  frottement  pour 
les  essieux  des  vçiturcs,  avec  les  enduits  ordinaires, 
varie  de  à */**  » c’est  moyennant  0,1. 

Examinons  maintenant  l’emploi  de  ces  nombres. 

8.  En  vertu  des  lois  admises,  l’évaluation  de  la  ré- 
sistance duc  au  frottement  d’une  surface  sur  une  autre 
se  réduit  à la  détermination  de  la  pression  exercée  par 
cette  surface  ; car,  la  pression  étant  connue,  son  pro- 
duit par  le  coefficient  du  frottement  relatif  à la  nature 
des  surfaces  donne  la  grandeur  du  frottement.  Si  l’on 
sait,  par  exemple,  qu’une  surface  de  fer  glissant  sur 
une  surface  de  bois  de  chêne,  enduite  de  sa  y on  sec, 
exerce  sur  cette  dernière  une  pression  équivalente  A 
5 kilogrammes , on  aura  pour  la  valeur  du  frottement 
5vXo>ai4  = *\t>7,  parce  que  le  rapport  du  frotte- 
ment A la  pression  est,  dans  ce  cas,  o,a»4,  d’après  le 
deuxième  tableau. 

La  règle  générale  pour  obtenir  la  pression  consiste  à 
décomposer  tontes  les  forces  qui  agissent  sur  le  coqis 
frottant  en  leurs  composantes  parallèles  et  perpendicu- 
laires A la  surface  de  contact  : la  résultante  de  toutes  les 
composantes  perpendiculaires  est  évidemment  la  pres- 
sion normale  du  corps , et  c’est  cette  résultante  qu’il 
but  multiplier  par  le  coefficient  du  frottement,  corres- 
pondant aux  circonstances  particulières  de  la  nature  des 
surfaces  et  de  l’enduit  qui  les  recouvre.  Les  questions 
suivantes  vont  éclaircir  cette  théorie. 

9.  Considérons  en  premier  lieu  un  corps  posé  sur 
une  surface  horizontale  MN  (pl.  XL,  fig.  9),  et  sollicité 
par  une  force  agissant  dans  une  direction  GQ  inclinée 
à l’horizon.  Les  seules  forces  du  système  sont  ici  la 
pesanteur  dont  la  résultante,  que  nous  représenterons 
parla  partie  GP  de  la  verticale,  est  le  poids  du  corps, 
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et  la  force  de  traction , que  nous  représenterons  par  la 
partie  G & de  sa  direction.  Or,  en  décomposant  Gfc  sui- 
vant sa  composante  verticale  aG  et  sa  composante  ho- 
rizontale Gc,  aux  deux  forces  du  système,  on  peut 
substituer  les  trois  forces  GP.  Ga  et  Gc;  et  comme  Ga 
agit  dans  ûn  sens  opposé  à GP,  la  résultante  de  ces  deux 
forces  est  GP  — Go;  c’est  donc  simplement  cette  résul- 
tante qui  est  détruite  par  la  résistance  du  plan  MN,  et , 
par  conséquent,  la  pression  exercée  par  le  corps  G sur 
ce  plan  est  égale  à GP  — Ga.  Ainsi,  dans  le  cas  que 
nous  examinons , on  obtient  la  pression  en  retranchant 
du  poids  du  corps  la  composante  verticale  de  la  force 
qui  le  sollicite. 

Nommons  P le  poids  du  corps,  Q la  force  de  trac- 
tion, et  a l’angle  d’inclinaison  bile  que  sa  direction 
fait  avec  l’horizon  ; la  composante  verticale  de  Q sera 

Ga  — G6  . cos  aC*b  Q . sin  a; 
la  pression  sera  exprimée  par 

P — Q sin  a, 

r 

et,  en  désignant  par  f le  coefficient  du  frottement , on 
aura  , pour  l’intensité  de  ce  frottement, 

(P-Qsin  .)(. 

La  seule  quantité  variable  dans  cette  expression  étant 
l’angle  d’inclinaison  a de  la  force  Q,  011  voit  que  la 
pression  est  d’autant  plus  petite  que  cet  angle  est  plus 
grand.  Lorsque  la  direction  de  la  force  est  horizontale, 
a est  nul  et  le  frottement  est  simplement  Vf  Si  la  force 
était  inclinée  au-dessous  de  l’horizon,  a deviendrait  né- 
gatif et  le  frottement  serait 

( P -}-  Q sin  « ) /*, 

c’cst-à-dirc  qu’il  augmenterait  avec  l’angle  d’incli- 
naison. 

Dans  le  cas  d’équilibre  , la  composante  horizontale 
Gc  de  la  force  Q,  dont  la  valeur  est  Q cos  a,  devant 
être  égale  à la  résistance  du  frottement,  on  a l’équation 
générale  de  condition 

Q cos  a = (P  — Q sin  a)  f; 
d’où  l’on  tire,  pour  la  valeur  de  Q , 

cos  a -f-  f sin  a 

Ainsi,  dans  ce  cas  d’équilibre,  la  force  Q ne  varie 
qu’avec  son  inclinaison. 

Pour  trouver  la  valeur  de  a qui  rend  Q un  maximum, 
il  faut  prendre  la  différentielle  de  Q par  rapport  à et  et 
l’égaler  à zéro.  O11  trouve  de  cette  manière 

Vf  ( — sin  a . da  -f-  f . COS  a . tfa) 

* (cos  a — f sin  «)*  9 
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qu’elle  est  ù son  maximum  Je  grandeur,  lorsque  l’ angle 0 
est  égal  & V angle  du  frottement. 

— sin  « -f-  fCOi  * = 0 » Si  la  direction  de  la  force  Q est  parallèle  au  plan , on 

a p = o,  et  l’équation  d'équilibre  sc  réduit  à 


sin  oc 
cos  « 


tang  ot  « f; 


c’est-à-dire  que  Q est  un  maximum  lorsque  la  tongonte 
do  l’angle  d'inclinaison  est  égale  au  rapport  du  frotte- 
ment à la  pression,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  lorsquo 
l’inclinaison  est  égale  à ce  qu'on  nomme  Yangle  du 
frottement  (a). 

10.  Soit  maintenant  le  corps  placé  sur  un  plan  in- 
cliné AD  (pl.  XI,  fig.  îo),  faisant  un  angle  BAC  = « 
avec  l'horizon , et  soit  GQ  la  direction  de  la  foree  de 
traction,  dont  nous  désignerons  par  3 l’angle  QGd  qu’elle 
fait  arec  la  direction  AD  du  plan.  Prenant  pour  repré- 
senter le  poids  du  corps,  la  verticale  GP,  et,  pour  re- 
présenter l’intensité  de  la  force,  la  partie  GQ  de  sa 
direction,  si  nous  décomposons  GP  en  deux  forces, 
l’une  G6  perpendiculaire,  et  l’autre  G a parallèle  au 
plan  incliné,  et  que  nous  décomposions  de  même  GQ 
en  deux  forces,  l’une  Gc  perpendiculaire , et  l'autre  G d 
parallèle  au  plan,  la  pression  du  corps  sur  le  plan  sera 
évidemment  égale  à la  différence  des  deux  composantes 
perpendiculaires  G 6 et  Gc  qui  agissent  en  sens  opposé. 
Or,  nous  avons 


QsssP  (sin  a -{-f  cos  a). 

Lorsque  la  force  agit  au-dessous  de  la  direction  du 
plan,  il  faut  considérer  l’angle  p comme  négatif,  ce 
qui  donne 

P (sin  u -f-  f ]cos«) 

^ cos  p — f sin  p 

En  donnant  â <3,  dans  ce  cas,  la  valeur  de  l’angle  du 
frottement,  c’est-à-dire  en  faisant  tang  p = f,  d’où 

cos£  — f sin£  = o, 

on  voit  que  la  force  devient  infiniment  grande,  ce  qui 
signifie  que , sous  un  tel  angle,  quelque  grande  que 
soit  celte  force,  elle  ne  peut  jamais  être  capable  de 
faire  monter  le  corps. 

Enfin , dans  le  cas  où  la  force  serait  horizontale , on 
aurait,  dans  la  dernière  formule,  p = *,  ce  qui  la  ren- 
drait 


P (sin  a -f-  f cos  a) 
cos  * — f sin  « 


G b ==  GP  . cos  PGè  = P cos  a, 

Gc  = GQ  . cos  QGc  b=  Q sin  |9  ; 

Ainsi  la  pression  est  représentée  par  P cos  a — Q sin  /3, 
et  le  frottement  par (a) 

(P  cos  a — Q sin  (S)  f; 

f désignant  toujours  le  coefficient  du  frottement. 

S’il  n’y  avait  pas  de  frottement,  on  n’aurait  à consi- 
dérer, pour  l’équilibre  ou  le  mouvement  du  corps,  que 
les  deux  composantes  Gd  et  G a qui  agissent  en  sens 
opposé  ; car  la  force  de  pression  G b — Gc  est  détruite 
par  la  résistance  du  plan;  mais  il  est  évident  que  la 
force  G d — Q cos  p ne  peut  faire  monter  le  corps  qu’en 
surmontant  d’une  part  la  force  opposée  G a » P sin  «, 
et  de  l’autre  le  frottement  (a)  ; on  a donc , dans  le  cas 
d’équilibre (6), 

Q cos  p sss  (P  cos  « — Q sin  /3)  f-j-  P sin  « , 

équation  qui  donne,  pour  la  valeur  de  Q , 

~ P (sin  oj4-  f coi  « ) 

cos  p -f-  f sin  p 

L’angle  a étant  invariable , la  force  Q ne  varie  qu’avec 
son  inclinaison  p,  et  l’on  trouve  comme  ci-dessus 


Nous  devons  faire  observer  qu’il  sc  présente  deux 
cas  très-distincts  dans  l’équilibre  du  plan  incliné  , sa- 
voir : celui  où  la  force  doit  faire  monter  le  corps,  et 
celui  où  aile  doit  sculcmeut  l’empêcher  de  descendre. 
Dans  le  premier,  auquel  se  rapportent  toutes  les  for- 
mules précédentes , le  frottement  agit  eu  sens  opposé 
de  la  force;  mais,  dans  le  second,  il  concourt  avec 
cetlo  force  pour  empêcher  le  corps  de  glisser,  de  sorte 
que  l’équation  d’équilibre  est  réellement  alors  . 

Q cos  p = P sin  «t  — (P  cos  a — Q sin  p)  f. 

Mais  cette  considération  n’entraîne  aucune  difficulté,  et 
nous  ne  nous  y arrêterons  pas. 

il.  Le  frottement  des  axes  tournons  sur  leurs  sup- 
ports, et  celui  des  poulies  sur  leurs  chapes,  peuvent 
s’évaluer  de  la  même  manière;  pour  en  faire  com- 
prendre la  théorie  sans  recourir  aux  considérations 
analytiques,  qui  laissent  du  vogue  dans  l’esprit  des  per- 
sonnes qui  n’en  ont  pas  l'habitude,  supposons  que  l’axe  A 
de  la  poulie  lui  soit  adhérent  (pl.  Il,  fig.  n),  et  qu’il 
tourne  sur  chape  EDF.  Celte  poulie  est  chargée  de 
deux  poids  P et  Q , dont  le  second  Q est  le  plus  lourd 
et  doit  emporter  le  premier. 

Par  l’effet  du  mouvement  de  rotation , le  poids  mo- 
teur Q forcera  l’axe  de  rouler  jusqu’en  D,  et  si  la  ré- 
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sistauce  du  frottement  est  équivalente  ù l’excès  de  (J 
sur  P,  l'équilibre  de  toutes  les  forces  du  système  s’éta- 
blira au  point  D.  Dans  ce  cas,  menons  la  droite  MX 
tangente  à la  circonférence  de  Taxe  et  à celle  du  palier  à 
leur  point  commun  D , nous  pourrons  considérer  l’élé- 
ment de  la  circonférece  du  palier  en  D comme  un  petit 
plan  incliné  dont  la  direction  >1N  fera  avec  la  ligne 
horizontale  BC  un  angle  NDC  que  nous  désignerons 
par  a. 

Observons  que  l’axe  A supporte  la  pression  des  poids 
P et  Q , dont  la  résultante  P -|~  Q = R est  une  force 
verticale  qui  passe  nécessairement  par  le  point  D,  où 
se  détruisent  toutes  les  forces  de  système.  Représentons 
ccttc  résistance  par  DR , et  décomposons-la  perpendi- 
culairement et  parallèlement  à la  direction  MN  du  plan 
incline , la  composante  perpendiculaire  D b sera  la  pres- 
sion normale  exercée  en  D sur  le  palier,  et  détruite  par 
sa  résistance;  la  composante  parallèle  De  sera  la  force 
qui  ferait  glisser  le  point  D sans  la  résistance  du  frot- 
tement ; elle  sera  donc  égale  à cette  résistance.  Or  la 
composante  perpendiculaire  ou  la  pression  normale  a 
pour  expression 

DR . cos  b DR  = R . cos  «. 

Ainsi  la  résistance  duc  au  frottement  sera 
/R . cos  «, 

f étant  le  coefficient  du  frottement  ; ou  bien  encore 
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donc  la  résistance  du  frottement  exercé  au  point  D par 
suite  de  la  pression  U est (c) 

i/r+r’ 

laquelle  doit  être  introduite  dans  le  système  avec  les 
outres  forces,  lorsqu'il  s’agit  de  détermiuer  les  condi- 
tions d’équilibre. 

Pour  obtenir  maintenant  l’équation  d’équilibre,  pre- 
nons le  centre  de  l’axe  A pour  celui  des  momens  (voyez 
ce  mot)  ; désignons  par  r le  rayon  de  la  poulie,  par  p 
celui  de  l’axe,  et  faisons,  pour  abréger, 

_ J _ =r 
\/T+T  . 

en  observant  que  dans  la  pratique  on  peut  presque  tou- 
jours supposer  f~f.  Le  moment  de  la  force  P sera  Pr  ; 
celui  de  la  force  Q,  Qr;  celui  de  la  résistanco  du  frot- 
tement, f'Rp,  et  comme  ccttc  résistance  agit  avec  la 
force  P dans  un  sens  opposé  ù Q , nous  aurons....  (d) 

Qr  = Pr  + nv, 

ou 

Qr  = Pr  + nP  + Q)/>, 

à cause  de  Resp-f.  Q. 

Dégageant  Q de  celte  équation,  il  Tiendra....  («) 


R . cos  cDR  = R . sin.  a, 

puisque  celte  dernière  quantité  est  la  valeur  de  la  com- 
posante De  égale  et  opposée  au  frottement.  Nous  avons 
ainsi 


f R cos  a = R sin  a, 


d’où 


/■=  tang  a; 


Q 


p . 


! ±£t 

r-fY 


dans  laquelle  il  n’y  a plus  qu’à  donner  des  valeurs  par- 
ticulières aux  quantités  P,  r,  p et  f.  Soit,  par  exemple, 
le  poids  à soulever  P = a5  kilogrammes,  le  rayon  de 
la  poulie  r = 24  centimètres,  celui  de  l’axe  p = 6 centi- 
mètres. Si  l’axe  et  le  palier  sont  en  fer,  et  que  les  surfaces 
•oient  simplement  onctueuses,  nous  aurons,  d’après  les 
expériences  de  M.  Morin,  f = 0,14,  et,  par  suite. 


ce  qui  doit  être  nécessairement,  puisque  la  tangente  de 
l’angle  d’inclinaison  du  plan  est  équivalente  au  coeffi- 
cient du  Frottement , lorsque  la  résistance  de  ce  frotte- 
ment est  la  seule  force  qui  empêche  le  corps  de  glisser 
sur  le  plan  incliné.  Mais,  en  vertu  des  relations 
connues. 


r= 


0,,M- 


Substituant  ces  nombres  dans  (*), 

O — -J-»1  34+*>Xo,i58C 
v * 24 — Ô X o,  i386 


nous  obtiendrons 
— . 794, 


tang  f 

Sin  ? = v/|‘+ta,1(ir?’  C05f= 1/1 

nous  avons 

sina  =7t^’  co9*=^i+7ri 


c’est-à-dire  que  Q devrait  peser  a(T, 794  pour  être  sus- 
ceptible d’élever  le  poids  P pesant  a5  k.  La  résistance 
duc  au  frottement  est  donc , dans  ce  cas , égale  à 
«6l,794—  a5  = i\;94. 

Nous  n’avons  point  tenu  compte,  dans  ccl  exemple, 
de  la  résistance  qui  provient  de  la  corde,  et  qui 
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exige  encore  un  accroissement  dans  le  poids  moteur. 
( Voyez  Corde,  tome  I.) 

Si  l’axe  de  la  poulie  était  fixe,  les  mêmes  considé- 
rations conduiraient  à la  même  expression  (c)  du  frot- 
tement; mais  il  faudrait  oonceToir  l’équilibre  établi 
autour  du  centre  du  trou  de  la  poulie,  et  faire  entrer  le 
rayon  de  ce  trou  dans  l’équation  d’équilibre.  Le  frot- 
tement du  levier  sur  son  axe  de  suspension,  et  en  gé- 
néral tous  les  frottemeiis  relatifs  aux  axes  tournons,  dé- 
pendent de  cette  expression  (c) , en  faisant  II  égal  à la 
résultante  de  toutes  les  pressions.  ( Voy.  Treuil,  t.  II.) 

13.  Il  existe  une  autre  espèce  de  frottement  qu’on 
nomme  frottement  de  roulement  ou  frottement  de  la  se- 
conde espèce,  c’est  celui  qui  a lieu  lorsqu’un  corps  rond 
roule  sur  une  surface,  comme  un  cylindre  sur  un  plan, 
ou  une  roue  de  voiture  sur  le  terrain.  Ce  frottement  est 
en  général  très-petit  comparativement  à celui  de  la  pre- 
mière espèce  (voyez  IIovlemekt)  ; car  lorsqu’un  cylindre 
chemine  en  roulant  sur  un  plan  résistant  et  bien  uni, 
les  axes  des  divers  points  de  sa  stirface  se  développent 
sur  celle  du  plan , et  le  frottement  est  presque  insen- 
sible; aussi  peut-on  le  négliger  sans  inconvénient  dans 
tous  les  calculs  relatifs  aux  corps  durs  et  solides  qui 
entrent  dans  la  composition  des  machines;  mais  il  est 
nécessaire  d'y  avoir  égard  dans  les  questions  relatives  ù 
la  locomotion  des  voitures , car  le  frottement  des  roues 
sur  le  terrain  produit  des  résistances  d’autant  plus 
grandes  que  le  terrain  est  plus  raboteux  et  surtout  plus 
compressible.  On  a reconnu , par  exemple,  que  sur  un 
chemin  horizontal  bien  pavé  le  tirage  est  entre  ,/,i  et 
*/l0  de  la  charge;  tandis  que  sur  un  terrain  sablon- 
neux, ou  sur  des  cailloux  nouvellement  placés,  il 
•'élève  jusqu’à  */,.  Quand  le  terrain  est  mou  et  que  les 
roues  s’y  enfoncent,  il  se  produit  encore  de  nouvelles 
résistances,  dues  à la  nécessité  de  relever  à chaque  instant 
la  voiture  sur  des  plans  inclinés.  Nous  allons  examiner 
quelques-unes  des  circonstances  du  mouvement  des 
voitures. 

i3.  Soit  AllCIÎR  (pl.  II,  fig.  13),  une  roue  placée 
sur  un  plan  horizontal  MN , A son  essieu,  et  AF  la  di- 
rection de  la  force  appliquée  à cet  essieu  pour  lui  im- 
primer un  mouvement  de  translation.  Le  poids  de  l’es- 
sieu, y compris  tout  celui  dont  il  peut  être  chargé, 
pèse  en  b sur  la  surface  intérieure  du  moyeu  ; ce  même 
poids,  plus  celui  de  la  roue,  pèse  en  R sur  le  plan, 
au  point  de  contact  de  la  roue.  Concevons  maintenant 
que  la  force  de  traction  fasse  mouvoip  l’essieu  en  avant  : 
la  pression  au  point  R empêchant  la  roue  de  glisser  sur 
le  plan , elle  se  met  à tourner,  et  chaque  point  de  sa 
circonférence  vient  s’appuyer  successivement  sur  un 
point  du  plan  MN  pendant  que  l’essieu  marche  paral- 
lèlement à lui-même.  Abstraction  faite  du  frottement 
de  roulement,  le  moteur  n’a  donc  à vaincre  que  le 


frottement  de  l’essieu  sur  lequel  il  agit  ù l’aide  d’un 
levier  du  second  genre,  car  on  peut  considérer  une 
roue  comme  un  tel  levier  : R est  le  point  d’appui,  la 
puissance  est  appliquée  en  A , à l'extrémité  du  rayon 
A R de  la  roue,  et  la  résistance  en  b à l’extrémité  du 
rayon  de  l’essieu.  Ainsi,  en  n’ayant  égard  qu’à  la  résis- 
tance du  frottement  de  l’essieu,  on  peut  admettre  que, 
dans  le  cas  d’équilibre , le  rapport  de  la  force  tractrice 
à la  résistance  est  égal  au  rapport  du  rayon  de  l’essieu 
au  rayon  de  la  roue  ; d’où  l’on  voit  qu’une  roue  est 
d’autant  plus  avantageuse  au  moteur  que  ce  dernier 
rapport  est  plus  petit,  c’est-à-dire  qu'on  peut  diminuer 
de  moitié  la  force  nécessaire  pour  mettre  une  voiture 
en  mouvement,  en  doublant  le  rayon  des  roues  sans 
changer  celui  des  essieux. 

Ce  principe  se  trouve  confirmé,  pour  les  chemins  de 
fer,  par  les  expériences  de  Tredgold,  qui  a constam- 
ment trouvé  que,  sur  de  tels  chemins,  la  force  qui  peut 
mettre  un  chariot  en  mouvement,  la  charge  et  les 
essieux  étant  les  mêmes,  est  en  raison  inverse  du 
diamètre  des  roues.  Ainsi,  désignant  par  Q la  résis- 
tance du  frottement  à l'essieu , par  p le  rayon  de  l’es- 
sieu, par  r celui  de  1a  roue,  et  par  P la  force  motrice, 
on  aurait,  sur  un  chemin  horizontal. 


P = q£; 


mais  la  résistance  du  frottement  à l’essieu  est,  comme 
nous  l’avons  vu  (1 1),  égale  à 


N 

i/.+f’ 


ou  simplement  à R f, 


R désignant  la  résultante  de  toutes  les  forces  qui 
pressent  l’essieu  contre  le  moyeu,  donc (f) 


p=i v-f 

Cette  formule,  dans  laquelle  on  doit  faire  R égal  à la 
partie  du  poids  total  du  chariot  supportée  par  une  seule 
roue,  donne  le  moyen  de  calculer  la  force  de  traction 
nécessaire  pour  tenir  le  chariot  en  mouvement  sur  un 
chemin  de  fer  horizontal,  bien  uni.  On  peut  également 
s’en  servir  pour  évaluer  approximativement,  par  com- 
paraison, la  résistance  du  roulement  sur  les  autres 
chemins.  Déterminons,  pour  exemple,  la  force  de  trac- 
tion qui  tire  les  chariots  de  marchandises  sur  les  che- 
mins en  fer  de  l’Angleterre;  ccs  chariots,  dont  le 
poids  total  est  ordinairement  de  5 tonneaux  anglais 
(5o8o  kil.),  sont  montés  sur  quatre  roues  égales,  d’un 
rayon  de  i5;?o  millimètres  ; le  rayon  des  essieux  est  de 
76  millimètres;  la  charge  étant  également  répartie, 
chaque  essieu  porte  u54o  kil.  et  produit  conséqucm- 
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meut  sur  chaque  roue  une  pression  moyenne  de 
n;o  kxl.  ; prenant  le  coefficient  du  froüenwnt  o,», 
nous  aurons  donc 

R =SI2701#  f «=?(>,  r=e=  «3*70  , f**ûp  1{ 
substituant  ces  valeurs  dune  (/),  noua  obtiendrons 

P = „7oX  o,..ï|1  = 7‘>o4, 

chaque  roue,  en  particulier,  exige  donc  une  traction 
de  y p o4,  et  par  conséquent  la  force  totale  de  traction 
que  doit  exercer  constamment  le  moteur  pour  entrete- 
nir un  mouvement  uniforme  est  de  4 X yl,©4=*a8k,e4» 
te  rapport  de  la  force  à la  charge  est  ainsi 

38,04 1 

5o8o  180’ 

L'expérience  a fait  connaître  que  ce  rapport  varie  de 

à 4"j  et  l’on  a adopté  — - comme  terme  moyen; 
180  a4°  aoo 

mais,  dans  toutes  les  expériences  faites  à ce  sujet,  on  a 
oublié  d'indiquer  le  rapport  du  diamètre  de  l'essieu  à 
celui  de  la  roue  ; en  sorte  qu'ou  ne  peut  encore  rien  éta- 
blir de  suffisamment  exact. 

Le  frottement  de  roulement  devient  très-sensible 


fro  m 

sur  les  chemins  de  fer  lorsqu’ils  ne  sont  pas  entretenus 
avec  beaucoup  de  soin.  M.  Palmer,  l'inventeur  des 
chemins  à un  seul  rail,  a constaté,  sur  le  chemin  à or- 
nières plates  de  Chcltenhaw,  que  la  poussière  seule 
produit  une  résistance  assez  grande  pour  exiger  une 
augmentation  de  iq  î/a  pour  100  de  force  tracirice. 
L’inégalité  dans  les  joints  produit  une  autre  espèce  de 
résistance  qu’ou  peut  comparer  à reflet  d'un  obstacle 
placé  sur  un  chemin  ordinaire,  ot  c’est  particulièrement 
dan?  ce  cas  que  les  grandes  roues,  quel  que  soit  d'ail- 
leurs le  rapport  de  leurs  diamètres  aux  diamètres  de 
leurs  essieux,  sont  plus  avantageuses  que  les  petites; 
ce  qui  ne  doit  pas  s’entendre,  cependant,  d’une  ma- 
nière absolue.  ( Voyez  Uoub.  ) 

14.  Le  grand  avantage  des  chemins  de  fer  consiste 
uniquement  dans  la  diminution  du  frottement  de  roule- 
ment, ce  qui  permet  de  traîner  sur  ces  chemins  de» 
charges  dix  à doute  fois  plus  fortes  que  sur  une  route 
ordinaire  avec  le  même  effort  de  traction;  mais  cet 
avantage  n'a  réellement  lieu  que  sur  des  plans  horizon- 
taux; il  diminue  rapidement , pour  les  montées , lorsque 
l'inclinaison  d'un  chemin  de  for  dépasse  de  très-petites 
limites.  Malgré  tous  le9  travaux  faits  jusqu’ici , le  pro- 
blème de  la  locomotion  est  A peine  ébaaolvé  «ou*  le 
rapport  pratique  comme  sous  le  rapport  théorique,  et 
nous  pensons  qu’il  y a beaucoup  à rabattre  dans  le* 
prétentions  respectives  des  partisans  et  des  adversaire* 
des  chemins  de  fer. 
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GÉOMÉTRIE  AUX  TROIS  D1MENSIONS(Ai»«/,k). 
Les  grands  progrès  de  la  mécanique  rationnelle  datent  de 
l'application  qu’on  a faite  A cotte  science  de  la  géométrie 
analytique  à trois  dimensions.  C’est  alors  seulement  qu’on 
*pu  considérer  le*  corps  comme  se  mouvant  d’une  ma- 
nière quelconque  dans  l’eapaoe,  et  s’élever  aux  équa- 
tions générales  du  mouvement.  Il  est  donc  indispen- 
sable aujourd’hui,  pour  pouvoir  aborder  l’étude  des 
grands  traités  de  mécanique,  de  posséder  une  connais- 
sance suffisamment  approfondie  de  cette  géométrie, 
qui  repose , d’ailleurs,  «ur  les  même*  principe»  que  la 
géométrie  analytique  à deux  dimenêiont , et  n’offre,  par 
elle-même , aucune  difficulté  sérieuse.  Nous  allons 
compléter  ici  les  notions  données,  tome  I,  au  mot 
Application,  du  moins  dans  tout  ce  qui  est  nécessaire 
ü l’intelligence  des  divers  articles  de  mécanique  conte- 
nus dans  ce  dictionnaire. 

Toh.  m. 
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1.  Pour  déterminer  la  position  d’un  point  dans  l’es- 
pace à trois  dimensions , on  le  rapporte  à trois  plan» 
fixes  et  connu*  de  situation,  assujeli*  û la  condition  de 
se  couper  en  un  même  point.  Le  plus  ordinairement  ces 
trois  plans  sont  rectangulaires,  c’csi-û-dire  que  deux 
quelconque?  d’entre  eux  sont  perpendiculaires  sur  le 
troisième.  Dans  ce  dernier  cas,  que  nous  considérerons 
d'abord , si  Ton  mène  du  point  douné  une  perpendicu- 
laire ù chaque  plan,  la  position  du  point  sera  fixée*, 
comme  nous  Pavons  vu,  tome  I,  page  1 10.  Sans  reve- 
oir  sur  ce  que  nous  avons  déjà  suffisamment  expliqué, 
rappelons  les  dénominations  convenues. 

Soient  Z.0X , ZüY,  YOX  (PL  XI,  fig.  i3)  le»  trois  % 
plans  rectangulaire» , et  O le  point  commun  des  inter- 
sections de  ces  plaus,  qu’on  nomme  plane  coordonnés; 
soit  A un  point  quelconque  situé  d««i  1 ofWCi  AP-fô 
perpendiculaire  menée  de  ce  point  sur  le  plan  ZO}L , 

25 
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An  la  perpendiculaire  menée  sur  le  plan  ZOY,  et  Am  la 
perpendiculaire  menée  sur  le  plan  YOX.  Ces  trois 
perpendiculaires  seront  les  coordonnées  «lu  point  A. 

Les  pieds  p,  n,  m,  ou  les  intersections  des  perpen- 
diculaires arec  les  planscoordonncs,  sont  les  projections 
du  point  À sur  ces  plans.  Si , de  chacun  des  points  p , 

n,  m,  et  dans  le  plan  où  il  se  trouve,  on  mène  des 
parallèles  aux  deux  autres  coordonnées,  on  formera  le 
parallclipipède  rectangle  nx,  dans  lequel  on  aura 

A»  =3  Ox,  Am  = Ox,  A p — Oy. 

C’est  donc  absolument  la  même  chose  de  connaître 
les  trois  perpendiculaires  An,  Am,  Ap,  ou  les  trois 
portions  correspondantes  Ox,  O y,  O s des  intersections 
des  plans  coordonnés.  En  effet , lorsque  ces  trois  por- 
tions sont  données,  il  suffît  de  mener  par  chacune  de 
leurs  extrémités  x,  y,  x un  plan  perpendiculaire  aux 
deux  plans  coordonnés  dans  lesquels  elle  se  trouve  : 
la  commune  intersection  de  ces  plans  perpendiculaires 
est  nécessairement  le  point  A. 

Les  intersections  OX,  OY,  O Z.  des  plans  coordonnés 
se  nomment  les  axes  des  coordonnées,  et , particulière- 
ment, OX  Taxe  des  x^OY  l’axe  des  y,  et  O Z l’axe 
des  z,  parce  qu’on  désigne  généralement  par  les  lettres 
x,  y et  z les  droites  Ox,  O y,  O z respectivement  égales 
aux  coordonnées  An , Ap,  Am,  et  qu’on  donne  aussi 
le  nom  de  coordonnées  à ces  droites.  On  voit  aisément 
que  Ox  est  la  distance  An  du  point  A au  plan  ZOY, 
comptée  sur  l’axe  OX  ; que  Oy  est  la  distance  du  même 
pointau  plan  ZOX,  comptée  sur  l’axe  OY;  et  enfin 
que  Am  est  sa  distance  au  plan  YOX,  comptée  sur  l’axe 
OZ.  Désignant  généralement  ces  trois  distances  par 

o,  b,  c , on  a Ox  = a,  Oy  = 6,  O*  = c , ou,  plus 
généralement , 

x = a,  x = b f x =c; 

Ces  trois  égalités  se  nomment  les  équations  du  point. 
Nous  avons  vu  ( tome  I , page  m)  comment  les  signes 
des  quantités  a,  b,  c déterminent  celui  des  huit  angles 
trièdres  formés  par  les  plans  coordonnés  dans  lequel  se 
trouve  le  point. 

On  désigne,  pour  abréger,  chaque  plan  coordonné 
par  les  axes  qu’il  renferme;  ainsi  le  plan  ZOX  est  dit 
plan  des  xz;  ZOY  est  le  plan  des  yz , et  XOY  le  plan 
des  xy. 

a.  Nous  devons  faire  observer  deux  particularités 
importantes  : 

i*  Un  point  quelconque  A de  l’espace  a toujours  deux 
coordonnées  de  communes  arec  chacune  de  ses  projections  ; 

a*  Deux  projections  d'un  mime  point  ont  toujours 
une  coordonnée  commune. 

En  effet , rapportant  chaque  projection  aux  deux  axes 
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qui  se  trouvent  dans  son  plan , on  voit  immédiatement 
que  les  coordonnées  du  point  n sont  O z et  Oy,  ou  z et  y, 
celles  du  point  p,  x ctz,  et  celles  du  point  m,  x et  y. 
Quant  à la  seconde  proposition,  on  voit  également  que 
les  deux  projections  m et  n ont  le  même  y = Oy  ; les 
deux  projections  n et  p,  le  même  x=Oz,  et  les 
deux  projections  m et  p le  même  x = Ox. 

Ces  relations  nous  montrent  la  liaison  qui  existe  entre 
les  projections  et  les  coordonnées,  cl  expliquent  pour- 
quoi il  ne  faut  que  deux  projections  pour  déterminer  un 
point  dans  la  géométrie  descriptive  ( voyez  tome  I, 
page  4^5  ) , tandis  qu’il  faut  trois  coordonnées  dans 
la  géométrie  analytique.  En  effet,  pour  Hxer  analytique- 
ment la  position  de  la  projection  p sur  le  plan  xz,  il 
faut  deux  équations  telles  que  x = a,  x = e;  et,  pour 
fixer  la  position  delà  projection  m sur  le  plan  xy,  deux 
équations  x = fl,  y = b;  mais,  d’après  la  seconde 
proposition,  on  doit  avoir  a—d;  ainsi  la  connaissance 
des  deux  projections,  équivaut  à' celle  des  trois  équa- 
tions x = a,y  = 6,z  = c. 

3.  Nous  rappellerons  encore  que,  lorsque  dans  les 
équations  générales  du  point, 

t 

x=fl,  y —b,  Z — c , 

une  des  quantités  a,  6,  r est  r.éro,  cetlc  circonstance  I 
indique  que  le  point  est  situé  dans  le  plan  des  deux 
autres  coordonnées.  Dans  le  cas,  par  exemple,  de 

z=o  et  x “ a , y = b; 

le  point  est  dans  le  plan  des  xy.  Si  l’on  avait  à la  fois 
y = o et  * = o,  l’équation  x = a appartiendrait  ù 
un  point  placé  sur  l’axe  des  x.  Enfin  les  trois  équations 
x = of  y s=o,  Z — o appartiennent  ù l’origine  O des 
plans  coordonnées. 

4*  l*&  positions  respectives  de  deux  points  étant  dé- 
terminées par  leurs  trois  coordonnées,  il  est  toujours 
facile  de  calculer  la  grandeur  numérique  de  leur  dis- 
tance, quand  la  grandeur  des  Coordonnées  est  donnée  en 
nombres.  Soient  (PI.  XI,  fig.  14)  A et  b,  deux  points 
dont  les  coordonnées  sont  : pour  le  point  A, 


Om=*x",  Bm  = y",  66  = /. 

Joignons  les  deux  points  par  la  droite  AB,  et  menons 
Bp  parallèle  à ab ; le  triangle  ABp  étant  rectangle,  nous 
aurons 

A B *=  1/  [bp’ + Âp‘] = 1/ J 


On=*',  qn  = y',  A o=*'; 
et , pour  le  point  B , 
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Mcnon;  encore  bq  parallèle  à OX,  le  triangle  rec- 
tangle alq  nous  donnera 

et*  = nf  -j-  bf  = (y' — y")*  4"  (x  — œ')’i 
donc (a) 

AB=v/[V— *"),  + (y—  y')*  +(*'—  *")*]• 

Si  le  point  B coïncidait  arec  l’origine  O,  ses  coor- 
données seraient  nulles  et  l’un  aurait 

AO  = v/a?;*4-y'J  -| -:'1. 

C’est  la  valeur  de  la  diagonale  d’un  parallélipipèdc  rec- 
tangle dont  les  trois  arêtes  sont  x,  y,  z. 

5.  Des  Lignes  droites  dans  l’espace.  La  position 

d’une  ligne  droite  dans  l’espace  est  déterminée  lors- 
qu’on connaît  deux  de  scs  projections  sur  les  plans  coor- 
donnés. Si  ab  (PL  XII,  ûg.  3)  est  la  projection  de  la 
droite  AB  sur  le  plan  xz  et  db‘  sa  projection  sur  le 
plan  y z,  les  équations  respectives  de  ab  et  de  a b',  cha- 
cune dans  leur  plan , seront  les  équations  de  AB 
(tome  I,  page  1 1 1 ) dans  l’espace.  Or,  la  forme  géné- 
rale des  équations  de  ab  et  de  a b'  étant  a?  = ax-)-6, 
y =•  cz  -f-  d,  nous  avons , pour  les  équations  générales 
d’une  droite  dans  l’espace (6) 

x = az-\-bf  y — ex ~\~d; 

c’est  de  ces  deux  équations  qu’on  peut  déduire  toutes 
les  propriétés  des  lignes  droites. 

6.  Observons  d’abord  que,  pour  déterminer  le  point 
où  la  droite,  suffisamment  prolongée,  coupe  l’un  des 
plans  coordonnés,  ou  ce  qu’on  nomme  la  trace  de  la 
droite  sur  ce  plan,  il  faut  donner  la  valeur  o à la  coor- 
donnée qui  exprime  la  distance  du  point  au  plan,  par 
exemple,  la  condition  z — o exprime  que  le  point  est 
sur  le  plan  x y;  ainsi  faisant  z—  o,  dans  les  équa- 
tions (6),  on  obtient,  pour  la  trace  de  la  droite  dans 
le  plan  xy , les  équations 

x — by  y — d. 

La  trace  dans  le  plan  xz  sera  exprimée,  d’après  les 
mêmes  considérations,  par 


et  enfin , la  trace  dans  le  plan  y z , par 


7.  Les  constantes  a,  b,  c,  d,  qui  entrent  dans  l'équa- 
tion de  la  ligue  droite  doivent  être  considérées  géué- 
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râlement  comme  des  quantités  indéterminées  suscep- 
tibles de  tous  les  états  de  grandeur  et  auxquelles  il  suffit 
d’attribuer  les  valeurs  dépendantes  des  conditions  im- 
posées à une  droite  pour  obtenir  l’équation  particulière 
de  cette  droite.  Les  procédés  sont  tout-à-fait  semblables 
ù ceux  qu’on  emploie  dans  la  géométrie  plane,  ainsi 
que  nous  allons  le  voir  dans  les  questions  suivantes. 

8.  Trouver  les  équations  d’une  droite  assujétie  d passer 
par  deux  points  donnés. 

Soient  A et  B les  deux  points  (PI.  XI,  fig.  i4)>  dont 
nous  exprimerons  les  coordonnées  connues  par  x‘,  y',  x' 
et  x",  y",  z".  Puisque  ces  points  doivent  se  trouver 
sur  la  droite , les  relations  de  leurs  coordonnées  sont  les 
mêmes  que  celles  de  tous  les  autres  points  de  cette 
droite  , et  les  trois  systèmes  d’équations 

(1) — as  = 01  -f6  , y =«  +d, 

(»)....  *'  = az  + 6 , y'  = «'  d, 

(3)....  x"  = <u"  -f-6  , y"  = «"  -)-  «G 

doivent  subsister  en  même  temps.  Retranchant  les  équa- 

tions (a)  des  équations  (3),  et  les  équations  (3)  des 
équations  (a) , nous  obtiendrons  les  deux  systèmes 

(4) ....  x—  ar'=a(j—  s'),  y — y'=c(*— *')> 

(5) ....  x'— *'=8(ï'— a'),  y'  — y’=c(ï'— *■);  ; 

substituant  dans  le  premier  de  ccs  systèmes  les  valeurs 
de  a et  de  c,  fournies  par  le  second , nous  aurons  défi- 
nitivement 

, x — x" 

x — x = ~j — (x— x), 

x — x v n 

Telles  sont  les  équations  de  la  droite  qui  passe  par  les 
deux  points  donnés  [x\  y,  x),  ( x''9  y",  x"). 

9.  Si  la  droite  n’était  assujétie  qu’à  passer  par  un 
seul  point  A ou  (x'}  y , z),  on  n’aurait  que  les  deux 
systèmes  d’équation  (1)  et  (a),  et  les  équations  finales 
seraient 

x — x'  = a{z—z‘)  , y — y’ = e 

lesquelles , tant  que  a et  c restent  indéterminées , con- 
viennent à une  infinité  de  droites  differentes,  passant 
toutes  par  le  point  (#',  y',  x'). 

10.  IVonwr  les  équations  d’une  droite  assujétie  d 
passer  par  un  point  donné  et  qui  soit  en  outre  parallèle 
d une  autre  droite  donnée. 

Soient 

x = o'*4-*'  > y~c*+<t 
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te»  équations  de  te  droite  donnée , «t 

x ~az  b , y = ca  + d 

celles  de  la  droite  cherchée;  les  râleurs  des  quantités 
a,  b',  d , d' sont  connues,  et  il  s’agit  de  faire  disparaître 
les  quantités  indéterminées  a , 6,  c,  d. 

Or,  la  droite  cherchée  devant  passer  par  un  point 
donné  (#' , y , d),  ses  équations,  d’après  ce  qui  pré- 
cède, prennent  les  formes 

, y— »■); 

mais  cette  ligne  devant  être  parallèle  à te  droite  donnée, 
il  faut  évidemment  que  les  plans  projetans  de  ce»  deux 
droites  et  conséquemment  lours  projections  soient 
respectivement  parallèles;  on  a donc  les  conditions 
<i  = a,  « = et  les  équations  de  te  droite  demandée 
sont 
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Retranchant  le  premier  système  du  second,  d rient 

o = x (a*  — a)  -\-b‘  — b9 
o = s (c — c)  — |—  dT  — df 

ce  qui  donne,  en  éliminant  z entre  ces  deux  équa- 
tion!, 

b — b d — d 
ar  — a = d — c* 

Telleest  la  relation  entre  les  constantes  a,  6,  c et  a',  6\c‘, 
sans  laquelle  les  droites  ne  peuvent  se  couper;  en  ad- 
mettant qu’elle  ait  lieu,  il  suflil  de  substituer  ù la  place 
de  z,  dans  les  équations  (i)  ou  (a),  sa  valeur 


ar— •«'*»  (r— *)  , y— y ' = *(*—*'). 

Si  la  droite , qu'on  veut  mener  parallèlement  à nue 
autre  droite  donnée 

x — a z b , y = c's  d*» 

devait  passer  par  l’origine , point  dont  les  coordonnées 
sont  x'^Oy  y st=o,  y *=20,  scs  équations  seraient 
simplement 

u 

'•9  , y «<fa, 

1 1.  Trouver  le  point  de  rencontre  de  deu*v  droites  don- 
nées par  les  équation^ 

(>)••••  x=as  -f4  , y = « + d, 

(a)....  x=as-+-V  , y — cz-\-d. 

• 

Ob&rvons  que  deux  droites,  situées  d’une  manière 
quelconque  dans  l’espace,  ne  sont  susceptibles  de  sc 
rencontrer  que  lorsqu’on  peut  les  renfermer  dans  un 
même  plan,  et  qu’il  doit  conséquemment  exister  une 
relation  déterminée  entre  les  constantes  a,  6,  c,  d et 
a',  b' , c',  d' dans  le  cas  où  une  telle  rencontre  est  pos- 
sible. Or,  dans  ce  même  cas,  les  valeurs  particulières 
des  coordonnées  du  point  d’intersection  doivent  satis- 
faire à la  fois  les  deux  systèmes  d’équations  (i)  et  (a)  ; 
ainsi,  en  considérant  les  variables#,  y,  z comme  des 
inconnues,  la  solution  des  équations  fera  connaître, 
d'une  part,  les  valeurs  des  coordonnées  du  point  d’inter- 
section, et  de  l’autre,  la  condition  de  l'existence  de  ce 
point;  car  il  y a quatre  équations,  et  elles  ne  peuvent 
subsister  en  même  temps  ou  être  satisfaitespar  les  mêmes 
valeurs  de  #,  y et  z qu’autant  qu’il  se  trouve  une  cer- 
taine relation  entre  leurs  constantes. 


pour  obtenir  tes  valeurs  des  deux  autres  coordonnées 
X et  y dti  point  d'intersection. 

i a.  Trouver  ks  angles  que  forme  a ver  Ut  trot»  axe t 
•ne  droite  AO  (PI.  XII,  flg.  i). 

Las  équations  de  la  droite  AO  sont,  (10), 

x=*3  as  , y sx  cm; 


et,  si  l’on  prend  sur  celle  droite  une  longueur  arbitraire  * 

Om,  que  nous  désignerons  par  r,  on  aura,  pour  dé-  * 

terminer  le»  coordonnées  or',  y',  z du  poiut  m,  les  trois  * 
équations 

x‘  = az’  , y = cx'f  * 


dont  la  première  donne,  d’après  (4),  la  valeur  de  la  « 

distance  Om  en  fonction  des  coordonnées  y',  z ' de  i 

son  extrémité  m,  et  dont  les  deux  autres*  expriment  * 

que  le  point  m est  sur  la  droite  donnée  AO.  Résolvant  t 

ces  trois  équations  par  rapport  aux  inconnues  x,  y',  z\  » 

on  obtiendra 

, ar 

x = î/tf , 

rr 

J i/^+c*-!-  » 

, r 

Achevons  maintenant  le  parallélipipèdc  rectangle 
déterminé  par  les  trois  coordonnées  du  point  m,  et  fai- 
sons les  angles  cherchés 

mOX  = «,  mOY  = {3,  nOZsay. 
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Ceci  poaé,  le»  triangle»  rectangles  «*Oÿ,  mO»,  mOt, 
donnant*....  (r) 


eos  a 

co»0 
cos  y 


0£  JP' 
Om*2  r» 
Os  _ y* 
Or»  r ’ 

Of  __ 

Om  t ' 


•4.  Connaissant  les  angles  formés  par  une  droite  avec 
les  axes  coordonnés,  trouver  ses  iquatiosu . 

Cette  question  se  trouve  résolue  en  tirant  des  expres- 
sion# (<J)  U»  valeurs  de#  constantes  a et  e,  oe  qu‘on 
fait  aisément  en  divisant  les  deux  premières  par  la  troi- 
sième. On  trouve  de  cette  manière 

cos  a cos  fi 

a — — ■ — * , c =**  — j 
cos  y cos  y 


Substituant  dans  ces  relations  les  valeurs  précédentes 
des  coordonnées , on  obtiendra  définitivement....  (rf) 

« 

COS  a = — Try:..—  »■=  « 

1 

c"7”i/j+7+r 

La  radical  étant  susceptible  du  doubla  signa  ^ , il 
faut  observer  qu’on  doit  donner  le  même  signe  aux 
trois  cosinus  à la  fois,  soit  -f-  soit  — ; les  deux  systè- 
mes résultant  de  cosinus  se  rapportent  aux  angles  que 
la  droite  AO  fait  immédiatement  avec  les  demi- axes 
positifs  OX,  OY,  OZ  et  A leura  supplément,  c’est-à- 
dire  aux  angles  que  fait  le  prolongement  de  AO  aTec 
ces  mêmes  demi-axes  positifs;  car  c’est  toujours  par 
rapport  à ceux-ci  qu’ait  mesure  les  angles  d’une  droite 
avec  les  axes  coordonnés.  Le  signe  -f-  répond  aux 
angles  formés  par  la  portion  AO  de  la  droite  qui  se 
trouve  située  au-dessus  du  plan  xy , on  qui  fait  un 
angle  aigu  avec  OZ  ; et  le  signe  — aux  angles  formés 
par  la  portion  OA*  de  la  droite  située  au-dessous  du 
même  plan , ou  qui  fait  un  angle  obtus  avec  OZ. 

i3.  Les  valeurs  précédentes  fbnt  découvrir  une  rela- 
tion très-remarquable  entre  les  trois  angles  formés  par 
une  droite  avec  les  axes  coordonnées.  En  les  élevant 
toutes  au  carré  et  formant  leur  somme,  on  obtient....  (e) 


et , par  conséquent , les  équations  demandées  sont 


x = 


cos  a cos  fl 

— > y — 

cos  y COS  y 


Z. 


Si  la  droite  devait  passer  par  un  point  donné  (a?', 
y,  x'),  on  pourrait  donner  à ses  équations  la  forme  élé- 
gamment symétrique 

x_— y — y * — y 

cos  u cos  p cos  y ’ 

15.  La  figure  1 , dont  nous  nous  sommes  servi  pour 
la  déduction  des  expressions  (c) , montre  que  les  coor- 
données d’un  point  quelconque  m,  savoir  : Oqt  Os 
et  Ot  sont  les  project ions  sur  les  axes  de  la  droite  Om, 
qui  joint  l’origine  au  point  m,  droite  qu’on  nomme  gé- 
néralement le  rayon  vecteur.  Les  équations  (c)  donnent 
pour  les  valeurs  de  ces  coordonnées  les  expressions....  (/) 

x—rcosa,  y'  = r cos  (9,  z=r  cos  y, 

utile#  dans  one  foule  de  circonstances. 

16.  Trouver  l'angle  que  forment  entre  elles  deux  droite» 
représentées  par  les  équations. 

(1)..,.  x=  az  -f-  b,  y — cz  d, 

(a)....  Æ = a'x-f-ô',  y = cz-\-d\ 

Il  ost  nécessaire  d’abord  que  lea  constantes  de  ces  équa- 
tions Satisfassent  à la  condition 


coe^a-j-cos^-j-cos  *7*1} 

d’où  il  résulte  qu’en  prenant  arbitrairement  les  valeurs 
a et  p pour  fixer  la  position  d’une  droite,  elles  doivent 
satisfaire  à la  condition 

cos  *«  -f-  cos  *p  < 1 ou  = 1 ; 

car  le  troisième  angle  est  déterminé  par  l’expression 

co*  y =s>  ± 1/  — oos  *«  — * coa  5pJ , 

qui  n’est  susceptible  que  de  deux  valeurs  supplémen- 
taires l’une  de  l’autre. 


b'—b  d — d 

a — a c — c* 

1 

car  sans  cela  les  droites  ne  pourraient  se  rencon- 
trer (n*  il);  mais  on  peut  en  outre  simplifier  la  ques- 
tion en  menant  par  l’orlgiuc  deux  droites  parallèles  aux 
droites  données , et  cm  cherchant  l’angle  compris  entre 
ccs  dernières,  dont  les  équations  sont  alors  (n°  10) 

(3) ....  x=*  az,  ytxzcz) 

(4) ....  x=zas,  y = c'x. 

Soient  OM  «t  ON  (PI.  XII,  f»g.  6)  ccs  dernières 
droites;  prenons  les  parties  OA  joignon» 
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les  points  A et  B.  Le  triangle  OAB  nous  donnera 
(voy.  TiicoKOMsniE,  tome  II,  page  58a) 

ÀB2=OAa-f-OB7 — aOA.  OB.  cos  AOB=a — acosAOB. 

Maintenant,  si  nous  désignons  par  x',  y',  z les  coor- 
données du  point  A,  et  par  x’,  y',  z"  les  coordonnées 
du  point  B,  nous  aurons  (n"  4)  » 

ab’=  («'— *')*  4-  (y— yT + {*—-)'■ 

Ainsi 
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En  partant  de  la  relation  générale  sin?  = l/ 1 — cos 'y, 
on  obtiendrait  pour  lu  sinus  du  même  angle  AOB 


sinAOB. 


l/  £(a  — a')2  -f-  (c  — <?')*  -f-  (<**'  — 
i/^  + ^ + î]  x l/[a'1  + c's+  i]  ’ 


et,  par  suite,  on  trouverait,  pour  sa  tangente, 


tans  AOB = 


✓ [(. — à ')24-  (c — c')2-)-(a5'  — a'6)2J 
aa  -f-  cc  -f- 1 


(x* — jfy  -|-  (y  ~ y )*  + ( z — s')1  = a — a cos  AOB  ; 
développant  les  binômes  et  observant  que 

x',4-y'*4"JS>=:  ÔA^—  î , 

«'l+y,  + *,J==ôB5=ii 

cette  équation  sera  réduite  à (y) 

cos  AOB  = x’x'-j-y’y1 '-j-jsY. 

Pour  calculer  les  coordonnées  x',  y',  z',  x',  y',  z', 
on  a les  équations 

ar's=ax',  y'  = cY , 

X'  = aï  Z*  y y — CS?  y 

qui  expriment  que  les  points  A et  B sont  sur  les  droites 
OM  et  ON,  et  dont  ou  tire  aisément,  en  les  combinant 
avec  les  relations, 

*'■+ y* +*'*=•.' 


Il  est  souvent  utile  d'avoir  l’angle  de  deux  droites 
en  fonction  des  angles  qu’elles  font  avec  les  axes  coor- 
donnés; on  y parvient  aisément  par  les  formules  pré- 
cédentes. Soient  a,  S,  y,  les  angles  de  la  droite  AO  avec 
les  axes  OX,  O Y,  OZ. , et  /3‘,  y ceux  de  la  droite  BO; 

les  coordonnées  du  point  A étant  x’,  y',  x',  et  ceux  du 
point  B,  x',  y , s',  nous  avons,  d’après  les  formules  (/"), 

x = AO  . cos  a , y = AO  . cos  p,  z =*  AO  . cos  y, 
x*  = BO  . cos  a',  y = BO  . cosp’,  z’  = BO  . cos  y', 

ou,  simplement  ù cause  de  AO  = BO  » i , 

. x' =CO*«,  y assCOSp,  X =»  COS  y , 

X*  = COS  a y y'  = cOftjY,  z’- ss  cos  y*; 

substituant  ces  valeurs  dans  l’expression  (y) 

• cos  AOB  = xx‘  -f*  y y*  4“  zz', 

il  vient.....  (i) 

cos  AOB  = cos  a oos  aï  -f-  cos  p eos  p'  -f-  cos  y cos  y. 


les  six  valeurs 


, a 

x —7?+?^’ 

. c 

y ~ 

, l 


* i/o1  ’ 

. C 

y 

j 1 


substituant  ces  valeurs  dans  (y)  on  aura  définitive- 
ment  (A) 


cos  AOB  = 


aa  -f-  ce  -f-  1 


l/p+c’+  i]  x i/[«1+  /’+ 1]  ’ 


expression  qui  fera  connaître  l’angle  des  deux  droites 
OJl  et  ON  au  moyeu  des  quatre  constantes  a,  c,  a',  c' 
qui  eulreut  dans  leurs  équations. 


En  donnant  des  valeurs  particulières  à cos  AOB , 
les  équations  (A)  et  (i)  font  connaitre  les  relations  qui 
doivent  exister,  soit  entre  les  quantités  a etc,  soit  entre 
les  angles  formés  par  les  droites  OM  et  ON  avec  les 
axes , pour  que  l’angle  compris  entre  ccs  droites  ait  une 
valeur  donnée.  Si  l’on  veut,  par  exemple,  que  les 
droites  soient  perpendiculaires  entre  elles , il  faut  faire 
AOB  =r- 90%  et , partant,  cos  AOB  = o ; alors  l’équa- 
tion (A)  donne  l'équation  de  condition (A) 

aa-f-cc- j-  1 = o ; 

ou  bien  l'équation  (t)  donne  celle-ci  : 

COS  « . COS  % -|-  cos  p . cos  p'  4“  COS  y . COS  / = O. 

11  faut  observer  que  la  relation  (A)  ne  détermine  pas 
entièrement  l’une  des  droites,  car  a et  c,  par  exemple, 
étant  les  quantités  données,  on  peut  prendre  pour  à 
ou  c une  valeur  quelconque,  afin  de  trouver  la  valeur 


Digitized  by  Google 


GÊO 

de  l'autre  de  ces  deux  quantités  au  moyen  de  la  rela- 
tion (Æ).  Cette  circonstance  résulte  de  ce  qu’on  peut 
mener  au  même  point  d’une  droite  une  infinité  de  per- 
pendiculaires; mais  toutes  ces  perpendiculaires  sont 
dans  un  même  plan,  et  c’est  seulement  la  position  de 
ce  plan  qui  se  trouve  déterminée  par  l’équation  ( k ). 

17.  Des  Plass  »aks  l’espace.  Examinons  actuelle- 
ment comment  on  peut  représenter  algébriquement  la 
situation  d’un  plan  dans  l’espace.  Un  plan  pouvant  tou- 
jours être  considéré  comme  engendré  par  une  ligne 
droite  qui  se  meut  parallèlement  à elle-même  dans  une 
même  direction;  soit  QN  (Pl.  XII « fig-  a)  cette  droite, 
BA  la  direetion  de  son  mouvement , on,  ce  qui  est  la 
même  chose,  une  autre  droite  contre  laquelle  QN  est 
assujétie  ù glisser  pendant  qu’elle  se  meut,  en  demeurant 
toujours  parallèle  à sa  première  position , c’est-à-dire 
pour  déterminer  cette  première  position , pendant 
qu’elle  se  meut  parallèlement  à une  troisième  droite 
donnée  OD. 

La  droite  fixe  AB  sc  nomme  la  directrice , et  la  droite 
mobile  QN  la  génératrice. 

Soient 

(1)....  <ra=  <«-(-&,  y = cz-\-d 

les  équations  de  la  diroctrice,  et  y = ex  les 

équations  de  la  droite  OD,  à laquelle  la  génératrice  doit 
rester  parallèle  ; celles  de  la  génératrice  seront  consé- 
quemment de  la  forme  (n’  12) 

(a)....  x^a’z  + b’,  y = cz-j-d', 

dans  lesquelles  a'  et  c sont  des  quantités  invariables, 
et  6'  et  d'  «les  quantités  qui  changent  avec  la  position  de 
la  génératrice. 

Or,  puisque  la  génératrice  QN  a dans  toutes  ses  po- 
sitions un  point  commun  avec  la  directrice  AB,  les  équa- 
tions (1)  et  (a)  doivent  pouvoir  être  satisfaites  par  un 
même  système  de  valeurs#,  y,  s9  ce  qui  ne  saurait 
avoir  lieu,  s’il  n’existe  pas  entre  les  quantités  a,  6,  c,  d , 
fl',  b'9  ç , d'  (n*  11)  la  relation 


Cette  relation  devient  donc  ici  l’équation  qui  exprime 
que  B N glisse  le  long  de  AB , et  il  faut  la  joindre  aux 
équations  (a)  pour  avoir  une  représentation  complète 
de  la  génératrice.  Mais,  en  éliminant  b'  et  d' entre  les 
équations  (a)  et  (5) , l’équation  finale  en  #,  y,  2 ne  con- 
tenant plus  ces  quantités  6'  et  d' qui  distinguent  une  po- 
sition de  la  génératrice  d’une  autre,  il  eu  résulte  que 
cette  équation  finale  conviendra  à toute s te*  position*  de 
la  génératrice,  et,  par  conséquent,  à la  surface  plane  qui 
est  le  lieu  de  toutes  ces  positions;  en  un  mot,  Téqua- 
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tion  finale  sera  Nquàtton  du  plan.  Substituant  dans  (3) 
les  valeurs  de  b ' et  de  d' tirées  de  (2),  il  viendra 

x — a z — b y — tz  — d , 

a’  — a " c — c 9 

ce  qu’on  peut  mettre  sous  la  forme 

(c — c)  x -j-(® — a)  y -Hac> — ac)  z~\~b  If — c) 

d(a ' — a)  — 0. 

Ainsi  la  forme  générale  de  l’équation  du  plan  est....  (/) 

A#  + By-fCx-f-D  = o. 

18.  Lorsque  l’équation  d’un  plan  est  donnée,  c’est- 
à-dire  lorsque  les  valeurs  des  coefficicns  A , B , C , D de 
l’équation  (!)  sont  déterminées,  il  est  facile  de  trouver 
les  points  où  ce  plan  coupe  les  axes  coordonnes.  En 
effet  , au  point  P où  le  plan  MQ  coupe  l’axe  OX,  on 
doit  avoir  A la  fois  y = o,  z — o;  ainsi,  donnant  ce» 

valeurs  à y ctù  x dans  (1),  on  obtient  # = — 5-=OP. 

On  trouverait  de  même  la  distance  de  l’origine  où  le 
plan  coupe  l’axe  OY,  en  pesant  #=  o,  z= 0,  et  la  dis- 
tance où  il  coupc  l’axe  O Z.,  en  posant  # = o,  y — o. 
Exprimant  ces  trois  distances  par  p,  qy  r,  ou,  faisant 

D D D 

Æ=__=P  , y=_-  =,  , *=-£=»■, 

l’équation  du  plan  deviendra 


19.  S’il  s’agissait  de  déterminer  les  tract*  du  plan  ou 
ses  intersections  avec  les  plans  coordonnes,  il  faudrait 
observer  que,  pour  sa  trace  PM,  par  exemple,  sur  le 
plan  xzy  on  a y=o,«t,  par  conséquent,  que  cette  trace 
est  exprimée  par  les  deux  équations  simultanées 

y = 0 , A#  Cx  -f-  D = 0 ; 

par  la  même  raison , les  équations  de  sa  trace  sur  le 
plan  xy  sont 

*=îo  , A#-J-By4“D  = o; 
et  celle  de  sa  trace  sur  le  plan  yz , 

x =■  0 , By -|- Cx -|- D ==  0. 

ao.  L’équation  du  plan  contient  généralement  les  trois 
Variables  #,  y,  x;  et,  d’après  sa  déduction,  il  est  fa- 
cile de  voir  qu’elle  est  toujours  du  premier  degré, 
comme  on  peut  s’assurer  réciproquement  que  toute 
équation  du  premier  degré  de  la  forme  (1)  appartient 
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à nne  surface  plane.  Mais  un  ou  plusieurs  de*  cocfli- 
cions  A,  B,  C,  D peuvent  être  nuis,  et  il  est  nécessaire 
de  connaître,  dans  ces  divers  cas,  les  conditions  aux- 
quelles le  plan  est  assujeti. 

Imaginons  que  le  plan  proposé  doit  être  parallèle 
& l’axe  des  x;  alors  il  ne  peut  couper  cet  axe,  circon- 
stance qu’on  exprime  en  disant  qu’il  ne  le  rencontre 
qu’à  une  distance  infiniment  grande  de  l’origine  ou  en 
posant, p exprimant,  comme  ci-dessus,  cette  distance, 
p=co  ; mais 

I) 

p = __. 

Ainsi  la  condition  p » <*>  eut  raine  la  condition  A «=*=  o, 
et  réduit  l’équation  (f)  A 

By  4*  C z -j-  D = o. 

Cette  dernière  est  donc  l’équation  d’un  plan  parallèle  A 
l'axe  des  x.  De  même  les  équations 

Ax  Cx  -f-  D = o , Ax  4 By  -j-  D — o 

représentent  des  plans  respectivement  parallèles  aux 
axes  des  y et  des  x.  En  général,  lorsque  dans  l'équation 
d'un  plan , une  des  variables  manque,  le  plan  est  parallèle 
à l’axe  sur  lequel  on  compte  cette  variable. 

Si  le  plan  devait  être  parallèle  à la  fois  aux  deux 
axes  OX  et  OY,  ou  parallèle  au  plan  xy , les  valeurs  de 
p et  de  y seraient  toutes  deux  infinies,  ce  qui  entraîne  la 
double  condition  A = o,  B = o , et  réduit  l’équation 
(0* 

Cz  -J-  D = o , ou  z = M ; 

d*ofi  Ton  peut  conclure  généralement  que,  lorsque  deux 
variables  manquent  dans  l'équation  d'un  plan , ce  plan 
est  parallèle  à la  foin  aux  deux  axés  de  ces  variables. 

L'équation  z = M exprime  évidemment  que  la  dis- 
tance de  chacun  des  points  du  plan  donné  au  plan  des 
xy , est  égale  à M.  Si  donc  cette  distance  était  nulle, 
ou  si  Poil  avait  l’équation  z= o,  elle  représenterait  le 
plan  des  xy  lui-même,  tout  comme  l’équation  isolée 
y = o représente  le  plan  des #2,  et  que  l’équation  x = o 
représente  le  plan  des  y*.  Il  est  important  de  ne  pas 
perdre  de  vue  ces  diverses  significations. 

ai.  Des  Plans  et  des  Droite*  dans  l’espace.  Toutes 
les  questions  qu’on  peut  se  proposer  sur  les  plans 
doivent  être  traitées  de  la  même  manière  que  les  ques- 
tions relatives  aux  lignes  droites , c’est-à-dire  qu’il 
s’agit  toujours  de  déterminer  les  valeurs  particulières 
des  coefficicns  de  l’équation 

As  + By  + Cx  -f  D s=  0 , 
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d’après  Les  conditions  qu’on  peut  imposer  au  plan. 
Quelques  exemples  suffiront  pour  indiquer  U marche  à 
suivre  daus  tous  les  cas. 

aa.  Trouver  l'équation  d'un  plan  assujéti  à poster  par 
un  point  donné.  Soient  x',  y',  x'  les  coordonnées  du  point 
donné,  et 

Ax  By  -|-  Cx  -{-  D = o 

l’équation  générale  du  plan.  Cette  équation  devant  être 
satisfaite  lorsqu’on  donne  respectivement  aux  variables 
x,  y,  x les  valeurs  x',  y',  x',  on  a la  relation 

(a).. . . Ax'  -j-  By  + Cx'  -j-  D = o. 

Les  deux  équations  (î)  et  (a)  sont  iusufllsatitcs  pour 
déterminer  les  coeUicicns  A,  B,  C,  D ; et  cela  doit  être, 
car  on  peut  faire  passer  une  infinité  de  plans  différens 
par  un  même  point  ; maison  peut  au  moins  éliminer  une 
des  interminées  en  retranchant  (a)  de  (i)  ; il  vient 

A (x  — x')  + B (y  — y)  C (x  — x')  z*  o. 

Cette  dernière  ne  renferme  réellement  que  deux  indé- 

B C 

terminées , savoir  : les  quantités  - et  -r . On  doit  ob- 
A A 

server  généralement  qu’il  y o seulement  trois  indéter- 
minées dan*  l’équation  générale  du  plan , pui*q«'«n 
divisant  tou*  ses  termes  par  A , on  peut  la  ramener  à la 

forme 

x -4“  Py  *4"  Q*  4-  R =<*  o. 

D suffira  donc  toujours  de  trois  équations  différentes 
entre  les  coefficiens  de  l’cquation  générale  (f)  pour  dé- 
B C D 

terminer  entièrement  les  rapports  - , - , -,  et  fixer, 

A A A 

par  conséquent,  la  position  du  plan. 

a5  Si  l’on  se  proposait  de  faire  passer  le  plan  par  trois 
point»  donné»  jr- , 

on  aurait  à la  fois  les  trois  relation* 

Ax  -j-  By  -f-  Cx  -f-  D == 

Ax"  -f-  By”  4*  Cx"  -f*  D «=  o, 

Ax  4"  By  ” -|-  Cx  " 4~  D = o, 

dont  il  serait  facile  de  tirer  le*  valeur*  des  rapports 
ï ’ 1 * ^ ‘P3  0*  *«hstituerait  ensuite  dans  l’équation 

générale  (f).  Le  plan  serait  alors  fixé  de  position,  parce 
qu’on  ne  peut  effectivement  faire  passer  qu’un  seul  plan 
par  trois  points  donnés. 

*4'  Déterminer  les  relations  qui  existent  entre  les  coef- 
ficiens des  équations  <f un  plan  et  d'une  droite,  lorsque  la 
droite  est  située  dans  le  plan. 
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Soit 

(i)....  Ax  -f  By  -f-  Cz  -j-  D = o 

l'équation  du  plan,  et 

(a)....  a:  = ar  6 , y = « -{-  </ 

les  équations  de  la  droite.  D'après  les  conditions  du 
problème , la  droite  devant  êtro  toute  entière  dans  le 
plan,  il  faut  que,  pour  une  valeur  quelconque  de  z, 
ou  en  laissant  z indéterminé,  les  valeurs  de  a:  et  y don- 
nées par  les  équations  (a)  satisfassent  ù l’équation  du 
plan.  Substituant  donc  ces  valeurs  dans  (i),  nous  ob- 
tiendrons 

(Aa-f  Bc  -j-  C)x  + A&  -+-  Bd -f  D = o; 

mais  cette  dernière  doit  se  vérifier  pour  toute  valeur  de 
x,  ainsi  nous  devons  avoir  à la  fois 

(3) ....  Aa-f  Bc  + C =o, 

(4) ....  Ab  -f  Bd-|-D  = o. 

Telles  sont  les  relations  demandées. 

a5.  Si  la  droite  (a)  ne  devait  avoir  qu’un  seul  point 
commun  avec  le  plan  (i) , les  équations  (i)  et  (a)  ne 
pourraient  être  satisfaites  simultanément  que  par  un 
seul  système  de  valeurs  x , y,  x;  mais,  comme  il  peut  y 
avoir  une  infinité  de  plans  qui  rencontrent  une  infinité 
de  droites  au  même  point,  cette  condition  isolée  ne 
saurait  établir  aucune  relation  déterminée  entre  les 
coelficiens  des  équations  (i)  et  (a).  Ces  coefficiens  se- 
raient seulement  liés  à la  valeur  de  la  coordonnée  z du 
point  d’intersection.  Yoici  le  fait  : soient#',  y',*'  les 
coordonnées  du  point  commun;  leurs  valeurs  devant 
satisfaire  en  même  temps  les  équations  (i) , (a),  nous 
avons  les  trois  relations 

A#  -j-  By*  -|-  C z -{-  D = o, 
x=^az'-\-b  , y'  = ea'  + d; 

éliminant  x'  et  y'  entre  ces  trois  équations,  on  obtient 

, __  A6  -f  Bd  -f-  D 
Ao  -f  Bc  ^C' 

Cette  expression  va  nous  conduire  à la  condition  du 
parallélisme  de  la  droite  avec  le  plan.  En  effet , pour 
exprimer  qu’une  droite  est  parallèle  à un  plan , il  suffit 
d ‘établir  que  leur  point  de  rencontre  est  à une  distance 
infinie,  et,  par  conséquent,  de  poser  z'  = <x> , d’où 

Au  -j-  Bc  -j-  C ^ o. 

Telle  est  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  coefficiens 
Tom.  ni. 
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des  équations  (i)  et  (a)  pour  que  la  droite  soit  paral- 
lèle au  plan. 

a6.  Déterminer  Us  réfutions  qui  doivent  exister  entre 
les  coefficiens  des  équations  d’un  plan  et  d’une  droite , 
pour  que  la  droite  soit  perpendiculaire  au  plan. 

On  reconnaît  sans  difficulté  que  les  projections  de  la 
droite  sur  les  plans  coordonnés  sont  respectivement 
perpendiculaires  aux  traces  du  plan  proposé  sur  les 
mêmes  plans,  et  il  s’agit  seulement  d’exprimer  algébri- 
quement ces  circonstances.  Or,  si 

x = az-\- b , y = cz  d 

sont  les  équations  de  la  droite,  on  sait  que  la  première 
est  l’équation  de  sa  projection  sur  le  plan  xz;  et  la 
seconde,  l’équation  de  sa  projection  sur  le  plan  yz 
(n*  5).  Mais  la  trace  du  plan 

Ax  -j-  By  -j-  Cz  -j-  D = o 

sur  le  plan  xz  est  représentée,  d’après  (19),  par 

y = 0 , A#-}-Cx-}-Dr=o, 

et,  par  conséquent, son  équation  dans  le  plan#?,  ramenée 
é la  forme  ordinaire,  est 


Ainsi,  comme  cette  trace  doit  être  perpendiculaire  à la 
projection  correspondante, 

x =a  az  -f-  6, 

on  a la  relation  (voyez  tome  J,  page  104) 

L’équation  de  la  trace,  dans  le  plan  des  yz  étant  pa- 
reillement 


pour  qu’elle  soit  perpendiculaire  i\  la  proje  ion 
y = cz  -f-  d,  on  a la  seconde  condition 


Dans  tous  les  cas  où  le  coefficient  C a une  valeur 
finie,  les  conditions  (1)  et  (a)  sont  suffisantes  pour 
exprimer  que  le  plan  est  perpendiculaire  ù la  droite , 
c’cBt-à-dire  que  l’équation  du  plan  étant 

A# By  -j-Cj-f-D—  0, 

26 
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le»  équation»  de  toutes  se»  perpendiculaire»  sont 

*=CZ+*'  y=^z  frf, 

et  ne  diffèrent  entre  elle»  que  par  les  valeurs  de»  quan- 
tités b et  d;  mais  si  l’on  avait  z = o,  les  quantités  a etc 
deviendraient  infiniment  grandes , ce  qui  réduirait 
les  équations  de  la  droite  A une  seule,  1=  M,  insuffi- 
sante pour  la  caractériser.  Il  faudrait  alors  employer 
la  troisième  projection,  dont  la  forme  est 

y = ex  + f, 

et  qui,  comparée  avec  la  troisième  (race,  fournirait 
une  troisième  condition 

W--  • — 5* 

mais  il  est  facile  de  voir  que  la  troisième  projection  est 
liée  avec  les  deux  premières  par  la  relation 


e 


Ainsi , les  conditions  complètes  qui  déterminent  la 
perpendicularité  de  la  droite  sur  le  plan,  sont 


et , i\  l’exception  du  cas  de  C =»  o f il  est  inutile  de  tenir 
compte  de  la  dernière , puisqu’elle  n’est  qu’une  consé- 
quence immédiate  des  deux  premières. 

27.  Trouver  la  distance  d’un  point  donné  (x,  y,  t) 
à un  plan 

\x  -j-  By  -}-■ Cz  -f-  D = 0. 

Toutes  les  droites  qui  passent  par  le  point  donné  ont 
des  équations  de  la  forme  (n*  19), 

x—x  = a (*—*')  y— y'  = c (*—*') , 
et , pour  exprimer  la  perpendicularité  , il  faut  faire 
0 = ^ ; ainsi  les  équations  d«  la  perpendico- 
lairc  menée  du  point  au  plan,  sont....  (m) 

x — *'  = ~ (z—z)  , y — y'  — ® (*—*')  • 

Pour  trouver  la  grandeur  de  la  partie  comprise  entre 
le  point  ( x , y',  z)  et  le  plan  , il  faut  observer  qùc  les 
valeur»  des  coordonnées  dn  pied  de  la  perpendiculaire 
doivent  satisfaire  en  même  temps  à l’équation  du  plan 
et  aux  équations  (w),  et  qu’on  peut , conséquemment , 
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les  considérer  comme  les  valeurs  des  inconnue»  JP,  y,  Z 
qui  entrent  dans  ces  trois  équations;  il  suffira  donc 
d’obtenir  ces  valeurs,  et,  comme  on  connaîtra  alors 
les  coordonnées  des  deux  extrémités  de  la  perpendicu- 
laire , la  formule  (a)  n*  4»  donnera  sa  longueur  3. 

S = t/  [(*-*7  + (y— J0>  + (*-*')■]• 

Afin  d’arriver  aux  expressions  les  plus  simples,  don- 
nons à l’équation  du  plan  la  forme....  (n) 

A (*— x')  -f  B (y— y')  -f-  C (*— zT) 4- N «o. 

En  posant,  pour  abréger,  * 

N eî*  kxf  -f-  4*  Ci'  -|-  D, 

•t  considérant  les  différence»  , y— y',  ^—1' 

comme  les  inconnue»,  substituons  dan»  (»)  les  valeurs 
de  x — x'  et  de  y — y'  données  par  (m) , nous  trouve- 
rons définitivement 

, _ —NA 

x A*  4"  B1  -f-  C*  * 

, — NB 

y-y  =iq_B.  + c«. 

— NC 

Substituant  les  carrés  de  ces  quantités  dans  Pcxpression 
de  la  distance  <?,  nous  obtiendrons  , toutes  réductions 
faites , 

% i _ Ax'  + By'  4*  es'  4-  D 

|/[Aa^-B34-C1]  * 

La  valeur  d’une  distance  mesurée  isolément  devant 
être  toujours  positive,  on  donnera  au  radical  le  signe  -j-, 
si  le  numérateur  de  cette  expression  détenait  positif 
par  les  valeurs  particulières  de  A , B,  C,  D,  x't  y*,  z’ , 
et  le  signe  — dans  le  cas  contraire. 

SiiC  point  donné  était  l’origine  même  de»  axes,  on  ?■ 
aurait  x'  — of  y'  = o,x'=o,  d’où  il  résulte  que  la 
distance  d’un  plfcti,  à PofîgitVe  des  coordonnées  a pour 
expression 

»8,  Déterminer  tanyle  font  droite  et  fm  finit  dormit 
par  leurs  iquatiom. 

i 

(i)....  ac==  bï  + 6,  yat«+rf, 

(a)*..*  fax  Dy  Cm  "7  D s*  0. 
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Ce  qu’on  nomme,  en  géométrie,  l’angle  d’une  droite 
et  d’un  plan , est  l’angle  formé  par  la  droite  «f #c  sa  pro- 
jection rectangulaire  sur  le  plan,  c’est-à-dire  qu’il  faut 
mener  par  la  droite  un  plan  perpendiculaire  a\i  plan 
donné,  et  que  l'angle  aigu  compris  entre  la  droite  et 
l'intersection  des  plans,  est  l’angle  dont  il  s’agit;  nous 
disons  l’angle  aigu , parce  qu’il  y a toujours  deux  angles 
supplcmcns  l’un  de  l’autre , et  que  c’est  le  plus  petit 
qu’il  faut  prendre.  D’après  cette  convention,  il  est  vi- 
sible que,  si  d’un  point  quelconque  de  la  droite  on 
abaisse  une  perpendiculaire  au  plan,  l’angle  de  ces  deux 
lignes  sera  le  compliment  de  l’angle  cherché  ; mais , 
d’après  (26),  les  équations  de  la  perpendiculaire  seront 
de  la  forme 
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et  l'équation  de  le  trace  do  plan  (3)  sur  le  même  plan 
xx,  est 


Donc,  ai  ces  deux  droites  sont  parallèles,  on  doit  avoir 
[voyez  tome  I , page  104) 

C_Ç 

Â A" 

En  comparant  de  la  mfmc  manière  les  traces  des  deux 
plans  sur  chacun  des  deux  antres  plans  coordonnes,  on 
obtiendrait  les  deux  antres  conditions 


(3)....  * = £*  + (,'  , y=|*+<r. 


c _ cr  a a; 

B B'  ? B^B" 


Ainsi,  la  question  est  ramenée  à trouver  l’angle  des  deux 
droites  (i)  et  (3);  car,  ce  dernier  étant  connu,  son  com- 
plément ou  l’angle  cherché  le  sera  également.  Or, 
substituant  dans  l’expression  générale  (A)  les  coefliciens 
des  équations  (a)  et  (3),  nous  obtiendrons,  pour  l’angle 
des  droites  qu’elles  représentent  et  que  nous  désigne- 
rons par 


cos  'p  = 


Afl'j-  Bfl-f"  C 

1/[a»+B-+  C»]  .v/[«’+e>+ ,]’ 


Ainsi  posant  j - = Q,  ces  trois  conditions  donnent 
A'  = AQ , B'  = BQ,  C'=*CQ. 


D’où  il  résulte  que  le  plan  (a)  ne  saurait  être  paral- 
lèle au  plan  (i)  que  dans  le  cas  où  les  trois  coefliciens 
A',  B',  C'  sont  les  produits  respectifs  des  coefliciens  A, 
B , C par  un  même  facteur.  Divisant  tous  les  termes 


de  (a)  par  le  facteur  commun  Q 
l’équation  (a)  deviendra 


et  posant  ~ = E, 


l’angle  cherché  étant,  en  le  désignant  par  f , f =w  90" — p ; 
on  a sin  f s=  cos  ^ , et , par  suite , 


sin  f 


A fl  -j-*  Bc-f-C 


✓ [a'  + B'+C*]  •✓[«* +«*  + «]  ’ 


(elle  est  l’expression  du  sinus  de  l’angle  demandé, 

39.  Des  Fixas  esiie  eux.  Proposons-nous,  pour 
commencer,  la  question  suivante  : 

Déterminer  lis  relations  qui  doivent  exister  entre  Us 
uyffiriens  des  équations  de  deux  flans 

())••••  Aa:  -j-  By  -}-  Cs  D =.  o, 
A'«i-t-B'jr-j-C'*+D'=o1 


four  que  ces  plans  soient  parallèles. 

Observons  que,  lorsque  deux  plans  sont  parallèles, 
leurs  traces  sur  chacun  des  plans  coordonnés  sont  deux 
droites  parallèles.  Or,  la  trace  du  plan  (i)  sur  le  plan 
XI,  a pour  équatiou  (n*  36) 


Aaj  -j-  By  C-  E = 0 ; 

ce  qui  nous  apprend  que  deux  plans,  dont  les  équations 
ne  diffèrent  que  par  leurs  termes  absolus,  sont  paral- 
lèles. 

3o.  Trouver  l'angle  de  deux  plans  donnés  par  leurs 
équations  : 

(t)....  A*4-By-fCA  + D = o, 

(a),,.*  Aaj-j-B  y-|-  C’a  D=  0. 

Cette  recherche  repose  sur  les  considérations  géomé- 
triques suivantes.  Soient  MP,  MN  (PI.  XII,  iig.  5)  deux 
plans  qui  se  coupent  suivant  la  droite  MK;  si  d’unpoint 
quelconque  O de  l’espace  on  mène  à ces  plans  les  per- 
pendiculaires OB  et  OC , l’angle  BOC , compris  entre 
les  perpendiculaires , sera  égal  b l’angle  des  plans.  Pour 
le  démontrer,  faisons  passer  un  plan  par  les  deux  per- 
pendiculaires OB,  OC , il  sera  en  même  temps  perpen- 
diculaire sur  les  deux  plans  M N et  MP,  et  l’angle  com- 
pris entre  ses  intersection»  AD  et  AE  mesurera  l’angle 
d inclinaison  des  plans.  Mais,  dans  la  ligure,  l’angle 
EAD  étant  obtus,  c’est  proprement  son  supplément  EAH 
qui  mesure  l’angle  des  plans  MN,  1UP.  Or,  dans  le  qua- 
drilatère OC  AK , rectangle  en  C et  en  B , l’angle  COB 
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est  le  supplément  de  l’angle  CAB  ou  EAB,  donc  l’angle 
compris  entre  les  perpendiculaires  OB  et  01)  est  égal 
à l’angle  des  plans.  On  voit,  du  reste,  en  prolongeant 
OB  et  OC , que  les  droites  indéfinies  CQ  et  BR  forment 
autour  du  point  O quatre  angles  égaux  à ceux  que  les 
plans  MN  et  MP  forment  autour  de  leur  intersection 
MK. 

Ceci  posé,  menons  par  l’origine  des  Coordonnées 
une  perpendiculaire  à chatfun  des  plans  (i)  et  (a); 
l'équation  de  la  première  sera  X = fl- , y cz , ou 
plutôt,  (n"a6), 

(3)....  x — çZ,  y — çZ, 
et  les  équations  de  la  seconde 


faisant  dans  l’équation  générale  (A),  qui  donne  le  cosi- 
nus de  l’angle  de  deux  droites, 


et  désignant  cet  angle  par  ?,  nous  obtiendrons  pour 
l'angle  des  perpendiculaires,  et , par  conséquent,  pour 
l’angle  demandé  des  plans....  («) 

AA' -f-  BB’  -f  CC‘ 

105  ? i/[a,+b,+c^v[a,+»'+c*] 

Le  double  signe,  dont  on  peut  affecter  les  radicaux, 
donne  pour  le  cosinus  y deux  râleurs,  dont  l’une  répond 
aux  angles  aigus,  et  l’autre  aux  angles  obtus  compris 
entre  les  deux  plans  prolongés  indéfiniment. 

3i.  LYvprossion  précédente  donne  immédiatement 
la  condition  pour  que  les  plans  soient  perpendiculaires 
entre  eux  ; car,  en  faisant  <p  = 90%  on  a cos  7 = 0 , et , 
par  suite, 

AA  -f  11B  -f-CC'  = o. 

3a.  Déterminer  les  angles  que  fait  mi»  plan  donné  arec 
les  trois  plans  coordonnés. 

Cette  question  n’est  qu’un  cas  particulier  de  la  précé- 
dente ; car,  en  faisant  coïncider  successivement  le 
plan  (a)  avec  chacun  des  plans  coordonnés,  l’expres- 
sion (n)  fera  connaître  l’angle  que  forme  ce  plan  coor- 
donné avec  leplan  (1).  Or,  pour  fuirccoïnciderleplan(a) 
avec  le  plan  des  XX,  dont  l’équation  est  (n*  ao)  y=o, 
il  faut  faire  A'— o,  C'  = o,  l)'  = o,  et  l’on  obtient , 
en  substituant  ces  voleurs  daus  (n),  pour  l’angle  du 
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plan  (1)  avec  le  plan  xz,  angle  que  nous  désignerons 
par  (P,  xz) , 


cos  ( P,  xz) 


B 

l/Â^+B^  + C** 


on  trouverait  de  la  même  manière 


COS  (P,  yz)  ==  — , 
K l/Â’-t-B'  + C4 


cos  (P,  xy ) sa 


Prenant  la  somme  des  carrés  de  ces  cosinus,  on  retrouve 
la  relation,  (n”  i3), 

cos*  (P,zri)  -f-cos*  (P,y*)+cos*  (P,:ry)  = 1 ; 


ce  qui  devait  être,  puisque  les  angles  du  plan  (1)  avec 
les  plans  coordonnés  sont  évidemment  les  mêmes  que 
ceux  de  sa  perpendiculaire  (3)  avec  ccs  mêmes  plans. 

33.  Déterminer  l’intersection  de  deux  plans  représentés 
par  les  équations. 

(1  )••• . hx  — By  -|-  Cz  -}-  D — o , 

(a)....  A'ar-{-  B'y-f-  C'*-f-  D = o. 

Soient  NP  et  RQ  (pl.  XII,  fig.  8)  les  deux  plans,  MN 
leur  intersection,  mn  la  projection  de  MN  sur  le  plan 
xz  et  m'n  sa  projection  sur  le  plan  y s.  Il  s’agit  d’obte- 
nir les  équations  des  deux  projections  mn,  m'n'.  Dans 
toute  l’étendue  indéfinie  de  l’intersection  mn,  les  équa- 
tions (1)  et  (a)  doivent  être  satisfaites  simultanément 
par  les  mêmes  valeurs  de  x,  y,  r,  de  sorte  qu’en  pre- 
nant arbitrairement  une  de  ccs  quantités,  z , par  exemple, 
ces  équations,  qui  ne  renferment  plus  que  deux  varia- 
bles xf  y,  suffisent  complètement  pour  les  déterminer; 
et  si,  après  avoir  fait*=j>,  on  trouve  y = q,  x=r, 
les  trois  quantités  p , q,  r seront  les  coordonnées  d’un 
des  points  de  MN,  et  fixeront  la  position  de  ce  point. 
Cette  considération  nous  montre  que  les  équations  (1) 
et  (a)  représentent  par  elles-mêmes  l’intersection  de- 
mandée, dès  qu’on  pose  la  condition  qu’elles  soient  sa- 
tisfaites en  même  temps  par  les  mêmes  valeurs  de  x9 
y,  z;  et  l’on  pourrait  ainsi  se  dispenser  de  chercher  les 
équations  des  projections  mn  et  m'n',  si  ces  dernières 
n’étaient  souvent  plus  commodes  pour  représenter  la 
position  de  l’intersection.  Or,  il  faut  se  rappeler  (n*  a) 
qu’un  point  quelconque  de  l’espace  a toujours  deux 
coordonnées  de  communes  avec  chacune  de  scs  pro- 
jections, et,  par  conséquent,  que  les  variables  x et  z re- 
présentent , à la  fois,  les  coordonnées  d’un  point  de  l’iii- 
tcrseclion  MN,  et  celles  delà  projection  de  ce  poiut 


1 


1 
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sur  leplan  xz;  ainsi,  l’équation  de  la  projection  mn  doit 
s'obtenir  en  éliminant  y entre  les  équations  (1)  et  (a), 
ce  qui  donne,  pour  celte  équation, 

(AB' — A B)  x-j-  (CB'  — C'B)  z-\-  (DB'  — D*B)  =o. 

Par  la  même  raison , les  variables  y,  z représentent  à 
la  fois  les  coordonnées  d’un  point  de  l’intersection  et 
celles  de  la  projection  de  ce  point  sur  le  plan  yz,  et  il 
suffira  d’éliminer  x entre  (i)  et  (a)  pour  obtenir  l’équa- 
tion de  la  projection  tn'it',  savoir  : 

(B  A'  — B' A)  y-f  (CA'  — C'A)  x + (DA—  DB)  = o. 

En  réalisant  les  calculs,  on  arrivera  définitivement  à 
deux  équations  de  la  forme  ordinaire 

x=az-\-b,  y = ez-\-d. 

34.  Nous  avons  supposé,  dans  tout  ce  qui  précède, 
que  les  plans  coordonnés  étaient  rectangulaires.  Dans 
le  cas  de  plans  coordonnés  obliques,  la  forme  des  équa- 
tions de' la  ligne  et  du  plan  ne  change  pas;  seulement, 
comme  dans  la  géométrie  des  deux  dimensions,  les 
coordonnées  ne  sont  plus  perpendiculaires  entre  elles, 
mais  bien  parallèles  chacune  à son  axe.  Les  projections 
sont  également  déterminées  par  des  droites  parallèles  aux 
axes,  c’est-à-dire  que  la  projection  d’une  droite  sur  le 
plan  xz , par  exemple,  s’effectue  en  menant  par  chaque 
point  de  la  droite  une  parallèle  à Taxe  des  y;  l’équation 
de  cette  projection  , qui  est  nécessairement  une  ligne 
droite , est  alors  rapportée  aux  axes  obliques  des  x et 
des  z , et  rien  n’est  changé  dans  la  forme  des  résultats 
généraux  obtenus  ci-dessus.  La  transformation  des 
coordonnées  obliques  en  coordonnées  rectangulaires,  et 
vice  versé , s’effectue  par  des  procédés  analogues  à ceux 
de  la  géométrie  plane  pour  le  même  objet;  et,  comme 
dans  cette  dernière,  le  degré  d’une  équation  ne  change 
pas,  quel  que  changement  de  forme  qu’on  lui  fasse 
subir,  en  rapportant  successivement  la  ligne  ou  la  sur- 
face qu’elle  représente  À différent  systèmes  de  plans 
coordonnés.  Voyez , pour  tout  ce  qui  concerne  le  pas- 
sage d’un  système  d’axes  à un  autre,  le  mol  TaAnsroa- 
MATioa  des  Coobdûkrées,  dans  ce  volume  et  dans  le 
tom.  II,  pag.  566. 

35.  Des  Siefaces  coiebes.  Les  équations  de  toutes 
les  surfaces  courbes  qu’on  peut  engendrer  par  le  mou- 
vement d’une  ligne  droite , s’obtiennent  au  moyen  d’un 
procédé  semblable  à celui  que  nous  avons  employé 
(n*  17)  pour  trouver  l’équation  du  plan.  Concevons 
une  droite  MN  (PI.  XII,  fig.  4)  assujétie  à glisser  le 
long  d’une  courbe  plane  MPQ,  tout  en  restant  parallèle 
à une  direction  donnée  OB,  et,  pour  plus  de  simplicité, 
prenons  le  plan  de  la  courbe  MPQ  pour  plan  des  xy; 
son  équation  dans  ce  plan  étant  fonction  des  seules  va- 
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riablcs  £ et  y,  nous  la  représenterons  généralement 
par  ? {x,  y)  = o , en  ajoutant  la  condition  x=  o.  Les 
équations  do  la  génératrice  MN  seront  en  outre  de  la 
forme 

x = mz  -J- p,  y = nZ-\-q, 

en  supposant  que  celles  de  la  droite  fixe  OB  sontx=mz, 
y=  nx ; m et  n seront  des  quantités  invariables,  et  p et  q 
des  quantités  différentes  pour  chaque  position  de  la  gé- 
nératrice. 

Ceci  posé,  il  faut  commencer  par  exprimer  que  la 
génératrice  MN  a,  dans  toutes  ses  positions,  un  point 
de  commun  avec  la  directrice  courbe  MI*Q,  ce  qui  im- 
plique la  condition  que  les  quatre  équations 

ï==0>  = 

* ~ m-  -f  p,  y = 

soient  satisfaite»  par  un  même  système  de  valeurs  x, 
y,  z , condition  qui  ne  saurait  avoir  lieu  généralement, 
s’il  ne  se  trouve,  entre  le»  constantes  de  ces  équations, 
une  relation  particulière  qu’on  déterminera  en  élimi- 
nant les  trois  variables  x,y,s.  Ayant  obtenu  ainsi  une 
nouvelle  équation  renfermant  les  quantités  p et  q,  on 
la  joindra  aux  deux  équatious  de  la  génératrice,  et,  par 
l’élimination  de  ces  quantités,  on  obtiendra  une  équa- 
tion finale  qui  conviendra  à foules  1rs  positions  de  la 
génératrice,  et,  par  conséquent,  A la  surface  courbe , lieu 
de  toutes  ces  positions,  laquelle  se  nomme  générale- 
ment  une  surface  cylindrique. 

36.  Pour  éclaircir  cette  théorie,  prenons  l’ellipse 
pour  directrice  ; et,  cil  admettant  que  l’origine  descoor- 
données soit  à son  centre  et  que  les  axes  des  x et 
des  y soient  dans  la  direction  de  ses  diamètres  princi- 
paux 3s\  et  aB,  son  équation  sera  B,**-f-Aay,*=A1B1. 
Il  faudra  donc  éliminer  X,y,x  entre  les  quatre  équations 

x = o,  BV+Ay  =A*B5, 
x = mx-f-p,  y— «y  -\-q. 

F aisant  z *=  o dans  les  deux  dernières,  il  viendra  x=p , 
y —y;  substituant  ces  valeurs  dans  la  seconde,  nous 
trouverons 

By  + AyasA*  BJ. 

Telle  est  la  relation  qui  exprime  que  la  génératrice 
glisse  le  long  de  l’ellipse.  Eliminant  maintenant  p et  y, 
entre  cette  dernière  équation  et  les  équations  de  la 
génératrice,  nous  obtiendrons,  pour  l’équati'dn  ducy- 
lindrc  elliptique, 

(x—mz)'  (y  — «*)’ 

A*  ~ ' B’  = ’’ 

Lorsque  A = B,  l’ellipse  devient  un  cercle,  cl  le  c y. 
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liiidrc  elliptique,  un  cylindre  circulait*;  l’équation  de oe 
dernier  est  donc 

(*  — ms)'  + (y— ns)'  «=  A', 

A étant  le  rayon  du  cercle  directeur. 

Si  la  génératrice  était  parallèle  à l’axe  des  z , on  aurait 
«n  = o et  » = o;  l’équation  ae  réduirait  dans  oe  cas, 
qui  est  celui  des  cylindre*  droit t à bases  elliptique»,  à 


La  variable  z n’entre  plu*  dans  cette  équation , paroe 
que  la  relation  des  as  et  des  y devient  indépendante  de*  a 
dans  tous  les  points  de  la  surface. 

, 57.  On  nomme  surfaces  coniques  celles  qui  sont  en- 
gendrées par  le  mouvement  d'une  droite  assujétic  à 
passer  toujours  par  un  point  fixe,  en  glissant  constam- 
ment sur  une  directrice  courbe.  Leurs  équations  s’ob- 
tiennent de  la  môme  manière  que  oelles  des  surfaces 
cylindriques. 

Soient 

2s=o,  B*æ*  -f-  A’y*  A2B* 

le»  équations  de  la  directrice.  Si  nous  désignons  para, 
P,  y les  coordonnées  du  point  (lie,  les  équations  de  la 
génératrice  assu)étie9  à passer  par  ce  point,  seront  (n*  9) 

*^«=,o(î  — y),  y —fi=-e(*—y), 

dans  lesquelles  a et  c auront  des  valeurs  différentes  pour 
chaque  position  de  cette  droite.  Éliminant  x , y,  z entre 
ces  quatre  équations,  on  obtient 

(« — «•/)*  , (JLrr  cyY  _ 

A'  ' — '• 

Telle  es!  U relation  qui  exprime  que,  dans  chacune  de? 
positions,  la  directrice  et  la  génératrice  ont  un  point 
de  commun. 

Eliminant  a et  c entre  cette  relation  et  les  équations 
de  la  génératrice,  il  vient,  pour  l’équation  de  la  sur- 
face conique.,.,  (o), 

(«* — 3*11  4_  (?•— yy)'  _ /.  ,, 

A' r — B5 

Si  la  directrice  était  un  cercle,  on  aurait  A = B,  et  la 
surface  serait 

(«*  — y*)'  -f  (fi*  — yy)'  = A'  (*  — y)'( 

c’cst  la  surface  du  cône  oblique 'de  la  géométrie  élémen- 
taire.  Pour  avoir  l’équation  de  la  surface  du  cône  droit, 
il  suffit  de  poser  a = o , p — o,  et  l’on  obtient 

*’  + >’■=  7 (*— y)’. 
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OU  bien  encore 

**  + ÿ1  = (*— 7)*  • tang1  » t 


en  désignant  par  « l’angle  constant  de  la  génératrice  avec 
Taxe. 

L’équation  générale  des  surfece*  coniques  embrasse 
celle  des  surfaces  cylindriques,  et  il  est  toujours  facile 
de  déduire  la  seconde  de  la  première  en  rejetant  le 
point  fixe  («,  fi,  y)  è l’infini.  En  effet,  le  rapport  de 
deux  quantités  infiniment  grandes  du  même  ordre  étant 
toujours  une  quantité  finie,  si  l’on  pose 


et  qu’on  observe,  alors,  que 


on  obtiendra,  en  divisant  les  deux  membres  de  l’équa- 
tion (0)  par  y3  et  en  y introduisant  les  valeurs  précé- 
dentes. 


1 


(mi  — x )* 

X» — 


1» 


c'est  l’équation  des  surfaces  cylindriques  (n*  56). 

58.  En  généralisant  les  procédés  que  nous  venons 
d'exposer,  on  pourra  toujours  obtenir  l'équation  d'une 
surface  courbe  engendrée  par  le  mouvement  d’une 
droite  assujétie  à des  conditions  quelconques.  Quant 
aux  surfaces  dites  de  révolution,  ou  produites  par  le 
mouvement  d’une  courbe  autour  de  Taxe  fixe,  voici  le 
moyen  le  plus  simple  d’arriver  à leur  représentation 
algébrique,  dans  tous  les  où  la  génératrice  est  une  courbe 
plane. 

Soit  AB  (PI.  XII,  flg.  10)  une  courbe  plane  qui 
tourne  autour  de  l'axe  OZ,  de  telle  manière  que  chaque 
point  M décrit  un  eercle  dont  le  plan  est  perpendicu- 
laire h l'axe.  Partons  du  moment  ou  cette  courbe  coïn- 
cide avoo  le  plan  xz,  et  désignons  par  y (x,  x)  = o son 
équation  dans  ce  plan , rapportée  aux  axes  OZ  et  OX. 

Il  est  visible  que  la  question  de  trouver  l’équation  de 
la  surface  engendrée  par  AB  est  la  même  que  celle  de 
trouver  la  relation  des  coordonnées  a>,  y,  x d’un  point 
quelconque  M de  cette  génératrioe  dans  une  quelconque 
de  ses  positions  A'B.  Or,  si  du  point  M,  arrivé  en  M', 
nous  abaissons  la  perpendiculaire  Me  sur  le  plan  des 
xy,  et  la  perpendiculaire  M ’d  sur  l’axe  O z,  ces  droites 
seront  les  coordonnées  de  la  courbe  A'B  dans  le  plan 
BOX'  et  par  rapport  aux  axusOZ,  OX',  de  sorte  qu’en 
posant  généralement  M'c  = /3,  nous  aurons 
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car  l’éqnatton  de  ta  courbe  A'B , rapportée  dans  le  plan 
BOX',  aux  axes  OZ  et  OX',  est  nécessairement  ta 
même  que  celle  de  la  courbe  À B rapportée  dans  le 
plan  ZOX,  aux  axes  OZ  et  OX,  puisqu’on  peut  ima- 
giner non  seulement  que  la  courbe  AB  a pris,  par  son 
mouvement  de  rotation  autour  de  OZ,  la  position  A'B , 
mais  encore  que  le  plan  ZOX  lui-même  a tourné  avec 
la  courbe  et  coïncide  avec  le  plan  ZOX'.  Ainsi,  les  co- 
ordonnées « et  fi  du  point  M',  dans  le  plan  ZOX',  sont 
Identiquement  tes  mêmes  en  grandeur,  que  les  Coor- 
données x et  s du  point  M dans  le  plan  ZOX;  et 
comme,  do  plus,  la  coordonnée  M'e  = Od  = (3,  est 
toujours  comptée  surtaxe  invariable  OZ,  si  ? (æ,x)  = o 
est  l’équation  de  la  courbe  dans  le  plan  xS , sera 
son  équation  dans  le  plan  ZOX',  c’est-à-dire  que  a.  sera 
toujours  égal  à x pour  toutes  les  valeurs  de  z;  la  dif- 
férence de  notation  signifie  donc  seulement  que  la 
courbe  AB  est  dans  une  position  quelconque  A'B. 

Ccci  posé,  observons  que  les  coordonnées j dans 
l’espace,  du  point  quelconque  M',  sont 

M'a  =3#  , M'Asssp  , M'c±=x/ 

et  que,  déplus,  nous  avoue,  en  achevant  le  parallélipi- 
pède  rectangle  OM', 

ÏÏÏ*  + Zf  —Wd\ 

c’est-à-dire,  en  général, 

x*  -|-  Ÿ — «*• 

Éliminant  « entre  cette  équation  et  l’équation  y(a,x)==o, 
nous  obtiendrons  une  équation  finale  qui  ne  contiendra 
plus  que  les  trois  variables  x,y,xf  et  sera,  par  consé- 
quent, l’équation  de  b surface  courbe,  engendrée  par 
le  mouvement  de  b courbe  AB,  autour  de  Taxé  OZ. 

De  IA  résulte  cette  règle  très-simple  : Prenez  l'axt 
de  rotation  pour  axe  det  m , et  rapportez  V équation  de  td 
courbe  génératrice  aux  coordonnée»  Xf  i * fé  qrti  Vfttrt 
donnera  une  équation 

, (*,  *)  = O. 
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Il  révolution  d'une  ellipse  autour  de  son  grand  axe. 
L'équation  au  Oentre  de  l'ellipse  étant  (voyrs  tonte  I , 
page  5a4) 

M 

y » = 

dans  laquelle  a est  le  demi  grand  axe,  et  b le  demi 
petit  axe,  prenons  le  grand  axe  aa  pour  axe  des  z; 
et,  plaçant  le  centre  de  l’ellipse  à l’origine  O (pl.  XII, 
fig.  n),  observons  que  dans  le  plan  xz  les  abscisses  On 
soot  représentées  par  z,  et  les  coordonnées  ()m  par  x; 
l’équation  de  l’ellipse  dans  le  plan  xz  sera  donc 

Remplaçant  2 para,  nous  avons  immédiatement 


Mettant  cette  valeur  dans  (p),  il  vient 

**+»*■=  **-£*•, 


•(?) 


-+£+^=t 


Telle  est  l’équation  de  V ellipsoïde  allongé. 

Si , au  lieu  de  faire  tourner  l’ellipse  sur  son  grand 
axe  aa,  on  le  faisait  tourner  sur  son  petit  a 6,  on  pro- 
duirait V ellipsoïde  aplati;  mais  alors  (Pl.  XII,  fig.  7),' 
l’équation  de  la  oourbe  dans  le  plau  xz  serait 

b 1 

*-?<*-*)  ! 

car  les  abscisses  O m sont  représentées  par  des  X,  et  les 
coordonnées  Ois  par  des  m.  Remplaçant  x par  «,  en 
aurait 


Remplacez  doute  cette  équation  x pdf  t,  ét  lires  éè 
Y (a,  x)  la  valeur  de  a,  que  ton»  tubititdtrex  dant  t équa- 
tion. ...  (p) 

x>  + y1  = «*• 

U résultât  iefal'iqvation  demandée  delà  surface courbe , 
rapportée  <1  trois  plans  coordonnée  rectangulaires , ayant 
pour  or  i fine  f origine  de  l'équation  , ( x,  x)  = o , rt  W 
mémo  accès  des  x et  des  i. 

3g.  Proposons-nous,  pour  premier  exemple,  do 
trouver  l'équation  do  la  surface  courbe  engendrée  par 


d'où 

®3+y’  = <»’  — ^ 

ce  qui  donnerait  definitivement,  pour  l’équation  de  l’ri- 
liptoïde  aplati , 


fl 

o1  ' ' 1 * O1 


Les  deux  ellipsoïdes  deviennent  des  sphères  lorsque 

a = *. 
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4o.  Lorsque  la  courbe  génératrice  est  une  parabole, 
son  équation  dans  le  plan  xz  est,  en  plaçant  son  som- 
met ù l'origine  O (PL  XII,  fig.  i3), 

x*  = pz; 

ce  qui  donne  * =pz,  et,  par  suite.... (r), 



p ’ 

pour  l'équation  du  paraboloïdc  de  révolution. 

4>.  La  révolution  de  l’hyperbole  engendre  deux  sur- 
faces distinctes , suivant  qu'on  la  fait  tourner  autour  de 
son  grand  axe  ou  de  son  petit  axe,  dit  l’are  imaginaire. 
Dan»  le  premier  cas  (PL  XII,  fig.  9),  les  abscisses  On 
de  la  courbe  doivent  être  comptées  sur  l’axe  OZ,  et  scs 
ordonnées  Om  sur  l’axe  OX.  On  a ainsi,  pour  son 
équation  , 


-J-  (s’  — a’). 


Faisant  x = « , il  vient 

t»; 

ar 

ce  qui  donne,  en  substituant  dans  (p).. ..(*), 

z* y’ x'  _ 

a'  b'  ‘ 

équation  de  Yhyperbolotde  d deux  napee.  L'hyperbole 
ayant  deux  branches  isolées,  cette  surface  se  compose 
de  deux  napes  qui  se  prolongent  à l’infini  en  sens  op- 
posé, et  sont  séparées  l’une  de  l’autre  par  un  espace 
vide,  comme  le  montre  la  figure.  La  discussion  de  l'é- 
quation (*)  met  au  jour  toutes  ces  circonstances,  mais 
nous  ne  pouvons  nous  y arrêter. 

Dans  le  second  cas,  où  l’on  fait  tourner  l’hyperbole 
autour  de  son  axe  imaginaire,  il  faut  compter  les 
abscisses  On» (PL  XII,  fig.  la)  sur  l’axe  OX,  et  les  or- 
données On  sur  l’axe  OZ  ; on  a alors  pour  l’équation 
de  la  courbe,  dans  le  plan  xx9 

(**-«’)• 

On  en  tire,  en  faisant  x = a, 

Puis,  substituant  cette  valeur  dans  (p)....(f), 
x1  . y*  z* 

— W ~~ ,- 
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C’est  l’équation  île  VhyptrbobXdt  d une  seule  nape, 
surface  courbe  qui  s’étend  indéfiniment  dans  le  sens 
des  z positifs  et  des  X négatifs. 

4a.  Quelle  que  soit  la  courbe  plane  génératrice,  on 
parviendrait  de  la  même  manière  à l’équation  de  la  sur- 
face courbe  engendrée  par  sa  révolution  autour  de  l’axe 
des  z.  Si  on  voulait  faire  tourner  la  courbe  autour  de 
l’axe  des  x , il  suffirait  d’une  transposition  de  lettres, 
ce  qui  est  d’ailleurs  insignifiant,  parce  qu'on  obtiendrait 
toujours  les  mêmes  équations,  sauf  que  les  z y seraient 
désignés  par  des  x , et  vice  wid. 

43.  Cette  méthode  peut  encore  s’appliquer  au  cas  où 
la  génératrice  serait  une  simple  ligne  droite  donnée  par 
son  équation  sur  le  plan  xz 

z = ax  -f-  b. 

Nons  rappellerons  que,  dans  celte  équation,  a désigne 
la  tangente  trigonométriqne  de  l’angle  de  la  droite  avec 
l’axe  des  x;  et  b,  l’ordonnée  du  point  où  la  droite  coupe 
l’axe  des  s (tome  I,  page  io3). 

Faisant  x = «,  nous  obtiendrons 

Cette  valeur,  mise  dans  (p),  nous  donnera  pour  l’é- 
quation de  la  surface  engendrée 


*,+y,  = ST  (*  — »)’. 


ou  bien , en  posant  a = tang  y, 

tr1  + ÿ’  *=  (*  — 6)’ . cot ’y. 

L'angle  y étant  le  complément  de  l’angle  constant 
que  la  droite  fait  avec  l’axe  des  z,  on  voit  que  cette 
équation  est  identique  avec  celle  du  cône  droit  trouvée 
ci-dessus  (n‘56).  Si  la  droite  était  parallèle  à l’axe 
des  x,  on  aurait  a = <*> , b — » , d’oô 

fl*  a1  4 ’ 

A désignant  la  distance  de  l'origine  où  la  droite  coupe 
l’axe  des  x;  l’équation  deviendrait  donc 

*’+y’  = A», 

qui  est  celle  d’un  cylindre  droit. 

44.  En  prenant , comme  nous  l'avons  fait  jusqu'ici , 
1 origine  des  coordonnées  de  la  courbe  pour  origine  des 
coordonnées  de  la  surface , nous  avons  obtenu  les  équa- 
tions de  cette  dernière  sous  leur  forme  la  plus  simple, 
et  il  serait  facile  ensuite,  par  des  transformations,  de 
rapporter  ces  équations  4 d’autres  systèmes  de  plarn 
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coordonnés  rectangulaires  ou  obliques.  On  pourrait 
egalement , en  faisant  tourner  les  courbes  autour  d’au» 
1res  axes  que  leurs  axes  principaux,  engendrer,  avec  les 
sections  coniques,  des  surfaces  très-différentes  de  celles 
que  nous  venons  d’examiner;  nous  en  donnerons  un 
exemple. 

Soit  AMBNA  (PI.  X11F,  fig.  i)  une  ellipse  assujettie 
tourner  autour  de  la  droite  MN,  située  dans  son  plan 
d’une  manière  quelconque  par  rapport  à son  grand 
axé' AB.  Par  le  point  O,  oit  MN  coupe  le  grand  axe  AB, 
menons  OX  perpendiculaire  A MN,  et  rapportons  l’é- 
quation de  la  courbe  aux  deux  axes  OZ  et  OX.  Cette 
équation , par  rapport  au  grand  axe  AB  et  au  centre  C, 
étant,  en  désignant  les  coordonnées  par  x',  ÿ ....(i), 

a 1 y'*  -J-  6*  x'*  =0*  6*, 

nous  avons,  entre  les  coordonnées  x y et  les  nou- 
velles coordonnées  x et  z , les  relations  cououes 

x = x cos  a — s sin  « — q, 
y = X sin  « -j-  s Cos  a , 

dans  lesqu  elles  a désigne  l’angle  BOX,  et  q la  distance  OC 
de  l’ancienne  origine  à la  nouvelle,  prise  négativement, 
parce  qu’elle  est  dans  le  sens  des  a?'négativcs.(Foy.  t.  II, 
p.  5G7.) 

Substituant  ces  valeurs  dans  (i),  nous  obtiendrons 
pour  l’équation  de  l’ellipse,  dans  le  plan  xzt 


fl1  (a:  sin  «-f-zcosot)ï-|-6î  (a: cos  a— ssina— g)*  sa1 6*. 

Développant  les  puissances  cl  posant,  pour  abréger, 

A = b7  cos  3sc  -f-  a7  sin  J«, 

B — b7  sin  ’«  -f-  a :*  cos  *«, 

C = a (a5  — A2)  sin  « . cos  « , 

D ==  a qb7  cos  «, 

E = zqb7  sin  «, 

cette  équation  deviendra 

Ax2  4-  (aC  — D)  x = a7  b 7 — b7  q7  — Bsa  — Ez. 

Changeant  x en  x,  et  résolvant  par  rapport  à a,  nous 
trouverons 
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Substituant  celte  valeur  dans  (p) , nous  obtiendrons 
Cx — D , Ta5*1— AV— Bx1— Ez  . 

, (C£-Dn 

+ ~ J* 

équation  qui  s’élèvera  au  quatrième  degré  par  la  dispa- 
rition des  radicaux.  La  forme  de  la  surface  courbe 
qu’elle  représente  est  très-remarquable  : elle  offre  un 
noyau  vide  autour  de  l’axe  des  X,  lorsque  q est  plus 
grand  que  <*,  et  une  espèce  d’entonnoir  formé  par  la 
napc  intérieure,  lorsque  q est  plus  petit  que  a. 

Si  l’axe  de  rotation  OZ  était  perpendiculaire  à l’axe 
principal  AB  de  l’cllipsc,  l’équation  deviendrait  beau- 
coup plus  simple,  car  on  aurait  alors  « — o , d’où 
sio  a = o,  cos  x = i , et,  par  suite, 

A — b7,  B — a1,  C = o,  D = 2qb7,  E = o. 

La  surface  serait  dono 

a»  + ÿ<=(î±v/[«‘  — ^*»])  • 

Lorsque  a = b ou  que  l’ellipse  est  un  fcerclc,  l’équa- 
tion se  réduit  A 

** +y*  = (î  ± v/°’— • 

C’est  celle  du  tore,  surface  courbe  qu’on  rencontre  dans 
les  tracés  de  la  géométrie  descriptive. 

Il  suffirait  do  faire  7 = 0,  dans  cette  dernière , pour 
exprimer  que  l'axe  de  rotation  est  un  diamètre,  et  l’on 
retrouverait  l’équation  de  la  spbèrc 

x*-f- ïJ  + x,  = »*. 

45.  De  i’Iüteesectiox  ues  Sraricr.s,  L’intersection  de 
deux  snrfaccs  quelconques  est  toujours  une  ligne  dont 
la  nature  est  déterminée  par  les  équations  de  ses  pro- 
jections sur  deux  des  plans  coordonnés.  On  obtient 
ces  équations  en  opérant  comme  nous  l’avons  fait  ci- 
dessus  peur  l’intersection  de  deux  pians,  c’est-u-dire 
que  l’équation  de  la  projection  sur  le  plan  sa  résulte 
de  l’élimination  de  y entre  les  équations  des  deux  sur- 
faces; que  celle  de  la  projection  sur  le  plan  <jz  résulte 
do  l’élimination  de  * , et  qu’enfin  l’équation  de  la  pro- 
jection sur  le  plan  ry  résulte  de  l’élimination  de  z 
entre  les  tnêmcs  équations. 

Lorsqu’une  des  surfaces  est  un  plan  parallèle  4 l’un 
des  plans  coordonnés,  la  projection  de  l’intersection 
sur  ce  plan  est  une  ligue  parfaitement  égale  et  semblable 
àl’interscctioD,  clic  suffit  donc  pow  J»  faire  connaître. 

% 

4 
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Si,  par  exemple,  la  surface  courbe  était  celle  de  Peh* 
lipsoülc 

t r+ jr  + jr-'. 

et  que  le  plan  coupant  fût  parallèle  au  plan  des  xy, 
son  équation  étant  de  la  forme  x = A,  l’équation  de  la 
projection  sur  le  plan  xy  serait 


6*  "•  6* 


h 1 


C’est  l’équation  d’un  cercle  qui  a pour  rayon 


d’où  il  suit  que  toutes  les  sections  de  l’ellipsoïde,  pa- 
rallèles au  plan  des  a*y,  sont  des  cercles,  ce  qui  est 
d’ailleurs  une  conséquence  immédiate  de  la  génération 
de  cette  surface.  Si  le  plan  coupant  était  parallèle  au 
plan  oez y soit  équation  serait  de  la  forme  y =*  A,  et  l’é- 
quation de  la  projection  sur  ce  plan  xt deviendrait 


A» 


laquelle  appartient  à une  ellipse  dont  les  demi-axes, 
qu’on  obtient  en  faisant  successivement  X = o , x — o, 
sont 


Toutes  les  sections  parallèles  au  plan  rfes  xx  sont 
donc  des  ellipses,  et,  de  plus,  ces  ellipses  sont  sembla- 
bles, car,  quelle  que  soit  la  Valeur  de  h , le  rapport 
des  deux  axes  est  le  même  pour  toutes  les  ellipses,  sa- 
voir : £.  Dans  le  cas  d’un  plan  sécant  parallèle  à Vu» 

des  plans  coordonnés,  il  est  visible  que  les  deux  autres 
projections  sont  des  lignes  droites. 

Lorsque  le  plan  sécant  n’est  parallèle  â aucun  des 
plans  coordonnés,  aucune  des  trois  projections  n’est 
identique  avec  la  courbe  d’intersection  ; mais  on  peut, 
en  efleeluant  une  transformation  de  coordonnées,  choi- 
sir le  plan  sécant  lui-même  pour  nouveau  plan  des  xy, 
et  alors  il  suffit  de  faire  s — o dans  l’équation  de  la 
surface  pour  avoir  l’équation  de  l’intersection  considé- 
rée dans  le  plan  sécant.  Nous  atlons  indiquer  les  moyens 
d’obtenir  directement  cette  équation. 

Soient 

(i  )....  f(*> 


Féquation  de  la  surface  courbe,  et 

Aar-f-  fcy Cx  -f-  o, 

celle  du  plan  sécant,  par  rapport  aux  trois  axes  rectangu- 
laires OX,  OY,  OZ  (PI.  XIII,  fig.  a).  Représentons  par 
la  courbe  A MB  l'intersection  de  ces  deux  surfaces,  et 
par  la  droite  O'X'  la  tract  du  plan  sécant  sur  le  plan  xy: 
menons,  dans  ce  plan  sécant,  la  droite  O'Y'  perpendi- 
culaire à O'X',  et  proposons-nous  de  rapporter  à'ccs 
deux  axes  la  courbe  d'intersection  AMR. 

D’un  point  quelconque  M de  la  section, abaissons  MP 
perpendiculaire  sur  O'X',  et  MQ  perpendiculaire  sur  le 
plan  xy;  joignons  P et  Q par  la  droite  PQ,  et  menons 
QR  perpendiculaire  sur  OX.  Il  est  visible  que  OR,  QR, 
QM  sont  les  coordonnées  dans  l’espace  du  point  M,  par 
rapport  aux  premiers  axes,  et  O'P,  PM  les  coordonnées 
de  ce  même  point  dans  le  plan  sécant,  par  rapport  aux 
axes  O'X',  O'Y'.  Nous  pouvons  donc  poser,  en  distin- 
guant par  un  accent  les  dernières  coordonnées  des  pre- 
mières, 

OR  = »,  QR  — y,  MQ-*, 

0'P=*',  PM  s=sy\ 

Or,  PQ  est  perpendiculaire  sur  O'X',  et  par  consé- 
quent l’angle  MPQ,  que  nous  désignerons  par  m,  me- 
sure l’inclinaison  du  plan  sécant  sur  le  plan  xy;  la 
grandeur  de  cet  angle  est  doue  donnée  par  l’expres- 
sion (n*  3a)  ....(«) 

£ 

C°S  “ “*  v/4* + !*+<? ; 

de  plus,  l’équation  de  la  trace  O'X’  (n*  19)  étant 

\x  -j-  By  I)  = o , 

on  a pour  l’angle  XO'X'  = y,  de  cette  trace  avec 
l’axe  O'X,  la  relation 

A 

tang  « = — 

Ceci  posé,  le  triangle  rectangle  PQM  donne 

MQ  =x  = y'  sinw, 

PQ  =y'  = y'cos  ai, 

en  désignant  généralement  PQ  par  y. 

Si  nous  considérons  maintenant  le  point  Q,  projec- 
tion du  point  M , comme  rapporté  successivement  aux 
deux  systèmes  de  coordonnées  rectangulaires , 

• x — OR,  y = QR , 

x'  = O’P , y’  = PQ, 
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dont  les  premières  ont  pour  a ses  OX,  O Y,  4t  ta  se- 
condes O'X',  O 'Y',  bous  aurons  outre  ces  «leux  systèmes, 
en  désignant  par  m la  distance  des  deux  origines  O,  O', 
les  relations  (t>oy.  TftjjtsroaMune*  ou  «ooMtomiéfts, 
tome  II) 

x — x‘  cos  y y’  sin  y 4 - m, 
y = X si  n y — y cos  y. 


Développant  le  carré,  et  posant,  pour  abréger, 

sin  *y  4”  cos  *«  . cos  = P , 
sin  3y  = Q, 
a sin  y cos  y cos  » s=  R , 
p cos  y = S , 
p sin  y cos  m s=t  T, 


y est  pris  ici  avec  le  signe  — , parce  que,  dans  notre 
ligure , les  y'  positifs  se  projettent  sur  les  y négatifs. 
Substituant  dans  ces  formules  la  valeur  de  y'=y'cos<u, 
nous  obtiendrons  les  relations  suivantes  entre  le*  coor- 
données x,  y,  s cl  x't  ÿ ....(x) 

x=*x  cos  y 4"  y cos  « • sin  p tu, 
y = x sin  f — y cos  <u  . cos  y, 
x » y’  sin  m. 

Ces  formules,  substituées  dans  l'équation /(x,  y,  :)*o, 
donneront  évidemment  l'équation  /"(a?',  y')  = o de  l’in- 
tersection rapportée  ù deux  axes  rectangulaires  pris  dans 
5011  plan. 

Si  le  plan  sécant  était  perpendiculaire  au  plan  xy9  il 
faudrait  faire  &>  =jo*,  et  les  formules  (x)  deviendraient 
simplement  (y) 


« = x'  COS  y 4~  W*  > 
y = x sin  f , 

x-=y\ 


Dans  tous  les  cas,  on  poserait  ■*=  •,  si  te  plan  sécant 
passait  par  l’origine  O. 

4"-  Appliquons  ces  formules  à quelques  exemples 
particuliers.  L’équation  du  paraboloïde  de  révolution 
étant  (n#  4°) 


nous  obtiendrons  l’équation  de  sa  section  par  un  plan 
quelconque , en  donnant  à x,  y , s les  valeurs  (r)  ; mais 
nous  parviendrons  à des  expressions  plus  simples  en 
prenant  Taxe  des  x pour  axe  de  révolution,  w qui, 
d’après  la  remarque  du  n*  4*  > change  l’équation  précé- 
dente en 


r ^ p 


Introduisant  donc  dans  cette  dernière  les  valeurs  (x), 
il  viendra 


l’équation  de  la  section  sera  ...-(x) 

Py*  4"  Q*'*  — Ery'  — Sx ’ — Ty  — mp  = 0 , 


que  la  discussion  montre  ne  pouvoir  appartenir  qu’à  un 
cercle,  une  ellipse  ou  une  parabole,  suivant  la  gran- 
deur des  angles  y et  *>.  Eu  effet,  tant  que  l’angle  *»  u’est 
pas  nul,  l’équation  (x)  appartient  à une  courbe  fermée  ; 
car  en  faisant  «accès  si  veinent  a?'  = 0 , y'=  0 , pour  ob- 
tenir les  points  où  la  courbe  étape  les  axes  O'X',  O'Y', 
on  trouve, 


pour  X’  = 0 , 


T , i/W+itnpP1 

y = aP  x > 


pour  y — O , 


S y/$*4-4mÿQ» 
X aQ  2Q 


valeur*  toujours  réelles  quand  m u’est  pas  négatif.  Dans 
ce  cas  général  de  tu  plus  grand  que  xéro,  la  section  est 
donc  une  ellipse. 

Lorsque  le  plan  sécant  est  parallèle  au  plan  yx,  on  a 
à la  fois  et  = 90*;  et  y 5=90*;  d’où 

!>*»<,  Çc=*«,  R*=o,  S **=<>,  Tes  a 
La  section  est  alors  un  cercle , 


y*  — f*p«=o, 

dont  le  rayon  est  égal  à l/mp,  et  dont  le  centre  est  à 
l'origine  des  coordonnées  x\  y . 

Dans  le  cas  de  «=*  0,  le  plan  sécant  est  parallèle  au 
plan  des  xy , il  «l’existe  plu*  de  trace  sur  ce  dernier 
plan , et  les  formules  (*)  ne  peuvent  être  appliquées 
sans  le*  avoir  préalablement  modifiées  ; mais  il  est  alors 
beaucoup  plus  simple  d’opérer  comme  au  n*  45»  ce 
que  l’on  doit  toujours  faire  pour  toutes  les  sections  pa- 
rallèles ù un  des  plans  coordonnés.  Ici,  l'équation  du 
plan  sécant  devenant  de  la  forme  X = h , la  projection 
sur  le  plan  xy,  laquelle  est  identique  avec  la  section â 
serait 


ou 


y*  sin  *»4~  (**  sio  y cos  u . cos  y)*  *p  (af  cü*  y 4- 

+p’coj#.  sio  y-J-w). 


ta  posant  h'  s=py.  C’est  l’équation  d'nne  parabole. 
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Ainsi , toutes  les  sections  parallèles  au  plan  xy  sont  des 
paraboles  ; celle  de  ce  plan  lui-même  est  la  parabole 
génératrice  y1  = px. 

48.  Cherchons  encore  la  nature  des  sections  faites 
par  un  plan  dons  la  surface  d’un  cylindre  droit , dont 
l’équation  est 

y1 + *’ — a1  , 

en  prenant  l’axe  des  œ pour  axe  de  révolution;  Substi- 
tuant dans  cette  équation  les  valeurs  de  y et  de  Z don- 
nées par  les  formules  (#) , nous  obtiendrons 

y'*  sin  *«  -J-  (#'  sin  y — y'  cos  » cos  y)J  = A2. 

Développant  le  carré,  et  posant 

P = cos*» . cos*f  -f-  sin  Jw, 

Q=siu3?, 

H = sin  y . COS  V . COS  y y 

l’équation  de  la  section  prendra  la  forme 

Py*  Qx’1  — R*r'y'  = A*  ; 

ce  qui  nous  apprend  que,  pour  toutes  les  valeurs  de  w 
autres  que  z<fro,  les  sections  sont  des  courbes  fermées, 
coupant  les  axes  aux  points 

*— O.  y'=+l///yi  X'=o,  y'=—  Jy/yi 

®'=0*  y'==+b//^-;  y,]=zo> 

clics  sont  des  cercles,  lorsqno  « = , = 90",  et  des  el- 
lipses dans  tous  les  autres  cas.  Quant  ans  sections  cor- 
respondantes ù “ o , mi  parallèles  au  plan  .TI/,  leurs 
projections  sur  ce  plan  xy  étant  déterminées  par  les 
deux  équations 

* = *>  y*  + *’  = A’ , 

on  TOit  qu’elles  se  réduisent  é deux  lignes  droites 

y = + l/A'  — A!,  y =;  — i/a1'— ~A% 
parallèles  au  plan  xz. 

dÿ*  bc$  considérations  précédentes  peuvent  s’étendre 
aux  intersections  de  deux  surfaces  courbes,  toutes  les 
fois  que  ces  intersections  sont  des  courbes  planes  ; mais, 
lorsque  les  sections  sont  des  courbes  dites  d double  cour- 
burt , on  ne  peut  les  considérer  que  dans  l’espace  à trois 
dimensions , ce  qui  exige  toujours  le  concours  des  équa- 
fions  de  deux  projections. 

Quand  on  connaît  les  équations  de  deux  projections 
d’une  courbe  quelconque  située  dons  l’espace,  on  peut 
évidemmeut  l’euTisagcr,  quelle  que  soit  sa  nature  cl 
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celles  des  surfaces  dont  elle  est  l’intersection,  comme 
la  section  commune  des  deux  surfaces  cylindriques  qui 
ont  pour  directrices  les  projections,  et  pour  généra- 
trices des  droites  parallèles  aux  axes  qui  ne  sont  pas 
dans  les  plans  de  ces  projections;  de  ccttc  manière, 
toutes  les  courbes  sont  ramenées  à un  mode  unique  de 
génération,  et  les  intersections  de  deux  surfaces  courbes 
quelconques  aux  intersections  de  deux  surfaces  cylin- 
driques. (Joy.  Projection.) 

50.  La  théorie  des  surfaces  courbes  présente,  comme 
celle  des  lignes , deux  problèmes  fondamentaux  qu’on 
peut  énoncer  en  ces  termes  : 

I.  Trouver  l’équation  d’une  surface  ; sa  description  et 
tes  propriétés  caractéristiques  étant  données . 

II.  Etant  donnée  l’équation  d’une  surface , la  décrire 
et  trouver  scs  principales  propriétés. 

Les  élémens  de  la  solution  du  premier  problème 
viennent  d’être  exposés  ; il  nous  reste  à présenter  ceux 
du  second. 

51.  Une  équation  quelconque  à trois  variables 
f(x,  y,  z)  = o‘,  dans  laquelle  a*,  y,  z représentent  des 
droites  respectivement  parallèles  à trois  axes  coordon- 
nés, est  une  équation  doublement  indéterminée  qu’il  est 
toujours  possible  de  satisfaire  en  donnant  des  valeurs 
arbitraires  A deux  de  ses  variables.  Si  nous  faisons , par 
exemple,  <r=m,  y = n , et  qu’en  résolvant  l’équation 
f(z,m,  «)=o,  nous  obteuious  z — p,  les  trois  coor- 
données 

x—m  , y = n , z =p 

appartiendront  à un  point  de  l'espace  qui  se  trouvera 
complètement  fixé  et  ne  pourra  plus  être  confondu  avec 
aucun  autre.  Si  nous  obtenons  de  même 

z = p en  faisant  x = m , y = nr , 


z —p  ' . . . . . x =*  m",  y — 

z — - p"‘ x —rri",  y = n"', 

etc. , etc. 


tous  les  points  (m,  n,  p),  (m',  «',  p'),  (wi ”),  etc., 
seront  déterminés  ; de  sorte  qu’en  les  supposant  infini- 
ment proches  les  uns  des  autres,  leur  réunion  formera 
une  surface. 

Or,  tous  les  points  de  cette  surface  ayant  des  coor- 
données liées  par  la  même  relation  f(x,  y,  z)  = o , 
c’est  cette  relation  qui  caractérise  la  surface,  la  dis- 
tingue de  toutes  les  autres  qu’on  peut  imaginer  dans 
l’espace,  et  constitue  en  un  mot  ce  qu’on  nomme  son 
équation.  Il  résulte  de  là  qu’une  équation  à trois  varia- 
bles représente  toujours  une  certaine  surface  dont  ln 
nature  et  les  propriétés  dépendent  évidemment  du 
Ûcgré  de  l’équation  et  de  la  grandeur  des  constantes 
qu’elle  reuferme.  Lorsque  l’équation  est  du  premier 
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degré,  la  surface  est  toujours  plane,  comme  nous 
l’avons  reconnu  (n"  20);  clans  tous  les  autres  cas,  la 
surface  est  courbe  et  se  classe  d’après  le  degré  de  son 
équation.  Ainsi,  toutes  les  surfaces  courbes  dont  les 
équations  sont  du  second  degré  composent  la  classe 
des  surfaces  du  second  ordre , celles  dont  les  équations 
sont  du  troisième  degré  forment  la  classe  des  surfaces 
du  troisième  ordre t et  ainsi  de  suite. 

5a.  Une  équation  qui  a pour  coeflicicns  des  nom- 
bres déterminés  en  grandeur  et  en  signe  ne  peut  né- 
cessairement représenter  qu’une  seule  et  unique  sur- 
face; par  exemple,  a et  6 étant  des  nombres  donnés 
essentiellement  positifs , l'cquation 


convient  exclusivement  ùY  ellipsoïde  aplati  de  révolution, 
taudis  que  l'équation 


représente  exclusivement  Yhyperboloïde  de  révolution  à 
une  seule  nape  (n’*  3g  et  4*)*  Mais  si  l’on  considère  les 
coeflicicns  comme  pouvant  être  positifs,  négatifs  ou  ^ 
nuis,  une  même  équation  devient  susceptible  de  re- 
présenter plusieurs  surfaces , et  l’on  conçoit  aisément 
que  toutes  les  surfaces  d’un  même  ordre  ou  d’un  môme 
degré  sont  comprises  dans  l'équation  générale  de  ce 
degré.  Ce  n’est  donc  qu'en  partant  de  la  forme  la  plus 
générale  d’une  équation  à trois  variables  d’un  degré 
quelconque,  qu’il  est  possible  de  reconnaître  les  di- 
verses surfaces  correspondantes  aux  valeurs  particu- 
lières des  coeflicicns.  Observons , en  outre , qu'une 
même  surface  peut  être  représentée  par  plusieurs  équa- 
tions très-différentes  les  unes  des  autres,  quoique  du 
même  degré;  car,  en  rapportant,  par  exemple,  l'ellip- 
soïde à d’autres  axes  coordonnés  rectangulaires  ou 
obliques,  nous  obtiendrons  des  équations  beaucoup 
moins  simples  que  la  précédente,  et  qui,  cependant, 
ne  seront  que  les  représentations  de  la  même  surface. 

11  résulte  de  ces  considérations  que,  lorsqu’une  équa- 
tion est  donnée,  il  faut  d’abord  la  ramener  i sa  forme 
la  plus  simple  par  des  transformations  convenables  des 
coordonnées  ; car  il  est  toujours  plus  facile  alors  de 
reconnaître  la  nature  et  les  propriétés  des  surfaces 
qu’elle  exprime.  Cette  réduction  d’une  équation  à sa 
forme  la  plus  simple  exige  quelques  notions  prélimi- 
naires. 

53.  On  nomme  cordes  toutes  les  droites  menées  d’un 
point  d’une  surface  à scs  autres  points. 

Lorsqu’il  existe  dans  l’espace  un  point  tel  que  toutes 
les  cordes  menées  par  cc  poiut  y sont  divisées  cha- 
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cunc  en  parties  égales,  il  prend  le  nom  de  centre  de  la 
surface. 

54.  Si,  dans  une  surface  quelconque,  on  mène  une 
suite  de  cordes  parallèles  entre  elles  et  qu’on  les  par- 
tage en  deux  parties  égales,  la  surface  qui  passera  par 
tous  ces  milieux  sera  cc  qu’on  nomme  une  surface  dia- 
métrale de  la  première.  Le  degré  de  cette  surface  dia-, 
métralc  dépendra  du  nombre  des  points  d'intersection 
des  cordes  avec  la  surface  donnée.  Si  le  degré  de  cette 
dernière  est  n , chaque  droite  indéGnie  la  rencontrera 
dans  n points  différons,  réels  ou  imaginaires,  qui, 
combinés  deux  à deux,  fourniront  sur  cette  même  droite 

nfn — 1)  , nfn — 1) 

— - , cordes  differentes  et,  par  conséquent,  — — 

points  différens  pour  la  surface  diamétrale.  Donc,  cette 

. . nfn — 1) 

dernière  pouvant  être  rencontrée  en  — par 

une  même  droite,  est  du  degré  (toy.  Scbpace); 

sc  réduisant  à 1 lorsque  n = 2,  on  voit  que 

les  surfaces  diamétrales  des  surfaces  du  second  ordre 
sont  des  plans. 

55.  Lorsque  trois  plans  diamétraux  sont  disposés  de 
telle  manière  que  chacun  d’eux  coupc  en  deux  parties 
égales  les  cordes  qui  sont  parallèles  à l'intersection  des 
deux  autres,  ils  sont  dits  conjugués  entre  eux. 

L’intersection  des  deux  plans  conjugués  se  nomme 
un  diamètre  de  la  surface. 

56.  Un  plan  diamétral  qui  se  trouve  en  même 
temps  perpendiculaire  aux  cordes  qu’il  coupe,  reçoit 
le  nom  de  plan  principal. 

L’intersection  de  deux  plans  principaux  est  un  dia- 
mètre principal , ou  un  axe  de  la  surface  courbe. 

5;.  Examinons  maintenant  commcut  la  considéra- 
tion des  centres  et  des  plans  diamétraux  peut  servir  à 
ramener  une  équation  donnée  ù sa  forme  la  plus 
simple.  . 

Dans  toutes  les  surfaces  courbes  douées  d’un  centre, 
si  l’on  transporte  l’origine  des  coordonnées  à cc  centre, 
l’équation  transformée  ne  contiendra  plus  que  les  termes 
dons  lesquels  la  somme  des  exposans  des  variables  est 
de  même  parité  que  le  degré  de  l’équation.  En  effet , 
AA'  étant  une  cordc  quelconque  dont  nous  supposerons 
l’extrémité  A au-dessus  du  plan  xy,  ou  du  côté  des  1 
positifs,  il  est  visible  que  l’extrémité  A'  est  située  au- 
dessous  de  cc  plan  d’une  manière  symétrique;  car  AA’ 
étant  coupée  en  deux  parties  égales  par  l’origine,  les 
coordonnées  x.  y,  z du  point  A sont  égales  et  de  signes 
contraires  aux  coordonnées  du  point  A*.  Ainsi,  lorsque 
l’équation  de  la  surface  est  satisfaite  par  un  système  de 
valeurs  x\  y\  z\  elle  doit  l’être  également  par  le  système 
de  signes  opposés  — x'  f — y*— s » d où  il  résulte  que 
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cette  équation  doit  demeurer  identiquement  la  mémo 
quand  on  change  ù la  fois  les  signes  des  trois  variables 

y,  *• 

Si  l'équation  est  de  degré  pair,  elle  ne  pourra  donc 
renfermer  que  des  termes  dont  le  degré  soit  pair;  et  si 
elle  est  de  degré  impair,  tous  ses  termes  devront  être 
aussi  de  degré  impair  ; de  sorte  qu'elle  ne  pourra  avoir 
de  terme  absolu.  Par  exemple,  l’équation 

Ax*  -f-  By*  -f-  Ce*  -f-  Dxy  -j-  Ex*  -f-  Fxy  G **  o , 

qui  ne  change  pas  en  remplaçant  X,  y,  e par  — x, 
—y,  — x , représente  une  surface  dont  le  ctnlrt  est  à 
l'origine  des  coordonnées  actuelles,  et  il  en  est  de  même 
de  l'équation 

Ax*  -j-Bx*y  + Cxyx  + Dx  -{-  Ey  -f-  Fx  = o. 

Toute  équation  proposée  qui  ne  remplit  pas  ces  con- 
ditions n'est  donc  pas  rapportée  au  centre  de  la  surface 
0»mme  origine,  ou  ne  peut  appartenir  qu’à  une  surface 
dépourvue  de  centre. 

58.  Pour  reconnaître  si  une  surface  dont  l'équation 
est  rapportée  à des  aies  quelconques  admet  un  «entre, 
il  faut  transporter  ccs  axes  parallèlement  à eux-mêmes 
en  un  point  indéterminé  «,  y,  ce  qui  exige  simple- 
ment de  substituer,  dans  l'équation  /"(x,  y,  z)  = o , les 
valeurs 

a 

x = x -\-a,  y=»y’ -j-h,  X=x'-f-e 

(coy.  TaA*sFomATiow).  On  parvient  ainsi  à une  équa- 
tion f{x',  y',  z)  =o,  doot  on  ne  conserve  que  les 
termes  dans  lesquels  la  somme  des  exposans  des  va- 
riables est  de  même  parité  que  le  degré  de  f équation. 
Les  autres  termes,  égalés  à xéro,  fournissent  les  équa- 
tions de  condition  nécessaires  à la  détermination  des 
coordonnées  du  centre  a,  y.  Si  ces  coordonnées 
admettent  des  valeurs  réelles  et  finies,  la  surface  pro- 
posée est  douée  d'un  centre;  dans  le  cas  contraire, 
elle  en  est  dépourvue. 

59.  Les  équations  des  surfaces  qui  admettent  des 
plans  diamétraux  deviennent  plus  simples,  lorsqu'on 
choisit  l’un  de  ccs  plans  pour  plan  coordonné.  Si , par 
exemple,  la  surface  f[xy  y,  z)  — o est  dans  ce  cas,  et 
qu’aprè*  avoir  pris  les  axes  des  x et  des  y dans  un  plan 
diamétral,  on  prenne  l’axe  des  z parallèle  aux  cordes 
coupées  en  deux  parties  égales  par  ce  plan , l’équation 
nouvelle  /“(x,  y,  z)  devra  donner  évidemment  deux 
valeurs  de  z égales  et  de  signes  contraires  pour  chaque 
système  de  valeurs  x=m,  y — n ; ainsi  ccttc  équa- 
tion ne  devra  contenir  que  des  puissances  paires  de  z ; 
d’où  Ton  peut  conclure,  réciproquement,  que  lors- 
qu'une équation  ne  renferme  que  des  puissances  paires 
de  s,  le  plan  xy  est  diamétral  et  coupe  en  deux  parties 
égales  toutes  les  cordes  parallèles  â l’axe  des  Z.  U en 
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serait  de  même  pour  chacun  des  plans  xz,  y x,  si  l’équa- 
tion ne  renfermait  que  des  puissances  paires  de  y ou 
de  x.  line  équation  rapportée  ù trois  plans  diamétraux 
conjugués  (55)  comme  plans  coordonnés,  ne  peut  donc 
contenir  que  des  puissances  paires  de  chacune  des  trois 
variables.  Il  faut  observer  que,  dans  les  surfaces  douées 
d’un  centre,  tous  les  plans  diamétraux,  quand  il  en 
existe,  passent  par  le  centre  ; de  sorte  qu’en  prenant 
un  plan  diamétral  pour  plan  des  xy,  et  le  centre  pour 
origine,  la  nouvelle  équation  ne  contient  plus  que  des 
termes  dont  le  degré  est  de  même  parité  que  celui 
de  l’équation  et  qui  ne  renferment,  en  outre,  que  des 
puissances  paires  de  s.  Lorsqu’il  peut  y avoir  trois 
plans  diamétraux  conjugués,  l'équation  sc  simplifie 
encore,  car  elle  doit  toujours  satisfaire  à la  première 
condition  et  ne  contenir  que  les  puissances  paires  des 
trois  variables.  Appliquons  ces  considérations  aux  sur- 
faces du  second  ordre,  comprises  toutes  dans  l’équation 
générale  du  second  degré  à trois  variables....  (x). 

Ax*  -f-  A y*  -f-  A * V -}-  Bxy  -f-  Bxx  -f-  B yx  | __ 

-j-  Cx-j-  C'y  -f-  C”x  -}-  D ) 

60.  Il  s’agit,  avant  tout,  d’examiner  si  les  surfaces 
comprises  dans  l’équation  (x)  admettent  un  ou  plusieurs 
plans  principaux;  car,  dans  ce  cas,  on  n’aurait  à con- 
sidérer que  des  coordonnées  rectangulaires , ce  qui 
permet  de  distinguer  beaucoup  plus  facilement  les  di- 
verses circonstances  du  cours  de  la  surface.  Cherchons 
donc  l’équation  du  plan  diamétral  qui  coupe  un  sys- 
tème quelconque  de  cordes  parallèles  dont  nous  repré- 
Mftteroqs  l’une  d’entre  elles  par  les  équations....  {«) 

a:=mî+p  , y = »*  + j, 

rapportées, ainsi  quel’cqoation  générale  x,  à trois  axes 
rectangulaires  quelconques.  Lorsque  nous  connaîtrons 
tette  équation  du  plan  diamétral , nous  verrons  s’il  e*rt 
possible  d’attribuer  aux  constantes  tn  et  «1,  dont  dé- 
pendent la  direction  des  cordes,  des  valeurs  telles  que 
le  plan  diamétral  leur  soit  perpendiculaire. 

Pour  avoir  les  points  où  la  corde  (a)  rencontre  la  sor- 
face  (x)  il  faut  éliminer  X et  y entre  (a)  et  (x) , ce  qui 
conduit  n une  équation  du  second  degré  en  X,  dont  les 
deux  racines  sont  les  ordonnées  des  extrémités  de  la 
corde.  Représentant  ces  deux  racines  par  s'  et  %"  et  ob- 
servant que  l’ordonnée  du  milieu  de  la  corde  est  égale 
à la  demi-somme  des  ordonnées  des  deux  extrémités, 
nou9  aurons,  en  désignant  par  xt  l’ ordonnée  du  milieu, 

; (*’+*"  )• 

Ceci  posé,  et  désignant  para;,  et  y,  les  deux  autres  coor- 
donnée* du  milieu  do  la  corde,  les  trois  coordonnées 
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x,,  yt>zi»  dm*cnt  satisfaire  aux  équations  (a);  ainsi 

nous  avons  encore 

*,**«*,+*  , *,—«*.  + *.* 

mais  p et  q sont  les  seules  constantes  qui  distinguent  une 
corde  d’une  autre,  de  sorte  qu’en  éliminant  ces  quan- 
tités entre  les  trois  dernières  équations,  l’équation  finale 
conviendra  à toutes  les  cordes  et  représentera,  par  con- 
séquent , la  surface  qui  passe  par  tous  les  points  ( x, , 
yt , z,  ).  Cette  équation  sera  donc  celle  du  plan  diamé- 
tral que  nous  cherchons. 

Réalisant  les  calculs  indiqués,  nous  obtiendrons...  (p) 

(Am-f-B  w-|-B)Zj*|"(As~|-B  iw— ^-B)y,|  ^ 

— ( A Bn  wi)  X|— C n-{—  C J 

(>r,  pour  que  le  plan  soit  perpendiculaire  aux  cordes, 
il  faut  que  ses  traces  (n*  26)  sur  les  plans  jcs  et  y z soient 
respectivement  perpendiculaires  aux  projections  de  la 
corde  (a)  sur  les  mêmes  plans.  La  trace  sur  le  plan  xz 
étant 

A* -4- Bu  — B m Cw-j-C 

xi  = — Xm'i-  B’n + B'  *>  — A»+B’»-j-B’  ’ 

et  celle  sur  le  plan  y s étant 

A' -f-  Bn -{-B'tn  _ Cm -f- C'n-|-C' 

y<  ~~  A n-f  B'm+'B"*  — r*+BVi-(-  B ’ 

il  en  résulte  les  deux  équations  de  condition 

A tn  — B »-f-  B 
m = i'+Bi-fî*’ 

A'n  -}  B’m-j-B 
" — Â^+BÏ+BW 

Éliminant  m,  on  obtient  une  équation  du  troisième 
degré  en  f»,  et  comme  une  telle  équation  admet  tou- 
jours une  racine  réelle,  on  voit  que  tn  et  n sont  toujours 
susceptibles  de  valeurs  réelles,  et  qu’il  existe  consé- 
quemment , pour  toutes  les  surfaces  du  second  ordre , 
au  moins  un  plan  principal. 

61.  Arrêtons-nous  à ce  résultat,  et  rappelons  qu’en 
prenant  ce  plan  principal  pour  plan  dctxy,  avec  un 
axe  des  s qui  lui  soit  perpendiculaire,  l’équation  des 
surfaces  ne  doit  renfermer  que  les  puissances  paires  de  z; 
ce  qui  réduit  l’équation  générale  ( z ) à la  forme  ( y ) 

Aa?+Ay+1*’+B'^+C*+Cï+C'j+D=»' 

O»  peut  encore  simplifier  cette  équation;  car,  sans 
changer  l’axe  07.,  si  l’on  fait  tourner  les  axes  OX  et  OY 
dans  leur  plan  en  les  laissant  rectangulaires,  on  passe 
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des  coordonnées  x,  y A de  nouvelles  coordonnées  x' , 
y',  ù l’aide  des  formules 

x » x'  cos  e»  •—  y'  sio  « , 
y = x'  sin  a -}-  y'  cos  « } 

ce  qui  permet  de  faire  disparaître  le  rectangle  xy  en 
posant  la  condition  toujours  admissible 

a B* 

tanga 

On  parvient  donc  définitivement  à une  équation  de  la 
forme  (J) 

Px1  -f  Py* -\- P V — Qx  — Q'y  — Q'z -j-E  =b  o , 

laquelle  renferme  encore  toutes  les  surfaces  du  second 
ordre. 

6a.  Les  coefficiens  P,  P',  P%  Q,  Q',  etc. , pouvant 
avoir  des  valeurs  numériques  et  des  signes  quelconques, 
l’équation  (J)  représente  diverses  espèces  de  surfaces 
qu’il  s’agit  maintenant  de  classer.  Examinons  d’abord 
si  elles  ont  toutes  un  centre , et  posons , pour  cet 
effet  (n*  58) , 

i = + » y=  y -r  b t **=»*'+«• 

Ces  valeurs,  substituées  dans  (J) , donnent,  en  retran- 
chant les  accens, 

Px»-|-Py-hPV-t-(MP-Q)«-f-C*M>'— Q')y  I 

+ («P'  — QO  + PV  + rV  + P'c’-t-E  j— °’ 

d’où  résultent  les  conddiuus 

aaP  — Q = o , atP'  — Q'  = o , acP'  — Q'  =o. 

Or,  tant  que  P,  P',  P’  ont  des  râleurs  finies,  on  peut 
satisfaire  b cet  conditions  par  de»  valeurs  finies  de  a , 
b,  c;  ainsi  l'équation  (J),  ramenée  i la  forme...  («), 

p^+py+pv— h 

comprend  toutes  les  surfaces  du  second  ordre  douées 
d’un  centre. 

03.  Lorsque  dans  l'équation  (i)  un  seul  des  cocfli- 
cieps  des  carres,  P par  exemple,  est  nul,  et  que  le  coef- 
ficient correspondant  Q de  la  première  puissance  n’est 
pas  zéro,  on  ne  peut  plus  faire  disparaître  le  terme  Qx, 
puisque  la  condition  a«P  — Q = 0 entraînerait  une 
Talcur  infinie  pour  a;  mais  on  peut,  eu  place  de  ce 
terme,  faire  évanouir  le  terme  absolu,  en  posant  le» 
trois  équations  de  conditions 

a(,p'_Q  =o  , «P’—  Q'  = o, 

Pat  + P'i>  + P'e’  + B = o; 
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cc  qui  réduit  l'équation  (J)  à la  forme....  (p) 


py +p v=»q«, 

qui  comprend  toutes  les  surfaces  du  second  ordre  dé- 
pourvues de  centre. 

64.  Si  l'on  avait  à la  fois  P = o,  Q=o,  l’équation 
générale  (<J)  se  réduirait  d’clle-mémc  ù la  forme....  (?) 

P y’  + PV  — Q y - Q'*+  E = 0. 

Celle-ci  comprend  un  genre  particulier  de  surfaces  ap- 
partenant à la  premièro  classe  ; car  on  peut  la  ramener 
à la  forme 


P'y'-f  PV  = H, 

qui  sc  déduit  de  (1)  on  posant  P = 0. 

65.  Enfui,  si  l'on  avait  en  même  temps  P= 0,  P'=o, 
l’équation  (<?]  réduite  à 

PV  — Q*  — Q y _ Q’x  + E = O, 

pourrait  sc  rameucr,  comme  nous  le  verrons  plus  loin , 
à la  forme 


PY>  = Ilx. 

qui  n’est  qu'un  cas  particulier  de  (u). 

Toutes  les  surfaces  du  second  ordre  sont  donc  com- 
prises dans  deux  classes  représentées  par  les  équations 

PV-j-Py  + PV  = H, 

p y + pv  = Qx, 

dont  les  coordonnées  sont  rectangulaires.  Nous  allons 
les  examiner  chacune  en  particulier. 

60.  Dit  surfaces  doutes  d'un  centre,  L’équation  géné- 
rale de  ces  surfaces, 

pv  + py + pv  = h, 

ne  renfermant  que  les  puissances  paires  des  trois  varia- 
bles 1 , y , z , sc  trouve  rapportée  à trois  plans  princi- 
paux conjugués  entre  eux  (n-  59);  d’où  nous  voyons 
que  cette  première  classe  des  surfaces  du  second  degré 
admet  généralement  un  tel  système  de  plans  diamé- 
traux. Comme  elles  ne  peuvent  différer  les  unes  des 
antres  que  par  les  signes  des  cocQicicns  P,  P’,  P",  II, 
nous  n'avons  5 considérer  que  trois  cas  csscntiellemeut 
distincts , savoir  : 

(1)....  pv  + py-f  PV  = H, 

(a)....  pv  — py  + rv  =n, 

(3)....  PV  — py  — PV  = H; 
car  U est  évident  que  toutes  les  autres  cofubioaisons  de 
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signes  sc  ramènent  à celles-ci  par  un  changement  géné- 
ral , à l’exception  de  la  combinaison 


F jr  -f  P y*  + PV  = — H , 

qui  ne  peut  représenter  une  surface  réelle. 

P'  cas.  Trois  carrés  positifs.  Les  cocflk-icns  P,  P',  P', 
représentant  maintenant  des  nombres  essentiellement 
positifs,  l’équation 


(1)....  pv  py  -f-  PV  = U 

exprime  exclusivement  un  genre  particulier  de  surfaces 
courbes  dont  il  s’agit  de  trouver  la  nature.  Pour  cet  ef- 
fet, déterminons  les  poiuts  où  la  surface  rencontre  les 
axes  coordonnés,  points  qu’on  nomme  généralement  les 
sommets  de  la  surface.  Faisant  successivement  y = o, 
s = o;  x — o,  s = 0;  x—  o,  ysso;  oôus  ob- 
tiendrons 


-±1/3, 

,-±vj, 

—±v%- 


Il  y a donc  six  somme**  réels  situés  deux  à deux  sur 
chaque  axe  A égale  distaucc  de  l’origine.  Construisant 
les  droites 

1/?-.. 

i/?-*. 

i/?--. 

et  prenant  OA  = OA'  = a , OB  = -OB'  = 6 , 
= = c 0*L  *3,  fig.  3);  les  points  A,  A',  B,  B’, 

C,  C'  seront  les  six  sommets  de  la  surface. 

Chacune  des  droites  ta,  a k,  te  étant  l’intersection  de 
deux  plans  principaux  sc  nomme  un  axe  ou  un  dia- 
mètre principal  de  la  surface.  On  peut  introduire  ces 
axes  dans  l’équation  (1),  en  observant  que 


et  clic  prend  alors  la  forme  symétrique 

**,»*,  ** 

a'  + 6*  +?“■*• 
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Us  sections  de  le  surface  par  les  trois  plans  coor-  nous  obtiendrons,  pour  les  points  où  la  surface  ren- 
donnés  sont  respectivement  contre  les  axes  coordonnés, 


a1  T 6>  ’• 


x1 

a* 


ainsi , ces  sections  sont  des  ellipses,  et  il  est  facile  de 
voir  que  toutes  les  sections  faites  par  d’autres  plans  pa- 
rallèles aux  plans  coordonnés  sont  également  des  ellip- 
ses. Par  exemple,  les  sections  parallèles  au  plan  xy  sont 
donnés  par  les  deux  équations  simultanées 


dont  la  seconde  appartient  à une  ellipse  qui  a pour  demi* 
axes 


•i 

d’où  il  résulte  que  toutes  ces  sections  sont  semblables , 
car  le  rapport  de  leurs  demi-axes  est  une  quantité  con- 
stante — . Gomme,  en  outre,  elles  deviennent  imagi- 
naires quand  h est  plus  grand  que  c,  on  doit  en  conclure 
que  la  surface  ne  s’étend  pas  au-dessus  du  point  C ni 
au-dessous  du  point  C*.  Les  mêmes  conséquences  se  pré- 
sentant pour  les  sections  parallèles  aux  deux  autres 
plans  coordonnés  xz  et  yz , la  surface  est  évidemment 
fermée  dans  tous  Us  sens,  et  l’on  peut  s’assurer  aisément, 
en  combinant  l'équation  du  plan  avec  l’équation  (i), 
que  la  section  faite  par  un  plan  quelconque  est  toujours 
une  section  elliptique. 

La  surface  (»)  a reçu  le  nom  d'ellipsoïde  à trois  axes. 
Si  deux  de  ces  axes  devenaient  égaux,  par  exemple, 
o et  b , toutes  les  sections  parallèles  au  plau  xy  seraient 
des  cercles,  et  l’équation 


représenterait  l'ellipsoïde  de  révolution  autour  de  l’axe 
de*x  (n*  39).  Si  l’on  avait  à la  fois  a = 6 =ac,  l'ellip- 
soïde se  changerait  en  une  sphère. 

Il*  cas.  Deux  carrés  positifs.  Faisant  successivement 
3I*0,s=30;  *ao,  5 — 0 ; et  x = 0,  y = 0 dans 
Icquatioo 

(a).....  Pa^  + Py  — PV=*H, 

Ton.  in. 


-±i/=ï 

Il  n’y  a donc  ici  que  quatre  sommets  réels , et  les  deux 
autres  sont  imaginaires;  ce  qui  indique  que  la  surface 
ne  rencontre  pas  l’axe  des  z.  Cependant,  construisant 
les  valeurs 


on  donne  toujours  aux  quantités  a , b,  c le  nom  de 
demi-axes  de  la  surface  ; les  deux  premiers  a et  b sont 
dits  les  axes  réelsf  et  le  dernier  e Yaœe  imaginaire.  En 
les  introduisant  dans  l’équation  (a),  elle  prend  la  forme 


Les  sections  faites  par  les  plans  coordonnés  dans 
ccttc  surface  sont  : 


plan  de*  xy,  . 

Æ*  . y* 

• ■ ‘ • sr  + 6' 

plan  des  xz,  . 

®*  s1 

• • • • y-v  —1’ 

plan  des  yz.  . 

• • • • b>  F ■’ 

dont  la  première  est 

une  ellipse,  et  les  deux  autres  des 

hyperboles.  Nous  avons,  pour  toutes  les  sections  paral- 
lèles au  plan  xy,  les  deux  équations  simultanées 

*—  ± A, 

a3  .y*  .A* 

ainsi,  ces  sections  sont  toutes  des  ellipses  semblables, 
dont  les  dimensions  s’accroissent  indéfiniment  avec  la 
grandeur  de  h (PI.  1111,  fig-  4)î  la  plus  petite,  qui  cor- 
respond à h = o,  est  celle  faite  par  le  plan  xy  lui-même, 
on  la  nomme  l'ellipse  de  gorge.  Quant  aux  sections  pa- 
rallèles aux  deux  autres  plans  coordonnés,  elles  sont 
«outes  de»  hyperboles.  La  surfaee  que  nous  considérons 

Î8 
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est  donc  composée  d'une  seule  nape  contenue  qui  s’é* 
tend  indéfiniment  dans  le  sens  des  * positif!  et  dans 
celui  des  s négatifs;  clic  porte  le  nom  d' hyptrboloïde  à 
une  nape. 

Eu  examinant  les  intersections  d’un  plan  quelconque 
aTec  cette  surface,  on  reconnaît  qu’elles  sont  tour  à 
tour  des  ellipses,  des  parabdles  ou  des  hyperboles,  sui- 
vant l’inclinaison  du  plan. 

Lorsque  les  deux  axes  réels  sont  égaux , toutes  les 
sections  parallèles  au  plan  xy  sont  des  cercles,  et  l’hy- 
porboloîde  se  trouve  de  révolution  autour  de  l’axe  O Z 

(n-  41). 

III*  cas.  Un  *eul  carré  positif.  Opérant  sut*  tfé* 
quation 

(3)....  P a?  — P 'y5  Vx*  = H , 

comme  nous  venons  de  le  faire  sur  les  précédentes, 
nous  trouverons,  pour  les  distances  où  la  surface  ren- 
contre les  axes  coordonnés,  les  valeurs 

*=±  \/ =a> 
x^±\/r-%==cV~-~l- 

Il  n’y  a donc  que  deux  sommets  rétU À et  A'  (Pl.  XIII, 
fig.  5),  et  les  quatre  autres  sont  imaginaires;  mais  on 
n'en  nomme  pas  moins-  les  distancés 

OA  = a,  OB  = A,  OC  =c, 

les  demi-axe*  de  la  surface  ; le  premier  seul  rencontre 
la  surface,  et,  pouf  cette  raison,  est  dit  l’axe  réel.  L’é- 
quation (a)  prend  la  forme 


pair  l’introduction  de  ces  axes. 

Toutes  les  «celions  parallèles  aux  plans  coordonnés 
sont  données  par  les  trois  systèmes  d’éqtiationS 


X = ±h, 

y = ±h>  ^ 

ir=  i hf 


— — , 4. IL- 

/.»  6*  ' c*  ’ 


3 

**  *>  .V 

-5-=,  + ^, 


£+*. 
W » A 


n1 


i ; 


«Poùl'on  voit  que  : »•  les  sections  parallèles  aux  plans  xz 
sont  toutes  des  hyperboles  semblables,  et  celle  de  oc 
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plan  meme  est  l’hyperbole  PAQ,  qui  a pour  demi-axes 
a et  6;  a"  les  sections  parallèles  au  plan  des  xy  sont 
pareillement  des  hyperboles  semblables;  celle  de  ce 
plan  lui-même  est  l’hyperbole  MAN,  dont  les  demi- 
axes  sont  a et  c;  3"  enfin,  les  sériions  parallèles  au 
plan  yz  sont  toutes  des  ellipses  semblables.  Les  demi- 
axes  de  ces  dernières,  donnés  par  les  expressions 


nous  montrent  qu’elles  se  réduisent  à des  points  pour 
les  valeurs  A = a,  A = — a;  quelles  sont  imaginaires 
poür  toutes  les  valeurs  de  A comprises  entre  h — o et 
A = a ; niais , qu’à  partir  de  A = ^ a > leurs  dimen- 
sions croissent  indéfiniment  avec  la  grandeur  de  A.  Il  en 
résulte  que  la  surface  nommée  V hyptrboloïde  d deux 
nape*  sc  compose  de  deux  napes  indéfinies  séparées 
l’une  de  l’autre  par  un  intervalle;  elle  devient  de  révo- 
lution autour  de  l’axe  OX  lorsque  les  deux  axes  imagi- 
naires sont  égaux. 

67.  Sans  entrer  dans  de  plus  grands  détails,  nous 
voyons  que  là  première  dusse  des  surfaces  du  second 
degré  comprend  trois  genres  principaux , tes  ellipsoïde s, 
les  hyptrboloïde*  d une  nape  et  les  hyptrboloïde*  d 
deux  napes;  mais  nous  devons  encore  examiner  quel- 
ques variétés  résultant  de  la  valeur  «ère  que  peuvent 
avoir  un  ou  plusieurs  des  coefficiens  de  l’équation  gé- 
nérale de  cette  première  classe. 

Sdit  d’abord  P =o,  ce  qui  réduit  les  trois  équations 
(l),  (a),  (3)  A la  forme 

(»>...  py + PV  = H, 

(a')....  P'y1  — PV  = H , 

(5')....Pÿ  + PV 

La  dernière  (3*)  ne  pouvant  représenter  aucune  surface 
réelle,  puisque  quelque  valeur  qu’on  prenne  pour  y ou 
obtient  des  valeurs  imaginaires  pour  x fit  vice  vend,  nous 
n’avons  à nous  occuper  que  des  deux  premières.  Or,  la 
variai)!»  x ne  sc  trouvant  ni  dans  l’une  ni  dans  l’autre , 
elles  représentent  évidemment  des  cylindre*  dont  la 
base  est  sur  le  plan  yz;  l’équation  (i')  appartient  à un 
cylindre  elliptique  (fig.  6),  et  l’équation  (a  ) à un  cy- 
lindre hyperbolique  (fig.  7)»  Ces  deux  surfaces  ont  une 
infinité  de  centres  tous  situés  sur  l’axe  OX  qu’on  nomme 
alors  l’axe  du  cylindre. 

Les  hypothèses  isolées  P*=  0,  ou  P'»o  conduisent 
également  à des  cylindres  dont  les  hases,  au  liou  d’être 
sur  le  plan  yx,  sont  sur  le  plan  xy , ou  sur  le  plan  xz. 

Si  l’on  avait  à la  fois  P = 0 , P'  = o,  les  trois  équa- 
tions principales  deviendraient 

PV  = H , PV  = *-H  , py 
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dont  la  première  n'tsl  qu'un  système  d*  dcu*  |d»»“ 
parallèles  au  plan  a»  : 

.-+l/£ , l/ÿ 

(eoy.  n*  »o) , et  dont  les  deux  autre»  expriment  des 
plans  imaginaires.  Les  hypothèses  P = o,  P «=P>  ou 
p'=o,  P’=o  conduisent  aui  mêmes  résultats. 

68.  Lorsque  le  terme  absolu  B est  nul,  les  équations 
principales  deviennent 

(O....  Px*  + Py  + PV  = o, 

(a')....  Px1  +Py^-PV  = o, 

(3')....  P#*  nr  py  ve-  PV  ==Ô- 

La  première,  ne  pouvant  être  satisfaite  par  d’autres  va- 
leurs réelles  que  x = o,  y = «,  *=“  représente  un 
seul  point  : l’origine  des  coordonnées.  La  seconde  re- 
présente une  eur face  conique  VOV'  (PL  Xlllrfig.  4)  dont 
le  sommet  est  ù l’origine  O,  et  qui  est  asymptote  a 1 hy- 
perboloïde  à une  nape.  La  troisième  représente  également 
une  surface  conique  ROS  (PI.  XIU,  fig.  5}  asymptote  A 
l’hyperboloïde  A deux  napes.  On  reconnaît  que  ces  sur- 
faces sont  des  cônes  en  s’assurant  que  toutes  les  sections 
faitet  par  des  plan»  passant  par  l’origitte,  forflwpt  des 
systèmes  de  deux  lignes  droites. 

69.  L’équation  (e) 


py  PV  — Q’y  — Q'*+B  = 9 


que  nous  avons  signalée  (n"  64)  comme  un  cas  parti- 
culier de  l’équalion  générale  de  toutes  les  surfaces  du 
second  ordre , est  celle  d’un  cylindre  dont  l’axe  paral- 
lèle A l’axe  des  * ne  passe  pas  par  l’origine.  On  le  re- 
connaît sans  difficulté  en  transportant  cette  origine  sur 
on  autre  point  du  plan  yz,  tout  en  conservant  des  axw 
rectangulaires  parallèles  aux  anciens,  ce  qui  donne  les 
relations  suivantes  entre  les  nouvelles  coordonnées  et 
les  anciennes, 

« et  p désignant  les  coordonnées  de  la  nouvelle  origine 
par  rapport  A l’ancienne.  Substituant  ce»  valeurs  dan» 
(») , on  obtient 


py»  + PV» + (»«?’— -O)  y'-r  (»?P'— O')*’  t =0j 

-t-a*P'..f/PP'-Q'«--Q,p+B  | 


équation  qui  se  réduit  A 


après  avoir  donné  aux  quantités  « ot  |5  le»  Valeur» 


70.  Dei  mrfacee  dépourvues  de  centre.  Les  combinai- 
sons dessignes  des  coeffîciens,  dans  l’équation  générale 
de  ces  surfaces,  ne  présentent  que  deux  cas  essentiel- 
lement différons  : 


(1)....  py+pv=Q*, 

(a)....  py  — P*  * = Qx. 


Le  premier  se  rapporte  aux  surfaces  nommées  parabo- 
lo'iiu  elliptique* , et  le  second  aux  surfaces  nommées 
paraboloidu  hyperbolique ».  L’inspection  des  puissances 
des  variables  montre  que  des  trois  plans  coordonné» 
auxquels  sont  rapportées  ces  équations,  deux  seulement, 
les  plans  xy  et  xi,  sont  diamétraux  el  principaux. 

I"  cesse.  PxaixoLOïor  eiurtiQcr.  Cette  surface  no 
coupe  les  axes  coordonnés  qu’A  l’origine  ; car,  en  don- 
nant la  valeur  xcro  A deux  des  variables,  on  obtient 
cette  même  valeur  pour  l'autre.  L’axe  OX  (PI.  XIII, 
fig.  8),  intersection  des  plans  principaux  xy,  XX,  est 
"l’arc  unique  et  indéfini  du  paraboloïde. 

La  section  de  la  surface  par  le  plan  xy  ayant  pour 
équation 

z — 0 et  y’  = -p  x, 

est  une  parabole  ÀOÀ'  que  nous  représenterons  par 
y»  — px , en  posant  p — p-  De  même,  la  section  par 
le  plan  œv,  dont  les  équations  sont 


y = « 


et 


est  une  parabole  BOB'  quepous désignerons  parx»=p’x, 
en  posant  y,  = P'-  Introduisant  les  paramètres  f et  f' 
dans  l’équation  (1),  elle  deviendra 


«~î-+ÿ' 


On  reconnaît  immédiatement  que  toutes  les  sections 
parallèles  aux  plans  xy  et  xx  sont  aussi  des  paraboles. 

Les  sections  parallèles  au  plan  yt  sont  données  par 
les  équations  simultanées 


py+PV  = H, 


en  faisant 


x * h, 


p p 


d’où  l'on  voit  que  c«  sont  toujours  dos  eUip*«è  *«©- 
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biablcs  ; car  le  rapport  de  leurs  demi-axes  ph  et  p'h  est 
une  quantité  constante  Ces  ellipses  croissent  indé- 
finiment avec  k du  côte  des  x positifs  ; mais  elles  de- 
viennent imaginaires  pour  toute  valeur  négative  de  h. 
Ainsi,  le  paraboloïdc  elliptique  s'étend  indéfiniment  du 
côté  des  x positifs,  mais  se  termine  ù l’origine  et  n’a 
aucun  point  du  côté  des  x négatifs. 

Lorsque  les  deux  paramètres  p ci  p'  sont  égaux,  les 
ellipses  deviennent  des  cercles,  et  le  parabololdc  est  de 
révolution  amour  de  son  axe  OX  (n"  40). 

En  coupant  la  surface  par  un  plan  quelconque,  on 
reconnaît  que  les  sections  sont  des  ellipses  ou  des  para- 
boles, suivant  1 inclinaison  du  plaît;  circonstance  qui 
motive  le  nom  donné  & cette  surface. 

IL  CExu.  Pauaboloïde  nïrEuoMoie.  Celle  surface, 
représentée  par  l'équation 

(a)....  P'y>  — P’x»  =Qjr, 

ne  coupc  encore  les  axes  coordonnés  qu'à  l'origine,  et 
n'a  qu’un  seul  axe  indéfini  OX,  intersection  des  plans 
principaux  xy,  xz,  auxquels  se  trouve  rapportée  l’équa- 
tion actuelle.  Les  sections  faites  par  ces  plans  dans  la . 
surface,  sont 

et  y«=  ^x  = px, 
ÿ = o et  *>=-  £*=_*,*. 

La  première  est  la  parabole  AOA'  (PI.  XIII,  fig.  9),  qm 
tourne  sa  concavité  vers  les  tr  positifs  ; et  la  seconde, 
la  parabole  BOB  qui,  ayant  un  paramètre  négatif, 
tourne  sa  concavité  vers  les  x négatifs.  Introduisant  les 
paramètres  dans  l'équation  (a),  elle  prend  la  forme 

fa'l  y‘  ** 

""  7 ~ 7 = * 

Les  sections  parallèles  au  plan  yz,  données  par  les 
équations 
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continue  indéfinie  dans  le  sens  des  x positifs  comme 
dans  celui  des  x négatifs,  mais  dont  la  courbure  pré- 
sente une  forme  opposée  dans  ces  deux  sens.  On  en 
doit  conclure  que  le  paraboloïdc  hyperbolique  ne  peut 
jamais  être  de  révolution. 

Dans  le  cas  de  h = o.  la  section , qui  est  celle  du 
plan  y s lui-mémc,  se  réduit  à deux  ligues  droites, 


0»  y= 


V1  Z1 

x — h , _ 

P p ' 


h, 


sont  des  hyperboles  semblables  qui  croissent  indéfini- 
ment avec  la  grandeur  de  A;  mais  dont  la  position 
change  suivant  qu’on  prend  h positif  ou  négatif.  Lors- 
que h est  positif,  l'axe  réel  DD'  de  l'hyperbole  est  ho- 
rizontal, et  son  axe  imaginaire  O'C  est  vertical,  tan- 
dis que  le  contraire  a Heu  lorsque  k est  négatif;  l'axe 
rcel  LE  est  vertical,  et  l'axe  imaginaire  ci,  horizontal. 
Les  > ireonstances,  Indiquées  par  l'équation  précédente, 
tuoutrcbt  que  la  surface  est  composée  d'uue  seule  napc 


asymptotes  communes  à toutes  les  hyperboles  dont  nous 
venons  de  parler,  projetées  sur  le  plan  y s. 

La  combinaison  de  l’équation  du  plan  avec  l’équa- 
tion (a‘)  fait  connaître  que  toutes  les  sections  planes  de 
ce  paraboloïdc  sont  des  hyperbole*  ou  des  paraboles , et 
que  ce  dernier  cas  arrive  seulement  lorsque  le  plan  sé- 
cant est  parallèle  à l’axe  OX. 

71  • Les  variétés  des  surfaces  de  la  seconde  classe 
sont  comprises  dans  les  deux  équations 

Py  = Qa*, 

PV  — Qj r, 

qu’on  obtient  en  faisant  P'  = o dans  l’équation  (1),  et 
P*  = o dans  l’équation  (a).  La  première  exprime  un 
cylindre  parabolique  dont  la  base  est  sur  le  plan  xy, 
et  la  seconde  un  cylindre  parabolique  dont  la  base  est 
sur  le  plan  y zf  mais  qui  s’étend  du  côté  des  x négatifs, 
car  ce  n’est  qu’en  prenant  x avec  le  signe  — qu’un 
peut  obtenir  des  valeurs  réelles  pour  z. 

7a.  L’équation 

P'  z*  — Qx  — Q'y  — Q’z  -J-  E = o , 

signalée  (n*  G5)  comme  un  cas  particulier  de  l’équation 
générale  du  second  degré,  représente  également  un 
cylindre  h base  parabolique , car  en  coupant  cette  sur- 
face par  des  plans  parallèles  au  plan  xy , on  obtient  des 
droites  parallèles  entre  clics  et  à ce  plan , et,  en  outre, 
sa  section  par  le  plan  xz  est  une  parabole.  Il  est  vrai 
que  les  arêtes  du  cylindre  sont  obliques  par  rapport  à 
cette  parabole  qui  lui  sert  de  base  ; mais,  si  on  le  coupc 
par  un  plan  perpendiculaire  à scs  arêtes,  la  section  sera 
encore  évidemment  une  parabole  ; de  sorte  qu’en  pre- 
nant cette  dernière  pour  base,  et  rapportant  l’cquatiou 
ù son  plan , on  la  ramènera  à la  forme  PV*  «=  Rx' , 
comprise  dans  les  variétés  de  l’équation  générale  de  la 
seconde  classe  des  surfaces  du  second  degré. 

73.  L’énumération  complète  que  nous  venons  de 
faire  des  surfaces  du  second  degré,  indique  la  marche 
qu’il  faudrait  suivre  pour  les  surfaces  des  degrés  supé- 
rieurs. Nous  exposerons  successivement,  autant  que  le 
comporte  U nature  de  cet  ouvrage,  les  procédés  aua- 
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lytiques  qui  font  découvrir  les  propriétés  particulières 
des  surfaces  dont  les  équations  sont  données.  (Foy.  Os- 
ci  LATEt  n , Plans  tangbns  et  Scrface.) 

GRUE.  [Mie.)  Appareil  qui  sert  à élever  les  far- 
deaux , et  dont  les  élémens  principaux  sont  un  treuil  et 
uuc  poulie. 

11  existe  diverses  espèces  de  grues  : les  unes  sont 
établies  à demeure,  dans  les  ports,  pour  charger  et  dé- 
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charger  les  bateaux;  les  autres  sont  mobiles,  et  sont 
principalement  employées  à la  construction  des  édifices. 
Lafig.  10  de  la  PI.  XIII  représente  une  de  ces  dernières. 
L’effet  de  cette  machine  se  calcule  de  la  même  manière 
que  celui  du  treuil  (toy.  Tiecil,  tome  II),  mais  il 
faut  tenir  compte  en  outre  de  la  résistance  sur  les  pou- 
lies duc  il  la  raideur  des  cordes.  Voy.  FArf  de  bâtir  de 
Rondelet,  et  le  tome  II  de  la  Mécanique  appliquée  aux 
arts , de  M.  Borguis. 


H. 


HAU 

HAUTEUR  DUE  A UNE  VITESSE.  {Uic.)  On  dé- 
signe  communément  sous  le  nom  de  hauteur  due  à la 
vitesse  la  hauteur  dont  un  corps  pesant  devrait  tomber 
librement  pour  acquérir  cette  vitesse  par  l’effet  de  la 
force  de  gravité.  Quoiqu’il  soit  très-facile  de  calculer  la 
hauteur  due  à toute  vitesse  donnée,  puisque  son  ex- 
pression générale  est ....  (a) 


dans  laquelle  h désigne  la  hauteur,  v la  vitesse,  et  g la 
force  de  gravité  =9“,8o87<}5  (r oy.  ci-dessus,  p.  iG5), 
le  grand  usage  qu’on  fait  de  cette  quantité  dans  les 
questions  de  mécanique  nous  détermine  à donner  ici 
une  table  des  hauteurs  correspondantes  aux  vitesses  qui 
se  présentent  le  plus  habituellement.  Les  vitesses,  de- 
puis celle  de  un  centimètre  jusqu’à  celle  de  dix  métrés 
par  seconde  sexagésimale  de  temps,  y croissent  de  cen* 
timètre  en  centimètre,  ce  qui  est  suffisant  pour  tous 
les  besoins  pratiques;  de  sorte  que,  lorsqu’une  vitesse 
est  donnée,  et  que  le  nombre  qui  la  représente  en 
unités  métriques  contient  des  millimètres,  il  faut  cher- 
cher simplement  dans  la  colonne  des  vitesses  le  nombre 
qui  en  approche  le  plus.  Par  exemple,  si  la  vitesse 
donnée  était  a“,553,  on  prendrait  la  hauteur  corres- 
pondante à a“,55;  si  clic  était  a", 55?,  on  prendrait  la 
hauteur  correspondante  à am,56.  La  petite  différence 
entre  les  hauteurs  données  ainsi  par  la  table,  et  celles 
qu’on  obtiendrait  par  la  formule  (a),  en  y substituant  la 
valeur  exacte  de  la  vitesse,  ne.  peut  jamais  entraîner 
d’erreur  appréciable  dans  la  pratique.  Si  l'on  avait  û 
considérer  des  vitesses  supérieures  à io  mètres,  il  fau- 
drait calculer  les  hauteurs  par  la  formule  (a),  à la- 
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quelle  on  peut  donner  la  forme  plus  commode  pour  les 
calculs (b) 

h =c  o,o5oq75  . t>*, 
en  y remplaçant  ay  par  la  valeur 

‘U.UijStJ  — °>030W5- 

On  peut  encore  se  servir  de  la  table  pour  la  question 
inverse  de  trouver  la  vittue  dut  à une  hauteur  ionnil. 
Il  faut  alors  chercher  dans  la  colonne  des  hauteurs  le 
nombre  qui  approche  le  plus  de  la  hauteur  donnée,  et 
le  nombre  correspondant,  dans  la  colonne  des  vitesses, 
est  la  vitesse  demandée.  S’il  s’agissait,  par  exemple, 
de  connaître  la  vitesse  due  û une  chute  de  3“,574, 
comme  ce  nombre  est  compris  entre  les  deux  nom- 
bres 3,571 1 et  5,5796,  qui  se  suivent  dans  la  colonne 
des  hauteurs,  et  qu’il  est  plus  près  de  3,5711  que 
de  3,5796,  on  prendrait  pour  la  vitesse  cherchée  celle 
qui  correspond  à 5", 57 11 , savoir  : 8", 37.  Lorsque  les 
hauteurs  dépassent  5 *,098,  il  faut  avoir  recours  à la 
formule  (a),  d’où  l’on  tire 

v = l/  2gh , 
ou 

e = l/ig,t}i;59.A. 

La  table  suivante  est  celle  que  Xavier  a donnée  dans 
ses  notes  sur  le  premier  volume  de  V Architecture  hy- 
draulique de  Bélidor:  nous  y avons  corrigé  quelques 
erreurs  de  calcul  reproduites  dans  tous  les  ouvrages  oïl 
celte  table  a été  insérée  jusqu’ici,  et  qui  ont  été  signa- 
lées par  M.  le  baron  de  Prony.  (Ménu  sur  les  remous , 
Anu.  des  Ponts  et  Chaussées.) 


Digitized  by  Google 


221 


II  AUTEL' RS 


DAlTEriS 

DK*  CRl'TB*.  , 


3,5987 

7,8.. 

3,6o6o 

7,61 

3,6*33 

7,83 

a,Guo5 

7,83 

2.6-179 

7.84 

9,635a 

7,8a 

a,G4a5 

7,«« 

2,6199 

7.87 

2,6573 

7.68 

3,6646 

7.%) 

3,6730 

7 *9° 

3,67<>i 

7>9* 

3,0868 

7.1)2 

2,61443 

7.1)3 

3,7016 

7»9$ 

3,7090 

7 .05 

2,7>*>i 

7.96 

3,7339 

7*97 

3, 7013 

7.98 

2,73K8 

7,99 

3, 7 '|G3 

1 8,00 

2,755s 

8,01 

3,76*5 

8,03 

225 


HOM 

HOMME.  ( Méc .)  L’homme,  considéré  comme  mo- 
teur, peut  agir  d’une  infinité  de  manières  différentes, 
mais  il  ne  peut  produire  dans  toutes  le  même  effet  utile , 
cl  pour  tirer  le  plus  grand  parti  possible  de  sa  force,  il 
est  necessaire  de  bien  connaître  les  circonstances  où  son 
développement  est  accompagné  de  la  moindre  fatigue. 

L’action  de  l'homme,  comme  celle  des  animaux, 
est  sujette  à un  si  grand  nombre  de  variations,  qu'il  a 
été  impossible,  jusqu'ici,  de  la  soumettre  à des  lois  théo- 
riques. Les  recherches  de  Lambert  snr  cet  objet , celles 
de  Daniel  Bemouilli  et  de  quelques  autres  savans, 
quoique  très-ingénieuses,  présentent  trop  peu  de  Cer- 
titude pour  servir  de  base  à des  évaluations  exactes;  et 
ce  qu’il  a de  mieux  à faire,  provisoirement,  c’est  de  se 
guider  d’après  les  résultats  des  expériences  qui  offrant 
au  moins  des  termes  de  comparaison  dans  les  diverses 
espèces  de  travaux  auxquels  l'homme  peut  être  em- 
ployé. 

Ayant  déjà  donné  aux  mots  Cmevajl,  Dynamique  et 
Effet  utile  les  principes  admis  pour  l’évaluation  de 
l'effet  produit  par  les  agens  moteurs,  nous  aborderons 
immédiatement  les  faits,  parmi  lesquels  ceux  qui  ont 
été  observés  par  Coulomb  tiennent  encore  aujourd’hui 
le  premier  rang. 

D’après  ce  célèbre  physicien , un  homme  sans  far- 
deau, marchant  sur  un  chemin  horizontal,  et  qui  n'a, 
ainsi,  que  son  propre  corps  à mouvoir,  peut  parcourir 
54000  mètres  dans  une  journée  de  dix  heures , coupées 
par  un  ou  deux  repas  de  deux  ù trois  heures  ensemble. 
En  prenant  65  kilogrammes  pour  le  poids  moyen  du 
corps,  l'effet  journalier  produit,  et  que  le  même  homme 
peut  recommencer  plusieurs  jours  de  suite , est  donc 
63l  X 54°°°"  = 35ioooo1*,  c’est-à-dire,  35ioooo  ki- 
logrammes transportés  à un  mètre  par  jour,  ou  35io 
vraie*  dynamiques.  Ici  il  n’y  a point  d’effet  utile  de 
produit. 

Si,  au  lieu  de  marcher  sur  un  chemin  horizontal,  le 
même  homme  montait  une  pente  douce  ou  un  escalier 
commode,  il  ne  serait  plus  capable  de  se  mouvoir, 
comme  dans  le  cas  précédent,  avec  une  vitesse  moyenne 
de  i*,5  par  seconde,  il  ne  pourrait  en  prendre  une  que 
deo",i5;  et  s’il  continuait  cet  exercice  pendant  plus 
de  huit  heures  par  jour,  il  serait  hors  d’état  de  le  répé- 
ter les  jours  suivans.  Ainsi , rien  que  la  différence  de 
marcher  en  montant  sur  un  plan  incliné  au  lieu  de  mar- 
cher sur  un  plan  horizontal,  diminue  l’effet  de  la  force 
de  l’homme  de  fj  ; car,  dans  ce  cas,  l’effet  produit  est, 
par  seconde,  65k  X o",i5  = 9^,75,  ce  qui  fait,  pour 
huit  heures,  aSoBoo1",  ou  381  unités  dynamiques;  or, 
le  rapport  de  381  à 35 10  est,  à très-peu  près,  le  même 
que  celui  de  1 à la. 

Dans  ces  deux  cas,  aucun  effet  utile,  dans  le  sens  at- 
taché à cette  expression,  n’est  produit f puisqu’il  n’y  9 
Ton*  m. 
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aucun  travail  effectué  ; mais,  si  nous  supposons  mainte- 
nant que  l’homme  porte  des  poids  sur  son  dos , nous 
pourrons  comparer  les  produits  de  son  travaiL  L’expé- 
rience prouve  qu’un  homme  marchant  en  plaine,  et 
chargé  de  4<>  kilogrammes,  peut  sc  mouvoir  avec  une 
vitesse  de  o*,75  pendant  une  durée  de  sept  heures  par 
jour,  ce  qui  donne  pour  la  quantité  d'action  journa- 
lière, ou  d'effet  utile , 7560001®.  S’il  monte  un  escalier 
ou  une  pente  douce,  chargé  de  65l,  sa  vitesse  ne  sera 
plus  que  o",o4 , et  il  ne  pourra  supporter  ce  travail  plus 
de  six  heures  par  jour;  l’effet  utile  no  sera  donc  que 
de  56i6okm  par  jour.  Ainsi,  dans  le  premier  cas,  l’effet 
utile  est  représenté  par  756  unités  dynamiques,  et 
dans  le  second,  seulement  par  56. 

Voici  l’ensemble  des  résultats  qui,  d’après  Navler, 
comportent  le  maximum  d’effet  utile  dans  l'emploi  in- 
diqué de  la  force. 


i*  Homme  marchant  sur  un  chemin 

horizontal,  sans 

fardeau. 

Poids  moyen  du  corps 

65  kil. 

Vitesse  par  seconde 

i-,5 

Durée  du  travail  journalier 

1 0 heures. 

Effet  produit  en  unités  dynamiques. 

35 10 

l'Homme  voyageant  en  plaine,  et 

portant  des  far- 

deaux  sur  son  dos. 

Poids  transporté.  

40  kil. 

Yitesse  par  seconde.  » - . 

<r,,5 

Durée  du  travail  journalier 

7 heures. 

Effet  utile  en  unités  dynamique».  . 

756 

>"  Homme  montant  une  rampe  douce  ou  un  escalier, 

sans  fardeau. 

Poids  moyen  du  corps 

65  kil. 

Vitesse  par  seconde 

o",i5 

Durée  du  travail  journalier 

8 heures. 

Effet  produit  en  unités  dynamiques. 

381 

4*  Homme  montant  une  rampe  douce  ou  un  escalier, 
avec  un  poids  sur  son  dos. 


Poids  transporté 65  kil. 

Vitesse  par  seconde o">°4 

Durée  du  travail  journalier 6 heures. 

Effet  utile . 56  unités  dyn. 


5*  Manœuvre  transportant  en  plaine  des  matériaux  sur 
son  dos,  et  revenant  à vide  chercher  de  nouvelles 


charges. 

Poids  transporté.  . 65  kil. 

Vitesse  par  seconde.  , o“»5 

Durée  du  travail  journalier 6 heures. 

Effet  Mile 70î  H-vn' 

29 
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& Manœuvre  transportant  des  matériaux  dans  une 
brouette , et  revenant  à vide  chercher  de  nouvelles 
charges. 

Poids  transporté 60  kil. 

Vitesse  par  seconde. o*,5 

Durée  ilu  travail  journalier 10  heures. 

Effet  utile 1080  unités dyit. 

7*  Manœuvre  transportant  des  matériaux  dans  une 
petite  charrette,  ou  camion  d deux  roues,  et  reve- 
nant à vide  chercher  de  nouvelles  charges. 


Poids  transporté 100  kil. 

Vitesse  par  seconde.  . ......  o*,5 

Durée  du  travail  journalier 10  heures. 

Effet  utile i3oounités  dyn. 


8*  Manœuvre  élevant  des  poids  au  moyen  d’une  corde 
passant  sur  une  poulie,  ce  qui  l’oblige  à faire  des- 


cendre la  cordc  à vide. 

Poids  élevé 18  kil. 

Vitesse  par  seconde o“,a 

Durée  du  travail  journalier.  ....  6 heures. 

Effet  utile 77  unités  dyn. 


9*  Manoeuvre  élevant  des  poids  eu  les  soulevant  avec 
la  main. 


Poids  transporté ao  kil. 

Vitesse  par  seconde . 

Durée  du  travail  journalier (i  heures. 

Effet  utile unités  dyn. 

io*  Homme  agissant  sur  une  manivelle. 

Effort  constant  exercé 8 kil. 

Vitesse  par  seconde o-,* 

Durée  du  travail  journalier.  ....  8 heures. 

Effet  utile ij«5  imités  dyn. 

1 1*  Manœuvre  marchant  en  poussant  ou  tirant  dans  une 
direction  horizontale. 

Effort  exercé.  . yji. 

Vitesse  par  seconde.  . ......  (> 

Durée  du  travail  journalier 8 heures. 

Effet  utile 307  unités  dyn. 


ta  Manœuvre  agissant  par  son  poids  sur  une  roue  à 
chevilles  ou  à tambour,  et  placé  au  niveau  de  l’axe 
de  la  roue. 

Effort  exoroé 

Vitesse  par  seconde 

Durée  du  travail  journalier. 

Effet  utile . . 


«3*  Manœuvre  agissant  par  son  poids  vers  le  bas  d’une 
roue  à chevilles  ou  à tambour. 


Effort  exercé 1»  kil. 

Vitesse  par  seconde o“,7 

Durée  du  travail  journalier 8 heures. 

Effet  utile a5i  unités  dyn. 


i-V  Manœuvre  poussant  avec  les  pieds  une  roue  à che- 


villes. 

Effort  exercé 63, 5 kil. 

V itesse  par  seconde o",  1 5 

Durée  du  travail . 8 heures. 

Effet  utile Î70  unités  dyn. 


Les  efforts  de  traction  que  l’homme  peut  développer 
ont  été  très-différemment  appréciés  par  divers  auteurs. 
Schulze  évalue  à 48  ou  4î)  kilogrammes  Yeffort  absolu  , 
c’est-à-dire  celui  que  l'homme  est  capable  de  soutenir 
pendant  quelque  temps  sans  prendre  de  vitesse.  Ber- 
nouilli  ne  porte  cet  effort  qu’if  34  kilogrammes:  mais 
Gueny  veau  a trouvé  que , lorsque  la  traction  s’effectue 
au  moyen  de  bricoles,  l’effort  absolu  peut  s'élever 
de  5o  à (>o  kilogrammes. 

La  vitesse  absolue,  ou  la  plus  grande  vitesse  que 
l’homme  puisse  soutenir  pendant  quelque  temps  san> 
avoir  d'autre  effort  à produire  que  celui  du  déplacement 
de  son  corps,  est  de  i*,857  par  seconde,  d’aprèë 
Schulre  ; de  a mètres,  d'après  Remouilli;  et  de  a 
à 3 mètres , d’après  Cïueity  veau. 

O11  nomme  effort  relatif  et  vitesse  relative  l’effort 
moyen  et  la  vitesse  moyenne  dont  la  combinaison  peut 
produire  le  maximum  d’effet  utile. 

I.Vffort  relatif  est,  suivant  Schulre  , de  i3  à ■ 4 kilo- 
grammes; de  1 5 kilogrammes,  suivant  Rernouilli,  et 
de  suivant  (iucny  veau  , quand  la  traction  se  fa  il 

au  moyen  d’une  bricole.  La  vitesse  relative  est  de  ©“,757, 
et  o*.8.  suivant  les  mêmes  observateurs. 

La  plus  grande  charge  qu’un  homme  puisse  porter  * 
une  petite  distance,  est  moyennement  de  ijj3  n 1 ■><>  ki- 
logrammes. 

.Vous  n’avons  pas  besoin  de  foire  observer  que  l’Age, 
le  climat,  et  surtont  l’habitude,  occasionnent  «le  grandes 
variétés  dans  la  valeur  des  quantités  d’actions  journa- 
lières produites  par  divers  individus,  et  qu’on  ne  doit 
considérer  les  nombre*  rapportés  ci-dessus  que  comme 
des  termes  moyens  à partir  desquels  plusieurs  ciroon- 
stances.  et  prit»  i paiement  l'inégalité  de»  forces  des  in- 
dividus. peuvent  causer  deséenrts  plus  ou  moins  grands; 
mais  ces  nombres  n’en  présentent  pas  moins  des  indica- 
tions très-importantes  sur  les  moyens  d’employer  In 
force  de  l’homme  do  la  manière  la  plus  avantageuse  ; 
car  il  suffit  d’y  jeter  un  coup  d’œil  pour  reconnaître , 
par  exemple,  qn’on  obtient  un  effet  utile  pins  q**« 


• tiv  kil. 

• o",  1 3 

. 8 heures. 

• unités  dyn. 
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douille  en  Faisant  agir  un  homme  Mir  une  manivelle, 
qu’en  lui  faisant  élever  des  poids  au  moyen  d’une  torde 
payant  sur  une  poulie  fixe;  que  le  manœuvre  transpor- 
tant des  matériaux  sur  une  brouette  fait  plus  d'ouvrage 
que  celui  qui  les  porte  sur  son  dns,  etc.,  etc.  Un  doit 
consulter,  pour  tout  ce  qui  concerne  les  moteurs  animés, 
le  mémoire  de  Coulomb  sur  la  Force  de*  Ifutiunes,  ainsi 
que  les  ouvrages  suivait»  ; l’rony,  Àfbuv.  Archit.  hy- 
draulique; Clirisliun  , Mécanique  industrielle  ; Uucny- 
veau,  Essai  sur  la  science  des  Machines;  Coriolis,  Cal- 
cul de  l'effet  des  Machines.  11.  Borgnis,  dans  sou  Traité 
de  la  composition  des  Machines , expose  en  grands  dé- 
tails tout  ce  qui  a été  lait  ou  proposé  pour  le  meilleur 
emploi  de  la  force  du  l'homme  et  des  animaux. 

HYDRAULIQUE.  {Méc.)  L’objel  général  de  celle 
branche  de  la  mécanique  est  le  mouvement  des  liquide», 
et  partie ulièrcment  celui  de  l’eau. 

L’eau  en  inou veinent  peut  être  considérée  de  quatre 
manières  différentes:  i "coulant  dans  un  lit  (toy.  Coviattv 
d’Eau);  a"  sortant  d’un  réservoir  (coy.  Écoouunurr  des 
Kcudes);  5"  agissant  rompu: moteur  (voy-  Ho.  motricc); 
i"  enfin  , dans  un  état  passif,  élevée  par  des  machines. 

On  donne  le  nom  générique  de  machitws  hydrauli- 
ques ü deux  dusses  de  machines  très- différentes  dans 
leurs  effets  ut  dans  leur  but  : la  première  comprend 
divers  appareils  pour  lesquels  l'eau  est  l’agent  moteur, 
la  puissance;  la  seconde  se  compose,  des  organes  méca- 
niques destinés  à élever  l'eau,  qui  constitue  alors  la  ré - 
tislance.  On  pourrait  former  une  troisième  classe  de  ma- 
chines où  l’eau  joue  tout  à la  fois  le  lùlc  de  puissance 
et  de  résistance,  c’est-à-dire  où  la  force  d’un  courant 
d’eau  est  employée  à élever  une  portion  de  cette  eau , 
comme  le  bélier  hydraulique , la  colonne  oscillante,  etc. 
Mais,  cil  observant  que  l’action  de  ces  machines  exige 
le  concours  d'une  force  étrangère,  l'élasticité  de  l’air 
atmosphérique,  ou  voit  qu  elles  doivent  être  rangées 
dans  la  seconde  classe. 

La  première  classe  des  machines  hydrauliques  se  sub- 
diviserait en  trois  genres,  »i  l’un  pouvait  établir  des  li- 
mite» absolues  entre  l'action  do  l’eau  par  sou  clioc, 
•oo  poids  cl  »a  force  centrifuge;  mais,  connue  dans  la 
plupart  du  ccs  machines,  l'eau  u agit  j&mai>  d'une  seule 
manière , cc  ne  pourrait  être  que  d’apres  le  mode  d’ac- 
üou  prédominant  qu’il  serait  possible  d’assigner  le  genre 
de  la  machine.  Quoi  qu'il  eu  soit,  les  machine*  de  cette 
première  classe  sont  les  roues  à aubes , les  roues  « augets , 
les  roues  à pots , le»  turbines,  le*  roues  à réaction,  les 
turbines  ou  roues  à fores  centrifuge , et  la  machine  à co- 
lonne d’sau  (voy.  ces  divers  mots);  la  dernière  se  dis- 
tingue de  toutes  les  autre»  par  la  nature  de  son  mouve- 
ment, qui  e»t  alternatif  ; tandis  que  celui  des  première» 
est  un  mouvement  cootiuu  de  rotation,  il  existe  encore 
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beaucoup  d’autre*  machines  de  cette  classe,  projetées  ou 
exécutées,  mai»  celles  que  nous  venons  de  citer  sont 
les  plus  usuelles.  Nous  donnons,  en  traitant  chaque 
machine  en  particulier,  l’indication  de  son  effet  utile. 

La  seconde  classe  des  machines  ou  organes  hydrau- 
liques présente  un  très-grand  nombre  d’appareils,  car 
il  n'existe  pas  de  problème  qui  ait  plus  occupé  l'imagi- 
nation des  praticiens  que  celui  de  l’élévation  de  l’eau. 
Parmi  ces  machines,  celle  dont  l’usage  est  plus  habituel 
sont  les  seaux,  I es  pompes  , les  norias,  les  chapelets, 
les  roues  à tympan,  et  la  vis  d’Archimède.  Nous  les  exa- 
minons dans  des  articles  particulier»,  ainsi  que  quelques 
autres  moins  usuelles , mais  dont  les  dispositions  ingé- 
nieuses réclament  l'attention.  {Voy,  Fostaim.,  lom.  II.) 

I1Y DROM ETRES.  ( ffydraul .)  Nom  générique  des 
instruniens  destinés  A mesurer  la  vitesse  des  courans 
d’eau. 

L’hydromètre  le  plus  simple  et  peut-être  le  plus  sûr 
est  un  flotteur.  C’est  un  morceau  de  bois  ou  un  autre 
corps  d'une  pesanteur  spécifique  presque  égale  à celle 
de  l’eau,  et  qui,  placé  dans  le  courant,  en  prend  la 
vitesse.  Dès  que  le  mouvement  est  bien  établi,  on 
compte  le  nombre  de  secondes  que  le  flotteur  employé 
pour  parcourir  une  distance  préalablement  mesurée; 
celle  distance,  divisée  par  le  nombre  des  secondes, 
fait  connaître  l’espace  parcouru  dans  une  seconde,  ou  la 
vitesse.  Les  meilleurs  flotteur»  «ont  des  boules  creuses 
de  fer  blanc  ou  de  cuivre,  lestées  avec  de  la  grenaille  de 
plomb , de  manière  qu’elles  s’enfoncent  presque  entiè- 
rement dans  l’eau  ; on  doit  les  placer  dan»  lo  plus  fort 
du  courant  ou  au  Al  de  l’eau,  et  a sse*  au-dessus  du 
point  où  l’on  commence  à compter,  pour  qu’on  soit 
assuré  qu’elles  aient,  en  y arrivant,  la  vitesse  du  li- 
quide qui  les  entoure.  Ce  mode  d’opération,  qu’il  faut 
répéter  plusieurs  foi»  pour  prendre  une  moyenne,  fait 
connaître  avec  assez  d'exactitude  la  vitesse  du  fil  de 
l'eau  , mai»  il  ne  peut  être  employé  pour  les  filets  plu» 
près  du  bord,  parce  que  le  flotteur  ne  se  maintiendrait 
pas  dans  une  même  direction. 

Le  volant  à aubes  peut  être  employé  avantageusement 
pour  déterminer  la  vitesse  d’un  filet  quelconque.  C’est 
line  petite  roue  à aubes  très-mobile  sur  son  axe  et  con- 
struite eu  bois  très-léger  ; on  l’établit  sur  le  courant, 
au  point  dont  on  veut  connaître  la  vitesse , de  manière 
qu'une  aube  plonge  dans  l’eau,  son  centre  de  percus- 
sion prend  bientôt,  à très -peu  près,  la  vitesse  du 
filet. 

Le  pendule  hydromilrique  sert  egalement  pour  déter- 
miner la  vitesse  d’un  filet  quelconque.  Il  se  compose 
d’une  boule  creuse,  d’ivoire  ou  de  métal,  suspendue  par 
un  fil  au  centre  d’un  quart  de  cercle  gradué.  On  pose 
oet  appareil  sur  le  point  k reconnaître,  U quart  de  cercle 
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fixé  hors  de  l’eau . et  la  boule  plongeant  dans  le  liquide 
(PI.  XIII,  f»g.  ia);  le  courant  entraîne  la  boule,  le 
iil  s’incline,  et  lorsque  l’angle  d'inclinaison  est  devenu 
constant,  on  calcule  la  vitesse  d’après  la  grandeur  de 
cet  angle.  Voici  la  théorie  de  cette  opération. 

Soit  P le  poids  de  la  boule  A , cl  OA  l’inclinaison 
constante  du  fil,  mesurée  sur  le  quart  de  cercle  par 
l’auglc  EOA  = <‘.  Construisons  le  rectangle  ABC1),  dans 
lequel  AI)  = P,  CAD  = EOA  = ».  Les  côté»  AB  et  AC 
seront  les  composantes  de  AD,  et  nous  aurons 

AC  — P cos  » , AB  — P sin  «. 

Ainsi  P cos  i exprime  le  poids  effectif  ou  la  force 
avec  laquelle  la  boule  tend  ù descendre,  et  P sin  » la 
partie  du  poids  absolu  qui  fait  équilibre  à l’action  du 
courant,  cl  mesure  son  effort.  L’effort  du  courant,  com- 
parativement au  poids  effectif,  sera  doue 


c’est-à-dire  qu’il  est  proportionnel  à la  tangente  d’in- 
clinaison. Mais  ce  même  effort  est  également  propor- 
tionnel au  carré  de  la  vitesse  du  courant  (coy.  Eac  mo- 
tricc)  ; donc,  en  désignant  par  v cette  vitesse,  le  rap- 
port des  deux  quantités  t?1,  tang  » doit  être  un  nombre 
constant,  et,  eu  exprimant  par  n5  ce  dernier,  nous  aurons 

r = n l/tang  t. 

Le  coefficient  constant  n aura  uue  valeur  particulière 
pour  chaque  boule,  qu’on  peut  déterminer  directement, 
par  l’cxpèrience,  eu  essayant  le  pendule  sur  un  courant 
dont  la  vitesse  aura  été  déterminée  soit  par  un  flotteur, 
soit  par  un' volant  ù aubes.  La  vitesse  connue,  divisée 
par  la  racine  carrée  de  la  tangente  de  l’inclinaison  ob- 
servée, donnera  la  valeur  de  n. 

Les  hydromètres  précédera  ne  peu  veut  faire  connaître 
que  la  vitesse  à la  surface  du  courant  ; pour  mesurer  les 
vitesses  au-dessous  de  la  surface,  il  faut  avoir  recours 
ù d’autres  instrwncns. 

Le  plus  simple,  nommé  tube  de  Pi  tôt , du  nom  de 
son  inventeur,  est  un  tuyau  de  verre  recourbé  par  le 
bout  inférieur  (PI.  XIII,  fig.  1 1 ) ; on  l’enfonce  dans 
le  courant,  jusqu’à  ce  que  l’orifice  de  ce  bout,  tourné 
vers  l'amont,  soit  au  niveau  du  filet  dont  on  veut  avoir 
la  vitesse;  ce  filet  presse  le  liquide,  le  fait  monter  dans 
la  branche  verticale,  et  la  hauteur  de  la  colonne  d’eau, 
au-dessus  de  la  surface  du  courant , indique  approxi- 
mativement la  hauteur  due  à la  vitesse.  Duhuat  a 
trouvé  qu’en  donnant  à l'orifice  la  forme  d’uu  enton- 
noir dont  on  fermé  l’entrée  par  une  plaque  percée  d’un 
petit  trou  au  centre , le?  deux  tiers  seulement  de  la 
hauteur  dans  le  tube  é taient  Ut  hauteur  due  4 vitesse 
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de  la  veiue  fluide , c’est-à-dire , qu’en  désignant  par  h 
la  hauteur  dans  le  tube,  la  vitesse  cherchée  serait 

V —\/ 19  X §*■ 

On  a fait  plusieurs  perfectionncmcus  à cet  instru- 
ment, qui  est  peu  employé,  mais  qui  fait  époque  dons 
la  science,  parce  que  c’est  avec  son  aide  que  Pilot  a dé- 
couvert le  fait  très-important  du  décroissement  graduel 
de  la  vitesse  des  filets  fluides  depuis  la  surface  jusqu’au 
fond. 

Les  balances  ou  romaines  hyérométriquet  sont  suscep- 
tibles d’une  bien  plus  grande  exactitude  : le  principe  sur 
lequel  elles  sont  fondées  consiste  en  ce  que,  si  l’on  ex- 
pose directement  une  plaque  au  choc  d’une  veine  d’eau, 
le  poids  qu’il  fdut  employer  pour  la  maintenir  en  équi- 
libre contre  l’effort  du  courant  donne  la  mesure  de  cet 
effort,  d’où  l’on  peut  ensuite  conclure  la  vitesse.  La  ba- 
lance employée  par  Brlinings,  et  à laquelle  il  a donné 
le  nom  de  tachomètre  , est  représentée  (pi.  XIV, 
fig.  4);  elle  se  compose  d’une  plaque  A fixée  ù l’extré- 
mité d’une  lige  AB , qui  sc  meut  dans  une  douille  m 
perpendiculairement  ù la  barre  DK,  dont  l’extrémité  K 
repose  sur  le  fond  du  Ht  de  la  rivière.  Vn  cordon  DB 
est  attaché  à l’extrémité  B de  la  lige  AB,  cl  »c  rend,  en 
passant  sur  une  poulie  de  renvoi  C , à l'extrémité  du  petit 
bras  d’une  romaine,  dont  l’autre  bras  porte  le  poids  P. 
Lorsque  cet  instrument  est  posé,  la  veine  fluide  qui  agit 
sur  In  plaque  A la  presse  vers  B , et  il  faut  alors  reculer 
le  poids  P jusqu’à  ce  qu’il  la  maintienne  en  équilibre  ; 
les  divisions  du  grand  bras  de  la  romaine  font  con- 
naître le  poids  absolu  qui  mesure  l’effort  du  courant, 
et , par  suite , sa  vitesse. 

Les  bydrauliciens  allemands  considèrent  comme  le 
plu*»  parfait  des  hydromètres  inventés  jusqu’ici  le  mou- 
linet hydrométrifjue  de  Woltmann.  C’est  un  arbre  tour- 
nant (PL  XIV,  fig.  1)  qui  porte  quatre  petites  ailes 
disposées  comme  celles  d’un  moulin  à vent.  Lorsqu’elles 
sont  mues  par  le  courant , le  nombre  de  leurs  révolu- 
tions dans  un  temps  déterminé , indiqué  par  l’instru- 
ment même,  fait  connaître  la  vitesse. 

Quel  que  soit  l’instrument  qu’on  emploie  pour  me- 
surer la  vitesse  d’une  veine  fluide,  ce  n’est  que  par 
une  énorme  série  d’expériences  qu’il  est  possible  de 
déterminer  la  vitesse  moyenne  de  la  section  d’une 
grande  rivière;  car  il  faut  décomposer  cette  section  en 
tranches  verticales,  mesurer  la  vitesse  d’un  grand 
nombre  de  points  pris  verticalement  les  nus  au-dessous 
des  antres  dans  choqne  tranche,  afin  de  conclure  par 
une  moyenne  la  vitesse  moyenne  de  la  tranche;  puis, 
des  vitesses  moyennes  de  toutes  les  tranches,  déduire 
la  vitesse  moyenne  de  la  section.  On  voit  combien  il 
serait  important  de  connaître  la  loi  du  décroissement  des 
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▼itesscs  cl  de  pouvoir  obtenir  la  vitesse  moyenne  par 
celle  du  61  de  l'eau,  toujours  facile  à mesurer  exacte- 
ment ; mais  on  ne  connaît  pas  même  encore  le  rapport 
qui  peut  exister  entre  la  vitesse  du  filet  supérieur  et  la 
'ilesse  moyenne  de  la  verticale  ü laquelle  il  appartient. 
( Foy.  Covbakt  d'eau.  ) 

HYGROMÉTRIE.  On  désigne  sous  le  nom  d’Ayyro- 
mitres  les  instrumens  destinés  à mesurer  la  quantité  de 
la  vapeur  d'eau  contenue  dans  l’air  atmosphérique,  et, 
par  suite,  sous  celui  d'hygrométrie , la  partie  de  la 
physique  qui  a pour  objet  les  principes  fondamentaux 
sur  lesquels  repose  leur  construction. 

Tout  le  monde  sait  que,  lorsqu'on  met  de  l’eau  dans 
un  vase  ouvert  et  qu’on  l’expose  A l'air  libre,  elle  di- 
minue peu  A peu  et  disparait  enfin  en  totalité.  Ce  phé- 
nomène, qu’on  nomme  évaporcUion,  et  qui  s’effectue 
continuellement  à la  surface  des  mers  et  des  rivières,  est 
cause  que  l’air  n’est  jamais  complètement  sec , mais 
qu'il  contient  toujours  une  certaine  quantité  d’eau  en 
dissolution,  dont  la  présence  modifie  son  élasticité  et  sa 
densité. 

On  a attribué  pendant  long-temps  l’évaporation  de 
l’eau  et  celle  de  beaucoup  d’autres  liquides  à une  affinité 
ou  action  élective  des  molécules  intégrantes  de  l'air  sur 
les  molécules  intégrantes  de  ces  liquides;  l’air  était  alors 
doué  d'une  force  dissolvante  d’autant  plus  grande,  que 
sa  température  et  sa  densité  étaient  plus  grandes.  Cette 
théorie  ne  peut  plus  être  admise  depuis  qu’il  est  prouvé 
que  l’évaporation  s'effectue  en  même  quantité  et  beau- 
coup plus  promptement  dans  un  espace  vide  que  dans 
un  espace  plein  d’air  ; et  l’on  ne  doit  voir  dans  la  trans- 
formai ion  des  liquides  en  Tapeurs  qu'un  effet  de  la  force 
répulsive  du  calorique  interposé  entre  leurs  molécules. 

Dalton  a reconnu  : i*  que  les  vapeurs  qui  se  déve- 
loppent dans  les  gaz  ne  saturent  pas  instantanément 
l’espace  occupé  par  le  gaz;  de  sorte  qu’il  s’écoule  tou- 
jours un  certain  temps  depuis  l’instant  où  le  liquide  est 
introduit  dans  la  capacité  occupée  par  le  gaz  jusqu'i 
celui  où  il  ne  se  forme  plus  de  vapeurs;  a*  que  la  force 
élastique  d’un  mélange  de  gaz  et  de  vapeurs  est  égale  A 
la  force  élastique  du  gaz,  plus  A celle  de  la  vapeur  qui 
se  développerait  dons  le  vide;  3*  que  la  quantité  de 
vapeur  qui  se  forme  dans  un  gaz  est  égale  à celle  qui  se 
formerait  dans  un  même  espace  vide  à la  même  tempé- 
rature. II  résulte  de  ces  faits,  vérifiés  par  tous  les  phy- 
siciens, que  les  vapeurs  se  développent  dans  les  gas 
comme  dans  le  vide,  et  que  le  mélange  des  gaz  et  des 
vapeurs  s’effectue  comme  celui  des  gaz  permanent.  Seu- 
lement , les  gaz  opposent  à l’évaporation  un  obstacle 
mécanique  qui  la  retarde. 

On  nomme  état  hygrométrique  de  l’air  le  rapport  entre 
U quantité  de  vapeur  d'eau  qui!  contient,  à celle  qui 
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s’y  trouverait  s’il  était  complètement  saturé,  ou,  ce 
qui  est  la  même  chose , le  rapport  de  la  tension  de  la 
vapeur  dans  l’air  à sa  tension  maximum  (roy.  Foacs 
éeastiqce)  A la  même  température.  La  déterminaison 
de  cet  état  hygrométrique  est  le  problème  principal  de 
l’hygrométrie;  car,  lorsqu’il  est  connu,  on  peu  en  dé- 
duire aisément,  comme  nous  le  verrons  plus  loin,  le 
poids  de  la  tapeur  d’eau  renfermée  dans  un  volume 
d’air  donné. 

De  tous  les  moyens  proposés  pour  mesurer  le  degré 
d'humidité  de  l’air,  le  plus  rigoureux  est  de  mettre  un 
volume  connu  d’air  en  contact  avec  une  substance  dont 
1 affinité  pour  J’eau  soit  telle  qu’elle  puisse  enlever  la 
totalité  de  la  vapeur  contenue  dans  le  volume  donné. 
Lorsque  la  dessiccation  est  effectuée  complètement,  yn 
pèse  la  substance,  et  la  différence  de  son  poids  arec  le 
poids  quelle  avait  avant  l’opération  fait  connaître  le 
poids  de  l’eau  absorbée,  et,  par  suite,  la  densité  de  la 
vapeur  d’eau  primitivement  mélangée  à l’air;  mais  cette 
méthode  exige  une  extrême  précision  dans  les  détails, 
qui  rend  son  application  très-difficile.  Les  substances 
qui  présentent  le  plus  d’affinité  pour  l’eau  sont  le 
chlorure  de  calcium , la  potasse  caustique  et  la  chaux 
vive. 

Les  ebangemens  de  formes  ou  de  dimensions  que 
diverses  substances  éprouvent  par  l’humidité  semblent 
offrir  un  moyen  beaucoup  plus  simple  pour  déterminer 
le  degré  d’humidité  de  l’air.  On  a observé  que  presque 
toutes  les  substances  organiques,  plongées  dans  l’air 
humide,  absorbent  une  certaine  quantité  de  vapeur 
aqueuse  qui  dépend  de  leur  nature  propre  et  de  l'état 
hygrométrique  de  l’air.  Lorsque  l’air  devient  plus  hu- 
mide, elles  absorbent  une  nouvelle  quantité  de  vapeur, 
qu’elles  restituent  lorsqu’il  devient  plus  sec.  Cette  ab- 
sorbtion  ou  ccttc  émission  de  vapeur  est  toujours  accom- 
pagnée d’un  changement  dans  toutes  les  dimensions 
du  corps;  mais  les  substances  composées  de  filamens 
éprouvent  toujours  plus  d’augmentation  dans  le  sens  de 
leur  diamètre  que  dans  celui  de  leur  longueur;  aussi 
les  cordes,  qui  sont  formées  de  fibres  tordues,  se  gonflent, 
se  détordent  et  sc  raccourcissent  par  l’humidité. 

On  a tiré  parti  de  cette  propriété  pour  construire  des 
instrumens  destinés  ù faire  connaître,  à la  simple  vue, 
l’humidité  de  l’air,  et  ce  sont  ces  instrumens  qu’on 
nomme  des  hygromètre t.  Le  plus  anciennement  em- 
ployé se  compose  d’une  cordc  ù boyau , longue  de  5 à 
6 centimètres,  fixée  par  une  de  scs  extrémités  et  por- 
tant à l’autre  un  petit  poids  pour  la  tendre.  Luc  échelle 
graduée  indique  les  diminutions  de  longueur  que  subit 
la  corde  en  sc  détordant  par  l’effet  de  l’humidité,  ou 
les  accroissemens  qu’elle  éprouve  en  devenant  plus 
sèche.  Cet  appareil,  propre  tout  au  plus  à faire  con- 
naître que  l’ait  est  plus  humide  dam  uu  moment  que 
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dans  un  autre,  ne  peut  fournir  aucune  indication  utile 
«ur  son  état  hygrométrique.  n 

L'hygromètre  de  Saussure,  aujourd'hui  le  plus  usité, 
consiste  en  un  cadre  de  cuivre  ABCD  (PI.  XIII,  fig.  i3) 
dans  lequel  un  cheveu  ab , dépouillé  de  toutes  su  In- 
stances grasses,  par  l'ébullition  dans  une  lessive  un  peu 
alcaline , est  .suspendu  eu  a à une  petite  pince  que  l'oti 
peut  monter  ou  descendre  par  une  vis;  il  est  tué  par 
son  autre  extrémité  à une  petite  poulie  mobile  sur 
sou  axe,  et  garnie  d'une  aiguille  inn  dual  la  pointe 
parcourt  un  arc  de  cercle  pq;  un  fil  enroulé  dans  le 
même  sens  sur  une  autre  poulie  a)  anl  le  même  axe  que 
la  première  et  faisant  corps  avec  clic  porte  un  petit 
Yoids  c qui  tend  à tendre  le  cheveu.  Le  cheveu,  dont 
la  propriété  est  de  s’allonger  par  l'humidité,  restant 
toujours  tendu  par  le  petit  poids,  fait  tourner  les  pou- 
lies daus  ses  variations  de  longueur,  cl  la  marche  du 
l’aiguille  indique  sur  l'arc  do  cercle  le  nombre  des  de- 
grés correspondons  d'humidité. 

L’arc  de  cercle  est  divisé  eu  100  parties  égales,  o ré- 
pond au  point- de  la  parfaite  sécheresse,  et  100  à celui 
de  la  complète  saturation  de  l’air.  Pour  déterminer  ces 
deux  limites  de  l'échelle  hygrométrique , on  place 
d'abord  l’instrument  sous  un  récipient  qui  renferme  des 
matières  propres  à dessécher  l’air  ; et  lorsque,  après  plu- 
sieurs jours,  l’aiguille  demeure  fixe  à un  certain  point 
du  cadran , ou  marque  o à cc  point.  Ccci  lait,  on  trans- 
porte l’hygromètre  dans  un  autre  récipient  dont  les  pa- 
rois sont  mouillées  et  dont  l'air  se  trouve  bientôt  saturé 
d'humidité.  L’aiguille  marche  avec  rapidité  et  finit  par 
devenir  stutiunnaire  en  un  point  qu'on  marque  100,  et 
qui  est  celui  de  l'humidité  extrême.  L’intervalle  de  o à 
100  étant  divisé  en  ccnt  parties  égales,  l’hygromètre 
est  achevé. 

Cet  instrument,  lorsqu'il  a été  bien  construit , donne 
toujours  des  indications  identiques  dans  les  mêmes  cir- 
constances; et,  de  plu$,  quelle  que  soit  la  température 
de  l’air,  il  marque  toujours  o'  daus  l’air  sec,  et  100" 
dans  l'air  saturé  d'oau;  de  sorte  que  l’influence  de  la 
température  sur  la  longueur  du  cheveu  est  sensiblement 
nulle  dans  les  limites  de  température  de  l'atmosphère, 
mais  les  degrés  d’humidité  qu  il  indique  ne  sont  pas 
proportionnels  aux  quantités  réelles  de  vapeur  d'eau 
contenue  dans  l’air;  et,  pour  pouvoir  déduire  de  l'ob- 
servation de  cet  instrument  ia  force  élastique  de  la  va- 
peur, il  faudrait  connaître  la  relation  qui  existe  cutrc 
les  degrés  de  l'hygromètre  et  les  tensions  correspon- 
dantes de  la  vapeur  pour  chaque  degré  de  température. 

A défaut  dé  cette  relation,  qui  n’est  point  encore 
découverte,  M.  Gay-Lussac  a rendu  les  indications  do 
l’ hygromètre  de  Saussure  propres  à détenuiucr  la  quan- 
tité absolue  d'eau  reufermée  dans  un  voluma  donné 

d’air  humide,  en  uhscrvaut,  concurremment  avec  les 
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degrés  marqués  par  l'hygromètre,  les  tensions  de  la 
vapeur  d'eau  contenue  dans  un  certain  volume  d'air  sec, 
pour  la  température  paiticulière  de  10  degrés  centi- 
grades. 5cs  résultats  sont  consignés  dans  les  tables  soi» 
vaotc*,  dont  la  promière  donne  les  degrés  do  l’hygro- 
mètre, quand  on  connaît  la  tension  de  la  vapeur  d'eau 
existante  dans  l'air;  et  la  seconde,  la  tension  de  cette 
vapeur,  quand  ou  connaît  les  degrés  de  l'hygromètre. 
La  tension  de  la  vapeur,  pour  la  saturation  complète, 
est  représentée  par  100;  de  sorte  que,  lorsqu'on  veut 
exprimer  les  tensions  plus  petites  en  fractions  décimales 
de  celte  tension  maximum,  il  faut  considérer  les  nom- 
bres-de  ces  tables  comme  exprimant  des  centièmes  de  la 
tension  maximum  prise  pour  unité. 

TABLEAU 

DBS  DEGRÉS  DU  L*H VCROMBTRB  COKBESPOXDAXS  kVX  TKXSIOXS 
DK  Là  VAFECB,  A LA  TBMPén ATCRB  DE  I O’ CKXTESlMArX. 


TE'Mo\ 
ni.  L4 

î : I 

. a '« 

.2  - * 1 

1 2 S 
i 2 « 

TIMIOX 
bt  LA 

£ m 

m g i 

S 5 g 

r 

lit  LA 

- I \ 

! 1 i 

r. 

a % .» 

0 •»  1 

ta. 

s 

0 •* 

Til'LUK. 

«ç  "j 

a 

a 

S 

o 

0,00 

34 

âj,42 

68 

84,oG 

1 l 

2»  *9 

35 

58,58 

69 

«4.64 

3 

4.3* 

36 

5f),6i 

70 

85,32 

3 

0,56 

3? 

60,64 

7» 

85.77 

4 

«-ri 

38 

(il, GG 

73 

86,3 1 

5 

"'.Ol 

:,9 

6.1,69 

73 

86,86 

| 6 

1 t»,ç»3 

40 

65,73 

74 

67.4. 

i 

■4.9» 

4i 

64 ,63 

7a 

87,9a 

15 

*6,91 

4* 

65,53 

76 

88,47 1 

0 

18.91 

43 

66,45 

77 

66,99 

89,51 

10 

30,1)1 

4 j 

67,34 

78 

1 i > 

23, 8l 

45 

G8,a4 

79 

qo.o5 

13 

a4,7< 

46 

69,03 

80 

9*1,55 

i3 

! >1 

3Ü,0 1 
28,5  1 

48 

(>9,83 

70.63 

81 

82 

91  ,o5 
<)l.55 

i5 

3o,4i 

4o 

71,4» 

85 

93,  o5 

i6 

3a,  08 

5o 

72,31 

8i 

9'j.;>4  j 

1 7 

03,76 

i 5, 

7*,*h 

83 

18 

35,43 

73,68 

86 

95,3a 

•9 

37,11 

f>3 

74,1 1 

«7 

9i’°° 

{ 30 

58,7* 

54 

73,14 

88 

9-1,9  8 j 

31 

40,27 

•*> 

7.>,}>7 

«y 

9-1  >9^  l 

23 

56 

76,5  i 

9° 

9*«W  ; 

2.3 

43,36 

*r 

77,21 

0' 

95.9,, 

*4 

44.7*» 

58 

77,88 

9* 

9*‘,56  1 

2Ô 

2f! 

4Mi 

=9 

78,55 

9-* 

#6,8: 

4y.5.i 

Go 

79,« 

«H 

97' 29 

4*.8fi 

61 

79,84 

9* 

n;.;5  ! 

28 

5o,  1 8 

62 

80,46 

98,30  f 

**9 

5n 

Si 

3, 

Mo 

Gj 

81,  u8 

97 

98,69  j 

53.n<i 

55.li 

Gj 

65 

66 

81,70 

8a.3a 

82,90 

U* 

99 

ion 

9ih * 0 
99*55 

100.00 

1 33 

56,37  1 

67 

83,48 

Digitized  by  Google 


HYG 


231 


HYG 

SI  les  tensions  avaient  été  observées  en  colonnes  de 
mercure,  comme  cela  se  pratique  généralement , il/an- 
ürait  les  ramener  en  centièmes  de  la  tension  maximum, 
pour  pouvoir  se  servir  de  cette  table  ; la  tension  obser- 
vée étant , par  exemple , de  o"“,534,  comme  on  sait 
que  la  tension  maximum  de  la  vapeur  d'eau  à la  tem- 
pérature de  jo"  est  de  9“*/t75  (coy.  Yaikui),  ou  po- 
serait la  proportion 

9.470  : o,534  =^=100  : x *=  5,65; 


d’où  l’on  voit  que  pour  obtenir  la  tension  en  centièmes  il 
faut  multiplier  la  tension  exprimée  en  millimètres  pari  00, 
et  diviser  le  produit  par  la  tension  maximum  exprimée 
en  millimètres.  Le  nombre  5,63,  ne  se  trouve  pas  dans  la 
colonne  des  tensions,  qui  marche  par  différences  égales 
à un  centième , et  ce  n’est  que  par  une  interpolation 
entre  les  nombres  10,94  flu’  expriment  les  de- 

grés de  l'hygromètre,  correspondant  respectivement  aux 
tensions  5 et  (J,  entre  lesquelles  est  comprise  la  tension 
donnée  5,63  , qu’on  peut  déterminer  le  degré  de  l’hygro- 
mètre correspondant  n ccttc  dernière.  Mais,  comme  les 
tensions  ne  sont  pas  proportionnelles  aux  degrés,  il 
faut  se  guider,  pour  interpoler,  d’après  les  indications 
du  second  tableau,  qui  nous  apprennent  ici  que  le  dou- 
zième degré  de  l’hygromètre  correspond  à la  tension 
5,o5,  et  le  treizième  à la  tension  6,00;  ainsi,  le  premier 
tableau  nous  montre  que  le  degré  cherché  est  entre 
10,94  et  14*91?  et  h;  second  tableau,  que  ce  degré 
ne  peut  être  qu’entre  11  et  13,  mais  plus  près  de  11 
que  de  1 a ; d’où  nous  devons  conclure  que  l'hygro- 
mètre placé  dans  l’air,  renfermant  une  quantité  de  va- 
peur dont  la  tension  serait  5,63,  marquerait  11  de- 
grés, plus  une  petite  fraction  de  degré. 

Soit  encore  1a  tension  observée  = 4*"»i4-  Réduisant 
en  ccutièrues  de  la  tension  maximum,  on  aura 


4,  *4 X 100 

9r!7*> 


44>;5. 


Cherchant  dans  la  colonne  des  tensions  les  nombres 
qui  approchent  le  plus  de  44?7^>  c’est-à-dire  44  cl  4^*  et 
observant  ensuite  que , d’après  la  seconde  table , le  68* 
de  l'hygromètre  correspond  à la  tension  44.«49>  üU  00 
conclura  que  le  degré  cherché  est  entre  68  et  68,24. 

Quoique  les  nombres  de  ces  tableaux  ne  se  rappor- 
tent exactement  qu’à  la  température  de  io*,  ou  peut 
étendre  leur  usage  aux  températures  voisines  de  10% 
‘ans  crainte  d’crrqur  sensible,  parce  qu’il  parait  que 
les  variations  de  la  température  exercent  peu  d’in* 
fluence  sur  l'affinité  du  cheveu  pour  la  vapeur. 


TABLEAU 

DE  LA  ronce  ELASTIQUE  DE  LA  TAPEUR  CORRESPONDANTE  ÀCX 
DEGRÉS  DE  l’KYG  ROM  ETRE,  A LA  TEMPÉRATURE  DE  10* 

Centésimaux. 
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Ce  tableau  fait  connaître  la  tension  de  la  vapeur  con- 
tenue dans  l’air  correspondant  au  degré  observé  de 
l'hygromètre.  Pour  exprimer  cette  tension  en  milli- 
mètres de  mercure,  il  suffit  de  multiplier  le  nombre 
donné  par  la  table,  par  le  facteur  9”,4r5,  et  diviser  le 
produit  par  100.  Si,  par  exemple,  le  degré  de  l'hygro- 
mètre était  70,  nombre  auquel  correspond,  dans  la 
table,  la  tension  4/>*9>  on  aurait,  pour  cette  tension 
en  millimètres, 


Digitized  by  Google 


232  HYG 

Pour  déterminer,  par  le  moyen  de  ces  tables,  le 
poids  de  la  vapeur  contenue  dans  un  volume  d’air 
donné,  ù une  température  également  donnée,  et  dont 
ou  connaît  le  degré  hygrométrique,  il  faut  savoir  que 
la  densité  de  la  vapeur  d'eau  ù une  température  t et 
sous  une  tension  p , est  égale  ù la  densité  maximum 
qu’elle  peut  avoir  à la  même  température,  multipliée 
par  sa  tension  actuelle  p,  exprimée  en  fraction  de  la 
tension  maximum  prise  pour  unité;  ainsi,  en  désignant 
par  3 la  densité  maximum,  et  par  i la  densité  sous  la 
tension  p,  on  a la  relation 

(O--  <*=«> 

Or,  en  multipliant  la  densité  i par  le  poids  d’un  volume 
d’éau  égal  à celui  de  la  vapeur,  on  obtient  le  poids  du 
volume  de  vapeur;  donc,  en  prenant  le  mètre  cube 
pour  unité  de  volume,  et  en  observant  que  le  poids  d’un 
mètre  cube  d’eau  est  de  1000  kilogrammes  ou  de 
1000000  de  grammes,  on  voit  que  le  poids  d’un  mètre 
cube  de  vapeur  est  exprimé  par 

(a)....  îoooooo*  ip. 

Soit,  parcxcmple,  7a  le  degré  de  l’hygromètre  auquel 
correspond,  daus  la  seconde  table  , la  tension  49>8i; 
nous  écrirons  cette  tension  comme  il  suit  0,498a,  pour 
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la  rapporter  ù la  tension  maximum  comme  unité  ; la 
densité  maximum  de  la  vapeur  étant  0,00000974  à la 
température  de  io*  (coy  Vxrxtra),  nous  ferons 

3 = 0,00000974  , p — 0,4983, 

et  nous  aurons,  d’après  la  formule  (a)  , pour  le  poids 
de  la  vapeur  d’eau  contenue  dans  un  mètre  cube  d’air, 
dans  les  circonstances  données, 

ioooooo,XOjOO°oo974Xo?49®a=4*>85. 

On  a observé  que,  dans  les  couches  inférieures  de 
l’atmosphère,  l'hygromètre  marque  très-rarement  ioo*, 
même  lorsqu'il  pleut.  Son  indication  moyenne  dans 
toutes  les  saisons  est  7a*,  d’où  l’on  peut  conclure  que 
la  quantité  moyenne  de  vapeur  aqueuse  que  couticnt 
l'air  atmosphérique  est  la  moitié  de  celle  qui  correspond 
à la  saturation.  La  limite  de  sécheresse  est  4°*  d’après 
Saussure,  qni  n’a  jamais  vu  l'hygromètre  au-dessous 
de  cette  limite  sur  le  sommet  des  Alpes.  Cependant, 
lorsqu'on  s'élève  ù de  grandes  hauteurs,  on  rencontre 
des  couches  d’air  beaucoup  moins  humides  ; car,  dans 
le  voyage  aérostatique  de  H.  Gay-Lussac,  l'hygromètre 
est  descendu  ù aG"  ; le  thermomètre  marquait  alors 
— io*.  (Koy.  1 a Traité  de  P Ay tique  mathématique  de 
Biot.  ) 


1. 


ipc 

INCOMPRESSIBILITÉ.  On  admet  comme  un  prin- 
cipe fondamental , dans  la  recherche  des  lois  de  l’équi- 
libre des  liquides , que  ces  corps  sont  incompressibles 
(«oy.  IIymostatique,  tom.  Il),  c’est-à-dire  qu'une 
masse  liquide  n’éprouve  aucune  diminution  de  volume 
par  suite  des  pressions  qu’on  peut  lui  faire  supporter. 
Cette  hypothèse  n’est  pas  rigoureuse  ; mais  les  liquides 
se  contractent  d'une  si  petite  quantité  sous  les  pressions 
les  plus  considérables,  qu’on  peut  l’adopter  sans  incon- 
vénient. 

Les  premières  expériences  décisives,  sur  le  peu  de 
compressibilité  des  liquides , datent  de  la  fin  du 
xvn#  siècle , et  sont  dues  aux  académiciens  de  Florence. 
Ayant  renfermé  de  l'eau  dansune  sphère  d’argent  exac- 
tement fermée,  ces  satans  virent  qu’en  comprimant 
la  sphère  pour  diminuer  son  volume,  le  liquide  suin- 
tait à travers  scs  parois.  De  l’eau,  comprimée  par  eux 
dans  tin  tube  droit  par  une  colonne  de  mercure  de 
>4  pieds  de  haut,  n’éprouva  aucune  diminution  sen- 
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siblc  de  volume,  et  il  leur  fut  impossible  de  constater 
la  plus  légère  contraction  en  variant  de  plusieurs  ma- 
nières leurs  appareils  d'essais.  Ils  en  conclurent  que 
l’eau  était,  sinon  complètement  incompressible,  du 
moins  que  sa  compressibilité  ne  pouvait  être  mesurée. 

Cette  dernière  opinion  était  généralement  adoptée, 
lorsque,  en  1761,  John  Canton  entreprit  de  nouvelles 
expériences  avec  un  appareil  de  son  invention,  qui  lui 
permit  non  seulement  de  reconnaître  la  compressibilité 
de  l’eau,  mais  encore  d’en  mesurer  la  quantité,  qu’il 

évalua  à du  Tûlume  primitif  pour  chaque  atmo- 

sphère de  pression  (voy.  Foice  élastique).  M.  Perkins, 
en  1839,  et  M.  Ocrsted,  en  i8a3,  constatèrent  les  faits 
annoncés  par  John  Canton,  et  trouvèrent,  par  des 
moyens  différens , le  premier,  une  compression  de 
0,000048  par  atmosphère,  et,  le  second,  une  compres- 
sion de  o,oooo45. 

Aucun  de  ccs  observateurs  n’avait  tenu  compte  de  la 
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compression  des  vases,  et  il  restait  d'ailleurs  à opérer 
sur  d’autres  liquides  que  sur  l’eau  ; c’est  ce  que  firent 
MM.  Cotation  et  Sturm,  dont  les  expériences,  décrites 
dans  un  mémoire  présenté  A l’Académie  des  sciences 
en  1837,  ont  été  couronnées  par  corps  savant.  Voici 
leurs  résultats  : 

CONTRACTION  ABSOLUE  PO»  R UNE  ATXOSmtRE. 


Mercure  à o* o,ooooo5o3 

Eau  distillée  privée  d’air  A 0* o,oooo5i3 

Eau  distillée  non  privée  d’air  à 0*.  . . . 0,0000495 

Alcool  A 1 1“,6  ( pour  la  a') 0,0000963 

Id.  (pour  la  9*) 0,0000935 

Id.  (pour  la  31*) . 0,000089 

Éther  sulfurique  ù 0*,  de  1 ù 3 o,oooi33 

Id.  de  3 A 36  . . . . 0,000133 

Éther  sulfurique  A 1 1%/|,  de  1 A3.’.  . . . 0,000 15 

Id.  de  3 A 31  . . . . . 0,000 1 4 ■ 

Eau  saturée  d’ammoniaque  A 10*.  . . . o,oooo38 

Ether  nitrique  concentré  A 0“ 0,0000715 

Ether  acétique  A 1 3* 0,000079? 

Id.  0,0000713 

Ether  chlorhydrique  h i r, 3,  de  1 A3  . . o,oooo85g 
Id.  de  6 à ia.  . o, 00008335 

Acide  acétique  A o* 0,0000433 

Acide  sulfurique  à o* 0,0000?» 

Acide  nitrique  A 2,jo3  de  densité  ....  0,0000032 

Essence  de  térébenthine  A o*  0,000073 


Ces  expériences,  exécutées  sous  des  pressions  de  1 A 24 
atmosphères,  ont  prouvé  que  la  contraction  des  liquides 
n’est  pas  proportionnelle  à la  pression,  mais  qu'elle 
diminue  sensiblement,  A mesure  que  la  pression  est  plus 
grande. 

Les  nombres  de  ce  tableau,  cotnparés  A ceux  qui 
expriment  la  dilatation  des  liquides  par  l’effet  de  la  cha- 
leur  (coy.  Chaleur),  montrent  l’énorme  force  que  dé- 
veloppe le  calorique  pour  produire  cette  dilatation  ; car 
il  est  évident  que  la  force  avec  laquelle  les  corps  tendent 
à augmenter  de  volume  par  l’accroissement  de  tempéra- 
ture est  égale  ù l’effort  qu’il  faudrait  faire  pour  les  com- 
primer d’une  quantité  égale  A la  dilatation.  Mous  pré- 
viendrons nos  lecteurs,  au  sujet  de  la  dilatation  des 
corps,  qu’il  s’est  glissé  une  erreur  très-grave  dans  les 
tables  de  notre  article  Chaleur;  les  nombres  de  ces 
tables  n’expriment  pas  la  quantité  de  dilatation  corres- 
pondante ù un  accroissement  d’im  degré  de  tempéra- 
ture, comme  on  pourrait  le  croire,  d’après  le  titre, 
mais  bien  celle  qui  correspond  A un  accroissement  de 
cent  degré» , A partir  de  o*.  La  dilatation  pour  i*  n’est 
donc  que  la  centième  partie  du  nombre  donné  par  la 
table,  et  le  calcul  de  la  page  33  est  entièrement  inexact, 
car  il  aurait  fallu  faire  0,00001  23,  au  lieu  do 
Tomx  ni. 
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{=-0,00123;  ce  qui  aurait  produit,  pour  la  longueur 
cherchée,  L'  = 3*,5ooi525.  La  même  erreur  se  trouve 
dans  la  dernière  édition  du  Traité  de  Phyeique  de 
M.  Péclet,  d’où  nous  avons  tiré  ces  tables. 

INFLEXION  DES  VOUTES.  (Àrch.)  Les  changc- 
mens  de  courbure  qu’éprouvent  les  arches  de  pont  et 
les  voûtes , après  leur  décintremcnt , par  l’effet  de  la 
contraction  des  joints,  fournissent  plusieurs  problèmes 
géométriques  dont  la  solution  intéresse  les  ingénieurs, 
et  pour  lesquels  nous  allons  donner  les  formules  les 
plus  simples.  Une  observation  très-importante  rap- 
portée par  M.  le  baron  do  Prony,  dans  les  Annales  des 
Ponts  et  Chaussées  (année  i83a),  sur  le*  inflexions  qu’a- 
vaient subies  après,  un  laps  de  vingt  années,  des  lignes 
droites  tracées  sur  le  plan  des  têtes  de  l’arche  du  milieu 
du  pont  Louis  XVI,  avant  son  décintremcnt,  a donné 
l’occasion  à cet  illustre  savant  de  rappeler  ces  formules 
et  de  faire  connaître  des  moyens  nouveaux  de  calcul 
que  nous  croyons  utile  de  développer.  Voici  d’abord 
l’observation. 

L’arche  du  milieu  du  pont  Louis  XVI,  posée  sur 
cintres  avec  une  flèche  de  3*,975,  avait,  avant  le  décin- 
trement,  un  développement  d’arc  de  douille  de  3a*,5i9, 
dont  la  valeur  angulaire  était  de  12'  a4',  et  le  rayon 
3a“,570. 

La  longueur  de  l’arc,  dit  M.  de  Prony,  excédait  celle 
de  sa  corde  de  i",334  ; les  joints  de  lit  étaient  con ver- 
gens,  élargis  A l’extrados  vers  la  clef,  ù l’intrados  vers  les 
naissances.  Ces  joints,  préalablement  calfeutrés  A l’in- 
trados, étaient  remplis  de  ciment  coulé  A la  cuillère  dans 
un  état  de  demi-fluidité  ; quelques  cales  fixées  A l’ex- 
trados pour  faire  refluer  le  ciment  n’occupaient  qu’une 
partie  extrêmement  petite  de  la  surface  comprise  entre 
deux  cours  de  voussoirs.  Le  calcul  des  pressions  nor- 
males A cette  surface,  qui  devaient  avoir  lien  immé- 
diatement après  le  décintrcment , pressions  variables 
de  la  clef  aux  naissances , m’a  donné  en  nombre  rond 
les  limites  de  92000  A 78000  kilogrammes  par  mètre 
carré  ; et  il  faut  remarquer  que  ces  évaluations,  relatives 
uniquement  aux  masses  de  pierres  supportées  par  les 
cintres,  devaient  ensuite  éprouver  une  augmentation 
considérable  lors  de  l’achèvement  des  parties  supé- 
rieures des  voûtes. 

« D’après  ces  résultats  de  calculs,  j’aurais  eu  quel- 
que inquiétude  sur  les  effets  de  compression  des  joints 
et  de  l’abaissement  de  la  clef  qui  devait  avoir  lieu  après 
le  décintrcment,  si  d’autres  calculs,  dont  les  données 
étaient  fournies  par  des  constructions  antérieures,  ne 
m’eussent  rassuré.  11  était  important  de  faciliter  aux 
ingénieurs  les  moyens  de  déduire  avec  précision  de 
pareilles  données  de  la  construction  du  pont  Louis  XVI  ; 
en  conséquence,  trois  ligoes  droites  furent  tracées  sur 

30 
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le  parement  d'amont  des  tètes  de  la  voûte , savoir  : 
I*  une  horizontale  d'environ  ai"  de  longueur,  dout  le 
point  milieu  se  trouvait  dans  lu  verticale  passant  par  le 
milieu  de  la  clef;  a"  deux  lignes  inclinées , chacune  de 
(>  mètres  de  longueur,  partant  des  extrémités  de  la  pré- 
cédentes et  dirigées  perpendiculairement  aux  points  des 
naissances. 

**  Vingt  «us  après  le  déciulreraeut , lorsque  M.  La- 
tnandé  faisait  ses  dispositions  pour  la  construction  du 
pont  d’Iéna;  il  vérifia  avec  beaucoup  de  soin  l’étal  de 
CCS  lignes,  et  il  trouva  que  [ horizontale  du  milieu  avait 
pris  une  lléchc  en  contre-bas  de  o*,ii3,  et  que  les 
lignes  inclinées  latérales  s'étalent  relevées  dans  leur 
milieu  de  o",oo8  du  côté  do  la  rive  gauche,  et  de 
o", 007  du  côté  de  la  rive  droite  ; le  sens  de  ces  in- 
dexions sont  tout -à- fait  conformes  û ce  qui  avait  été 
prévu. 

» Pour  calculer,  d’après  ces  mesures , les  chaugemens 
qu'ont  dû  éprouver  la  courbure  de  Parc  intrados  et  sa 
longueur  développée,  on  considérera  la  courbe  com- 
primée comme  se  confondant  sensiblement  avec  un  arc 
de  cercle  passant  par  ses  naissances  et  son  sommet; 
cette  hypothèse  est  compatible  avec  toute  l'exactitude 
exigible  pour  l'application  dont  il  sagil  ici.  • 

La  question  sc  réduit,  commo  on  le  voit  aisément  « à 
calculer  la  grandeur  angulaire  d’un  arc  de  cercle  dont 
un  connait  la  corde  çt  la  flèche  ; car  de  la  détermina- 
tion de  cette  quantité  dépendent  les  détermination» 
ultérieures  de  la  grandeur  du  rayon  et  de  celle  de 
l’are  développé. 

Soit  doue  ADB  (PL  XIV , fig.  a)  un  arc  de  cercle  ; 
désignons  par 

a,  sa  moitié  AD, développée  ou  mesurée  en  unités 
linéaires, 

£,  la  moitié  AC  de  sa  cordc  AD, 
r,  son  rayon  AO  ou  DO, 
f , sa  flèche  CD, 

sc,  la  valeur  angulaire  de  l’arc  AD,  ou  sa  gran- 
deur exprimée  en  degrés  du  cercle. 


Le  triangle  rectangle  ACO  donne  (ro y.  Taicosovié- 
TRte , tome  II) 


AO  = 


AC 

siu  AUC  ’ 


ou 


sin  a ' 


OC  = 


AC 


tang  AOC y 


^ . IV 

' tnngse* 


Retranchant  la  seconde  égalité  de  la  première,  il  vient 

. k (tang«  sin  g)  = *(■— eos»)  = k . 

sin  te  . tang  « »in«  pa  * 
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d’où  l’on  tire  définitivement 

(')••••  '«n?  j«— 

Connaissant  l'angle  a,  la  première  des  égalités  précé- 
dentes. 


fait  trouver  la  Valeur  du  rayon  r.  Par  exemple,  les  me- 
sures prises  par  M.  I. amanite  ayant  fait  connaître  que 
la  flèche  de  l’arche  du  milieu  du  pont  Louis  XVI  avait 
éprouvé  une  dépression  de  o",  1 15 , ce  qui  réduit  sa  va- 
leur primitive  3*,9;r5  ù 3", 975  — o",i  »5  5“,8G»,  on 

a,  pour  calculer  la  valeur  angulaire  de  l'arc  comprimé 
et  son  rayon,  les  données  f—  3", 80a,  et  k — i5“,59 *i5; 
car  la  corde  demeure  constante.  Ces  nombres,  substi- 
tués dans  (1),  fournissent 

tang  ^ — long  ( 1 0*  54’  4°*>  SU)  * 

et,  par  conséquent,  «=*  37*49  3l'*  Ainsi,  l'arc  total 
contracté  = a*  = 55"  38'  42**  La  valeur  de  « mise 
dan»  (a)  donne  r = 33“,4°®* 

On  pourrait  déduire  immédiatement  lu  valeur  du 
rayon  r de  celles  de  la  corde  cl  de  la  flèche;  mais  les 
calculs  sont  plus  longs.  En  effet,  d’après  la  propriété 
des  triangles  rectangles 

ou  - • 

r * = *»  + (r-/)>, 

développant  le  carré  cl  dégageant  r,  il  vient 

**  + /• 
r “ T’ 

formule  peu  commode  pour  le  calcul  logarithmique, 
et  qu'on  ne  doit  employer  que  lorsque  les  quantités  k 
et  f sont  exprimées  par  un  petit  nombre  de  chiffres.  Ici 
nous  aurions 

(■5.59,5)*  -f  (3,86a)! 
a X 3,89»  ’ 

a58.o4 1 19025  „„  , ~ 

~~  7*7*4  J ,W  * 

Pour  obtenir  maintenant  la  grandeur  de  l’arc  déve- 
loppé , il  faut  observer  que  si  la  grandeur  d’un  arc  en 
parties  du  rayou,  pris  pour  unité,  est  exprimée  par  le 
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nombre  m,  el  que  sa  grandeur  angulaire  soit  exprimé* 
par  le  nombre  m*  de  secondes  sexagésimales , il  existe 
nécessairement  entreces  deux  nombres  m et  m' le  même 
rapport  qu'entre  les  nombres  n et  648000,  dont  le  pre- 
mier représente  la  demi-circonférence  du  cercle  au 
rayon  ~ 1 , et  le  second  la  valeur  angulaire,  ou  le 
nombre  des  secondes  d'une  demi-circonférence  ; c’est- 
ii  dire  qu’on  a 


Si  le  rayon  du  cercle,  au  lieu  d'être  l'iintfl,  était  un 
nombre  quelconque  r,  on  aurait 

m'rrf 

M— fipÔSÔ’ 

car  les  arcs  d’une  même  grandeur  angulaire , dans  des 
cercles  différons,  sont  proportionnels  à leurs  rayons. 
Appliquant  ces  considérations  A l’arc  AD,  nous  aurons, 
en  désignant  par  a le  nombre  des  secondes  contenues 
dans  la  valeur  angulaire  a , 

a x . r . g^goo0  • 

ou  bien  , en  sub-tituant  les  nombres  de  la  questiou  qui 
nous  occupe, 

a = 1001G1  X 33,4o8  X = i6‘,m5, 

O48OOO 

l’arc  entier  est  ainsi  de  5a“,446;  et,  en  comparant  avec 
la  valeur  primitive  32“,5ig,  on  voit  que  la  contraction 
totale  est  =o",073;  ce  qui  ue  U mine,  à très-peu  près, 
qu’un  millimètre  de  contraction  moyenne  pour  chaque 
joint. 

Le  calcul  de  la  valeur  de  l’arc  développé  est  trop 
prolixe  pour  ne  pas  employer  les  logarithmes,  et  il  faut 
donner  à l’expression  précédente  la  forme 

(3)....  loga  = — G-}-  0,6855^49 -f-log«'-flogr, 

* cause  de 

•°e  — « + 0.«»S*?486M. 

L’opération  sc  trouve  réduite,  de  cette  manière,  à une 
addition. 

Une  questiou  plus  importante , sous  le  rapport  pra- 
tique , est  celle  de  calculer  les  effets  de  tassement  que 
doivent  éprouver  les  arches  dans  diverses  hypothèses 
de  contraction  de  joints.  Supposons,  par  exemple, 
qu’une  arche  projetée , pour  avoir  sur  les  cintres  une 
corde  de  3o  mètres  et  un  arc  total  de  douclle  de  3 1*,  12, 
•oit  composée  de  3$  vouloirs  offraut  80  joints,  dont 
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on  ait  évalué  la  contraction  moyenne  à o*,ooi5,  de 
sorte  qu’après  le  décintrement  l’arc  total  contracté  ne 
•oh  que  de 

3i“,ia  — 80  X o,ooi5  = 3i*. 

Il  s’agit  de  trouver  la  valeur  angulaire  de  ce  nouvel  arc 
et  son  rayon  ; la  corde  est  toujours  la  même  avant  et 
après  la  contraction. 

M.  de  Prony  donne,  pour  cet  objet,  la  formule  uou* 
▼elle  et  très-élégante  que  nous  allons  rapporter. 

Soit  toujours  (PI.  XIV,  fig.  2)  aa  l’arc  Àl)U  exprimé 
eu  unités  linéaires,  et  2 k la  grandeur  de  sa  corde  Alt  en 
mêmes  unités.  Désignons  par 

a la  valeur  angulaire  du  demi-arc  AJ)  exprimée  en 
degrés  et  fractions  décimales  de  degré  ; 

,o  le  nombre  de  degrés  contenus  dans  l’arc  égal  au 
rayon,  savoir  : 5j%  2967796; 

on  a ...(4) 

I I 

X I'  — £»  — — *)J  | , 

dans  laquelle  n est  le  rapport  des  quantités  k et  a , c’est- 
à-dire  n — — Le  logarithme  du  premier  facteur  est 

log  l/ 1 = 2,268 1 226. 

Prenons  pour  exemple  d’application  2a  = 3i*, 
2 k — 5o" , nous  aurons 

3o  « , 

» = 57=  <^967742, 

£1  — 1,2(1  — n)J  =l/o,g6 12904 
= 0,9804544, 
a:=  ^>l/ 10^  X i/o, 0195456. 

Achevant  le  calcul  par  logarithmes,  il  viendra 

« = a5*,33og  = a5”  1 9'  5 1 \ 

L’arc  total  contracté  aura  donc  une  valeur  angulaire 
de  2*  = 5o“  3g'  42'. 

Faisant  k = i5"et  « = 2J°  19'  5ir  dans  la  for- 
mule (2) , ou  obtiendra  pour  le  rayon  de  cet  are  la 
valeur 

r =s  35*,o5g. 
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missible  et,  en  mettant  le  facteur  100  en  dehors,  on  a 


La  formule  (4)  n’est  qu’approximative,  mais  ses  ré- 
sultat* sont  d’une  exactitude  supérieure  à celle  qu’exige 
les  besoins  pratiques.  Nous  allons  suppléer  au  Ifttcnce 
de  M.  de  Prony  sur  sa  déduction,  puis  nous  lui  don- 
nerons une  forme  qui  nous  paraît  rendre  les  calculs 
plus  faciles. 

Sous  le  rapport  géométrique,  le  problème  peut  s’é- 
noncer ainsi  : 

Connaissant  la  longueur  développée  d'un  arc  de  cer- 
de  ADB,  et  celle  de  sa  corde  AB,  trouver  sa  valeur  an- 
gulaire AOB. 

Prenons  O d pour  untfl,  et  aTcc  cette  droite,  comme 
rayon,  décrivons  l’arc  ad  = y;  les  deux  arcs  AD  et  ad 
ont  une  même  valeur  angulaire,  et  de  plus  leurs  lon- 
gueurs développées  sont  entre  elles,  comme  leurs 
rayons  AO  et  aO , ou  comme  les  demi-cordes  AC  et  ac, 
des  arcs  doubles  20  et  a?  ; ainsi 


a AC 


Mais,  dans  le  cercle  dont  le  rayon  est  l’unité,  la  demi- 
corde  ac  est  le  sinus  de  l’arc  y;  donc  oc=  sin  y,  et  par 
suite 


a h 

y siny  ’ 


d’où  l’on  lire 


k 

- y = sin  y,  ou  »y  = $iny, 

en  posant  ^ Substituant  4 la  place  de  siny  son 

développement  en  fonction  de  l’arc  y (eoye.5  Sinus, 
tome  II),  il  vient 


"f  f 770  +1. 2.5.4. 5 1. 3.3.4. 578+ctc' 


Négligeant  le»  termes  qui  contiennent  les  puissances 
de  5,  supérieures  4 la  cinquième,  et  dirisant  tout  par  », 
On  a l'équation 


ce  qui  donne  enfin , 4 cause  de  ar  = , 

5.  = 4/10  . v/J  1 — l/[i  — i.»  (1  — ») 

Or,  y est  la  grandeur  de  l’arc  ad  en  parties  du  rayon  = i ; 
pour  avoir  sa  valeur  angulaire,  égale  à celle  de  l’arc 
AD  = a , il  faut  multiplier  y par  le  nombre  de  degrés 
contenus  dans  l’arc  égal  au  rayon  ou  par  57%  2957795=^. 
Donc  enfin 


a = (fl/*®)  • V/ 


Les  calculs  nécessaires  pour  obtenir  la  valeur  de  « 
deviennent  très-faciles  au  moyen  des  tables  logarith- 
miques et  trigonométriques.  a et  k conservant  la  même 
signification  que  ci-dcssus,  tout  sc  réduit  à calculer  un 
arc  auxiliaire  A par  la  formule (5) 


Log  sm  A = y 1 59,3o io3oo  -f-  Log(64  — a)  — Log  a ^ , 


et  l’on  obtient  la  valeur  angulaire  « par  la  relation  très- 
simple (6) 


Log  « = Log  cos  A — 7,7418774. 

Voici  le  calcul  entier  pour  les  données  précédentes 
a =*  »5“,5;  k = i5",  d’où  6*  — a = 74,5  : 

Nombre  constant.  . = 3q,5oio5oo 
Log  (74,5) 1,8721563 

Somme — 4i>i7Ô*865  • 

Log(i5,5) 1,1903317 

39,9828546 

Quart  de  ce  nombre  = 9,9957136  = Logsin  A. 


y1  — 20  y*-  = 120  (fl—  l). 


Les  tables  trîgonométrlquc  font  connaitrc  A = 80*57  48'; 
d’où  ensuite, 


qui  est  résoluble  par  la  méthode  du  second  degré,  en 
faisant  d’où 

x — 10  i l/£ioo  -f-  îao  («  i)J  ; 

observant  que  y doit  toujours  être  plus  petit  qnc  l’u- 
nitc,  on  voit  que  le  signe  — du  radical  est  le  seul  ad- 


Log  cos  A. . * . . . = 9,1455285 
Nombre  constant.  . sas  7,74*8774 

Log  « « i,4o365og. 


La  valeur  de  « correspondant  à ce  logarithme  est 
comme  ci-dcssus  «=  a5*,33og. 

On  peut  obtenir  les  résultats  de  nos  formules  (5)  çt 
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(0)  ou  ceux  de  la  formule  (4)  de  M.  de  Prony  d’une 
manière  beaucoup  plus  expéditive  à l’aide  d’une 
petite  table  jointe  à son  mémoire  et  qui  contient  les 
logarithmes  des  rapports  entre  les  arcs  de  cercle  et 
leurs  cordes;  il  suffit  alors  de  prendre  dans  les  tables  or- 
dinaires le  logarithme  de  et  l’on  trouve  d’un  coup 

d’œil  la  valeur  angulaire  de  l’arc  aa.  (Koy.  la  note  sur 
les  inflexion»,  citée  plus  haut.)  (Paris,  i83a,  eheiCari- 
lian  Gœury,  lib.) 


INTERVALLES  MUSICAUX.  ( Âcousl .)  On  désigne 
généralement,  en  musique,  sous  le  nom  A'inltrvalli  de 
deux  sons  le  rapport  des  nombres  de  vibrations  que 
font  dans  le  même  temps  les  cordes  sonores  qui  rendent 
ces  sons.  Si,  par  exemple,  une  corde  sonore,  en  rendant 
un  son  A,  fait  ia4  vibrations  dans  une  seconde  sexagé- 
simale, et  qu’une  autre  corde  sonore,  en  rendant  un  son 
B,Xassc  i8ü  vibrations  dans  le  même  temps,  on  dira  que 


8<> 


l 'intervalle  des  sons  À et  B est  égal  A — r,  ou  simplc- 

124 

3 , „ . i8(i  . . . 

ment  n -,  parce  que  la  fraction  y—,  réduite  u sa  plus 

5 

simple  expression,  devient-. 


i.  Il  faut  observer  qu’au  moyen  de  cette  convention 
l’un  des  deux  sons  comparés  est  toujours  représenté 
par  l’«nifd  et  le  second  par  le  nombre  de  vibrations 
qu’il  fait  pendant  que  le  premier  donne  une  icule  vibra- 
tion, quelle  que  soit  d’ailleurs  la  durée  de  cette  vibra- 
tion, car  c’est  absolument  la  même  chose  de  dire  que  le 
son  B fait  186  vibrations  dans  le  temps  que  le  son  A en 


fait  î a4,  ou  de  dire  que  le  son  B fait 


i86_ 

124“ 


: - vibrations 


pendant  que  le  son  A en  fait  une. 

Considérons  maintenant  trois  sons  A,  B,  C,  dont  les 
nombres  respectifs  des  vibrations  pendant  une  seconde 
soient  124,  i55,  186;  on  aura,  en  leur  appliquant  les 
considérations  précédentes, 


InlenraQe  de  A à B — - —j  — j , 

1 *4  4 

186  3 

Intervalle  de  A i C — a ? 


c'est-à-dire  qu’en  prenant  le  son  A pour  terme  île  com- 
paraison, la  représentation  numérique  de  cts  trois  sons 
devient (t) 

ABC 
5 3 

•’  4’  >• 

Si  l’on  demandait  l'iulçrvallc  des  sons  B et  C,  il  fau- 
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drnit  prendre  le  son  B pour  unité  de  comparaison , et 
l’on  aurait 


Intervalle  de  B à C 


i86_  G 
755  5* 


ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  employant  les  rapports 
précédons, 

^ 3 5 6 

Intervalle  de  B 3k  C = - î 7 = ■=• . 

34  5 

Les  intervalles  partiels  sont  ainsi (a) 


ABC 


5 6 

4 ’ 5’ 


a.  On  voit  qu'il  faut  distinguer  la  représentation  nu- 
mérique d’un  son,  par  rapport  à un  autre  son  pris  pour 
u»itl,  de  YintervaUe  de  ces  deux  sons,  quoique  l’une  et 
l’autre  soient  exprimées  par  le  même  nombre.  En  effet, 

la  fraction  ~ représente  dans  1c  tableau  (i)  le  son  B par 


rapport  à un  son  fixe  en  fondamental  A,  tandis  que,  dans 
le  tableau  (a),  cette  même  fraction  exprime  l'intervalle 
des  deux  sons  A et  B,  abstraction  faite  de  tout  son  fon- 
damental pris  pour  point  de  départ.  Dans  le  premier 


cas,  ^ est  un  rapport  court qui  fixe  la  place  du 


son  B parmi  tous  les  autres  sons  rapportés  an  même  son 
5 

fondamental  A ; dans  le  second,  y est  uniquement  l’tfi- 


tcrvalle  des  sons  A et  B,  et  n’apprend  pas  autre  chose, 
sinon  que  le  son  B fait  5 vibrations  dans  le  temps  que  le 
son  A en  fait  4. 

3.  Pour  pouvoir  déterminer  l’intervalle  de  deux  sons, 
il  n’est  donc  pas  besoin  de  connaître  les  nombres  abso- 
lus de  leurs  vibrations,  c’est-à-dire  les  nombres  réels  de 
vibrations  qu’ils  font  l’un  et  l’autre  dans  l’unité  de 
temps , mais  seulement  les  nombres  relatifs  de  ces  vi- 
brations, ou  ce  que  nous  venons  de  nommer  leurs  rap- 
porte constitua».».  Ces  calculs,  fondés  sur  les  propriétés 
des  rapports  géométriques,  ne  présentent,  par  eux- 
mêmes  aucune  difficulté  ; mais  il  ne  faut  pas  perdre  de 
vue  la  signification  exacte  des  nombres  qu’on  emploie  ; 
et,  pour  l’intelligence  de  ce  qui  va  suivre,  nous  allons 
donner  un  exemple  plus  développé. 

4.  Soient  les  sons  A,  B,  C,  D,  E,  F,  C,  H,  rendus  par 
des  cordes  sonores  faisant  dans  Tunité  de  temps  les  nom- 
bres absolus  de  vibrations 


i44*  10a,  »8<b  195»  a*®»  *4o,  370,  «88. 

L'intervalle  de  deux  quelconques  de  ces  sons  étant  le 
rapport  de  leurs  nombres  respectifs  de  vibrations  (1), 
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si  l'on  demande,  par  exemple,  l'intervalle  des  deux 

sons  C et  F,  on  aura 


INT 

c«  qui  nous  donne  le  tableau  suivant,  dont  nous  ferons 
usage  plus  loin (3) 


Intervalle  de  C’à  F «=  = s. 

180  3 

Ceci  posé,  prenons  A pour  son  fondamental,  et,  en 
divisant  tous  les  nombres  par  *44»  nous  aurons, 
après  la  réduction  des  fractions  à leur  plus  simple  ex- 
pression , 


A B C D E F G II 

9 5 4 3 5.  i5 

1 ’ S’  4’  3’  i’  3’  8’  *• 

Ces  nouveaux  nombre»  expriment  les  nombres  relatifs 
des  vibrations  des  sons  ou  les  nombre»  des  vibrations 
que  font  toutes  les  cordes  sonores  pendant  que  la  pre- 
mière, celle  du  son  A,  fait  une  Huit  vibration.  Il  est 
évident  que  les  rapports  de  ces  nombres  relatifs  entre 
eux  sont  exactement  les  mêmes  que  ceux  des  nombres 
absolus,  et  ils  oui  de  plus  l’avantage  d’imliquer  immé- 
diatement l’intervalle  entre  chaque  son  et  le  son  fonda- 
5 

mental  A.  Le  nombre  ^ , par  exemple  , constituant  le 

son  E , exprime  tout  à la  fois  que  ce  son  fait  une  vibra- 
tion et  deux  tien  de  vibration  pendant  que  le  son  A en 

5 

fait  une,  et  que  l'intervalle  des  sons  A et  E est  égal  à = . 

o 

Four  calculer  A l’aide  de  ces  nombres  l'intervalle  de  C 
à F,  pour  lequel  nous  avion»  ci-dessus  x'io  : 180,  noua 
aurons  maintenant 


Sons 

Rapports  r« instituant 

Intervalles  partiels.  . 


A B C D E F G R 

<)  5 4 3 5 i5 

1 ’ 8 ’ 4 * 3 ’ ï ’ 3 ’ T ' * 

9 10  16  9 10  9 16 

8 * 7 ’ Ï5  ’ 8 9 7 9 8 9 Ï5 


5.  Lorsqu’on  connaît  les  intervalles  partiels  deux  A 
deux  d’une  suite  de  sons , on  peut  trouver  l’intervalle 
des  deux  sons  extrêmes  sans  avoir  besoin  de  remonter  à 
leurs  rapports  constituai  ou  aux  nombres  absolus  tic 
leurs  vibrations.  Par  exemple,  étant  donnés  les  trois  in- 
tervalles partiels 


A B C O 
9 10  16 

8 ’ J»  75 


on  aura 

Intervalle  de  A h D = X — X *7- 
8915 

Cette  règle  n’est  autre  chose  que  la  règle  conjointe  (coy. 
ce  mot , tom.  I),  et  l’on  s’en  rend  facilement  raison  en 
observant  que  puisque  les  lettres  A,  B,  C,  D ne  sont  ici 
que  la  représentation  des  nombres  absolus  ou  relatif 
des  vibrations,  on  a nécessairement 

B 9 * C jo  D 16 
A B 3“7 ’ C“i5’ 


Intervalle  de  C li  F = 


5 5 
3*4  = 


4 

3* 


ce  qui  rev  ient  au  même. 

Voici  le  calcul  de  l’intervalle  de  chacun  de  ces  sons 
arec  celui  qui  le  suit  immédiatement 


mois  le  produit  des  rapports  | X j X j?  se  réduit  à 
- par  le  retranchement  des  facteurs  communs  ; doue 

D _ 9X10X16  _ 4 
4 8X9  X»5  * 3’ 


IntetsraUe  (te  A S B oa 

B»C  » 
CkD  = 


4 . 5 _ 16 
3 ’ 4 t3' 


D 4 E 
E 1 F 
F » G 
G ii  B 


_ 5 . 4 _# 

a 3 8’ 

_ 5 3 10 

3 " a 7* 

_ ,s . 5 _ 9 

8 ' 3 8’ 

i5  16 
“ * ‘ 8 ” lS’ 


c’est-à-dire 


Le  dernier  nombre  a de  la  seconde  colonne  du  ta- 
bleau (3)  doit  donc  être  égal  au  produit  de  tous  les  in- 
tervalles de  ce  tableau,  car  il  exprime  l’intervalle  entre 
le  premier  et  le  dernier  sons  A et  H.  On  a en  effet 

a — 9X10X 16X9X10X9X16 
8X9Xi5x8X9X»Xi5  * 

Appliquons  maintenant  ces  principes  élémentaires  du 
calcul  des  intervalles  musicaux  aux  sons  dont  se  com- 
posent le»  diverses  échelles  adoptées  par  les  musicicus- 
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6.  La  production  du  son  par  les  corps  sonores  est 
1 effet  des  mouvemens  vibratoires  que  font  les  molécules 
de  ces  corps  pour  reprendre  leur  position  primitive 
lorsqu’elles  en  ont  été  écartées  par  l’action  instantanée 
d’une  force  étrangère  (voy.  Acovsviqvi,  tome  1)  si  les 
vibrations  sont  régulières;  elles  forment  le  son  distinct 
ou  son  musical , lequel  n’est  perceptible  ccpendaut  que 
lorsque  ces  vibrations  ont  une  certaine  vitesse;  et  plus 
cette  vitesse  est  grande,  plus  le  son  est  aigu.  Lorsque  le 
nombre  des  vibrations  de  deux  corps  sonores  est  le 
même  dans  le  même  temps,  les  sous  ne  peuvent  être 
distingués  l’un  du  l’autre  que  per  leur  intensité  et  leur 
timbre.  L'intensité  dépend  de  l'amplitude  des  ondes  so- 
nores  (voy.  Sua),  le  timbre  est  une  qualité  donnée  au 
son  par  la  nature  propre  du  corps  sonore. 

L’intervalle  de  deux  sons  est  dit  cantonnant  quami 
le  rapport  numérique  qui  lo  constitue  est  très-simple,  il 
est  dit  dissonant  dans  le  contraire.  Cepeudaut  ccttc  di- 
vision n'a  rien  d'absolu  et  repose  seulement  sur  lu  plus 
ou  moins  de  facilité  que  l’oreille  éprouve  à saisir  le  rap- 
port de  deux  sons  co-existans,  facilité  qui  dépend  du 
degré  de  culture  musicale  de  l’oreille,  de  sorte  que  tels 
intervalles  qui  passaient  jadis  pour  dissonans  sont  au- 
jourd'hui au  nombre  des  consommas. 

Deux  sons  co-cxistans,  perçus  en  même  temps  pur 
l’oreille,  former  t un  accoid,  si  leur  intervalle  est  cou- 
sonnant.  Pour  su  rendre  compte  de  la  nature  du  phéuo- 
mène  qui  sc  passe  alors  dans  l’oreille , il  faut  observer 
que  dans  la  sensation  d’uu  son  simple  ou  isolé  la  mem- 
brane du  tympan  reçoit  un  mouvement  vibratoire  qu'on 
peut  comparer  à celui  qui  serait  produit  par  une  suite 
de  coups  frappés  dans  des  intervalles  de  temps  égaux. 
Or,  lorsque  deux  sons  différens  frappent  à la  fois  l’oreille, 
il  s’opère  un  mélange  de  deux  suites  de  eoups  dans 
chacune  desquelles  les  distances  en  temps  sont  égales, 
mais  dans  l’une  plus  graude  que  dans  l’autre  ; ces  coups 
ne  peuvent  donc  frapper  cuseinble  qu’à  do  certaines 
distances,  et  plus  ces  distances  sont  petites,  plus  facile- 
ment l’oreille  saisit  lo  rapport  des  deux  sons.  Si,  par 
exemple  le  premier  son  frappe  deux  coups  pendant  que 
le  second  n’en  frappe  qu’un,  les  a%  5%  4%  5%  etc.  coups 
de  la  seconde  suite  coïncideront  avec  les  5%  6',  8% 
io*,  etc.  de  la  première,  ce  qui  produit  une  liaison  très- 
harmonique  , tandis  que , si  le  premier  son  frappait 
1 1 coups  pendant  que  le  second  en  frappe  to,  les  coïn- 
cidences n’auraient  lieu  qu’entre  les  1 1%  sa',  33',  cto, 
coups  de  la  première  avec  les  io',  20%  3o',  etc.  cu.ips 
de  la  seconde,  ce  que  l’oreille  ne  pourrait  saisir  sans 
beaucoup  de  difficulté.  Or  l’oreille  exécute  pour  scs 
sensations  particulières  les  mêmes  opérations  que  l’œil 
pour  les  siennes  propres,  clic  saisit  les  rapports  des  sons 
avec  une  facilité  d’autant  plus  grande  que  ces  rapports 
$ont  plu*  simples,  ci,  de  même  que  l’œil  est  affecté  d’une 
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manière  agréable  par  des  rapports  justes  des  formes, 
sans  mesurer  ni  calculer  scs  rapports,  l'oreille  est  agréa* 
blcment  frappée  lorsqu’elle  perçoit  sans  difficulté  l’effet 
de  la  concurrence  des  vibrations  simultanées  de  plu- 
sieurs sons. 

7-  Le  rapport  le  plus  simple  des  vibrations  de  deux 
sons  est  1 : 1,  on  le  nomme  Vunisson.  Après  l’unisson, 
le  rapport  le  plus  facile  à saisir  est  celui  de  a : 1;  il 
constitue  Vodave;  deux  sons  A l'octave  l’un  de  l’autre 
différent  par  leur  degré  d’acuité,  mais  ils  se  ressemblent 
d’ailleurs  si  bien,  que  lorsqu’on  veut  Imiter  un  son  avec 
la  voix  011  prend  très-souvent  son  octave  si  l’oreille 
n'est  pas  exercée.  Les  autres  intervalles  consonnans  les 
plus  simples  après  l’octave  se  nomment 

qUÎHtt,  torique  le  rapport  est  égal  k 3 : 9, 

quarts, . v »...  4 : 3, 

tierce, <.5:4. 

En  rapportant  ce#  divers  intervalles  à un  son  quel- 
conque considéré  comme  ton  fondamental  et  en  don- 
nant le  nom  d'u|  à ce  son,  celui  de  mi  à sa  tierce,  de  fa 
à sa  quarte , de  sol  û sa  quinte,  cl  de  ut,  à son  octave , les 
rapports  constituais  des  nombres  de  vibrations  de  ces 
derniers  sons  avec  celui  de»  vibrations  du  son  fonda- 
mental pris  pour  unité  seront 


mi  fa  sol  utx 


Si  T on  part  de  l’octave  ut3  du  son  fondamental  et 
qu’on  forme  une  nouvelle  suite  de  sons  mis,  fa3,  so13, 
uf,,  qui  aient  avec  utt  les  mêmes  rapports  que  les  sons 
» ni,  fa,  sil,  ut2,  avec  ut,  on  aura  une  nouvelle  suite  de 
sons  qui  seront  chacun  respectivement  A l’octave  de 
ceux  de  U première  suite,  et  dont  les  rapports  consti- 
1 11  an  s,  en  partant  toujours  du  son  fondamental  ut,  se- 
ro  t évidemment 


utt  mi%  fa.  soft  uf, 
5 8 6 

3 » ~ 1 ç > ~ t 4* 


C 1 pourrait  de  la  même  manière  former  une  troisième 
période,  puis  une  quatrième,  cl  ainsi  de  suite.  Il  est  vi- 
sible que  les  nombres  de  la  première  période  sont  res- 
pectivement égaux  à ceux  de  la  première  multiplies 
par  a;  que  ceux  de  la  troisième  sont  égaux  A ceux  de 
la  seconde  multipliés  par  a ou  ceux  de  la  première 
multipliés  par  4»  et  ainsi  de  suite.  En  général,  les  nom- 
bres d’une  période  dont  l’«/  serait  de  l’ordre  p ou  Ut ^ #13 

ront  égaux  à ceux  de  la  première  multipliés  par  a *_l. 

Pour  former  des  périodes  au-dessous  de  la  première, 
il  faudrait  faire  l’opération  inverse,  c’ost-A-dire,  diviser 
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les  nombres  de  la  première  période  par  autant  de  fois  le 
(acteur  a qu'ou  prendrait  d'octaves  en-dessous.  La  pre- 
mière période  en-dessous  serait  ainsi 


ut * mi'  fa  sol'  uf 
i 5 a 3 

5 ’ 8 ’ S » 4 ’ h 

Mais  dans  cette  génération  des  sons  musicaux , 
chacun  d'eux  peut  être  pris  successivement  pour  ton 
fondamental , cl  il  en  résulte  d’autres  sons  dont  les  uns 
se  trouvent  déjà  compris  parmi  ceux  des  périodes  suc- 
cessives croissantes  à Y aigu  et  décroissantes  au  grave 
que  nous  venons  de  signaler,  et  dont  les  autres  viennent 
s’intercaler  entre  eux.  Par  exemple,  partant  des  sons 
mi,  fa,  toi  et  calculant  les  sons  à la  tierce  et  à la  quinte 
de  chacun  d'eux,  nous  trouverons,  d’après  les  règles 
précédentes  de  calcul, 


, , 5 v/  5 a5 

tierce  de  «ni  = 7 X 7 = 

4 4 


16’ 


tient  d«  /i.  = | X | = g, 

, . 5 v.  5 i5 

tierce  do  toi  — - X 7 = 

a 4 o 

...  5 w 3 i5 

qumU  Jt  m.  = - X - = 

. , 4 3 

quinte  de  fa  = ^ X - = a» 

quinte  de  toi  = - X - = ?. 


aS 

Les  tierces  nous  donnent  des  sons  exprimés  par 

5 i5  . - . 1 . . «5  3 

= et  les  quintes  des  sons  exprimes  par  ~ , a et  - ; 

3 0 o 4 

rejetant  le  premier,  qui  diffère  peu  de  ~~  = ^ = sol, 

5 • 3 

il  nous  reste  un  son  ^ compris  entre  les  sons  - et  a ; un 

autre  ~ encore  compris  entre  les  mêmes , cl  un  der- 

o 5 

nier  son  nui  va  s intercaler  entre  les  sons  a et  - de 
4 a 

la  seconde  période  ; prenant  son  octave  cn-dessous,  011 
a le  son  intercalaire  entre  les  sous  1 et  - de  la  pre- 
mière période.  Cette  première  période  devient  après 
les  intercalations (4) 


wf  ré  mi  fa  sol  la  si  ut2 
g 5 4 3 5 i5 

1 ’8  ’ 4’  3 ’ ï’  3’  T’3' 


Mie  se  compose  ainsi  de  sept  intervalles , dont  chacun 
tire  sa  dénomination  de  la  distance  que  les  sons  ont 
entre  eux.  Par  exemple , l’intervalle  de  ut  à ri  est  une 
seconde;  celui  de  tir  à mi  une  tierce;  de  ut  à fa  uno 
quarte;  de  ut  à sol  une  quinte;  de  ut  à la  une  sixième; 
de  ut  à si  une  septième ; et  enfin  de  ut  à «I,  une  octave. 
Les  mêmes  désignations  de  sons  et  d’intervalles  recom- 
mencent dans  une  seconde  période  comme  dans  toutes 
les  antres.  La  succession  des  sons  depuis  l’tf/  fondamen- 
tal jusqu’au  si  se  nomme  une  gamme  naturelle. 

8.  La  gamme  naturelle  d'un  son  fondamental  étant 
formée,  si  l’on  part  de  chacun  des  sons  qui  la  compo- 
sent pour  construire  sa  gamme  particulière , on  tombe 
de  nouveau  sur  des  sons  qui  ne  sont  pas  compris  parmi 
ceux  de  la  gamme  primitive  ou  de  leurs  octaves  succes- 
sives, et  l’on  s©  voit  encore  obligé  d’intercaler  d’autres 
sons  intermédiaires  eutre  les  sons  de  la  gamme  natu- 
relle pour  pouvoir  embrasser  dans  une  seule  série  com- 
posée de  périodes  égales  tous  les  sons  musicaux  entre 
lesquels  l’oreille  peut  saisir  une  différence.  Comme  l’é- 
chelle de  la  gamme  naturelle  n'est  pas  composée  de  de- 
grés égaux,  mais  que  l'intervalle  de  mi  à fa  et  celui  de 
si  ù ut  sont  beaucoup  plus  petits  que  les  autres,  c’est 
entre  ces  derniers  qu’on  a intercalé  les  sons  intermé- 
diaires dont  nous  allons  faire  mention.  Observons  d’a- 
bord que  les  intervalles  des  sons  de  la  gamme  naturelle 
avec  ceux  qui  les  suivent  immédiatement  sont,  d’après 
ce  que  nous  avons  trouvé  ci-dessus  (4), 

ut  ré  mi  fa  sol  la  si  uta 

Intervalles  9 i®  O I£  ! I? 

8 ’ 9 ’ i5  ’ 8 ’ 9 ’ g ’ .5 

D’où  l'on  voit,  ainsi  que  nous  venons  de  le  dire,  que 
les  intervalles  de  ss(  à ri,  ri  à mi,  fa  4 soi,  soi  à la,  la  à 
si,  qui  diffèrent  peu  entre  eux,  sont  sensiblement  le 
double  des  intervalles  de  mi  à fa,  si  à ni,  ,■  car  si  l'on  in- 
troduisait entre  ut  et  ré  un  son  intercalaire  ut'  de  ma- 
nière que  les  intervalles  de  ut  & ut',  ut'  ù ri  fussent 


ut  ut'  ri 
16  iG 

Î5  ’ 75’ 

riiUcrvaile  de  ut  à ri  serait  alors  égal  à ---  v — = 

8 «5^i5  »a5 

(roy.  ci-dessus,  n*  5),  nombre  qui  diffère  très-peu  de 


nous  ne  l'avons  citée  que  pour  montrer  le  sens  qu'on 
doit  attacher  à l’expression  intervalle  double  d'un  autre 
intervalle;  ce  n’est  que  lorsque  nous  considérerons  les 
intervalles  sous  le  rapport  de  leur  mesure  que  nous  op- 
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prendrons  à déterminer  leurs  véritable»  rapports  de 
grandeur. 

0-  1**8  intervalles  des  sons  de  la  gamme  naturelle 
étant  inégaux,  on  leur  a donné  des  dénominations  diffé- 
rentes ; ainsi  les  plus  grands  intervalles  ont  reçu  le  nom 
de  tons , et  les  plus  petits  celui  de  sein  i- tons.  On  nomme 
particulièrement  tons  majeurs  ceux  dont  le  rapport  est 

g,  et  tons  mineurs  ceux  dont  le  rapport  est  Le  rap- 
port de  l'intervalle  d’un  ton  majeur  à l’intervalle  d’un 

. , , q 10  8i 

ton  mineur,  ou  le  nombre  ^ : — = — , se  nomme  un 

O 0 00 

romma  ; on  le  considère  comme  le  plus  petit  intervalle 
que  l'oreille  puisse  saisir.  Deux  sons  dont  l’intervalle 
est  plus  petit  qu'un  comma  diffèrent  si  peu  l’un  do 
l’autre,  qu'on  peut  approximativement  les  considérer 
comme  à l'un  mon. 

La  gamme  naturelle  se  trouve  donc,  composée  d'une 
suite  d’intervalles  dans  cet  ordre,  abstraction  faite  delà 
différence  des  tons  majeurs  aux  tons  mineurs. 


ut  ré  mi  fa  sol  la  si  uf, 

1 9 1 > */*  » 1 y 1 9 1 » */j 


et  c’est  en  introduisant  un  scmi-lon  entre  chaque  inter- 
valle d’un  ton  qu’on  forme  la  gamme  en  demi-tons,  ou 
la  gamine  chromatique.  Mais  ces  >emi-tons  ne  peuvent 
être  égaux  entre  eux,  et  il  est  essentiel  de  les  choisir  de 
manière  que  la  tierce  et  la  quinte  de  chaque  sou  de  la 
gamme  approchent  le  plus,  possible  des  rapports  exacts 
précédemment  déterminés. 


io.  L’intervalle  d’un  ton  mineur  — au  demi-ton  — , 
9 8 

qu’on  nomme  semi-ton  majeur,  a reçu  le  nom  de  semi- 
ton  mineur;  son  expression  numérique  est 
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mental  i.  C’est  une  conséquence  de  ce  qni  a été  exposé 
ci-dessus  n*  5.  Ainsi,  en  multipliant  chaque  rapport 
constituant  des  sons  de  la  gamme  naturelle  par  l’inter- 
a5 

valle  — r,  nous  obtiendrons  une  suite  de  sons  dont  les 
24 

intervalles  respectifs  avec  les  sons  primitivement  plus 
bas  seront  tous  d’un  demi-ton  mineur , tout  comme  en 

i*  • 

divisant  ces  même1!  rapports  par  ce  même  intervalle  — , 

nous  obtiendrons  une  autre  suite  de  sons  dont  les  inter- 
valles avec  les  sons  primitivement  plus  hauts  seront  tou* 
d’un  demi-ton  mineur.  En  général,  un  son  multiplié  par 

—t  monte  d’un  demi-ton  mineur,  et  le  même  son,  divisé 
24 

par  — , ou  multiplié  par  descend  du  même  demi- 

24  r a5 

ton. 

Les  nouveaux  sons  formés  de  cette  manière  n’ont  pas 
reçu  de  noms  particuliers;  ils  portent  celui  du  son  in- 
férieur suivi  du  mot  diêze,  ou  celui  du  son  supérieur 

5 
3 

multiplié  par  ou  diézé , devient  fa  diize  = et 

ce  même  son  multiplié  par^î  ou  bémolisè  devient  la 

g 

bémol  — Le  signe  caractéristique  des  sons  diézés 

# .1» 

est  , et  celui  des  sons  bémolisés  . 

11.  En  exécutant  l’opération  que  nous  venons  d’in- 
diquer, on  introduit  deux  sons  intermédiaires  entre 
chaque  couple  de  sons  de  la  gamme  naturelle,  soit  que 
leur  intervalle  soit  un  ton  majeur  ou  uu  ton  mineur. 
Les  rapports  constituant  de  ces  nouveaux  sons,  tous 
calcula  faits,  sc  trouvent  : 


suivi  du  mot  bémol.  Par  exemple,  le  la  naturel  = 


|o  tG  i5o  2.5 
9 'ï5~  74i=  Ï4’ 

1!  où  l’on  Toit  que  l'intervalle  de  ton  mineur  se  partage 
naturellement  en  deux  demi-tons,  l’un  majeur  et  l’autre 
a5 

mineur.  Cet  intervalle  — est  le  plus  petit  dont  on  se 

»ert  dans  la  pratique.  C’est  avec  lui  qu’on  forme  les 
*cmi-tons  intercalaires  de  la  gamme  chromatique  f 
comme  nous  allons  le  voir. 

Observons  que  pour  passer  d’un  son  quelconque  M, 

donné  par  son  rapport  constituant  i un  autre  son  M’ 
dont  l'intervalle  avec  M soit  il  faut  multiplier  les 

deux  rapports  2;,  et  que  le  produit  est  le  rapport 

«instituant  do  M’  ou  ton  intervalle  aveo  le  «ou  t'omla» 
Tom.  lit. 
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Dans  les  instrnmens  à sons  fixes  comme  le  piano , la 
même  touche  frappant  le  dièze  et  le  bémol  des  deux 
sons  naturels  de  l’intervalle  d’un  ton,  on  est  forcé  de 
considérer  les  deux  sons  intercalaires  comme  identi- 
ques, et  il  faut  choisir  entre  ces  deux  sons  celui  quj  par-» 
tago  le  plu»  également  l'intervallo  primitif,  Cette  nérosT 
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site  résulte  encore  de  la  grande  difficulté  qu’il  y aurait 
si  embrasser  une  si  grande  quantité  de  sons,  dont  la 
plupart  ue  diffèrent  pas  d’une  manière  sensible. 

On  admet  donc  comme  limite  d’intcrvallc  celui  qui 
existe  entre  un  demi-ton  majeur  et  un  demi-ton  mineur, 
savoir  : 


îtf  a5 ia8 

i5  * 34  125* 


INT 

L’intervalle  de  ri  à m»  étant 

6 ;5 384 i a8 

5 * 64  3;5  • 125* 

.nous  poserons,  par  la  même  raison, 


D 


c’est-à-dire  que  tous  les  sons  dont  l’intervalle  n’est  pas 
plus  grand  que  sont  considérés  comme  identiques 

ou  comme  à l’unisson  les  uns  des  autres.  Et,  en  effet, 
deux  cordes  sonores  dont  les  nombres  de  vibrations, 
dans  le  même  temps,  seraient  128  etiaS  feraient  enten- 
dre deux  sons  que  l’oreille  la  plus  délicate  distinguerait 
difficilement  l’un  de  l’autre. 

13.  Employons  ce  petit  intervalle  ou  ce  comma> 

pour  nous  guider  dans  le  choix  des  demis-tons  qui  doi- 
vent composer  la  gamme  chromatique.  L’intervalle 

entro  ut  et  ré  étant 

27  a5 G48 129,5 

a5  ’ a4  6 2 5 ia5  9 


» 11  128 

c’est-à-dire  plus  grand  que  le  comma  — nous  voyons 

. 35  27 

qu’aucun  des  deux  nombres  constituons  ^ ^ ne  peut 
représenter  le  son  compris  entre  ut  et  ri,  et  qui  doit  être 

U I 

ù la  fois  ut  * et  re,  mais  en  haussant  le  plus  petit  de  ces 

nombres  de  l’intervalle  --f  et  en  baissant  le  plus  grand 
120 

de  ce  même  intervalle,  nous  obtiendrons  deux  sons  qui 
ne  différeront  pas  sensiblement  des  proposés  et  que 
nous  pourrons  prendre  ensuite  l’un  pour  1 autre  sans  in- 
convénient : or 


a 5 128 ZZ  > AZ? 2.55 

a4  ^ ia5  i5*  a5  * ia5  128* 


Ainsi  les  deux  rapports  dont  1 intervalle  est 

plus  petit  que  peuvent  être  pris  indifféremment 

pour  représenter  le  demi-ton  intercalaire  entre  ut  et  ri, 
et  comme  c’est  une  règle  fondée  sur  la  nature  même  de 
l’organe  de  l’ouïe,  que  l’intervalle  représenté  par  les 
nombres  les  plus  simples  est  le  plus  facilement  appré- 
ciable, nous  poserons 


L’intervalle  de  fa  à sol  étant 

36  a5 G48 

a5  ' 18  <3a5* 

il  faut  opérer  sur  ces  deux  sons  comme  nous  l’avons 
fait  sur  ut  " et  ri  ; le  premier  étant  haussé  et  le  second 
baissé  du  comma  ils  deviennent 


q5  128 64  36  138 45 

78  X ia5  45 9 a5  ' 125  3a’ 


Choisissant  le  rapport  le  plus  simple,  nous  ferons 


# b 

Comparant  de  la  même  manière  les  sons  soi  et  la  , 
nous  trouverons  pour  leur  intervalle 

8 a5 2a!- 

5 : 1?“  1 25  * 


on  peut  donc  prendre 


1#  ; 

sol  = la 


Enfin,  l’intervalle  de  la 


# 


b 8 


9 ia5 648 

5 * 72  6a5 


étant  plus  grand  que  le  comma  nous  trouverons, 

en  haussant  le  plus  bas  et  en  baissant  le  plus  haut  de 
ces  sons  de  ce  meme  comma, 


ia5 

-72 


2^8 
ia5  * 


16 

F’ 


. b 9 138  225 

tx  5 ia5  128’ 


D’où 


ut*  ~rr~ 


26 

i5’ 


l6 

9*’ 
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Réunissant  tou»  ces  résultat» , nous  aurons  pour  l’é- 
chelle complète  de  la  gamme  chromatique.....  (5) 

16  p654  45  385  16  i5 

’’  73’  8’ 5’ 4’ 3’ 53’ 3’ 5’ 3’ 7’ T ’ *’ 

45 

Le  son  du  milieu  de  l’échelle  étant  exprimé  par  des 

nombres  un  peu  grands , comparaiiTement  aux  autres 

g 

sons,  on  a trouvé  qu’au  lieu  d’altérer  les  deux  sons  fa 
et  la  ^ du  comma  il  serait  plus  exact  de  prendre 

une  moyenne  proportionnelle  entre  ces  deux  sons 
*5  56  „ 

y d autant  mieux  que  cette  moyenne 


est  en  même  temps  la  moyenne  des  deux  sons  extrêmes 
i et  a,  et  que  l’intervalle  total  de  l’octave  se  trouve,  de 
cette  manière,  partagé  en  deux  parties  égales  par  le  son 
du  milieu. 

En  effectuant  ce  changement,  l’échelle  chromatique 
devient...  (6) 


R0*1RR*  RELATIFS  DES  VIBRATIONS 
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i5 

1,006666 

.....  . 

. . 

9 

8 

i,ia5ooo 

.»  .4 

ri  ou  mt  . 
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3 
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8 

5 
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3 

1,666666 
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il  Ht.  Avant  do  poursuivre,  rappelons-nous  que, 

pour  coostruire  la  gamme  naturelle  (4),  et,  par  suite,  la 

gamme  chromatique  (5)  au  (C)  nous  sommes  partis  des 

12  3a5  . . , 

rapports  de  vibrations  -,  - , t»  qui  sont  les  plus 

simples  de  tous  ceux  qu’on  peut  exprimer  au  moyen 
des  seuls  nombret  premiers  1,  2,  3,  5.  En  y ajoutant 

le  rapport  g que  l’oreille  saisit  avec  presque  autant 

5 

de  facilité  que  le  rapport  et  qui  forme,  dans  la 

gamme  naturelle  (4),  l’intervalle  exact  de  la  but,  sa- 
voir : 


nous  aurons,  pour  l'ensemble,  des  intervalles  conson- 
nans  fondamentaux  : 

Int.rvalta'  ItowWe.  CMUtitMO»- 

Unisson 1 ■ 1 > 

Octave * : » 

Quinte.  . • 3:i, 

Quarte 4:®> 

Tierce  majeure 5:4? 

Tierce  mineure 6:5. 


Tous  les  outres  intervalles  résultant  des  combinaisons 
de  ceux-ci,  on  voit  que  l’échelle  musicale  actuelle  dé- 
rive des  nombres  premier»,  î,  a,  3,  5.  Si  on  voulait 
introduire  le  nombre  7,  U faudrait  faire  subir  à eclte 
échelle  des  changemens  dont  l’utilité  pour  le»  progrès 
de  la  musique  est  encore  problématique. 

i3.  S’il  est  nécessaire,  pour  juger  des  qualités  et  des 
effets  des  intervalles  consonnans,  de  leur  attribuer  les 
rapports  précédens,  il  est  tout-4-f.it  impossible  de  se 
servir  toujours  de  ces  rapports  dans  la  pratique  .surtout 
pour  les  instrumens  à sons  fixes , où  l’on  est  force  de 
confondre  les  dûtes  aveo  les  bémols.  L’échelle  chroma- 
tique (6) , destinée  à modifier  la  plupart  des  intervalles 
en  leur  conservant  le  plus  haut  degré  possible  d’exac- 
titude, est  loin  de  remplir  complètement  son  but;  car 

deux  sons,  dont  l'intervalle  est  égal  au  comma  ”5. 


quoique  peu  différens  l'un  de  l’autre  et  sensiblement 
I l’unisson  pour  l’oreille,  quand  elle  les  perçoit  tsole- 
mcot , produisent  des  dissonances  très-appreciables  dans 
leur  co-existence  avec  d’autres  sons.  Un  forte-piano, 
nar  exemple  , dont  toutes  les  gammes  seraient  exacte- 
ment accordées  sur  l’échelle  (5),  offrirait  plus.eurs 
tierces  majeures  et  mineures  intolérables,  parce  qu  el  es 

.ont  inexactes  de  ce  comma  ig.  Ce  n’es,  qu’en  alté- 
rât plus  ou  moins  les  intervalles  de  l’écheUc  (5)  qu’on  • 


sdi>y  Google 
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INI 


peut  obtenir  des  accords  suffisamment  exacts  ; mais , en 
exécutant  de  telles  altérations,  il  est  essentiel  de  les 
répartir  de  manière  que  chaque  intervalle  s’approche 
le  plus  de  l'exactitude  absolue  sans  dénaturer  les  autres. 
Les  altérations  des  sons  qui  produisent  ces  effets  sc 
nomment  le  tempérament;  un  système  d 'échelle  tem- 
pérée doit  être  considéré  comme  d’autant  plus  parfait 
qu’il  présente  une  plus  grande  quantité  d’accords  entiè- 
rement justes. 

14.  On  a proposé  divers  systèmes  de  tempérament 
dont  le  plus  simple  consiste  à faire  les  douze  degrés  de 
l’échelle  chromatique  parfaitement  égaux.  Cette  échelle 
se  compose  alors  de  treize  sons , y compris  l’octave  utJf 
qui  ont  pour  intervalle  partiel  un  demi-ton  un  peu  plus 
grand  que  le  demi-ton  mineur,  et  un  peu  plus  petit  que 
le  demi-ton  majeur;  toutes  les  quintes  s’y  trouvent 
sensiblement  justes,  et  les  tierces  y sont  moins  altérée* 
que  dans  l’échelle  (5).  Mais  pour  apprécier  le*  avan- 
tages ou  les  inconvénicns  d’un  lempèravnnt  quel- 
conque , il  devient  nécessaire  de  considérer  les  inter- 
valles sous  un  autre  point  de  vue  que  celui  de  leur 
génération;  car  si  les  nombres  constituons  de  ces  inter- 
valles ont  le  précieux  avantage  d’être  l’expression  fidèle 
des  phénomènes  acoustiques , ils  sont  insuffisans , ou 
du  moins  compliquent  la  question  de  difficultés  étran- 
gères, dès  qu’il  s’agit  d’aborder  les  phénomènes  musi- 
caux, c’esl-â-dire  de  comparer  ces  intervalles  entre  eux, 
et  de  déterminer  leurs  rapports  réels  de  grandeur. 
Lorsque,  dans  le  tempérament  égal,  ou  dit,  par  exemple, 
qu’un  demi-ton  est  la  moitié  d’un  tony  qu’une  tierce 
majeure  est  composée  de  quatre  demi-tons,  etc. , etc., 
on  emploie  des  expressions  justes  et  convenables, 
parce  qu’on  considère  l’intervalle  de  deux  sons  comme 
une  distance  composée  de  distance»  plus  petites;  ainsi 
la  voix  qui  monte  de  l’ut  au  tnt,  par  lu  succession 

g # 

des  sons  ut,  ut  , ré,  ré  , mé,  parcourt  quatre  dis- 
tances égales,  et  si  l’on  prend  la  première  pour  unité , 
la  distance  totale,  ou  l'intervalle  ut,  mi,  doit  être  repré- 
sentée par  le  nombre  4 > qui  fait  connaître  immédiate- 
ment le  rapport  de  grandeur  de  l'intervalle  de  tierce 
avec  l’intervalle  de  demi-ton.  11  n’en  est  plus  de  même 
si  Fou  veut  exclusivement  représenter  les  intervalles 
par  les  rapports  des  vibrations , comme  Font  fait  jusqu’ici 
tous  les  auteurs  des  traités  d'harmonie;  car  oe  n’est 
alors  qu‘cn  attachant  aux  mots  un  tout  autre  sens  que 
le  sens  ordinaire  qu’on  peut  dire  qu’un  intervalle  est 
une  moitié  ou  une  partie  quelconque  d’un  autre  inter- 
valle,puisqu’il  ne  s'agit  jamais,  dans ccs  prétendus  rapr 
ports  de  grandeur,  du  lUrroBT  géométrique,  base  de  la 
notion  de  mesure. 

«6.  La  comparaison  des  inter  val  los  ne  peut  donc 
s effectuer  d’une  manière  rationnelle  qu’en  prenant 
1 un  d’eutre  eux  pour  unité,  et  qu’en  représentant  Cha- 


cun des  autres  par  le  nombre  qui  exprime  combien 
de  fois  il  contient  celte  unité.  Quant  au  choix  de  l’in- 
tervalle destiné  à servir  d’unité,  il  est  évidemment  ar- 
bitraire , et  ne  saurait  être  provoqué  que  par  des  rai- 
sons de  convenance  ou  de  facilité  pour  les  calculs. 
L’échelle  chromatique  étant  composée  de  douze  inter- 
valles partiels  inégaux , si  l’on  prenait  pour  unité  soit 

...  a5  . , . .16 

le  demi-ton  mineur  — , soit  le  deim-ton  maieur  — , 
24  . »5 

aucun  d’eux  ne  serait  compris  un  nombre  exact  de  fois 
dans  l’intervalle  d’octave,  ce  qui  compliquerait  singu- 
lièrement la  comparaison  des  sons  appartenant  à deux 
périodes  différentes.  Il  est  donc  beaucoup  plus  simple 
d’adopter  pour  unité  un  semi-ton  moyen  exactement  égal 
à la  douzième  partie  de  l’octave  , c’est-à-dire  le  demi- 
ton  du  tempérament  égal. 

1C.  Pour  bien  comprendre  les  nouveaux  principes 
que  nous  allons  exposer,  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  les 
règles  données  ci-dessus  pour  le  calcul  des  intervalles 
représentés  par  les  rapports  des  vibrations;  car  la  pre- 
mière chose  à faire  est  de  représenter,  par  un  rapport 
semblable,  le  demi-ton  qui  va  nous  servir  d’unité.  Or 
ce  demi-ton  doit  être  tel  qu’étant  multiplié  douze  fois 
par  lui-même,  il  produise  le  nombre  a,  puisque  l’in- 
tervalle de  deux  sons  extrêmes  est  toujours  égal  au  pro- 
duit de  tous  le»  intervalles  partiels  des  sons  intermé- 
diaires entre  ccs  extrêmes  (5),  Le  demi-ton  moyen  en 
question  aura  donc  pour  expression  numérique 


V/a; 


et  il  ne  s’agit  plus,  pour  mesurer  un  intervalle  donné 
par  son  rapport  constituant,  que  de  trouver  combien  de 

11 

fois  le  nombre  \/a  est  facteur  de  co  rapport,  ou,  ce 
qui  est  la  même  chose,  û quelle  puissance  il  faut  élever 
« 

V/a  pour  obtenir  le  nombre  constituant  de  l'intervalle* 
Si,  par  exemple,  l'intervalle  donné,  que  nous  désigne- 
rons généralement  par  M,  contient  exactement  deux 
fois  l’unité  d'intervalle  adopté,  on  aura 


(.?.)*(✓.)  ou  (£)*-«. 

S'il  le  contient  deux  fois  et  demie,  on  aura  de  même 

(Il  \2,S 

l/a  J - M. 

et  ainsi  de  suite. 

Il  en  résulte  généralement  que  si  m est  l’exposant  de 

la  puissance  à laquelle  il  faut  élever  \|/a  ponr  produire 
M,  m donnera  la  mesure  de  l’intervalle  M,  ou  expri- 
mera le  nombre  des  demi-tous  moyens  dont  se  com- 
pose cet  intervalle.  Ainsi,  considérant  \/%  cornue  la 


V 
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hase  d'un  système  particulier  de  logarithmes  , nous 
pourrons  dire  que  la  mesure  d'un  intervalle  est  le  loga- 
rithme de  ce  que  nous  avons  nommé  son  nombre  con- 
stituant. 

vj.  Proposons  «nous,  pour  exemple  de  calcul,  de 
trouver  combien  l'intervalle  d'ut  h la,  dont  le  nombre 
5 

constituant  est  ÿ contient  de  demi-tons  moyens.  Dé- 
signant par  x le  nombre  cherché,  nous  avons  à résoudre 
l'équation  exponentielle 


qui  donne,  en  employant  les  logarithmes  (t*oy.  loin.  I, 
page  55;), 

x log  (y*)  = log  | = *°g  5 — log  », 
et 

log  5 — log  3 o,2ii 85 

X , ** 5=9  o,on5og‘ 

Hv/j 

En  nous  arrêtant  aux  centième»,  ce  qui  est  plus  que  suf- 
fisant, il  vient  x = 8,84,  c’est-à-dire  que  l’intervalle 

84 

de  ut  ii  la  comprend  huit  demi-tons  moyens  et 
de  demi-tons. 

i8.  Une  semblable  opération, 'effectuée  sur  tous  les 
nombres  de  l’échelle  chromatique  (6) , fournira  le  ta- 
bleau suivant  qui  rend  sensibles  les  rapports  de  grandeur 
des  divers  intervalles  de  cette  échelle. 


245 

La  colonne  intitulée  différences  contient  les  Intervalles 
partiels  des  il  degrés  de  l’échelle.  On  voit  que  le  plus 
petit  de  ces  intervalles  0,70  diffère  du  plus  grand  i,ia 

de  0,4'’  ou  d’environ  l de  demi-ton. 

0 

Voici,  en  particulier,  les  intervalles  les  plus  usuels, 
et  qui  doivent  servir  de  points  de  comparaison  dans  les 

diverses  échelles  tempérées  : 


- 

Nombre* 

| Nombre* 

| CMMilUU. 

|ir<i|>o>  iiumirl. 

a 

octave . . 

1 

13,00 

quinte 

3 

a 

7,03 

quarte  . 

4 

3 

4,9» 

tierce  majeure 

5 

4 

3,86 

6 

3,l6 

ton  majeur 

5 

9 

8 

a,o4 

10 

1,8* 

ton  mineur ' 

"9 

semi-ton  majeur 

18 

i5 

t.ia 

» *5 

semi-ton  mineur 

a4 

0,70 

TABLEAU 

DES  INTERVALLES  DE  LA  GAMME  CHROMATIQUE , LE  DEMI-TON 
MOYEN  ÉTANT  PUS  POUR  USITE. 


• Ittlftiilbileiili 

1 Nombre* 

pruportiuancU. 

DiBrri-act? 

Ut 

0,00 

jt  b 

m/  * ou  ri 

i,ia 

1,13 

ri 

3,04 

0»9» 

.8 

re  ou  m» 

3,16 

1,13 

3,86 

0,70 

/■<*•••  • V 

4,9» 

1,12 

fa  ou  sol 

6,00 

1,0* 

■ :,oa 

1,02 

sol H ou  la  

8,14 

1,13 

8,84 

0,70 

la*  ou.  as 

9,98 

_l,la 

10,88 

0,9a 

«». * • * • 

13,00 

«,»» 

Tous  les  intervalles  plus  petits  que  le  demi-ton 

a5 

mineur  — r sont  désignés  sous  le  nom  de  comma. 

a4 

L’intervalle  du  semi-ton  mineur  au  semi-ton  majeur , 

128  . , , .2 

ou  le  comma  — ^ , est  égal  a 0,4a , ou  a peu  près  ^ 

du  demi-ton  moyen.  Le  comma  vulgaire  jj? , considéré 

comme  la  limite  supérieure  des  erreurs  permises  dans 

22 

l’emploi  du  tempérament,  répond  à — - de  ,cc  demi- 


t<  n moyen. 

19.  En  considérant  la  grande  facilité  qtl*ap porte  dans 
le  :alcül  des  intervalles  leur  représentation  pardesnom- 
br  is  proportionnels,  on  doit  s’étonner  qu’aucun  har- 
moniste théoricien  n’oit  fait  son  profit  de  la  distinction 
établie  pour  la  première  fois  par  Euler  ( Tcnlamen  nova 
Theoria  musicœ , etc. , 1 7^9)  entre  les  rapports  des  sons 
et  la  maure  du  intemseUles  ; distinction  reproduite  par 
Lambert  (Mrfm.  de  VAcad.  de  /ferlin,  *776),  et  en- 
seignée depuis  par  Suremain  de  Missery  dan»  sa  Théorie 
de  l’ Acoustique . A l’exception  de  ce  dernier,  trop  bon 
géomètre  pour  partager  l’erreur  commune,  tous  les 
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auteurs  français  qui  ont  écrit  sur  la  théorie  de  la  mu- 
sique n’ont  pas  dit  un  seul  mot  qui  ait  rapport  A la 
véritable  mesure  des  intervalles , et  quand  ils  ont  à les 
comparer  comme  quantités  mensurables,  ils  emploient 
les  rapports  des  nombres  relatifs  de  vibrations  ; ce  qui 
3 

est  un  véritable  non-sens;  car  -,  par  exemple,  est 

bien  le  rapport  constituant  de  l’intervalle  de  quinte; 
mais  il  ne  lui  est  ni  égal  ni  proportionnel.  Si  cette 
égalité  ou  proportionnalité  avait  lieu , il  faudrait  que  la 

double  quinte  fût  exprimée  par  la  triple  quinte  par 


~ , et  ainsi  de  suite.  Cette  absurde  mesure  des  inter- 
a 

valles  musicaux  se  retrouverait  dans  la  mesure  des  édi- 
fices, si  un  architecte,  pour  énoncer  la  différence  de 
grandeur  absolue  entre  une  colonne  corinthienne  et  une 
colonne  toscane,  disait  que  celte  différence  est  celle  de 

■—  à parce  que  la  proportion  entre  le  diamètre  de 
la  colonne  et  sa  hauteur  est  — pour  l’ordre  corinthien, 


et  ^ pour  l’ordre  toscan. 

Parmi  les  bévues  résultant  de  la  fausse  représentation 
des  mesures  des  intervalles  par  les  rapports  constituans , 
une  des  plus  singulières  est  celle  de  J. -J.  Rousseau  qui, 
dans  son  Dictionnaire  de  Musique , a voulu  calculer  les 
intervalles  partiels  d’une  échelle  enharmonique  com- 
prise entre  deux  ut  (on  nomme  échelle  enharmonique 
celle  qui  ne  confond  pas  le  son  inférieur  diéié  avec  le 
son  supérieur  bémolisé  ) , et  ne  s’est  pas  aperçu  que  le 
résultat  de  scs  calculs  donnait  une  somme  plus  grande 
que  l’octave. 


ao.  On  a vu  (i 6)  que  la  vraie  mesure  des  intervalles 
tient  A un  emploi  des  logarithmes  qui,  bien  que  très- 
simple,  n’a  pas  encore  pu,  se  naturaliser  en  France, 
malgré  les  tentatives  faites  jusqu’ici  pour  mettre  A la 
portée  des  intelligences  les  plus  médiocres  ce  puissant 
et  commode  instrument  de  calcul.  C’est  probablement 
au  manque  de  notions  suffisantes,  sur  la  nature  et 
l’usage  des  logarithmes,  qu’on  doit  cette  multitude 
effrayante  de  chiffres  dont  quelques  musiciens  théoristes 
surchargent  les  pages  de  leurs  ouvrages  pour  arriver  à 
des  résultats,  souvent  erronés,  et  qui,  lorsqu’ils  sont 
exacts,  ont  toujours  l'inconvénient  de  reposer  sur  un 
système  faux  de  mesure,  capable  de  dérouler  les  étu- 
dians,  s’il  n’égare  pas  les  professeurs. 

Cependant , si  l’on  peut  pardonner  A certains  auteurs 
modernes  de  ne  pas  connaître  les  ouvrages  étrangers 
d'Euler  et  de  Lambert , et  l’ouvrage  français  de  Surc- 
main  de  Missery,  public  A une  époque  ( 1796)  où  l’on 
ne  s’occupait  guère  de  théories  musicales,  et  qui  manque 


d’ailleurs  des  dcveloppemens  nécessaires,  il  n’est  pas 
possible  de  leur  éviter  le  reproche  d’ignorance  pour  des 
travaux  beaucoup  plus  complets  et  beaucoup  plus  déci- 
sifs. En  181 5,  dans  sa  Mécanique  analytique , M.  le  baron 
de  Prony  a consacré  un  chapitre  très-détaillé  à Y acousti- 
que musicale,  dans  lequel  il  insiste  sur  la  nécessité  d’appli- 
quer au  calcul  des  intervalles  musicaux  des  procédés  ana- 
logues A la  nature  des  quantités  qu’on  veut  comparer. 
Ce  chapitre,  reproduit  en  partie  dans  le  Bulletin  Fi - 
russac  (avril  i8a5),  ramène  la  mesure  des  intervalles  A 
son  véritable  point  de  vue.  Depuis,  le  même  savant, 
frappé  des  erreurs  que  commettent  journellement  les 
musiciens  qui  essaient  de  calculer  les  intervalles,  a 
public  une  Instruction  sur  le  calcul  des  intervalles  musi- 
caux (Parts,  Firmin  Didot , i83a) , où  toutes  les  diffi- 
cultés sont  définitivement  aplanies.  Cette  instruc- 
tion, qu’on  pourrait  nommer  une  arithmétique  musicale , 
est  un  modèle  de  clarté  et  de  précision  qui  ne  laisse 
rien  A désirer  : tous  les  calculs  s’y  trouvent  ramenés  A 
Y addition  et  A la  soustraction , au  moyen  de  deux  pe- 
tites tables  de  logarithmes  dont  l’usage  n’exige  que  les 
connaissances  arithmétiques  les  plus  élémentaires.  Nous 
y puiserons  d’utiles  enseignemens  pour  la  suite  de  cet 
article. 

ai.  Le  choix  de  V uni  té  d'intervalle  est,  comme  nous 
l’avons  déjà  dit,  entièrement  arbitraire  ; M.  de  Prony 
a pris  le  demi-ton  moyen , déjà  indiqué  par  Lambert; 
Euler  s'était  servi  de  l’octave,  et  l’on  pourrait  tout  aussi 
bien  employer  le  ton  moyen , sixième  partie  exacte  de 
l’octavc.  Il  suffit,  du  reste,  de  connaître  les  nombres 
proportionnels  des  intervalles  rapportés  A l’une  quel- 
conque de  ces  unités  pour  obtenir  très-aisément  ceux 
qui  se  rapportent  aux  autres. 

En  effet,  avec  le  demi-ton  moyen  pour  unité,  les  in- 
tervalles sont  mesurés  par  les  logarithmes  A base  =\/a  ; 
avec  Yoctave,  par  les  logarithmes  binaires  ou  A base  = a ; 

et  avec  le  ton  moyen  par  les  logarithmes  A base  \/’s. 
Ainsi,  désignant  parti»,  m',  m'  les  logarithmes,  dans 
ces  divers  systèmes,  d’un  même  nombre  M représen- 
tant le  rapport  constituant  d’un  intervalle,  on  a A la 
fois  les  trois  expressions 

(y*y  = M,  (i/ay'  = M 

qui  donnent  les  trois  égalités 


d où  i on  tire  les  relations  suivantes  entre  les  nombre) 
tn,  m y m 


m — 1 am'>  m'*=  6m'j  m as  ■>»»'. 
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C’est-à-dirc  que,  pour  exprimer  en  demi-tons  moyens 
un  intervalle  exprimé  en  parties  de  l’octave,  il  faut 
multiplier  par  12  le  nombre  de  ces  parties,  et  que, 
réciproquement  pour  avoir  en  parties  de  l’octave  un 
intervalle  exprimé  en  demi-tons  moyens,  il  faut  diviser 
par  1 2 le  nombre  de  ces  demi-tons.  Par  exemple , l’in- 
tervalle de  quinte,  mesuré  en  demi-tons  moyens,  étant 
exprimé  par  7,02 , ce  même  intervalle , rapporté  à 
l’octave  comme  unité,  sera  représenté  par  le  nombre 

= o,585  ; 

12 

ce  qui  nous  apprend  que  la  quinte  est  à très-peu  près 

les  ou  les  \ de  l’octave. 

10  5 

Si  l’intervalle  était  exprimé  en  tons  moyens  et  qu’on 
voulût  l’avoir  en  parties  d’octave,  il  faudrait  le  diviser 
par  6 ; et  réciproquement  multiplier  par  6 le  nombre 
des  parties  de  l’octave,  pour  obtenir  le  nombre  corres- 
pondant des  tons  moyens.  En  partant  du  nombre  précé- 
dent o,585 , on  aurait  donc,  pour  l’intervalle  de  quinte 
exprimé  en  tons  moyens, 

o,585  X 6 = 3,5io. 

Ce  dernier  chiffre  montre  que  la  quinte' est  composée 
de  trois  ton9  moyens  et  d’un  demi-ton , à un  centième 
de  ton  près. 

Enfin , pour  passer  de  l’expression  en  demi-tons  à 
l’expression  en  tons,  ou  vice  versâ,  il  faut  diviser  la 
première  par  2,  ou  multiplier  par  2 la  seconde.  Toutes 
ces  particularités  sont  évidentes  ; caries  intervalles,  re- 
présentés par  des  nombres  proportionnels,  se  com- 
portent comme  toutes  les  autres  quantités,  dont  on  peut, 
à son  gré , changer  l’unité  de  mesure,  en  multipliant 
les  nombres  qui  les  expriment  par  le  rapport  de  la  nou- 
velle unité  à l’ancienne;  et  de  môme,  par  exemple, 
qu’on  réduit  en  pieds  un  nombre  donné  de  toises  en  le 
multipliant  par  6,  parce  qu’il  y a 6 pieds  dans  une  toise, 
on  réduit  en  demi-ton*  moyen*  un  nombre  donné  d’oc- 
taves  en  le  multipliant  par  12,  parce  qu’il  y a douze 
demi-ton9  dans  une  octave,  etc.,  etc. 

Nous  indiquerons  dorénavant,  par  les  caractéristi- 
ques d,  t , oc,  signes  abréviatifs  de  demi-ton,  ton  et 
octave,  la  nature  de  l’unité  à laquelle  se  rapporte  un 
nombre.  Nous  aurons  ainsi: 


avec  les  nombres,  aussi  facilement  que  lorsqu'ils  sont 
exprimés  en  tons  ou  en  demi-tons.  Toutefois,  comme  U 
est  très-facile  de  passer  d’une  unité  de  mesure  u 
une  autre,  nous  adopterons  ici  l’octave  pour  unité. 
M.  de  Prony,  dans  le  but  de  faciliter  les  calculs,  a 
donné  deux  tables  de  logarithmes,  qu’il  nomme  acous- 
tiques, dont  l’une  contient  les  logarithmes  binaires,  et 


l’autre  les  logarithmes  de  la  base  1/2  : la  première  se 
rapporte  à l’octave,  et  la  seconde  au  demi-ton  moyen 
comme  unités.  Elles  renferment,  l’une  et  l’autre,  les 
logarithmes  des  nombres  depuis  1 jusqu’à  320.  La  table 
des  logarithmes  binaires  étant  suffisante  pour  toutes 
nos  déterminations,  nous  l’avons  augmentée  de  cent 
logarithmes,  mais  nous  n’y  conservons  que  cinq  déci- 
males, ce  qui  dépasse  encore  les  besoins  de  la  pra- 
tique. 

a3.  L’emploi  de  cette  table  réduit  aux  deux  premières 
règles  de  l’arithmétique  toutes  les  opérations  relatives  à 
l'évaluation  des  intervalles  en  parties  décimales  de  l’oc- 
tave; ce  dont  on  peut  aisément  se  rendre  compte  en 
se  rappelant  le  principe  fondamental  de  cette  évalua- 
tion (16).  Représentons  par  ~ le  nombre  constituant 


d’un  intervalle  quelconque  ; celui  de  l’octave  étant  2 ; 
soit  p le  nombre  de  fois,  entier  ou  fractionnaire,  qu’il 

faut  multiplier  le  nombre  ^ par  lui -même  pour 

produire  2,  nous  aurons....  (a) , 


et  par  conséquent  p donnera  le  rapport  de  grandeur 

entre  l’intervalle  ? et  l’octave,  c’est-à-dire  que  si  p= 2, 
0 

cet  intervalle  sera  la  moitié  de  l’octave;  il  en  sera  le 
tiers  si  p = 3 , le  quart  si  p = 4»  ainsi  de  8Uite*  Gé- 
néralement, quel  que  soit  le  nombre  p,  le  rapport  vrai 
de  la  grandeur  de  l’intervalle  à celle  de  l’octave  sera 

1 # 

f*’ 

si  donc  on  considère  l’octave  comme  unité,  ce  nom- 
bre - sera  le  nombre  proportionnel  de  l’intervalle  et 
f* 

son  expression  en  unités,  chacune  égale  à une  octave. 
Or,  la  relation  (a)  donne  la  relation  réciproque 


intervalle  de  quinte  = o**,585  — 3',5i  — 7 

aa.  En  prenant  l’intervalle  d’octave  pour  tmité,  les 
intervalles  les  plus  usuels  ne  sont  exprimés  que  par  de*  ou' 
fractions  décimales  sans  entiers  ; ce  qui  ne  laisse  pas 
apercevoir  leurs  rapports  aux  personnes  peu  familières 


2*  = 


a 

V 
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posant,  pour  abréger,  - = ta.  Ainsi , étant  donné 

un  intervalle  par  son  nombre  constituant  on  ob- 

tiendra  son  nombre  proportionnel , par  rapport  à l’oc- 
tave prise  pour  unité,  en  tirant  la  valeur  de  m de 
l’équation  (5). 

Mais,  quelle  que  soit  la  base  du  système  de  loga- 
rithmes dont  on  veuille  se  servir  pour  résoudre  l’équa- 
tion (6),  on  a toujours 

log  (»•)  = log  ^îVetm  log  a — loga  — log  bi 


INT 

a4-  Veut-on  connaître  maintenant  ces  mêmes  inter- 
valles exprimés  en  tons  moyen»,  il  suffit  démultiplier 
les  nombres  précédens  par  6,  et  l'on  trouve 

Tierce  mlottir.  « G X 0,a63o3  * 

Tieirr  majeur-  = 6 X 0,3a  ig3  ~ i',g3i58, 

Quinte  = 6 X 0,58496  = 3', 50976. 

a5.  Les  mêmes  opérations,  exécutées  sur  tous  les 
intervalles  de  la  gamme  naturelle  ou  de  l'échelle  dia- 
tonique, fournissent  le  tableau  suivant  : 

TABLEAU 


d’oû 

m = log  0 ~ Ï0S 
log  a 

Ainsi,  lorsque  ce  système  est  celui  des  logarithmes 
binaires , comme  alors  le  logarithme  de  sa  base  a est 
l’unité,  on  a simplement 

m = log  a — log  b ; 

le  caractéristique  log , désignant  les  logarithmes  bi- 
naires, ou  les  logarithmes  de  la  table  ci-jointe. 

Il  résulte  de  ccs  considérations  que  le  nombre  propor- 
tionnel d'un  intervalle  eit  égal  à la  différence  des  loga - 
rithmes  b inair  et  des  deux  1er  me*  de  ton  nombre  constituant. 
Appliquons  cette  règle  à l’intervalle  de  tierce  mineure 


DES  INTERVALLES  DE  LA  GAMME  NATURELLE,  L’OCTAVE 
ÉTANT  PRISE  P0TR  UNITÉ» 


Ut 

ré 

mi. 

fa. 

sol. 

la 

tl 

ul. 


NumLrr» 

fin<|iA?liopaeJ( 


0**, 00000 
0,  16992 
O,  32193 
0,  4i5o4 
0,  58496 
o,  73697 

0,  90689 

1,  00000 


o**, 00000 
0,  16992 
o,  îSaoi 
o,  0901 1 
o,  16992 

o,  1 5201 

0,  16992 
o,  oqSii 


g ; prenant  dans  la  table  les  logarithmes  de  6 et  de  5 , 
nous  aurons 


Lt*  différences  partielles  nous  apprennent  que  le* 
Intervalles  nommés  Ion  majeur,  Ion  mineur  et  semi-ion 
majeur  ont,  pour  valeurs  respectives, 


Tierce  mineure  = 2,58496 2,32193  *=  0,a65o5. 

Cette  différence  représente  immédiatement  un  nombre 
d’octaves;  ainsi,  la  tierce  mineure  est,  à très-peu  pris, 

les  --  d’une  octave.  Nous  aurons  de  la  même  ma- 
i oo 

nière 


o“,i6g9a  , o~,i5aoi  , o-jogSi i ; 

et  il  suffit  de  eus  nombres  pour  se  guider  sans  difficulté 
dans  toutes  les  rechorehes  qui  ont  pour  objet  les  inter- 
v ailes  musicaux. 

a6.  Signalons  quelques  particularités.  La  différence 
du  ton  majeur  au  ton  miueur  est 


Tierce  majeure  = log  5 — log  4 , 

= 2,32193  — 2,00000=*  0",  33193. 

Quinte  = log  5 — log  2 , 

=»  1,58490—  1 »=o~, 58496, 


eT  ainsi  de  suite. 

Observons , en  passant , que  la  comparaison  de  ces 
nombres  montre  immédiatement  que  la  quinte  est  exac- 
tement composée  d’une  tierce  majeure  et  d'une  tierce 
piineurc,  çaç 

p-,Satp5  + O",o65o3  sa?  0-58490, 


0"»'699,j — o-,i5aoi  =0-, 01791. 


Ainsi,  en  montant  de  u I à rf,  on  monte  d'une  partie 

do  l'octave  plus  gronde  de  la  fraction  d'octave  lR 

1000  * 

que  lorsqu’on  monte  de  ri  i mi.  Cette  fraction,  réduite 
en  ions  moyens,  est  6 X 0,01791  = 0',  10740,  ou,  « 


très-peu  près,  - de  ton  moyen. 


L’habitude  des  musiciens  est  de  représenter  la  dif- 


firern  dw  top  majeur  au  ton  mineur  par  le  comraa  ?!  , 
* p<i  * 

CP  tjui  est  non  seulement  Insignifiant,  mais  donne 
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core  une  acception  fausse  au  mot  différence.  La  -véri- 
table différence  de  ces  deux  intervalles  est  en  octave 
°*%0179!‘»  en  tong  moyens,  o1, 10746;  et , en  demi-ton 
moyen,  o4, 31/192.  Ces  nombres  proportionnels  font 
connaître  les  rapports  réels  de  grandeur  de  l’intervalle 
en  question  avec  l’un  ou  l’autre  des  intervalles  com- 
parés, tandis  que  le  nombre  constituant  ~ indique  seu- 
lement que  le  ton  majeur  est  plus  grand  que  le  ton  mi- 
neur. Les  rapports 


o**,  1699a 
o”*,  01 781 


— 9>487  » 


o~, i5aoi 
o-,  01791 


= 6,487 


montrent  eu  effet  que  cet  intervalle  ou  comma  est 

80 

contenu  8 fois  et  à peu  près  */,  dans  l’intervalle  de  ton 
mineur,  et  9 fois  */,  dans  celui  de  ton  majeur. 

La  différence  du  semi-ton  majeur  au  ton  mineur,  ou 


o*,i5aoi  — o"*, 093 11  = o^oSSg, 
est  ce  qu’on  nomme  le  semi-ton  mineur.  Ce  demi-ton 
est,  à très-peu  près,  les  de  l’octave.  On  augmente 

donc  un  intervalle  des  de  l’octave  lorsqu’on  diize 

100  1 

le  ton  supérieur,  et  on  l'abaisse  de  la  même  quantité 
lorsqu'on  bémolise  ce  même  son.  Par  exemple,  l’inter- 
valle de  ut  à ré  étant  o*%i 699a,  celui  de  ut  à ré  ^ est 

H 

°“V699a — o°%o589=o~i  1 102;  et  celui  de  ut  à ré  = 
= o“,  1 699a  -^-o00, 0589  = o-,aa88i. 

L’intervalle  de  ut  à mi  ^ étant,  par  la  même  raison, 
o*%3ai93  — o°',o589  = o**a63o3,  on  voit  qu’on  ne 

S l» 

peut  confondre  ré  avec  mi  qu’en  forçant  l'oreille  à 
négliger  l’intervalle 

o~,a63o3  — o**, 9288a  = 0-, 03422, 

qui  diffère  peu  de  ^ du  ton  moyen.  L’intervalle 

o**,o34aa,  différence  du  semi-ton  majeur  au  semi-ton 

mineur  est  le  comma  dont  le  nombre  constituant  = I?? 
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nous  a servi  dans  la  construction  de  l’échelle  chroma- 
tique. On  peut  maintenant  apprécier  avec  facilité  le 
degré  d’exactitude  de  celte  échelle. 

27.  Parmi  les  problèmes  qu’on  peut  se  proposer  sur 
les  intervalles  musicaux,  nous  choisirons  les  suivans, 
qui  nous  paraissent  les  plus  propres  à faire  bien  sentir 
l’utilité  des  logarithmes  binaires. 

I.  Problème.  Un  son  étant  donné,  par  son  rapport 
constituant , déterminer  ta  place  qu’il  occupe  dans  la  série 
dti  son»  asetndan»  qui  commence  a»  ion_  fixe  ou  fonda, 
mitai.  ' 

Ton.  ui. 


1 "6 

Soit  le  rapport  donné  ; ce  nombre  signifie  que 

le  son  auquel  il  se  rapporte  fait  1 76  vibrations  pendant 
que  le  son  fixe  en  fait  33.  Il  s’agit  d’abord  de  trouver 
l’intervalle  vrai  de  ces  deux  sons. 

Nous  avons,  pour  cet  intervalle  (25)$ 

Log  176  — Log  33  = 7,45943 — 5,04459  = a, 4 15<>4. 

Ainsi,  le  son  dont  il  s’agit  est  distant  du  son  fixe  de  deux 
octaves,  plus  de  la  fraction  o",4 1 5o4  ; faisant  abstraction 
des  deux  octaves,  pour  ramener  le  son  dans  les  limites 
de  l’octave  du  son  fixe,  et  cherchant  dans  le  tableau  du 
n*  25  le  son  supérieur  de  l’intervalle  o0<!,4I5o4,  nous 
voyons  que  c’est  un  fa  : donc  le  son  proposé  est  la 
double  octave  du  fa  compris  dans  l’octave  du  son  fixe. 

Si  le  rapport  donné  était  un  nombre  entier  tel  que  3, 
il  faudrait  lui  donner  la  forme  fractionnaire  pour  y faire 
entrer  le  son  fondamental;  mais,  comme  log  i=so, 
il  n’y  a aucune  soustraction  à effectuer,  et  le  logarithme 
binaire  de  3 est  immédiatement  la  mesure  de  l'inter- 
valle. Ce  logarithme  étant  1,58496,  l’intervalle  du  son 
proposé  au  son  fixe  se  compose  d’une  octave,  plus  de 
l’intervalle  0,58496,  qu’on  reconnaît  être  une  quinte 
3 

(tableau  n*  a5);  l’intervalle  - ou  plutôt  î®*, 58496  se 

nommo  une  dix-septième;  en  admettant  que  le  son  in- 
férieur soit  l’t*/  fondamental , le  son  supérieur  est  le  sol 
de  la  seconde  octave,  ou  soL. 

IL  Problème.  Deux  intervalles  étant  donnés  par  leurs 
rapports  constituons  avec  un  même  son  fondamental,  dé- 
terminer l'intervalle  des  deux  sons  supérieurs. 

Soient  en  général  deux  intervalles  quelcon- 

ques rapportés  à un  même  son  fixe,  l’intervalle  des  sons 
supérieurs,  ou  de  ceux  dont  les  nombres  relatifs  de 
vibrations  sont  respectivement  a et  c,  sera 

c a cb 
d'  b * âd’ 


et  on  aura,  pour  la  mesure  de  cet  intervalle, 
Loge  4”  Log  b — (Log  a -f-  Log  d). 

Dans  le  cas  des  deux  rapports  particuliers  ^ et 
les  logarithmes , pris  dans  la  table,  donneraient 

Log  i5  = 3,90689  Log  to  = 3,  32193 

Log  3=1,58496  Log  8 = 3,  00000 

5,4gi85  6,  3ji<)3 

5,  4gi85 
Intervalle  sa  o**,83oo8 

32 
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Il  reviendrait  au  m?mc  d’évaluer  séparément  chaque 
intervalle,  puis  de  prendre  leur  différence;  on  aurait 
ainsi 

1 5 

Intervalle  --  =5, 90689  — 5,00000  = *>"',90689 

Intervalle  ~ =5, 5a 1 95  — l,58j<)6  — I,  73697 

Int.  demandé  sss  1 ,73697  — 0.90689  r^s  o,  8?y» -S 


Pour  discuter  plus  facilement  ces  valeur*,  exprinmus- 
les  en  demi-ions  moyens,  c’est-à-dire  multiplions  par 
lu,  et  cnmparous-les  ensuite  av?c  les  intervalles  de 
l’échelle  chromatique  n"  18.  Nous  aurons,  en  nous  bor- 
nant aux  centièmes, 


Premier  intervalle, 
Second  intervalle. 


Dîtr.  ou  intervalle  partiel, 


sss  10^,88 

= 2ü%84 


œ 9%9®- 


tions  que  font  dans  le  mèms  temps  les  deux  sons  dont  il 

exprime  la  diftanc*. 

Ce  problème  est  Ttuverse  de  celui  dont  nous  nous 
sommes  occupés  jusqu'ici  ; et  si  l’on  pouvait  trouver 
aussi  facilement,  dans  la  table  des  logarithmes  binaires, 
le  nombre  correspondant  à un  logarithme  donné  qu’on 
y trouve  le  logarithme  correspondant  à un  nombre 
donné , cette  table  en  offrirait  immédiatement  la  solu- 
tion. Mais  comme  on  11c  pourrait  l'employer  à cet  usage 
que  dans  un  petit  nombre  de  cas  et  eu  ayant  égard  à 
diverses  circonstances  qu’il  serait  trop  long  d’expliquer, 
nous  allons  aborder  directement  la  question  au  moyeu 
des  logarithmes  vulgaires , que  nous  désignons  par  la 
caractéristique  log,  conservant  la  caractéristique  log 
pour  les  logarithmes  binaires. 

Sent  m le  nombre  d'octaves  ou  de  fractions  d'octave 
exprimant  l’intervalle  et  M sou  nombre  constituant 
cherché,  nous  avons  la  relation  fondamentale 

a"  *=  M , 


Le  dernier  nombre  est  celui  qui  exprime,  dans  la  table, 
l’intervalle  de  ut  à la  ^ ou  à >ï  ^ ; c’est  l'intervalle  cher- 
ché. Quant  aux  intervalles  proposés,  on  voit  immé- 
diatement que  le  premier  est  l’intervalle  de  ut  à si  ; 
mais  le  son  supérieur  du  second  étant  placé  dans  les  li- 
mites de  la  seconde  octave , à partir  de  Tuf  fixe  ; car  tous 
les  sons  de  cette  seconde  octave  sont  distans  de  «t  de 
quantités  comprises  entre  la11  et  -24%  U faut  retran- 
cher ta  de  l'intervalle  aoJ,84,  pour  icramener  dau>  les 
limites  de  la  première  octave.  Comme  le  nombre  8^,84 
auquel  il  se  réduit  exprime  l’intervalle  de  ut  à les,  il  en 
résulte  que  aoJ,84  exprime  celui  de  «f  à lay  Les  sons 
supérieurs  des  intervalles  proposés  sont  donc  si  et  lal9 
et  leur  intervalle  se  trouve  parfaitement  égal  à 

relui  ut  à la  . 

La  détermination  complète  des  sons  qui  se  trouvent 
désignés  ici  par  si  et  la,,  exigerait  que  le  son  fixe  ut  fût 
lui-même  déterminé  ; ce  qui  ne  peut  être  que  l’objet 
d’une  convention/  Quel  que  soit  le  degré  d’acuité  ab- 
solue de  ces  sons,  leur  intervalle  sera  toujours  de  dix 

demi-tons  moyens,  à de  demi-tons  près.  Nous 

verrons  ailleurs  tout  ce  qui  concerne  les  sons  en  eux- 
mêmes  (roy.  Soji);  il  ne  s’agit  dans  cet  article  que  de 
la  mesure  de  leurs  intervalles. 

a8.  On  peut  se  proposer  un  autre  problème  impor- 
tant, sur  les  intervalles,  pour  lequel  notre  table  des 
logarithmes  binaires  est  insuffisante,  à cause  de  son 
peu  d’étendue.  Le  voici  : 

Etant  donné  un  intervalle,  soit  m octaves,  en  tons 
moyens,  ou  en  demi-tons  moyens,  trouver  son  nombre 
ttmiftfiMNif,  c'est-à-dire  U rapport  de»  nombres  de  vibra - 


qui donne,  en  prenant  le  logarithme  vulgaire  de  cha- 
cun de  scs  membres 

m Log  a = Log  M. 

Or,  le  logarithme  vulgaire  de  a est  o,3oio3,  donc 
Log  M — o,3o  1 o3  . ni  ; 

c’est-à-dire  qu’en  multipliant  le  nombre  proportionnel 
de  l'intervalle  par  le  facteur  constant  o,3oio3,  on  ob- 
tient le  logarithme  vulgaire  du  nombre  constituant, 
nombre  qu’on  peut  ensuite  trouver  au  moyen  des  tables 
ordinaires.  11  est  bien  entendu  qu’il  s'agit  exclusivement 
d’un  nombre  proportionnel  rapporté  à l’octave  comme 
unité;  si  l’intervalle  était  exprimé  en  tons  ou  en  demi- 
tons  moyens,  il  faudrait  commencer  par  le  réduire  en 
octaves.  Prenons  pour  exemple  i’intervalle  o*®, 58496; 
nous  aurons 

Log  M = o,3oio5  X 0,58998 « 0,176091. 

Cherchant  le  nombre  correspondant  à ce  logarithme 
dans  nos  tables  du  mot  Logabuuue,  nous  trouverons 

M — i,5  ou  Mes-; 

l’intervalle  en  question  est  donc  celui  de  quinte  juste. 

Proposons-nous  encore  de  trouver  le  nombre  consti- 
tuant de  l'intervalle  égal  à un  millième  de  l’octave,  sa- 
voir : o*%ooi.  Le  produit  de  ce  nombre,  par  le  facteur 
coûtant  o,3oio3,  donne 

Log  M ==  o,ooo3otj 
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en  uous  bornant  toujours  à six  décimâtes , d’où  51  = 
= 1,0007.  Ce  nombre  mis  sous  la  forme  des  fractions 

ordinaires  devient  >?0°-,  et  nous  apprend  que  de  deux 
10000  ri 

sons,  dont  l'intervalle  est  o°%ooi , le  premier  fuit  10000 
vibrations  dans  le  temps  que  le  second  en  (ait  10007. 
Ces  deux  sons  paraîtraient  donc  exactement  à V unisson, 
car  aucune  oreille  n’est  susceptible  de  s’apercevoir  du 
retard  des  premières  vibrations  sur  les  secondes. 

On  conçoit  que  si  — d’octave  est  un  intervalle  in- 
^ 1000 


sensible, de  demi-ton  moyen,  qui  n’est  que 

d’octave,  est  encore  bien  moins  perceptible,  de  sorte 
qu’en  se  bornant  aux  deux  premières  décimales,  dans 
toutes  les  évaluations  des  intervalles  en  demi -tons 
moyens , on  dépasse  encore  de  bcaucuiip  toutes  les 
exigences  de  l’oreille. 

39.  C’est  ici  le  lieu  de  mentionner  un  fait  très- 
avantageux  pour  la  musique.  Lorsqu’on  entend  un  in- 
tervalle qui  diffère  très-peu  d’un  autre  exprimé  par  des 
nombres  plus  simples,  on  croit  entendre  réellement  le 
plus  simple,  cl  l’illusion  est  d’autant  plus  complète  que 
la  différence  est  moindre.  Par  exemple,  deux  cordes 
sonores,  vibrantes  simultanément,  et  dont  la  première 
ferait  34o  vibrations  pendant  que  la  seconde  en  ferait 
236,  donneraient  un  accord  de  quinte  qui  paraîtrait  très- 

juste,  parce  que  l'oreille  substituerait  au  rapport 


le  rapport  plus  sinipie  Ce  phénomène  ne  re- 

pose pas  uniquement,  comme  quelques  auteurs  l’ont 
pensé , sur  les  limites  de  la  sensibilité  des  organes  de 
l’ouïe,  ' mais  encore  et  principalement  sur  l’action 
qu’exercent  les  unes  sur  les  autres  les  diverses  ondula- 
tions sonores  excitées  dans  l’air  par  les  corps  vibrans 
simultanément,  il  est  certain  qu’une  foule  de  disso- 
nances légères,  dont  on  serait  frappé  si  l’on  était  placé 
trcs-près  d’un  orchestre  exécutant,  disparaissent  quand 
on  s’en  trouve  éloigné  d’une  certaine  distance,  et  que 
les  sons  s'harmonisent  d’autant  mieux  qu’ils  ont  i\  par- 
courir un  plus  grand  espace  avant  d’étre  pirpus.  Sans 
ccttc  circonstance,  il  n’y  aurait  pas  d’harmonie  pos- 
sible. 

3o.  Dans  le  système  du  tempérament  égal , suivant 
lequel  on  accorde  généralement  aujourd'hui  les  forte- 
pianos,  les  douze  demi-tons  delà  gamme  chromatique 
sont  égaux,  et  les  intervalles  des  degrés  successifs  de 
cette  gamme  sont  en  nombres  constituans 


dont  on  présente  les  approximation*  suivantes. 
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Note*. 

de*  vibration»  rcUtnn-  * 

Ut 

1,000000 

ut  ^ ou  ré  ^ 

1, 05^63 

ri 

1,123462 

ré  ou  m» 

1, 189:10? 

mi 

1,259921 

f« 

1,334840 

fa  ou  toi 

I,4l42l3 

soi 

i,4o83o6 

fj  k 

sol  * ou  la 

1,587400 

la 

1,681793 

. if  .t 

la  ou  a*  

1,781796 

si 

1,887745 

«>, • ■ 

2,000000 

Ces  nombres  ne  sont  guère  susceptibles  de  faire  con- 
naître les  différences  de  la  présente  échelle  avec  l’é- 
chelle (5)  ; car,  en  comparant , par  exemple,  la  quinte 
exprimée  ici  par  1,4983 06  avec  la.  quinte  juste  de 
l’échelle  (3)  = 1,5,  tout  ce  qu’on  peut  voir,  c’est  que 
la  quinte  juMe  est  plus  haute  que  la  quinte  tempérée; 
mais,  si  on  voulait  savoir  de  combien , il  faudrait  se 
perdre  dans  une  foule  de  calculs , que  nous  laisserons 
faire  aux  auteurs  des  traités  d’harmonie,  pour  aborder 
directement  la  question. 

Pr»*n*»i»t  ledomi-ton  moyen  pourunité,  les  intervalles 
des  de  grés  successifs  de  la  gamme  chromatique  moyenne 
sont  exprimés , par  la  suite  , des  nombres  entiers. 

iJ,  5J,  4%  ^ <*,  7\  8J,  9\  ioJ,  114,  124 

qu’il  suffit  de  comparer  avec  la  suite  des  nombres  du 
tableau  n"  18,  pour  trouver  toutes  les  différences  des 
deux  échelles.  Ainsi,  comme  la  quinte  juste  est  égale 
à 74,oa  , et  la  quinte  te  mpérée  seulement  à 7d , on  voit 
que  la  dernière  pèche  par  défaut  de  de  demi-ton; 
la  tierce  majeure  tempérée  = 4*  dépasse,  au  contraire, 
la  tierce  majeure  juste  =3,86  de  de  demi-ton,  etc. 

Nous  ne  nous  arrêterons  point  à signaler  les  autres  dis- 
sidences : il  nous  suffit  d’avoir  montré  l’extrême  faci- 
lité de  toutes  ces  comparaisons  quand  on  y emploie  les 
mesures  vraies  des  intervalles.  M.  tfc  Prony  ayant  mis 
en  regard,  dans  son  Instruction , diverses  échelles  tem- 
pérées, nous  renverrons  ceux  de  nos  lecteurs  qui  dési- 
reraient de  plus  amples  détails  à cet  ouvrage,  où  au- 
cune difficulté  n’est  laissée  sans  solution,  aucun  point 
obscur  sans  éclaircissement. 
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TABLE  DES  LOGARITHMES  BINAIRES  DES  NOMBRES 

DEPUIS  1 JUSQU’A  420. 


171 

0.WM6 

181 

122 

(1,9.10*4 

182 

173 

(1,04251 

183 

IM 

4,95420 

181 

125 

(1,96578 

185 

4,39233 

4,1591» 

4.52358 

4,58486 

4,84989 

81 

82 

83 

84 

85 

4,70044 

M 

4.75180 

87 

4,807i‘i 

bs 

4,»5T!«8 

HO 

90 

5.35755 

101 

r.r,sm 

ICI 

5,30233 

102 

6,07213 

162 

5,42626 

103 

6,68650 

163 

5.4511 1 3 

loi 

6,70014 

161 

3,49185 

105 

6,71435 

163 

241 

7,91399 

301 

242 

7 ,9(686 

243 

7.92161 

jiU 

214 

7,93074 

301 

243 

7, N3WJ4 

303 

0,04439 

126 

9,97728 

186 

6.061*1» 

127 

6,96864 

187 

(.,*6,740 

128 

7,W.*P<K» 

188 

6,10852 

12V 

7.01123 

189 

6,12928 

130 

7,02237 

190 

7.03342 

15*1 

7,  "11.19 

172 

7,05528 

193 

7,06609 

191 

7.07662 

195 

7.087 16 

196 

7,008*13 

197 

7.IH8V2 

198 

7.11  H»  J 

199 

7,12928 

'200 

7.13955 

201* 

7.11975 

202 

7,15957 

' *203 

7,164193 

‘201 

7,17991 

205 

7. 18982 

206 

7,19967 

■W7 

7. VW 15 

208 

7.21917 

209 

7,22882 

210 

LOCA- 

niTIIMES. 

il 

o 

K 

8,2"302 

361 

8,2.18*1) 

:io-2 

8.24317 

363 

8,24793 

361 

8,25267 

36> 

8,25739 

366 

8,21.209 

3*>7 

f ,26*179 

3*18 

8,271 16 

369 

8,27612 

370 

8.28077 

371 

8,28.510 

372 

8, 25*1102 

373 

8,29162 

371 

8,29021 

375 

8,30378 

37)5 

8,304)31 

377 

8.11288 

378 

8.31741 

379 

8,32183 

380 

7,28540 
7, '29 162 
7,30378 
7.31288 
7,32193 

2lfi 

217 

218 

219 

220 

7.330W 

221 

7.33985 

222 

7.34873 

228 

7,35755 

224 

7.3' «37 

275 

7,11795 

231 

7,42026 

2K 

7,434*41 

233 

7,44294 

234 

7,45121 

235 

7,78790 

n 

7, 7»  112 

282 

7, ‘•(**>90 

283 

7.80735 

284 

7,81378 

285 

7,82018 

286 

7.82655 

287 

7.83259 

231 

7,83920 

289 

7,84549 

200 

7,85175 

291 

7.8571*3 

292 

7.8641!) 

293 

7.870  «; 

VJ  4 

7,87652 

295 

8.02791 

321 

8,3‘.‘(«4J 

381 

8.03342 

322 

6,  . U 92 

362 

8.0JS92 

32J 

S,  13539 

383 

8,0143» 

321 

8..1  '.'*85 

.181 

8,04985 

325 

b.Si  1J0 

385 
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LAMINOIR.  (Méc.)  Nom  générique  donné  aux  ma- 
chines métallurgiques,  composées  de  deux  cylindres, 
qui  sont  destinées  à aplatir  les  métaux  et  à les  étirer. 

L'invention  des  laminoirs,  faite  par  Olivier  Aubry 
vers  i54o,  est  l’origine  de  la  supériorité  incontestable 
que  possèdent  les  modernes  sur  les  anciens  pour  le  tra- 
vail des  métaux.  L’usage  de  ces  machines  éminemment 
simples  n’est  cependant  devenu  général  que  long-temps 
après  leur  découverte,  car  il  n’y  a pas  plus  d’une  qua- 
rantaine d’années  qu’on  l’a  substitué,  en  Angleterre, 
à l’emploi  des  marteaux  et  des  martinets . dont  on  se 
sert  encore  dans  nos  usines  pour  forger  et  étirer  le  fer. 
Ce  changement  de  procédés,  disent  MM.  Élie  de  Beau- 
mont et  Dufrénoy , dans  leur  description  des  forges  de 
l'Angleterre,  a produit  une  économie  considérable  dans 
la  main-d’œuvre,  et  a permis  de  fabriquer  une  beaucoup 
plus  grande  quantité  de  fer,  à cause  de  la  prodigieuse 
rapidité  des  nouvelles  opérations.  Ainsi , tandis  qu’au- 
trefois  une  alïlneric,  marchant  avec  un  marteau,  pro- 
duisait à peine  10  milliers  de  fer  en  barres  par  semaine, 
aujourd’hui  une  aOlncric  de  moyenne  grandeur,  tra- 
vaillant avec  des  cylindres,  eu  produit  >5o  milliers 
dans  le  même  temps,  sans  autre  moteur  qu’une  ma- 
chine à vapeur.  La  consommation  du  fer  ne  pouvant 
que  s’augmenter  de  plus  en  plus,  car  ce  métal  précieux 
est  appelé  à remplacer  le  bois,  dont  la  pénurie  $c  fait 
déjà  sentir,  il  est  essentiel  qu’on  s’occupe  sérieusement 
de  perfectionner  nos  forges,  surtout  si  l’on  a jamais 
l'intention  de  réaliser  toutes  ces  grandes  lignes  de  che- 
min de  fer,  sources  de  richesse  nationale  et  de  bien- 
être  particulier,  à ce  que  disent  les  prospectus  des 
entrepreneurs. 

Les  laminoirs  sont  employés  dans  diverses  fabrica- 
tions; ils  servent  aux  orfèvres,  aux  metteurs  en  œuvre, 
aux  fabricans  d’objets  plaqués  en  argent,  aux  manu- 
factures de  galons,  etc,  etc.  A l’aide  de  cylindres  unis 
ou  cannelés,  suivant  les  besoins,  on  forme,  avec  une 
célérité  remarquable,  des  feuilles  de  cuivre,  de  plomb 
et  d’étain  de  toutes  les  épaisseurs;  un  grand  nombre 
d’objets  utiles,  tels  que  des  couteaux,  des  clous,  des 
barres  garnies  d’ornemens  et  de  moulures,  qui  semble- 
raient exiger  un  travail  long  et  minutieux , sont  con- 
fectionnés avec  la  plus  grande  facilité  par  ccs  appareils, 
dont  on  peut  voir  la  description  dans  le  tome  VI  de  la 
Mécanique  appliquée  aux  Arts , dcM.  Borgnis. 


LANTERNE.  ( Méc.  ) Pièce  d’engrenage  qui  sert  à 
transmettre  le  mouvement  d’un  arbre  tournant  à un 
autre  arbre. 

Une  lanterne  se  compose  de  cylindres  en  bois  ou  en 
métal  insérés  circulaircmcnt,  à distances  égales,  dans 
deux  plateaux  parallèles  ; ces  plateaux  portent  le  nom 
de  tourtes  ou  tourteaux , et  les  cylindres  celui  de  fuseaux. 
Le  mouvement  est  imprimé  à la  lanterne  par  une  roue 
dont  les  dents  engrènent  avec  les  fuseaux.  ( Foy.  Roue 
dentée.  ) 

LATITUDE.  (Géog.)  Quelle  que  soit  la  figure  de  la 
Terre,  la  latitude  d’un  de  ses  points  est  l’angle  que 
la  verticale  en  ce  point  fait  avec  le  plan  de  l’équateur  : 
elle  est  aussi  égale  à la  hauteur  du  pôle  sur  l’horizon  du 
même  lieu. 

Le  point  où  la  verticale  rencontre  la  sphère  céleste 
dont  le  centre  est  celui  de  la  terre  sc  nomme  le  zénith 
apparent.  Le  rayon  terrestre  correspondant  au  pied  de  la 
verticale  ou  au  lieu  de  l’observateur,  et  prolonge  indé- 
finiment , atteint  la  sphère  céleste  en  un  point  qu’on 
nomme  zénith  r rai.  Enfin,  l’angle  de  ce  rayon  avec  le 
plan  de  l’équateur  s'appelle  latitude  géoentrique  ; ainsi 
cette  latitude  est  égale  à la  latitude  géographique  moins 
l’angle  de  la  verticale  avec  le  rayon,  puisque  la  terre  est 
aplatie  aux  pôles. 

Soit  H la  hauteur  du  pôle  et  G la  latitude  géocentri- 
que  correspondante;  on  a,  par  conséquent, 

sim 

et  désignant  l’aplatissement  de  la  terre.  (Foy . Terre.) 

La  latitude  géocentrique  est  un  élément  du  calcul  du 
lieu  apparent  des  planètes  et  de  leur  parallaxe  en  ascen- 
sion droite  et  en  déclinaison.  ( Foy . ces  mots.) 

Depuis  que  l’on  est  en  possession  du  cercle  répéti- 
teur, la  latitude  géographique  s’obtient  avec  une  grande 
précision  par  des  distances  zénithales  circommùridien- 
nes  des  étoiles  ou  du  soleil,  c’est-à-dire,  par  des  obser- 
vations faites  quelques  instans  avant  et  après  le  passage 
au  méridien.  Soit  P le  pôle  du  monde,  D la  déclinaison 
de  l’astre  K,  Z sa  distance  zénithale  réduite  au  centre 
de  la  terre  s’il  est  nécessaire  (roy.  Parallaxe),  et  II  la 
latitude  cherchée.  Dans  le  triangle  sphérique  ZEP,  le 
côté  Z£  = Z,  le  côté  EP  = 90*  — D,  lorsque  U dccli- 
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naison  est  boréale , et  l’on  a par  la  propriété  fondamen- 
tale decc  triangle  (1) 

cos  Z = sin  H sin  D -f-  cos  11  cos  D cos  P. 

Mais  comme  l’astre  E est  supposé  très-près  du  méri- 
dien, il  est  évident  que  lorsqu’il  y passera  l’on  aura 

z — x 90*  — n = 90*  — d, 

X étant  une  quantité  fort  petite.  Ainsi,  dans  ce  cas, 

Z = H — D-fxou  H = Z — a?  -f-  D, 

et  (1)  devient 

cos  (H  — D x)  — sin  H sin  D cos  H cos  D cos  P. 

Développant  le  1"  membre  en  vertu  de  la  relation 
cos  (A  -j-ar)  — cos  A cos  a* — sin  A sin  x, 
et  faisant  attention  que 

cosP  = i — asin2 . £P, 

on  aura 

cos  (H  — D)  cos  x — sin  (H  — D)  sin  x 

= cos  (H-D)_  a cosH cos  D sin2  . -£P; 

et  comme  par  supposition  la  réduction  x au  méridien 
est  fort  petite,  on  peut  faire 

cosxki  et  sin£  = o;; 

partant 

a cos  II  cos  D sin2 . { P 

sin  (H — D)sin«‘ 

Mais  celle  réduction,  qui  est  exprimée  en  secondes 
de  degré  à cause  du  facteur  sin  1'  au  dénominateur,  ne 
saurait  se  calculer  sans  que  L’on  ait  une  valeur  approchée 
de  la  latitude  II,  ce  qui  est  d’ailleurs  toujours  possible. 
Quant  à l’élément  le  plus  essentiel  à déterminer,  savoir 
l’angle  horaire  P,  on  l’ohticnt  en  ôtant  de  l’heure  du 
passage  à la  pendule  l’heure  de  l’observation , soit  que 
cette  pendule  suive  le  temps  sidéral  pour  les  étoiles, 
soit  qu’elle  marque  le  temps  moyen  pour  le  soleil.  Enfin 
il  est  avantageux,  lorsqu’on  observe  le  soleil,  défaire 
autant  que  possible  le  même  nombre  d’observations 
avant  et  après  le  passage  au  méridien,  et  à des  temps 
également  éloignés  de  midi,  afin  d’éviter  d’avoir  égard 
au  momement  de  l’astre  en  déclinaison. 

L’emploi-  du  cercle  répétiteur  procurant  plusieurs 
distances  zénithales  avant  et  après  le  passage,  on  évalue 
les  réductions  x correspondantes,  et  la  moyenne  de  leur 


LAT 

somme  est  la  réduction  à appliquer  à la  distance  zéni- 
thale moyenne  observée,  pour  avoir  la  distance  méri- 
dienne Z — x.  Il  est  entendu  que  la  première  distance 
doit  être  augmentée  de  la  réfraction  dépendante  de 
l’état  du  baromètre  et  du  thermomètre,  diminuée  de  la 
parallaxe  et  corrigée  convenablement  du  demi-dia- 
mètre apparent  du  soleil  lorsqu’on  a observé  l’un  de 
ses  bords. 

Ce  procédé,  dont  Delambre  et  Méchain  ont  les  pre- 
miers fait  de  si  nombreuses  applications  lors  de  la  der- 
nière mesure  de  l’arc  de  méridien  en  France,  est  expli- 
qué dans  tous  ses  détails  au  a*  volume  de  la  Base  du 
Système  métrique  décimal  et  dans  le  Traité  de  Géodésie 
de  M.  Puissant,  ouvrage  où  l’on  trouve  une  table  de 
réduction  au  méridien  qui  abrège  de  beaucoup  le  calcul. 

Les  doubles  passages  de  la  polaire  font  en  général 
connaître  la  latitude  avec  une  grande  précision  ; toute- 
fois les  astronomes  ne  la  considèrent  comme  définitive 
que  quand  elle  a pu  être  vérifiée  par  l’observation  d’é- 
toiles situées  au  sud  du  zénith  de  la  station,  et  à peu  pré* 
k la  même  distance  que  la  polaire.  Dans  tous  les  cas,  la 
demi-somme  des  deux  résultats  est  la  latitude  vérita- 
ble, et  leur  demi-différence  est  ce  qu’on  appelle  l’erreur 
constante  de  l’instrument. 

Terminons  par  un  exemple.  Le  17  décembre  1798, 
Méchain  fit  l’observation  suivante  à l’Observatoire  royal 
de  Paris,  peu  de  momens  avant  le  passage  supérieur  de 
la  polaire  au  méridien. 


Heure  du  passage 

Angles 

Réduction 

à la  pendule  sidérale.  . . 

ofc.5r.46' 

horaires. 

au  merid. 

i**  observation,  à.  . . 

o\  iÿ.40' 

3a'.  6' 

— 64% 34 

a* 

21.  5o 

3o.  16 

57,  22 

3* 

u3.  5i 

28.  i5 

5o,  26 

4‘ 

26.  23 

a5.  a5 

40,  26 

4 observations.  . . . 

— • 212.  08 

Réduction  moyenne. 

. x = 

— 53',  02 

Arc  simple 

Z = 39* 

.24'.  7,  81 

Distance  méridienne  app;  vente.. 

. . . 59.  23.  14,  -9 

Réfraction.. 

. + 

40, 43 

Distance  méridienne  vraie.  . . . 

. . . 39.  24.  1,  22 

Distance  polaire  apparente.  . . . 

. . . 2.  45-  4°» 

Colatitude 

. . . 90  — 

H = 41 

■ 9- 4',  *5 

Latitude 

H = 48.  5o.  18,  y5 

Ce  résultat,  donné  par  une  seule  cl  courte  série, 
n’excède  que  de  5',55  la  latitude  que  Méchain  trouva 
par  2764  observations. 

{M.  Puissant.) 
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LETTRES  NUNDINALES.  (Calendrier.)  On  a dési- 
gné sous  le  nom  de  lettres  nundinalcs  les  huit  première» 
lettres  de  l'alphabet  attachée»  au  calendrier  réformé  de 
Jules  César,  comme  depuis  y ont  été  fixées  nos  lettres 
dominicales , parce  qu’on  a cru  généralement  que  ces 
lettres  indiquaient  les  marchés  romains.  Cette  fausse  dé- 
nomination, attribuée  à une  époque  où  l’on  avait  perdu 
la  trace  de  la  véritable  destination  de  ces  lettres,  se  re- 
fuse matériellement  à une  pareille  application  par  l’im- 
possibilité de  pouvoir  avec  huit  lettre»  seulement,  indi- 
quer le  retour  de»  marché»  qui  ne  revenaient  que  tous 
les  neuf  jours,  ou,  comme  le  remarque  expressément 
Maerobc  ( Saturnal .,  1.  1,  c.  îG),  après  huit  jours  con- 
sacres au  travail. 

Mais  c’est  peu  de  cette  fausseté  matérielle,  un  in- 
convénient plus  grave  est  celui  d’avoir  caché  une  vé- 
rité intéressante,  savoir  : que  ces  lettres  forment  un 
vrai  calendrier  lunaire,  lequel  fut  accolé  par  Jules 
César  A son  calendrier  solaire;  en  sorte  qu’il  a été  le 
réformateur  de  l’un  aussi  bien  que  de  l’autre,  mérite 
que  presque  tout  le  monde  ignore. 

Cependant  en  1704,  dans  un  ouvrage  ayant  pour 
titre  Kalendarium  Ctnario,  composé  à l’occasion  de  la 
découverte  récente  d’un  de  ces  calendriers  dans  une 
fouille  faite  à Rome,  Bianchini,  à l’aide  d’une  analyse 
très-subtile,  parvint  à reconnaître  la  destination  véri- 
table de  ces  lettres,  et  il  la  prouva  d’une  manière  irré- 
cusable. Néanmoins,  soit  que  son  livre  n’ait  point  été 
assez  répandu,  soient  que  ses  démonstration»  aient 
paru  diflicilcs  à saisir,  l’erreur  n’a  point  disparu,  et  de» 
homme»  instruits,  tels,  par  exemple,  que  les  auteurs 
de  Y Art  de  vérifier  les  Dates,  ont  continué  à répéter  la 
dénomination  de  nundinales , et  à essayer  même,  très- 
infructueusement  d’ailleurs,  d’expliquer  comment  ces 
lettres  pouvaient  remplir  l’oflîcc  qu’on  leur  attribuait. 
Cette  erreur  se  trouve  implicitement  dans  notre  article 
Calexemer  (tom.  1);  car  nous  y avons  dit  que  Jules 
César  avait  banni  l'année  lunaire  de  son  calendrier. 

On  peut  trouver  dans  la  note  xx  d’un  ouvrage  ayant 
pour  titre  : Tables  synchroniques  de  l'histoire  de  France, 
et  faisant  suite  à l’histoire  de  France  d’Anquetil  (édit. 
Cotellc,  1829),  des  détails  circonstanciés  sur  la  décou- 
verte de  Bianchini  ; sur  la  construction  du  calendrier 
lunaire  de  Jules  César;  sur  son  usage  pour  obtenir, 
même  aujourd’hui,  les  nouvelles  lune»  moyennes;  sur 
les  causes  qui  l’ont  fait  tomber  dans  un  oubli  si  com- 
plet; sur  le  mode  enfin  qui  l’a  remplacé,  savoir,  celui 
des  nombres  d’or  ecclésiastiques,  lesquels  n’en  sont 
qu’une  vraie  traduction,  mais  traduction  si  commode 
qu’elle  a fait  totalement  disparaître  l'original. 

Sous  entrer  dans  des  détails  qui  n seraient  pas  en 
proportion  avec  l’utilité  du  sujet,  peut-être  serait-il 
bon  néanmoius,  pour  justifier  de»  gssertion»  qui  sans 
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cela  pourraient  paraître  hasardées,  de  faire  observer, 
d’après  les  ouvrage»  cité»  ci-dcasus. 

Qu’en  l’an  45  avant  J.-C.,  première  de  la  réforme 
de  Jules  César,  et  première  aussi  de»  ennéadècatéiides 
de  son  calendrier  lunaire,  la  lune  ayant  clé  nouvelle 
le  janvier,  cette  lunaison  fut  désignée  en  janvier  par 
la  lettre  A de  la  première  octave,  ou  par  A',  et  que  dan» 
les  aimées  suivantes  impaires  de  l’cnnéadécatéride , les 
néoménies  le  furent  successivement  par  les  lettres  À', 
A",  À",  B',  B',  B*',  B",  C',  C.  Que  pareillement,  dans 
le»  année»  paires  de  la  même  eunéadécatéride,  les  néo- 
ménies en  janvier  furent  successivement  désignée»  par 
les  lettres  C",  C",  E',  R%  E",  E",  F',  F,  F";  et  la 
vingtième,  ou  première  du  cycle  suivant,  de  nouveau 
par  A',  ce  qui  fait  recommencer  le  même  ordre  dans 
l'ennéadécatéride  suivante;  circonstance  remarquable 
qui  prouve  que  l’ordre  des  séries  n’est  pas  arbitraire, 
mais  l’effet  d’une  combinaison  déterminée. 

Or,  aux  leltrea  ci-dessus,  si  dans  le  calendrier  lu- 
naire ou  substitue  le  rang  des  années  dans  l’cnnéadé- 
catcride , on  aura  formé  immédiatement  le  caleudrier 
de»  nombres  d'or  beaucoup  plus  commode  que  celui  de 
Jules  César.  Dans  celui-ci,  en  effet,  le»  séries  ci-dessu» 
ne  subsistent  que  dans  les  quatre  mois  initiaux  de»  sai- 
sons, et  même  dan»  les  deux  derniers  de  ces  mois  les 
indices  sont  formés  d’une  autre  série  de  lettres  qu’en 
janvier,  série  dépendante  à la  vérité  de  la  première,  et 
connue  par  celle-ci  ; mais  dans  les  mois  intermédiaires, 
les  lunaisons  ne  sont  plus  déterminées  que  par  l’effet  do 
l’alternation  paire  et  impaire  des  jours  qui  les  composent 

Il  résulte  de  tout  ceci  que,  quelque  ingénieux  que  fût 
le  mode  de  Sosigènes,  il  exigerait  une  foule  de  consi- 
dérations minutieuses  pour  pouvoir  en  faire  usage,  et 
que  dès  lors  la  méthode,  qui  consistait  simplement  à 
ob.^erver  en  chaque  mois  le  quantième  auquel  corres- 
pondait l’année  de  l’cnnéeadécatéride  dans  laquelle  on 
sc  trouvait,  devait  nécessairement  l’emporter  sur  l’autre 
et  la  faire  oublier  complètement. 

Mais  il  en  résulte  aussi  que  depuis  Bianchini  on  ne 
peut  plus  se  permettre  d’appeler  nundinales  les  octaves 
de  lettres  attachées  ou  calendrier  de  Jules  César,  et  quo 
leur  véritable  nom  est  celui  de  lettres  lunaires. 

Nous  devons  la  substance  de  cet  article  à M.  de  Fau- 
hlanc,  qui  a bien  voulu  nous  signaler,  en  outre,  quel- 
ques omissions  importantes  dans  nos  deux  premiers 
volumes. 

LEVÉ  DES  PLANS.  ( Géod .)  Le  levé  d’un  plan  exige 
deux  séries  d’opération»  distinctes  : les  unes  s'exécutent 
sur  le  terrain,  les  autres  sur  le  papier.  Les  premières 
ont  pour  objet  de  mesurer  les  distance»  entre  divers 
points  fixes  qu’on  choisit  sur  le  terrain  povtr  le  divise* 
en  figures  géométriques.  Dan»  le»  seconde»,  il  s’agit (jq 
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représenter  en  petit,  avec  leurs  proportions  exactes, 
ces  figures  géométriques,  et  par  suite  tous  les  détails 
de  la  configuration  du  terrain.  ( Voy . Arpentage,  t.  I, 
et  Plan,  t.  II.)  Lorsque  le  terrain  est  vaste  et  qu'il  con- 
tient beaucoup  de  détails,  la  formation  du  réseau  de 
triangles  dont  il  faut  le  couvrir  peut  présenter  plusieurs 
difficultés,  que  nous  allons  réunir  dans  une  suite  de 
propositions,  afin  d'en  faire  connaître  les  solutions  les 
plus  simples. 

1.  Problème  I.  Déterminer  la  distance  de  deux  points 
C et  D (pl.  XIV,  fig.  3),  desquels  on  peut  apercevoir  deux 
autres  points  A et  B,  dont  la  distance  est  connue . 

Ayant  observé  au  point  C les  angles  ACB  et  BCD, 
et  au  point  D les  angles  CDA  et  ADB,  on  attribuera  à 
la  ligne  inconnue  CD  une  grandeur  arbitraire,  et  on 
calculera  avec  ces  données  la  grandeur  de  AB,  comme 
s’il  s'agissait  de  trouver  cette  ligne  au  moyen  de  la 
ligne  CD.  Le  résultat  du  calcul  différera  nécessairement 
de  la  véritable  grandeur  de  AB;  mais  il  y aura  même 
rapport  entre  ce  résultat  et  cette  grandeur  qu'entre  la 
grandeur  attribuée  à CD  et  sa  grandeur  réelle  ; de  sorte 
qu’il  n’y  aura  plus  besoin  que  d’une  règle  de  trois  pour 
trouver  cette  dernière. 

Supposons,  par  exemple,  que  les  angles  observés  aux 
points  C et  D,  avec  un  graphomètre  ou  tout  autre  in- 
strument, soient  : 

ACB  = 57%  CDA  = 55% 

BCD  = 43%  ADB  =6o% 

et  qu’on  attribue  à CD  une  grandeur  arbitraire  = 
iooo  mètres. 

Les  opérations  à exécuter  pour  obtenir  la  valeur  de 
AB  correspondante  à l'hypothèse  CD  = iooo,  sont  les 
suivantes  : 

Dans  le  triangle  ACD,  dont  on  connaît  le  côté  CD  = 
iooo,  et  les  deux  angles  adjaccns  ACD  = ACB  -{-  BCD 
= ioo°,  CDA  = 55%  le  troisième  angle  CAD,  étant 
égalé  180* — ioo*  — 55"  = a5%  on  calculera  le  côté 
AD  par  la  proportion 

sin  a5°  : sin  ioo°  = iooo  : AD. 

Dans  le  triangle  CDB,  dont  on  connaît  le  côté  CD  = 

1 ooo  et  les  angles  BCD  = 43%  CDB  = CDA  -{-  A DB  = 

1 1 5%  CBD  = »8o"  — 1 15°  — 43'  = aa%  on  calculera 
le  côté  BD  par  la  proportion 

sin  aa*  : sin  43“=  100  : BD. 

Ceci  fait,  on  connaîtra,  dans  le  triangle  DAB,  les 
deux  côtés  AD,  DB  et  l’angle  compris  ADB  = 6o%  et 
on  pourra  calculer  le  côté  AB  par  la  formule  ....(i) 

AB  = i/  [ad*  + DB  — aAD  X DB  cos  6o°l , 
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ou  bien  on  commencera  par  déterminer  les  angles 
DAB,  DBA,  puis  on  calculera  le  côté  AB  par  l'une  ou 
l’autre  des  proportions  ....(a) 

sin  DAB  : sin  6o#  = DB  : AB , 
siu  DBA  ; sin  6o*  = AD  : AB. 

Voici  les  calculs  relatifs  à la  détermination  des  côtés 
AD  et  DB  : 

Log  iooo  = 3,ooooooo 
Log  sin  î oo*  = 9,99335 1 5 

1 a,99335 1 5 
Log  sin  a5a  = 9,6259483 

Log  AD  = 3,3t>74o3^ 

D’où  AD  = a33o",a53. 

Log  1000=  3,0000000 
Log  sin  43"  = 9,8357833 

ia,8357833 
Log  sin  aa"  = 9,5705754 

Log  BD  = 3,3602079 
D’où  BD  = i8ao*,572. 

Les  logarithmes  de  AD  et  de  BD  se  trouvant  donnés 
par  les  opérations  précédentes , il  est  tout  aussi  prompt 
de  calculer  directement  AB  par  la  formule  (1)  que  de 
le  déterminer  par  les  proportions  (a),  après  avoir  préa- 
lablement calculé  les  angles  DAB,  DBA.  Multipliant 
chacun  de  ces  logarithmes  par  3,  ils  deviennent  res- 
pectivement G, 7048064, 6,5ao'|i58,  dont  les  nombres 
sont  : 

« 2 

AD  = 543oo83,5,  BD  = 33  i 4433. 

Quant  au  troisième  terme,  sous  le  radical,  on  l'obtient 
comme  il  suit  : 

Log  a=  o,5oio3oo 
Log  AD  = 3, 3674o3a 
Log  BD  = 3,2602079 
Logcos6o°=  9,6989700 

Somme  = 16,62761 1 1 

Retranchant  10  de  la  caractéristique,  pour  tenir  compte 
du  rayon  des  tables,  on  a 

Log  (aAD.  BD  . cos  6o")  =6,637611 1. 

D’où 

2 AD  . BD . cos 60°  4243394. 
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Substituant  ces  râleurs  dans  (i),  il  rient 
AB  = 1/  £5430082, 5 33i/|4B3  «—  4a42^04 

= i/  ["4503171,5"!  = a 1 a i,83 1 . 
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Représentant  par  S la  demi-différence  de  ces  mêmes 
angles,  la  proportion 

4t5o,853  : 509,681  =tangOo°  : tangS, 
donnerait 


Ainsi,  quelles  que  soient  les  grandeurs  réelles  de  AB 
et  de  CD,  le  rapport  de  ces  grandeurs  est  maintenant 
connu  ; car  on  a évidemment 

AB  : CD  = 2121, 85i  : 1000; 


d'où 


d’où 


Log  509,681  = 3,7072985 
Log  tangGo**  ==  io,a3856o6 

12,9458591 
Log4l5o,853=  3,6181344 

Logtang8  = 9,327724 


CD 


1 000  X A B 
2121, 83i  * 


expression  dans  laquelle  il  ne  faut  plus  que  substituer 
la  valeur  réelle  de  AB  pour  obtenir  la  valeur  réelle  de 
CD.  Si,  par  exemple,  la  grandeur  donnée  de  AB  était 
= 2625",  on  trouverait  CD  — 1337",  14. 

3.  S’il  s’agissait  de  mesurer  la  distance  de  deux  points 
inaccessibles  A et  B visibles  des  deux  extrémités  d’une 
base  connue  CD,  on  aurait  à exécuter  les  mêmes  opé- 
rations, sauf  la  dernière;  car  alors  la  grandeur  réelle 
de  AB  entrerait  dans  les  calculs,  et  le  résultat  final  se- 
rait la  grandeur  cherchée  de  AB. 

3.  £11  prenant  l’angle  ACD  égal  à la  somme  des  an- 
gles ACB,  BCD,  nous  avons  supposé  que  ces  derniers 
étaient  dans  un  même  plan.  Lorsque  cette  circonstance 
n’a  pas  lieu,  il  faut  mesurer  directement  l’angle  ACD. 
La  môme  observation  s’applique  à l’angle  CDB. 

4.  La  formule  (1),  qui  sert  à déterminer  le  côté  d’un 
triangle  dont  on  connaît  les  doux  autres  côtés  et  l’angle 
compris,  se  prêtant  difficilement  au  calcul  logarith- 
mique, est  rarement  employée.  On  trouve  plus  simple 
de  calculer  préalablement  les  angles  adjacens  au  côté 
cherché,  au  moyen  de  l’égalité  qui  existe  entre  le  rap- 
port de  la  somme  et  de  la  différence  des  côtés  connus, 
et  le  rapport  de  la  tangente  de  la  demi -somme  et  de  la 
tangente  de  la  demi-différence  de  ces  angles.  [Voy.  Tai- 
co.HOMtTaiK,  tom.  IL)  Dans  la  question  précédente,  où 
nous  avions  les  données 


8 = ia°o'  24*. 

Celte  demi-différence  des  angles  cherchés,  retranchée 
de  leur  demi-somme  60%  fait  connaître  le  plus  petit 
d’entre  eux,  BAD  = 47“  5q  3G*,  \ l’aide  duquel  on  pose 
la  proportion 

sin  47®  5q' 36'  : sinGo0  = 1820,572  : AB, 
qui  donne 

Log  1820,573  asa  5,2602079 
Log  sin  Go”  = 9,9375306 

ïS,  1977385 

Log  sin  47*  Sq'  36'  = 9,87 1 0277  ’ 

Log  AB  = 3,3267108 

D’où,  comme  çi-dessus, 

AB  = 2121, 83i. 

5.  Problème  II.  Déterminer  la  position  d'un  point 
d’où  l’un  découvre  les  trois  sommets  d'un  triangle  connu. 

Il  se  présente  trois  cas  : le  point  ù fixer  peut  être  ou 
dans  l’intérieur  du  triangle,  ou  dehors,  ou  sur  la  direc- 
tion de  l’un  des  côtés. 

Premier  cas.  Soit  ABC  le  triangle  (PI.  XIV,  fig.  5), 
dont  nous  désignerons  les  côtés  et  les  angles  connus  par 


AD  = 233o,253,  BD  = 1820,572,  angle  ADB  = 60% 
on  aurait  en 

AD  ~{-BD  = 4i5o,853;  AD  — BD  = 509,681, 

demi-somme  de»  angles  inconnus  = \ (180*  — 60®)  =;  60". 
Ton.  III. 


BC  = o,  AC  = b,  AB  = c, 

BAC  = A , ABC  = B,  ACB  = C. 

M étant  le  point  ù fixer,  toutes  les  opérations  sur  le 
terrain  se  réduisent  A la  mesure  des  angles  CMB  = œ, 
AMC  = (3,  AMB  = y , à l’aide  desquels  il  s’agit  de  cal- 
culer la  grandeur  de  deux  quelconques  des  trois  rayon* 

33 
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visuels  MA,  MB,  MC,  ces  deux  rayons  déterminant 
complètement  la  position  du  point  M dans  le  plan  du 
triangle  ABC. 

Imaginons  une  circonférence  de  cercle  qui  passe  par 
le  point  M et  par  les  deux  sommets  A,  C,  et  menons  les 
droites  AB,  CE,  BK. 

Nous  connaîtrons  dans  le  triangle  AEC  le  côté  AC =6, . 
l’angle  ACE  égal  à l'angle  AME,  supplément  de  l’anglo 
observé  AMB  = 7,  et  l’angle  CAE  égal  à l’angle  CME, 
supplément  de  l’angle  observé  CMB =«;  le  troisième 
angle  AEC  sera  par  conséquent  égal  A 

i8o-  — (i8o- — 7)  — (t8o-  — a)  =a«  + 7 — l8o-, 
et  l’on  pourra  calculer  le  côté  AE  par  la  proportion 
AC  : AE  = sin  AEC  : sin  ACE , 
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Substituant  ces  valeurs  dans  l’expression  de  AB,  «lie 
deviendra 

8600  . sin  ( 49"  a4*  35*) 

sin  (66"  o’  55') 

D’où,  en  réalisant  les  calculs, 

Log 8800  = 5,93440*4 
tog  sin  (49"  S-V  55')  sm  9,8804606 

13,8149890 

Log  sin  (66*  o’55’)  = 9.96078 1 7 
LogAE  = 3,854i7;3 
AE  = 7i47*,88. 


ou 


6 : AE  = sin  («  + 7 — 1 8o*)  : sin  ( 1 8o*  — 7)  ; 
ce  qui  donne 


A£  = 


b . sin  (180*  — 7) 
sin  («-{-*7  — 180*) 


Le  côté  AE  étant  ainsi  déterminé,  nous  connaîtrons 
dans  le  triangle  F. AB  les  deux  côtés  AE,  AB  = e,  et 
l’angle  compris  BAE  égal  à la  somme  des  deux  angles 
jjAC— s A,  CAE  = 180* — k.  Nous  pourrons  donc  cal- 
culer l’angle  ABE,  et  alors  les  trois  angles  du  triangle. 
ABM  seront  connus,  et  les  deux  rayons  visuels  MA, 
MB,  seront  donnés  par  les  proportions 


Pour  avoir  l’angle  ABE,  les  données  seront  : 

AE-t-AB=7i47,88 -f  7800  = 1494?!** 

AB — AE=78oo—  7147,88=  65»,  ta; 

et  de  plus,  A cause  de  angle  BAE  = A -f- 180* •—  « = 
»58-3o’*5’,6, 

i (ABE  + AEB)  = 10"  44'  47’,»- 

Désignant  par  î la  demi-différence  de  ces  mômes  an- 
gles ABE,  AEB,  nous  calculerons  î par  la  proportion 

14947, 88 : 65s, îa  — tang  (io‘44’ 4/>») : “ngî. 


sin  y : sin  ABM  =c  : ÀM, 
sin  7 : sin  BMA  = e : BM. 

Appliquons  ces  règles  aux  donnée» 

a = BC  = îaooo",  A = 95-  55’  55',  6, 

6 = AC“  8600,  B » 45  58  39,4, 

e = AB=  7800,  C = 4«  35  55,o, 

et  supposons  que  les  angles  observés  au  point  M soient 

„ = CMB  = li5-a5'5o', 
ft  = A MC  — n3  5g  5 , 

7 c=a  AMB  ==  i3o  35  a5  , 

nous  aurons,  par  suite, 

,8o- 7=  180” — iîo-35’  a5'  = 49‘  >4’  35'» 

„-|_y 180’  = »46" o1 55'  — 180"  = 6o"  o'55'. 


Log653,is  = 3,8143378 
Log  taog  ( 1 o- 44"  47*, 3)  “=  9,3781771 

13,0936046 
Log  14947,88=  4,  >74579° 

Leg  tang  S = 7,9180350 

D’où 

î = o-38'  37', 8. 

Retranchant  cette  demi-différence  de  la  demi-somme 
10-  44'  47', 3,  nous  aurons  le  plus  petit  des  deux  angles, 
savoir  : ABE=  10- 16' 19', 4,  qui  est  opposé  au  plus 
petit  côté  AE. 

Maintenant,  pour  calculer  les  rayons  visuels  3!  A,  MB, 
nous  avons,  dans  le  triangle  AMB, 

AB*=78oo,  ABM=io’i6'i{)',4,  AMB=y=l3o'35'*5'. 
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Le  troisième  angle  B AM,  conclu  des  deux  autres,  est 
39*  8'  1 5*, 6.  Ces  valeurs  donnent 

sin  (t3o*35'  a5*)  : sin  (io°  16'  19', 4)  = 780  • AM 

sin  (130*  35'  a5*)  : sin  (39°  8'  1 5*, 6)  = 780  : MB. 

Voici  les  calculs,  en  observant  que  le  sinus  de  l’angle 
obtus  i3o*  35'  a5*  est  égal  au  sinus  de  son  supplément 
^9°  a4'  35*. 

Log  7800  = 3,8930946 
Logsin(io°i6'  19', 4)  = g,a5iao57 

i3,  i433oo3 

Log  sin  (4g*  a4'  35*)  = 9,8804606 

Log  AM  = 3, 3638097 
AM  = t83i-,6. 

Log  7800  = 3,8930946 
Log  sin  (3g*  8'  1 5', 6)  = 9,8001 573 

13,6933518 

Log  sin  (49*  a4’35*)  = 9,8804606 
Log  MB  = 3,811791a 
MB  =6483-, 3. 

5«ond  cas.  Le  point  M est  hors  du  triangle  connu 
ABC  (PI.  XIV,  ûg.  6). 

Concevons  toujours  la  circonférence  du  cercle  AECM 
et  les  droites  AE  et  CE.  Les  angles  observés  seront 
AMB,  BMC,  AMC,  et  l’on  aura  AM  B = ACE,  BMC  = 
EAC  ; de  sorte  que  dans  le  triangle  AEC , les  trois  an- 
gles étant  connus,  ainsi  que  le  côté  AC,  on  pourra  cal- 
culer AE. 

Dans  le  triangle  ABE , on  calculera  l’angle  ABE  au 
moyen  des  deux  côtés  connus  AE,  AB,  et  de  l’angle 
compris  BAE  = BAC  — EAC. 

Enfin,  connaissant  ainsi  les  trois  angles  du  triangle 
BAM,  on  pourra  calculer  les  deux  côtés  AM  et  BM , qui 
sont  les  rayons  visuels  cherchés.  Les  calculs  étant  les 
mêmes  que  dans  le  cas  précédent , nous  nous  bornons 
à les  indiquer. 

Troisième  cas.  Le  point  M cet  sur  la  direction  de  l’un 
des  côtes  du  triangle  connu  ABC  (PI.  XIV,  fig.  7). 

Si  le  point  M est  entre  les  deux  points  A et  C,  on  a 
tout  de  suite  les  deux  rayons  AM  et  BM,  puisque  dans 
le  triangle  ABM  on  connaît  les  deux  angles  BAC,  AMB, 
et  le  côté  AB. 

Si  le  point  M est  seulement  dans  la  direction  de  AC, 


LEV  259 

on  connaît  pareillement  dans  le  triangle  ABM  les  an- 
gles BAC,  AMB  et  le  côté  AB,  d’où  l’on  peut  calculer 
AM  et  BM. 

6.  Ce  problème,  qui  se  présente  souvent  dans  la 
construction  des  cartes,  peut  être  résolu  très-aisément 
par  une  opération  graphique  enseignée  tom.  I,  p.  369. 

7.  Problème  III.  De  l’ex trémiti  A <T une  droite  connue 
AB  ne  pouvant,  faute  cT objets , prendre  que  l'angle  XAB, 
et  le  point  X étant  invisible  de  B,  former  le  triangle  ÀBX 
par  le  moyen  <F autres  points,  connus  D et  F,  desquels  les 
objets  X et  B puissent  (tre  vus.  (PI.  XIV,  fig.  8.) 

Quoique  de  B on  ne  puisse  voir  l’objet  X,  le  seul  qui 
ait  été  observé  de  A , pourvu  que  l’on  en  puisse  obser- 
ver d’autres,  on  peut  aller  en  avant,  dans  l'espérance 
que  de  quelques-uns  des  objets  vus  de  B on  pourra  ob- 
server X.  Laissant  dono  indéterminé  le  triangle  ABX, 
on  ira  recourir,  par  exemple,  à D et  à F,  d’où  l’on  ob- 
servera B et  X en  formant  les  angles  des  deux  triangles 
BDF,  DXF.  La  difficulté  est  de  calculer  ces  triangles  et 
de  les  lier  avec  A et  B. 

Supposons  le  problème  résolu,  c’est-à-dire  les  cinq 
points  A,  B,  X,  D,  F fixés  sur  le  plan.  Si  du  point  C, 
intersection  des  droites  AX  et  BD,  nous  menons  CG 
parallèle  à XF;  puis  du  point  G,  GH  parallèle  à DF, 
nous  déterminerons  sur  les  côtés  BX  et  BD  deux  points 
I et  II,  tels  que  la  droite  III  sera  parallèle  à DX.  En  effet, 
d’après  les  parallèles  GH  et  DF,  on  a 

BG  : BF  = BII  : BD  ; 

et  d'après  les  parallèles  CG  et  XF, 

BG  : BF  = BI  : BX  ; 

donc 

Bfl  : BD  ==  BI  : BX, 

et  par  conséquent  HI  est  parallèle  à DX. 

Ainsi,  abstraction  faite  de  la  ligne  BX,  le  point  I peut 
être  déterminé  sur  CG,  en  menant  par  II  la  droite  III 
parallèle  à DX  ; et  comme  ce  point  se  trouve  sur  BX,  il 
donne,  comme  on  va  le  voir,  la  solution  du  problème. 

Dans  le  triangle  ABC,  le  côté  AB  et  les  deux  an- 
gles connus  CAB,  ABC,  donnent  l’angle  de  supplément 
ACB  et  le  côté  CB. 

Daos  le  triangle  CBG,  dont  on  vient  de  trouver  le 
côté  CB,  on  a les  angles  CBG  et  CG  B = angle  observé 
XFB;  on  peut  donc  calculer  les  côtés  CG  et  BG. 

Dans  le  triangle  BGII , on  a le  côté  BG  et  les  denx 
angles  HBG  et  BGII  =*BFD,  d’où  l’on  peut  calculer 
les  côtés  BH  et  GH. 

Dans  le  triangle  GHI,  dont  ou  a les  deux  angles 
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IH G ss  EDF,  et  IG n = BG II  — BGC  = BFD  — BFX, 

ainsi  que  le  côté  GH,  on  calculera  le  côté  HI. 

Enfin,  dans  le  triangle  IIBI,  dont  on  a l’angle  BHI  = 
BDX,  et  les  côtés  qui  le  comprennent  BH  et  HI,  on 
aura  l’angle  cherché  IIBI  ou  UBX,  qui  détermine  le 
triangle  ABX. 

On  pourra  calculer  ensuite  toutes  les  autres  parties 
des  triangles  ABX,  DBF,  XBF,  XFD,  qui  fixent  les  re- 
lations des  cinq  points  A,  B,  X,  D,  F. 

8.  Problème  IV.  Connaissant  les  deux  parties  AB  et 
CD  d'un  alignement  qui  traverse  un  marécage , ou  autre 
endroit  qu'on  ne  peut  mesurer  avec,  la  chaîne,  trouver  la 
partie  comprise  BC  au  moyen  des  angles  «,  j3,  y observés 
d’un  point  E,  d'où  l'on  découvre  les  trois  parties  AB,  BC 
et  BD  de  l’alignement.  (PI.  XIV,  fig.  10.) 

Désignons  les  grandeurs  connues  AB  par  a,  CD  par  6, 
et  la  longueur  cherchée  BC  par  x.  Représentons  en 
outre  par  ? l’angle  ABE,  et  par  l’angle  BCE.  Ces 
deux  angles  ne  sont  pas  donnés  dans  la  question  ; niais 
comme  çp  est  extérieur  par  rapport  au  triangle  BCE,  on 
a 9 =s  ÿ -}- |3,  d’où  ÿ = ? — 15,  relation  qui  permet  de 
les  éliminer  après  s’en  être  servi  pour  trouver  la  liaison 
des  données  avec  l’inconnue  du  problème. 

Nous  avous,  dans  le  triangle  ABE, 

a : AE  ss  sin«  : sin?; 

et  dans  le  triangle  AEC, 

AE  : (a  + a-)  = sin^  : sin  (*-(-£). 

Multipliant  ces  deux  proportions  terme  par  terme,  re- 
tranchant le  facteur  commun  AE,  et  remplaçant  par 
9«—p,  il  vient  ....(i) 

a : (a -f  ar)  = sin  « . sin(? — £)  : sin?  . $in 

Nous  obtiendrons  de  la  même  manière,  en  considé- 
rant les  triangles  EDC,  EDB,  et  cil  observant  que  les 
angles  ECD  cl  EBC,  supplément  des  angles  ^ et  ?,  ont 
les  mêmes  sinus  que  ces  derniers  ....(a) 

b : (b+x)  =s  sin  y . sin  ? : sin  (y— £) . sin  (jS-f-y). 

Multipliant  terme  par  terme  les  proportions  (î)  et  (a), 
et  divisant  ensuite  le  second  rapport  par  le  facteur  com- 
mun sin  y . sin  (? — jS),  nous  aurons  définitivement 

ab  : (a-j-*)(&-{-a:)  = 5inK.  siny  : sin  («-j-|5)  siuQS-f-y); 

ce  qui  nous  donnera,  en  dégageant  x . 

* = _i(«  + 6)±l/pL.-^I’  + 

I rin  («-f-f').-  Sin  tf  + y)  nfl 
sin  k . sio  y J ' 
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Cette  formule  sc  réduit  à 

x^-a  + aV  , 

1 v l_  siuct.siny  J 

lorsque  a = 6,  circonstance  qu’on  est  souvent  le  maître 
de  rencontrer  dans  la  pratique. 

Soient,  par  exemple»  a = b = î oo  mètres  ; et  = 35°, 
|5=^4a%  y as  5?%  le  calcul  sera 

Log  sin  («  -j-  §>)  = 9,9887339 
Log  sin  03+y)  = 9.0Sîi'->  l(iG 

Somme  = 19,980(1705 

I.og  sin  « « 9,7585913 
Log  sin  y = 9,77q463o 

Somme  “ |f|,3.)8o5  jJ 

!»•  somme  = 19,9806705 
a*  somme  = 19,5o8o543 

Oiiïcrencc  = 0,4426163 


Moitié.  . = 0,32l3o8l 
Loga=  3,0000000 


2,23  1 3o8  I 

Le  nombre  correspondant  à ce  dernier  logarithme  étant 
166,46,  nous  avons  pour  la  longueur  cherchée  BC, 

x = 166,46  — 100  = 66", 46. 

9.  Problème  V.  Réduire  au  centre  de  la  station  les 
angles  observés  d quelque  distance  de  ce  centre. 

Lorsqu’on  veut  lier  des  points  inconnus  avec  d’au- 
tres points  déjà  fixés,  il  arrive  souvent  qu'il  est  impos- 
sible de  placer  exactement  l’instrument  sur  ces  der- 
niers, et  on  est  alors  forcé  de  faire  subir  aux  angles 
observés  une  réduction,  pour  les  rendre  tels  qu’ils  se- 
raient si  le  centre  du  graphomètre  eût  coïncidé  avec  le 
point  connu,  et  qu’on  nomme  le  centre  de  la  station. 
Si,  par  exemple,  il  s’agissait  d’observer  l’angle  ABC 
(PI.  XIV,  fig.  1 a)  du  point  B déterminé  par  ses  rela- 
tions avec  d’autres  points,  mais  dont  on  ne  peut  appro- 
cher qu’à  une  petite  distance  BB',  parce  que  ce  point 
est  le  sommet  d’un  clocher  ou  de  quelque  autre  édifice, 
l’angle  AB'C  mesuré  du  point  B',  où  l’on  établirait 
l’instrument,  différerait  généralement  de  l’angle  ABC 
qu’il  s’agit  d’obtenir.  Les  opérations  numériques  par 
lesquelles  on  conclut  l’angle  ABC  de  l’angle  AB'C  por- 
tent le  nom  de  réductions  au  centre  des  stations. 
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La  distance  BB'  comprise  entre  le  centre  B de  la  sta- 
tion et  le  point  B'  où  l’on  observe,  se  nomme  distance 
au  centre;  nous  la  désignerons  par  r. 

Les  côtés  BA  et  BC  de  l’angle  au  centre,  sont  les 
rayons  centraux. 

Les  angles  AB'B,  CB'B,  formés  par  les  rayons  visuels 
et  la  distance  au  centre,  sont  appelés  angles  à la  di- 
rection. 

Les  angles  B'AB,  B'CB,  formés  par  les  rayons  vi- 
suels et  les  rayons  centraux,  se  nomiucut  angles  op- 
posés d la  distance. 

L’observateur  peut  avoir  trois  positions  différentes  à 
l’égard  du  centre  et  des  objets  : ou  il  est  dans  la  direc- 
tion même  du  centre  à l’un  de  ces  objets  (PI.  XIV, 
Cg.  i3),  ou  dans  une  direction  intermédiaire  (fig.  la), 
ou  enfin  dans  une  direction  oblique  (fig.  1 1).  Dans  le 
premier  cas,  la  ligne  du  centre  BB'  prolongée  passe  par 
l’un  des  objets,  dans  le  second  elle  passe  entre  eux,  et 
dans  le  troisième  elle  passe  en  dehors. 

Première  position.  Si  l’observateur  est  en  B'  (fig.  i3) 
entre  le  centre  et  l’un  des  objets,  l’angle  observé  AB  C 
est  plus  grand  que  l’angle  au  centre  ABC  de  l’angle 
B'CB.  S’il  est  en  B'  de  l’autre  côté  du  centre,  l’angle 
observe  AB'C  est  plus  que  l’angle  ABC  de  l’angle  B'CB. 

Seconde  position.  Si  l’observateur  est  en  B'  (fig.  12), 
l’angle  observé  AB  C est  plus  grand  que  l’angle  au 
centre  ABC  de  la  somme  des  angles  BAB',  BCB'.  S’il  est 
en  Br,  l’angle  observé  AB'C  est  au  contraire  plus  petit 
que  l’angle  au  centre  de  la  somme  des  angles  BAB', 
BCB'. 

Troisième  position.  Si  l’observateur  est  en  B' (fig.  11), 
l’angle  AOC  extérieur  par  rapport  aux  deux  triangles 
AOB,  COB'  étant  égal  à la  somme  des  angles  intérieurs 
opposés,  on  a 
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par  les  lettres  D et  G,  savoir  : le  rayon  de  droite  BC 
par  D,  et  le  rayon  de  gauche  AB  par  G,  nous  avons: 
Premier  cas  (fig.  »3).  L’observateur  étant  en  B', 


O = A — «, 


sin  n 


r . sin  y 
~~D~ 


L’observateur  étant  en  B', 


0 = A-f», 


sin  n = 


r . sin  A 
D 


Si  les  points  B'  ou  B'  étaient  sur  la  direction  du  rayon 
central  CB  au  lieu  d’ètrc  sur  celle  de  AB,  on  change- 
rait dans  ces  formules  n en  m et  D en  G. 

Second  cas  (fig.  îa).  L’observateur  étant  en  B', 


O = A — m — n , 


rsiny'  . r sin  y 
sin  m = — - , sin  n =*  — — - . 
1»  1) 


L’observateur  étant  en  B', 


O = A rn  — j-  n , 


les  angles  m et  n ayant  les  mêmes  valeurs  que  ci-dessus. 
Troisième  cas  (fig.  1 1).  L’observateur  étant  en  B', 


sinm 


O — A-j-  n — m, 


r sin  y 

sm»s= 


BAB'  + ABC  =a  BCB'  + AB  C ; 


L’obserrateur  étaDt  en  B', 


d’où 


ABC  = ABC  + BCB'  — BAB'  ; 


O — A -f-  m — n, 


r sin  y r sin  y 

sin  m = — = , sin  n = — jj  — . 


c’est-à-dire  que  l’angle  observé  diffère  de  l’angle  au 
centre  de  la  différence  des  deux  angles  BCB',  BAB'. 

Ainsi,  dans  tous  les  cas,  l’angle  au  centre  sera  connu 
quand  on  connaîtra  les  angles  opposés  à la  distance. 

Désignons  généralement  par  m et  n,  comme  c’est 
l’usage,  les  angles  opposés  à la  distance,  et  notamment 
BAB'  par  m et  BCB'  par  n;  représentons  en  outre  par  y 
l’angle  à la  direction  CB'B,  et  par  y'  l’angle  à la  direc- 
tion AB'B,  angles  qu’il  faut  toujours  observer  concur- 
remment avec  AB'C,  que  nous  ferons  = A en  consa- 
crant la  lettre  O à l’angle  au  centre  ABC.  Ceci  posé , et 
es  rayons  centraux  AB  et  BC  étant  toujours  représentés 


Lorsque  les  rayons  centraux  D et  G ne  sont  pas  con- 
nus, il  faut  lier  les  points  A,  B,  C aveo  d’autres  points 
capables  de  déterminer  leur  longueur,  soit  par  des  cal- 
culs de  triangles,  soit  simplement  par  des  opérations 
graphiques  ; car  r étant  toujours  très-petit  par  rapport 
à D et  à G , il  n’est  pas  nécessaire  d’évaluer  ccs  côtés 
avec  une  précision  rigoureuse.  Nous  prendrons,  pour 
application,  le  cas  où  l’angle  observe  est  relevé  du 
point  B'  (fig.  îa);  soient 

BC  = D =a  2000m,  AB  = G=  1865®,  BB'=  r=  10®, 
AB'CsrA  = e9°2ft',  AB'Bs=îr'esl36®30',  CB'B  = y = lî*0°10'. 
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Substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  du  second 
cas,  nous  aurons 

Logr  = 1,0000000 
Log  sin  y — 9,84566 1 8 


io,84566i8 
Log  G = 3,2683409 


Log  sin  m = 7,5773179 
m — 1 a'  59' 

Logr==  1,0000000 
Log  sin  y = 9, 55 10237 


io,55 10*37 
Log  Des  3,3oio3oo 


Log  sin  n = 7,2099957 
«1  = 6'  7' 

Nous  avons  donc 
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faire  rentrer  le  dernier  D'OC'  dans  le  premier  B'OC',  et 
par  conséquent  les  lignes  de  sa  carte  ne  pourraient  in- 
diquer les  relations  des  diverses  parties  du  terrain,  car 
le  point  C'  de  l’angle  D'OC'  ne  coïnciderait  pas  avec  le 
point  C'  de  l’angle  B'OC',  quoique  ces  deux  points  se 
confondent  sur  le  terrain. 

Il  existe  des  cercles,  munis  de  lunettes  mobiles,  qui 
donnent  immédiatement  l’angle  horizontal  BAC  quand 
on  observe  l’angle  incliné  B'AC';  mais  comme  on  n’a 
pas  toujours  de  tels  instrumens  à sa  disposition , il  est 
essentiel  de  connaître  les  moyens  d’y  suppléer  par  les 
méthodes  de  calcul  dont  leur  emploi  dispense. 

Soit  O (PL  XIV,  fig.  9)  le  centre  des  observations, 
et  DOE  l’angle  qu’il  s’agit  de  réduire  à l'horizon,  ou 
dont  il  s’agit  de  trouver  la  projection  horizontale  BAC. 
Il  faudra  non  seulement  relever  l’angle  DOE,  mais  en- 
core les  angles  ZOD  et  ZOE  que  font,  avec  la  verticale 
du  point  O , les  rayons  visuels  OD  et  OE  ; ces  trois 
angles  étant  supposés  connus,  nous  poserons 

DOE  =«,  ZOD  = A,  ZOE  = A',  BAC  = A. 


O = 65°  20'  — 1 a'  59*  — 6'  7'  =*=  65*  o'  54*. 

10.  Pboblèmb  VI.  Ayant  observé  au  point  O (PL  XIV, 
fig.  9)  l'angle  DOE  de  deux  objets  D et  E inégalement 
élevés  au-dessus  de  l’horizon , trouver  l’angle  BAC,  pro- 
jection de  DOE,  sur  le  plan  horizontal. 

Lorsqu’on  forme  entre  les  divers  points  d’un  terrain 
une  suite  de  triangles  pour  en  lever  le  plan,  ce  ne  sont 
pas  ces  points  eux-mêmes  qui  figurent  sur  le  plan,  mais 
bien  leurs  projections  sur  une  même  surface  parallèle 
â l’horizon,  et  qu’on  peut  considérer  comme  plane  pour 
des  terrains  dont  l’étendue  n’est  pas  très-considérable. 
L’observateur  doit  donc,  autant  que  possible,  choisir 
des  objets  dont  le  niveau  apparent  soit  sensiblement  le 
même  que  le  sien,  car  dans  le  cas  contraire  ses  trian- 
gles ne  se  trouveraient  pas  dans  un  même  plan,  et  il  lui 
serait  impossible  de  les  faire  concorder  sur  le  papier,  à 
moins  d’opérer  les  réductions  qui  font  l’objet  du  pré- 
sent problème.  Pour  donner  une  idée  exacte  de  la  ques- 
tion, soient  B',  C',  D',  E',  divers  objets  inégalement 
élevés  sur  un  plan  horizontal  MN  (P.  XIV,  fig.  14)  0û 
r observateur  relève  du  point  O les  anglcsB'OC',B'OE' 
E’OD',  D'OC'.  Ces  points  seront  représentés  surla  carte 
du  terrain  parleurs  projections  A,  B,  C,  D,  E,  et  la  somme 
de  tous  les  angles  au  point  A sera  égale  à quatre  an- 
gles droits  ; de  sorte  que  si  l’observateur  sc  servait  des 
ongles  relevés,  et  non  des  angles  réduits  ou  projetés 
BAC,  BAE,  EAD,  DAC,  dont  la  somme,  dans  le  cas 
de  notre  figure,  est  plus  grande  que  quatre  angles  droits 
il  ne  pourrait  les  tracer  les  uns  à côte  des  autres  sans" 


Imaginons  maintenant  que  le  point  0 est  au  centre 
d’une  sphère  dont  le  rayon  On  = 1 ; les  arcs  de  cercle 
nm,  jw,  pm,  formés  sur  la  surface  de  cette  sphère  par 
les  sections  des  plans  DOE,  DO  AB,  EOAC,  seront  les 
mesures  respectives  des  angles  DOE,  DO  A,  EOA,  dont 
le  premier  est  l’angle  à réduire  a,  et  les  deux  autres  les 
supplémcns  des  angles  A et  A'.  Or,  l’angle  BAC  étant 
l’angle  des  deux  plans  DOAB,  EOAC,  est  le  même  que. 
l’angle  npm  du  triangle  sphérique  mnp , et  la  question 
est  ramenée  à trouver  cet  angle  npm  par  le  moyen  des 
trois  côtés  connus  du  triangle  sphérique  ; savoir  : 


mn  = «,  pn=  i8o#-*A,  j>m=i8o*  — A'. 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  connue 
(coy.  tom.  II,  pag.  5qi),  on  aura  ....(1) 

sin i A = 1/ [ («+*'—  A) 

L sin  A . sin  A' 

dans  laquelle  il  n’y  a plus  qu’à  donner  aux  quantités 
« * A,  A'  des  valeurs  déterminées  pour  obtenir  l’angle 
réduit  A. 

Si  les  deux  angles  au  zénith  h et  A'  étaient  égaux,  ce 
qui  arrive  lorsque  les  deux  objets  I)  et  E sont  également 
élevés  au-dessus  ou  également  abaissés  au-dessous  du 
plan  horizontal  passant  par  le  centre  O,  la  formule 
précédente  sc  réduirait  à ....(a) 


sin  î A = 


sin  4 » 
ain  k * 
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Enfin,  dans  le  cas  où  l’on  dos  objets,  D,  serait  életé 
an-dessus  du  plan  horiiontal,  passant  par  le  point  O, 
de  la  nu'mc  quantité  que  l’autre  objet  E serait  abaissé 
au-dessoui  de  ee  plan,  on  aurait 

qo-  — h — k'  — 90% 
ou 
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Le  calcul  donne  : 

Carré  du  rayon  = 20,0000000 
Log  sia  69"  1 0'  =3  9,9706346 
Log  sin  70°  5o’ = 9,9752330 


Somme = 39,9458676 

Log.sin8a°  = 9,9957528 


A ' = 180*  — A. 

Cette  râleur  de  A'  introduite  dans  la  formule  (i),  après 
avoir  élevé  ses  deux  membres  au  carré  la  transforme  en 

sin, . A + 90’)  •tin(-j«  — A-j-pop 

* «iu*  A 


Passant  dos  produits  aux  sommes,  il  rient 


sin*  A — cos*  -ja cos'*«_ 

tin*  A 1 sin 'A  ’ 


Différence  . . . = 29,9501148 
Logsin8rio'  = 9,9948181 


Différence  . . . = 19,9552967 
Moitié  9,9776483  = logsin{  A 

Anglo  réduit  = 710  46'  27*,  7. 

il.  La  formule  (1)  se  simplifie  beaucoup  lorsqu* un 
des  deux  objets  se  trouve  dans  le  plan  de  Pobserva- 
teur.  Dans  ce  cas,  une  des  distances  au  zénith,  A',  par 
exemple,  est  de  90*  ; si  l’on  fait  donc  A'  = 90%  on  ob- 
tient , par  des  transformations  analogues  à celles  dont 
nous  avons  fait  usage, 


et,  par  suite, 


1 


•in*U 


COS*  7 u 

sin*  A 


Or, 


donc  ....(3) 


1 — sin*7  A =3  cos*  j A, 


cos  7 À = 


COS  7 a 

sin  A 


On  a rarement  à se  servir  des  formules  (2)  et  (3); 
mais  le  calcul  de  la  formule  (1)  est  si  simple,  que  nous 
le  préférons  aux  expressions  approximatives  qu’on  lui 
substitue  dans  plusieurs  ouvrages.  Elle  devient,  en  em- 
ployant les  logarithmes, 


tog  sini  A = 7 J ao  + log  sin  * (a  + A — A ) 

+ + & — à)  — log  sin  A — log  sio  A’ 


Prenons  pour  exemple  d’application  les  données  soi- 
rantes  : 


Anglo  observé  te  « 70*, 

Angles  nu  zénit  A = 82*,  A*  = 8l*lo’, 

7 («  + A — A)  = 69°  io',  ifc-j-A'  — A)  = 70°5o'. 


Dans  les  grandes  triangulations,  la  réduction  des  an- 
gles au  plan  horizontal  se  complique  de  diverses  parti- 
cularités pour  lesquelles  nous  devons  renvoyer  aux 
ouvrages  spéciaux,  et  particulièrement  au  Traité  de 
Géodésie  de  M.  Puissant. 

12.  PaoBLkm  VII.  Rapporter  U»  principaux  pointe 
d’une  carte  à la  méridienne  et  à sa  perpendiculaire. 

Lorsqu’on  trace  sur  le  papier  les  triangles  observés 
sur  le  terrain,  il  est  impossible,  malgré  tous  les  soins 
lea  plus  minutieux,  que  le  dessin  soit  rigoureusement 
exact.  Si  l’on  se  sert  d’un  rapporteur  pour  construire 
les  angles,  on  n’a  qu’une  grossière  approximation,  dont 
l’erreur  devient  sensible  dès  le  premier  triangle.  Si  l’on 
emploie  les  échelles  des  cordes,  ou  même  si,  pour  plus 
d’exactitude,  on  a calculé  les  trois  cdtés  de  chaque 
triangle,  afin  de  n’avoir  pas  besoin  de  s’occuper  des 
auglcs,  il  suffit  de  l’épaisseur  des  pointes  des  compas  et 
des  crayons  pour  produire,  dans  la  fixation  des  som- 
mets d’un  triangle,  une  inexactitude  qui,  d’abord  im- 
perceptible, influe  sur  les  triangles  suivans  et  s’accroît 
très-rapidement  à mesure  que  leur  nombre  augmente. 
C est  pour  éviter  cette  multiplication  d’erreurs  qu’on  a 
imaginé  de  rapporter  ia  position  de  chaque  point,  en 
particulier,  à deux  droites  perpendiculaires  entre  clics 
tracées  sur  le  plan , et  qui  sont  ordinairement  la  méri- 
dienne (tôt/,  ce  mot)  de  l’un  des  points  les  plus  remar- 
quables du  terrain,  et  la  perpendiculaire  à cette  méri- 
dienne passant  par  le  même  point. 
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Il  n'est  pas  indispensable»  pour  cette  opération,  de 
connaître  la  direction  de  la  méridienne  arec  une  grande 
exactitude:  car  toute  autre  ligne  d’une  direction  donnée 
pourrait  remplir  le  même  office;  aussi  se  contcntc-t-on 
des  indications  de  la  boussole.  Ce  qu'il  importe,  c'est 
de  déterminer  l’angle  que  fait  la  méridienne  adoptée 
avec  un  côté  d'un  quelconque  des  triangles  du  ré- 
seau. 

Supposons  qu’étant  au  point  À (PI.  XIV,  fig.  i5)  la 
direction  de  l’aiguille  aimantée  fasse  avec  la  droite  AC 
uo  angle  de  45*;  la  déclinaison  de  l’aiguille  étant  à 
cette  époque  de  aa"  10',  la  ligne  du  Nord,  ou  la  méri- 
dienne NS  du  point  A,  fera  donc  avec  la  ligne  AC  un 
ongle  de  a3"  5o',  et  comme  l’angle  BAC  est  un  de  ceux 
qui  ont  été  relevés  dans  la  triangulation,  on  connaîtra 
l'angle  BAN  * BAC  — a5n  5o'  que  forme  le  côté  AB 
avec  la  méridienne  NS.  Si,  par  exemple,  l’angle  BAC 
était  de  ia5",  l’angle  BAN  serait  de  ioa°  io',  et  alors, 
après  avoir  tracé  sur  le  canevas  une  ligne  NS,  faisant 
avec  AB  un  ongle  de  ioa#  io',  on  lui  mènerait  par  le 
point  A la  perpendiculaire  OE;  ces  deux  droites  se- 
raient les  ares  coordonnés  (voy.  Application,  torn.  I), 
auxquels  il  s'agirait  ensuite  de  rapporter  tous  les  points 
de  la  triangulation. 

Soient  A,  B,  C,  D,  E,  F les  sommets  des  triangles 
observés;  imaginons  par  chacun  de  ces  points  deux 
droites  respectivement  parallèles  à la  méridienne  NS 
et  à sa  perpendiculaire  OE  ; nous  aurons  en  particulier, 
pour  ie  point  D,  nD  parallèle  A NS  et  mb  parallèle  à OE, 
et  il  est  évident  que  la  position  du  point  D sur  le  plan 
sera  parfaitement  déterminée,  quelles  que  soient  d’ail- 
leurs scs  relations  avec  les  autres  points,  lorsqu’on  con- 
naîtra la  longueur  des  lignes  nD  et  mD  ; car,  en  pre- 
nant sur  AE  la  partie  An  = mD,  et  sur  AS  la  partie 
Am  = nD,  les  perpendiculaires  mD  et  nD  élevées  aux 
points  m et  n se  couperont  au  point  D.  La  même  chose 
ayaut  lieu  pour  tous  les  autres  points  B,  C,  E,  etc.,  on 
voit  qu'on  pourra  placer  chacun  d’eux  isolément  sur  la 
carte,  et  que  les  petites  erreurs  provenant  de  l’épais- 
seur des  lignes,  ou  de  l’inégalité  du  papier,  se  réparti- 
ront également,  au  lieu  de  s’accumuler,  en  passant 
d’un  point  à un  autre. 

Tous  les  rayons  qui  concourent  au  point  A étant 
connus  de  longueur  et  de  direction,  on  obtient,  par  une 
addition  ou  une  soustraction,  les  angles  qu'ils  forment 
avec  la  méridienne,  et  l'on  n'a  plus  que  des  triangles 
rectangles  ;i  résoudre  pour  calculer  les  distances  de 
leurs  extrémités  A la  méridienne  et  à sa  perpendi- 
culaire. 

Si  l’angle  CAD  est  de  ga*  5o',  l’angle  NAD  sera 

NAC  4-  CAD  « BAC  — BAN  -{-  CAD, 

= ia5"—  ioa*io'  + ga*5o's=:n5*4o'; 


UE 

et,  par  conséquent,  dans  le  triangle  rectangle  uAD, 
dont  l’angle  en  A est 

NAD  — 90*  = u5°4o'  — 90#=sa5*4o', 
on  aura 

nD  =mA  = AD  . sin  a5°  4o', 
mD  s=  nA  = AD  . cos  a5°  4°'> 

et  de  même  pour  tous  les  autres  rayons  AC,  AH,  AB, 
AG,  AF,  AE. 

Quant  aux  points  tels  que  K et  H observés  d'une 
autre  station  H,  et  qui  ne  sont  pas  immédiatement  liés 
avec  le  point  A,  on  peut  les  rapporter  à une  autre  mé- 
ridienne N 'S',  c’est-à-dirc  ù une  parallèle  à la  méri- 
dienne NS  passant  par  le  point  H déjà  fixé  sur  le  plan 
par  les  distances  Hp,  lie.  On  connaît  l’angle  S'ilA  — 
HAN  ; ainsi,  à l’aide  de  cet  angle  et  des  angles  observés 
autour  du  point  H,  on  peut  déduire  la  valeur  de  l’angle 
Kilo,  puis  calculer  les  distances  Ko,  lia  suffisantes 
pour  placer  le  point  K dans  le  plan.  D’ailleurs,  lorsque 
Ka  et  Ha  sont  connus,  on  a 

K6  = Ka  ab  = Ka  -j-  Hp , 

Krf  = He— Ha, 

et  l’on  peut,  si  l’on  veut,  n’employer  que  la  seule  mé- 
ridienne NS.  (Voyez,  pour  les  détails,  le  Traité d Ar- 
pentage  de  M.  Lefèvre.  Les  grandes  opérations  géodé- 
siques  doivent  être  étudiées  dansTcs  traités  de  Géodésie 
et  de  Topographie  de  M.  Puissant.) 

LIEUE.  (Métrol.)  Ancienne  mesure  itinéraire  usitée 
en  France,  et  qui , sous  le  même  nom , désignait  plu- 
sieurs longueurs  différentes.  On  divisait  les  Lieues  en 
grandes,  moyennes  et  petites,  ou  en  lieues  de  20,  a5  et 
5o  au  degré  terrestre..  Les  premières,  nommées  aussi 
lieues  marines,  étaient  évaluées  à 285 1 j toises;  les 
lieues  moyennes  à aa83  toises,  et  plus  exactement 
à 2281  toises,  et  les  petites  à 1900  f toises.  Outre  ces 
lieues  légales,  chaque  province  avait  sa  lieue  particu- 
lière très-arbitrairement  déterminée , et  l’on  se  servait 
encore,  pour  la  mesure  des  postes,  d’une  lieue  de 
2000  toises,  nommée  lieue  de  poste.  Les  réformateurs  du 
système  métrique  ont  substitué  à toutes  ces  mesures 
une  unité  fixe,  le  kilomètre  (1000  mètres),  dont  il  faut 
espérer  que  l’usage  s’étendra  généralement,  et  fera  dis- 
paraître des  dénominations  qui  ne  sont  plus  en  rapport 
avec  les  évaluations  modernes. 

Le  quart  du  méridien  terrestre,  dont  la  dix  million- 
nième  partie  forme  notre  métré,  contenant  90*  inégaux 
(coy.TjîiBE,  t.  II,  et  Ficrax  de  la  Table),  la  longueur  du 
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degré  moyen  est  de  i 1 1 1 1 1 j mètres,  ou  de  in^  kilo- 
mètres; ainsi, 

Laücuc  de  ao  au  degré  équivaut  A 5 | kilom.  = 5555  ^ mêt. 

La  lieue  moyenne  de  a5  au  degré  4 f = 4444  > 

La  petite  lieue  de  3o  au  degré  . 3 = 3^03 

La  lieue  de  poste,  à peu  près  . . 3 fp  = 38q8  j-jj 

Toutes  les  réductions  des  toises  en  mètres,  et  tics 
vend,  s’effectuent  au  moyen  des  rapports  généraux 

i toi»c  = i%q49°57» 
i métro  = o',5i3o74j 

déterminés  très-exactement  entre  la  toise  dite  du  Pérou 
et  le  mètre  adopté  définitivement  eu  1801.  (Voy.  Me- 
si'be,  tom.  II.) 

LOGARITHMES.  La  théorie  des  logarithmes  ayant 
été  développée,  tom.  II,  dans  tous  scs  détails,  nous  ne 
considérerons  ici  ses  fouclious  importantes  que  comme 
un  instrument  de  calcul  dont  il  est  essentiel  do  popu- 
lariser l’usage.  C’est  dans  ce  but  que  nous  donnons  la 
table  suivante,  qui,  malgré  son  peu  d’étendue,  présente 
immédiatement  les  logarithmes  des  nombres  jusqu’à 
îoooo,  et  les  donne  jusqu'à  îoooooo  à l’aide  d’une  pe- 
tite opération  sur  les  différences.  Les  principes  de  sa 
composition  étaut  les  mêmes  que  ceux  des  grandes  ta- 
bles de  Callet  et  de  Borda,  les  explications  dans  les- 
quelles nous  allons  entrer  sur  son  emploi  pourront  s'ap- 
pliquer à ces  dernières;  mais  on  peut  se  contenter  de  la 
nôtre  pour  toute*  les  questions  relatives  au  commerce 
et  à l’industrie. 

1.  Les  logarithmes  vulgaires  des  nombres  entiers  se 
composent  du  deux  parties  : l’une  entière,  qu’on  nomme 
la  caractéristique , et  l’autre  fractionnaire,  exprimée  en 
décimales.  La  caractéristique  ayant  toujours  autant  d’u- 
nités que  la  partie  entière  du  nombre  a du  chiffres 
moins  un  (voy.  Locàbitbmes,  tom.  II),  on  l’omet  ordi- 
nairement dans  les  tables;  ce  qui  ne  peut  jamais  être 
une  cause  d’erreur,  puisque  l’inspection  seule  du  nombre 
dont  on  cherche  le  logarithme  fait  connaître  c«ttc  ca- 
ractéristique. Ainsi,  les  logarithmes  des  nombres,  de- 
puis i jusqu’à  9 inclusivement , ont  o pour  caractéris- 
tique; ceux  des  nombres  depuis  îo  jusqu’à  99  ont  1; 
a,  depuis  100  jusqu’à  999;  3,  depuis  1000  jusqu’à 
999g,  etc.,  etc.  Un  nombre  quelconque  étaut  doimé, 
on  connaît  donc  immédiatement  la  caractéristique  de 
son  logarithme,  et  il  suffit  de  trouver  dans  les  tables  la 
partie  fractionnaire  de  ce  logarithme  pour  qu’il  soit  eu* 
fièrement  déterminé. 

a.  La  table  ci-jointc  îc  compose  do  ootc  colonnes* 
Ton,  iii. 
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intitulées  N,  o,  1,  a,  3,  4»  5,  6,  7,  8,  9.  La  première 
colonne  à gauche,  marquée  N,  contient  les  nombres  na- 
turels, depuis  100  jusqu’à  999;  la  seconde  colonne, 
marquée  0,  offre  les  logarithmes  de  ces  nombres,  ou 
du  moins  leurs  parties  fractionnaires,  car  les  caracté- 
ristiques ne  s’y  trouvent  pas.  Gomme  chaque  logarithme 
a ses  deux  premiers  chiffres  décimaux  communs  avec 
quelques-uns  de  ceux  qui  le  suivent,  on  s’est  contenté 
d’écrire  une  seule  fois  ces  chiffres  communs  au  lieu  de 
les  répéter;  de  sorte  que,  lorsqu’on  ne  trouve  que  quatre 
chiffres,  dans  la  colonne  o,  devant  le  nombre  proposé, 
il  faut  les  faire  précéder  par  le  groupe  isolé  de  deux 
chiffres,  le  plus  prochain  en  remontant.  Si  l’on  deman- 
dait, par  exemple,  le  logarithme  du  nombre  201,  de- 
vant lequel  on  ne  trouve,  dans  la  colonne  o,  que  les 
quatre  chiffres  3196,  on  écrirait  à la  gauche  de  ces 
quatre  chiffres  le  nombre  isolé  3o,  qu’on  rencontre  le 
premier  en  remontant  la  colonne  ; la  partie  décimale  du 
logarithme  cherchée  est  donc  ainsi  300196,  et  l’oD*au- 
rait,  en  ajoutant  la  caractéristique, 

Log  201  = a,3o3ig6. 

3.  La  colonne  0 ne  donne  pas  seulement  les  loga- 
rithmes des  nombres  depuis  too  jusqu’à  999,  mais  en- 
core ceux  de  tous  les  nombres  qui  sont  des  multiples  ou 
des  sous-multiples  décimaux  de  ces  premiers  : car  on 
sait  (roy.  tom.  II,  pag.  186)  que  les  nombres  décuples 
les  uns  des  autres  ont  des  logarithmes  qui  ne  diffèrent 
que  par  leurs  caractéristiques.  Le  nombre  300196,  que 
nous  venons  de  trouver  pour  la  partie  décimale  du  lo- 
garithme de  201,  est  donc  en  même  temps  la  partie  dé- 
cimale des  logarithmes  des  nombres  2,01,  20,1 , 201, 
aoio,  20100,  201000,  etc.;  c’est-à-dire  qu’uu  a 

Log  2,01  = o,3o3ig6 
Log  20,1  — i,3o3i9G 
Log  201  =3  2,3o3i96 

Log  2010  =3,3o3i96 
Log  20100  = 4,3o3î96 
etc.  =3  etc., 

et  ainsi  de  même  pour  tous  les  autres. 

•C’est  à cause  de  cette  propriété  des'logarithmes  vul- 
gaires que  nous  n’avons  pas  cru  devoir  donner  à part 
les  logarithmes  des  nombres  depuis  1 jusqu’à  99,  qui  sc 
trouvent  compris  parmi  ceux  des  nombres  depuis  100 
jusqu’à  999.  Ainsi,  pour  avoir  le  logarithme  de  8 ou 
celui  de  80 , on  cherchera  celui  de  800 , et  comme  la 
partie  décimale  de  ce  dernier,  dounéc  par  la  table,  eft 
903090,  on  aura 

Log  8 sa  0,903090;  Log  80  as  1,903090. 

34 
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En  généra! , toutes  les  fols  que  le  nombre  proposé 
sera  plus  petit  que  i oo,  on  lui  ajoutera  un  ou  deux  zéros 
A droite,  de  manière  A ce  qu’il  devienne  l’un  de  ceux 
compris  dans  la  colonne  N;  puis  on  donnera  une  carac- 
téristique convenable  A la  partie  décimale  du  logarithme 
qu’on  trouvera  dans  la  colonne  o.  Proposons-nous,  par 
exemple,  de  trouver  le  logarithme  de  19;  nous  cher- 
cherons celui  de  190,  qui  a pour  partie  décimale,  dans 
la  colonne  0,  278754,  et  nous  aurons 

Log  19  aa  1,278754. 

4-  On  voit,  d'après  ce  qui  précède,  que  la  colonne  0 
peut  f-tre  considérée  comme  donnant  immédiatement 
les  logarithmes  des  nombres  1000,  1010,  1020, 
io3o,  etc.  Pour  avoir  les  logarithmes  des  nombres  in- 
termédiaires iooi,  1002,  iqo3,  etc.;  1011,  1012, 
ioi3,  etc.;  1021,1022,  ioa3,  etc.,  il  faut  avoir  recours 
aux  colonnes  marquées  1,  2,  3,  4»  5,  G,  7,  8,  9;  celles- 
ci  offrent  les  quatre  dernières  décimales  des  logarithmes 
des  nombres  terminés  par  ce»  mêmes  chiffres  1,  2,  3, 
4,  5,  6,  7,  8,  9,  c’est-à-dire  que  la  colonne  1 corres- 
pond aux  nombres  terminés  par  1 , tels  que  1 00 1 , 1011, 
I02t,  io3i,  1041,  etc.,  etc.;  que  la  colonne  2 corres- 
pond aux  nombres  terminés  par  a,  tels  que  1002,  1012, 
loaa,  io3a,  1042,  etc.,  etc.,  et  ainsi  des  autres.  De- 
mande-t-on, par  exemple,  le  logarithme  de  2475;  on 
cherchera  dans  la  colonne  N le  nombre  247,  puis  on 
prendra  dans  la  ligne  des  chiffres  placés  devant  ce  nom- 
bre les  quatre  chiffres  compris  dans  la  colonne  5,  savoir: 
3575;  on  écrira  A leur  gauche  le  nombre  3g,  qn'on 
trouve  isolé  dans  la  colonne  o en  remontant,  et  l'on 
aura,  en  ajoutant  la  caractéristique  3,  parce  que  2475 
est  compris  entre  1000  et  9999, 

log  2475  c=  6,895575. 

La  table  présente  donc  immédiatement  les  logarithmes 
de  tous  les  nombres  depuis  1 jusqu'à  10000,  et,  ceci 
bien  compris,  il  est  facile  de  résoudre  les  deux  questions 
suivantes,  auxquelles  on  peut  ramener  tout  ce  qui  con- 
cerne son  usage. 

5.  Problème  I.  Un  nombre  quelconque  étant  donné , 
trouver  ton  logarithme. 

3 de  nombre  n’a  que  quatre  chiffres  significatifs,  on 
cherchera  les  trois  premiers  dans  la  colonne  N,  puis  on 
suivra  de  l’œil  la  ligne  sur  laquelle  on  les  aura  trouvés, 
jusqu  à ce  qu'on  soit  dans  la  colonne  qui  porte  pour  in- 
dice le  quatrième  chiffre.  Les  quatre  chiffres  ou  figures 
qui  sont  dans  cette  dernière  colonne  et  dans  l'aligne- 
ment des  trois  premiers  chiffres  du  nombre  donné  sont 
les  quatre  dernières  décimales  du  logarithmo  cherché. 
Quant  aux  deux  premières,  on  les  trouvera  dans  2a 
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colonne  0,  oû  elles  sont  Isolées  par  un  point,  soit  Im- 
médiatement devant  les  trois  premiers  chiffres  du  nom- 
bre, soit  en  remontant  jusqu’au  premier  groupe  isolé 
de  deux  chiffres  qu’on  rencontre  au-dessus  de  leur  ali- 
gnement. Soit,  par  exemple,  7568  le  nombre  dont  on 
demande  le  logarithme;  on  cherchera  706  dans  la  oo- 
lonno  N , et,  parcourant  la  ligne  du  nombre  706,  on 
s'arrêtera  ù la  colonne  marquée  8,  dans  laquelle  on 
tfouvera  8981;  cet  chiffres  sont  les  quatre  derniers 
chiffres  décimaux  du  logarithme  de  7568.  Pour  avoir 
les  deux  premiers,  on  examinera  si  dans  la  colonne  o il 
ne  se  trouve  pa9,  dans  l'alignement  de  756,  deux  chif- 
fres isolés  des  autre»  par  un  point,  et  comme  on  n'en 
rencontre  pas,  on  remontera  jusqu’aux  premier?  chiffres 
isolés,  qui  sont  87;  la  partie  décimale  du  logarithme 
est  donc  878981,  et  il  ne  s’agit  plus  que  de  lui  donner 
une  caractéristique  convenable.  Dans  le  cas  du  nombre 
entier  7568,  celte  caractéristique  serait  3 ; elle  serait  2 
si  le  nombre  était  706,8;  1,  s’il  était  75,68  ; et  enfin  0, 
s’il  était  7,568.  Nous  examinerons  plus  loin  quelles  ca- 
ractéristiques on  doit  donner  aux  nombres  entièrement 
fractionnaires  ou  plus  petits  que  l'unité,  tels  que  0,7588, 
0,07568,  etc. 

6.  SI  le  nombre  proposé  a moins  de  trois  chiffres  si- 
gnificatifs, on  trouvera  son  logarithme  au  moyen  de  la 
seule  colonne  o,  comme  nous  l’avons  indiqué  ci-dessus. 

7.  Quel  que  soit  le  nombre  des  zéros  qui  terminent 
un  nombre  donné,  pourvu  qu’il  n’ait  pas  plus  de  quatre 
chiffres  significatifs,  on  trouvera  donc  immédiatement 
son  logarithme  dans  la  table.  Par  exemple,  si  an  lieu  du 
nombre  7568  il  «'était  agi  du  nombre  756800,  la  partie 
décimale  du  logarithme  aurait  toujours  été  878981; 
seulement  on  aurait  pris  5 pour  caractéristique,  parce 
que  756800  a 6 chiffres  entiers. 

8.  Lorsque  le  nombre  a plus  de  quatre  chiffres  signi- 
ficatif?, la  table  ne  présente  pas  immédiatement  son 
logarithme,  mal?  on  peut  le  trouver  par  le  calcul  sui- 
vant : Soit  a55686  le  nombre  proposé  ; séparons  par 
une  virgule  les  quatre  premiers  chiffres  à gauche , et 
considérons  pour  un  moment  les  chiffres  demeurer?  à 
droite  comme  des  décimales,  il  s’agira  alors  de  trouver 
le  logarithme  de  2556,86.  Cherchons  d’abord  le  loga- 
rithme de  2556,  et  prenons  en  même  temps  celui  du 
nombre  immédiatement  plus  grand  2.557  ; nous  trouve- 
rons, en  opérant  comme  il  vient  d’être  dit,  et  sans  tenir 
compte  des  caractéristiques, 

Log  2557  ....  407731 

Log  2556  ....  4°7^6i 

Différence  — 17° 

Maintenant , nous  dirons,  si  la  différence  d’une  unité 
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entra  lot  nombres  entraîne  une  différence  do  ijo  entre 
les  logarithmes,  quelle  sera  U différence  de  ces  derniers 
lorsque  celle  des  nombres  ne  sera  que  o,86,  c'est-à-dire 
que  nous  poserons  la  proportion 

s : 170  so  o,89:  »; 

d'od 

* = 170  X 0,86=  146, a. 

Ainsi,  ajoutent  146  au  logarithme  de  a556,  nous  ob- 
tiendrons pour  la  partie  décimale  du  logarithme  de 
a556,86 , ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  du  logarithme 
de  355686 , le  nombre  407707,  et  nous  aurons  par  con- 
séquent 

Log  >55686  = 5,407707 . 

Proposons-nous  pour  second  exemple  le  nombre 
4,85635g.  L'ayant  écrit  oomme  11  suit  : 4856,35g,  nous 
chercherons  dans  la  table  les  logarithmes  de  4887  et  de 
4856,  ce  qui  nous  donnera 

Log  4887  ....  686368 
Log  4856  ....  686379 

Différence  = 89 

Multipliant  la  différence  89  per  o,35g,  nous  aurons 
89  X 0,359=31,9515 

cette  différence  3i,g5i  étant  plus  proche  de  Sa  que  de 
3i,  nous  ajôutcrons  3a  au  logarithme  de  4856,  et  nous 
aurons,  toujours  abstraction  faite  des  canclèristiquea, 

Log  4856,359  ....  6863ii. 
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soustraction  no  pouvant  s’effectuer  dans  tout  les  cas  où 
la  fraction  est  plus  petite  que  l’unité , il  Saut  «ion  exé- 
cuter l’opération  inverse,  c’est-à-dire  retrancher  le  lo- 
garithme du  numérateur  de  celui  du  dénominateur  et 
donner  le  signe  — au  résultat;  on  obtient  ainsi  un 
logarithme  entièrement  négatif , dont  il  ne  but  pas 
perdre  de  vue  la  signification  dans  tous  les  calculs  où 
l’on  peut  le  faire  entrer.  Soit  à trouver,  par  exemple, 

g 

le  logarithme  de  — , on  aura 

Log  i3  wst  1,119943 

Log  8 » 0,903090 

Différence  » 0,aio853 

Dono 

Log  — =3  — 0, 210853. 

10.  On  peut  encore  exprimer  do  deux  autres  manières 
les  logarithmes  des  fractions  plus  petites  que  l’unité,  en 
attachant  une  signification  particulière  à la  caractéris- 
tique. Pour  cet  effet,  on  ajoute  & la  caractéristique  du 
logarithme  du  numérateur  assez  d’unités  pour  que  la 
soustraction  soit  possible,  ordinairement  10;  il  en  ré- 
sulte que  le  logarithme  de  la  fraction  est  un  nombro 
entièrement  positif,  mais  dont  la  caractéristique  est 
plus  grande  qu’elle  ne  devrait  être;  de  sorte  qu’aprèe 
avoir  employé  ce  logarithme  dans  des  calculs  quelcon- 
ques, il  faut  tenir  compte,  pour  le  résultat  final,  de 
l’excédant  de  la  caractéristique.  Dans  le  cas  de  la  frac- 
8 

tion  nous  ajouterions  10  «à  la  caractéristique  du  lo- 
garithme de  8,  et  la  soustraction  donnerait 

10,903090 

1,113943 


Or,  le  nombre  proposé  étant  4*856359,  la  caractéris- 
tique de  son  logarithme  est  o;  Ainsi 

Log  4,856359  = o,6863i  i. 

Dans  les  grandes  tables  des  logarithmes,  les  diffé- 
rences forment  une  dernière  colonne  que  nous  n’aurions 
pu  introduire  dans  la  nôtre  sans  trop  la  compliquer; 
mais  il  suffit  d’un  peu  d’habitude  pour  prendre  ces  dif- 
férences à l’œil  et  s’éviter  la  peine  d'écrire  les  doux  lo- 
garithmes qui  comprennent  le  logarithme  cherché. 

9.  Lorsque  le  nombre  donné  est  une  fraction,  on  ob- 
tient son  logarithme  en  retranchant  le  logarithme  de 
son  dénominateur  de  celui  de  son  numérateur.  Cette 


Différence  =>  9,789147 
d’où  nous  aurions 

to67j”*  9-789147. 

Le  point  placé  aprèi  la  caractéristique  9,  au  Heu  d’une 
virgule,  indique  que  ootte  caractéristique  est  trop  grande 
de  dix  unités. 

Si  l’on  veut  retrancher  immédiatement  les  dix  unités 
dont  la  caractéristique  9 est  trop  grande,  il  reste  une 
caractéristique  négative  — 1,  et  la  partie  décimale  du 
logarithme  demeure  positive  ; on  exprime  cette  circou- 
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stance  par  le  signe  — placé  au-desiHê  de  la  caractéris- 
tique, comme  il  suit  : 

î^&9»47- 

Les  trois  logarithmes 

— o,2io855,  9.789147» 

g 

appartiennent  donc  à la  même  fraction  y^,  et  c’est 

seulement  la  facilité  qui  peut  en  résulter  dans  la  suite 
des  calculs  qu’on  doit  consulter  pour  choisir  entre  eux. 

Si  la  fraction  proposée  était  décimale,  on  pourrait 
opérer  de  la  même  manière,  en  rétablissant  son  déno- 
minateur. Soit,  par  exemple,  0,086;  cette  fraction  est 

. - . 8<> 

la  même  chose  que  y— - , et,  partant , 

Lng  1000  = 5,oooooo 
Log  86  =1,934498 

Différence  = l,o655oa 

Ainsi 

Log  0,086  = — i,o655oa 

Veut-on  le  logarithme  sons  une  forme  positive,  on 
obtient,  en  ajoutant  10  ù la  caractéristique  du  loga- 
rithme de  86, 

* 1 »934498 
3,oooooo 


Différence  = 8,934498 

D’oû 

Log  0,086  = 8.934498  > et  I^g  0,086  = 2,934498. 

On  peut  arriver  immédiatement  à ces  derniers  résul- 
tats par  une  observation  très-simple  : la  partie  décimale 
du  logarithme  d'un  nombre  dont  les  seuls  chiffres  si- 
gnificatifs sont  86  étant  9.54498,  si  ce  nombre  est  86, 
son  logarithme  est  1,934498;  s’il  est  seulement  8,6, 
son  logarithme  devient  0,934498,  et  comme  sa  carac- 
téristique doit  toujours  diminuer  d’une  unité  à mesure 
que  le  nombre  devient  dix  fols  plus  petit,  il  est  évident 
qu’on  a,  la  partie  décimale  du  logarithme  demeurant 
toujours  positive, 

Log  0,86  =1,934498 

Log  0,086  = 2,934498 
Log  0,0086  = 3,934498 
etc.  = etc. 


Log 

Ainsi , pour  trouver  le  logarithme  d’une  fraction  dé- 
cimale sans  entiers,  il  faut  faire  abstraction  des  zéros  qui 
précédent,  A gauche,  les  chiffres  significatifs;  chercher 
dans  la  table  la  partie  décimale  du  logarithme,  comme 
si  les  chiffres  significatifs  exprimaient  des  entiers,  et 
donner  pour  caractéristique  négative  un  nombre  d’uni- 
tés égal  à celui  des  zéros  retranchés.  De  cette  manière, 
on  voit  tout  de  suite  que  le  logarithme  de  0,000086  est 
5,9.34498.  Si  l’on  veut  avoir  un  logarithme  tout  positif, 
on  substitue  A la  caractéristique  négative  son  complé- 
ment arithmétique  ou  sa  différence  avec  10,  abstraction 
faite  de  son  signe,  et  il  faut  alors  se  rappeler  que  la  nou- 
velle caractéristique  est  trop  grande  de  dix  unités. 

11.  Problème  II.  Un  logarithme  étant  donné,  trouver 
le  nombre  auquel  il  appartient. 

Laissant  d'abord  de  côté  la  caractéristique,  on  cher- 
chera dans  la  colonne  o,  et  dans  le  rang  des  groupes 
de  deux  chiffres  , les  deux  premières  figures  de  la  partie 
décimale  du  logarithme;  les  ayant  trouvées,  on  cher- 
chera les  quatre  dernières  figures  du  logarithme  parmi 
les  nombres  de  quatre  chiffres  qui  sont  dans  cette  même 
colonne  0,  A partir  de  ceux  qui  se  trouvent  en  face  des 
deux  premières  figures  et  en  descendant.  Si  l'on  trouve 
ces  quatre  dernières  figures,  le  nombre  placé  sur  leur 
alignement  dans  la  colonne  N contiendra  les  chiffres  si- 
gnificatifs du  nombre  demandé,  et  il  n’y  aura  plus  qu’A 
le  compléter  par  des  o ou  le  partager  pur  une  virgule, 
suivant  la  grandeur  de  la  caractéristique. 

Soit,  par  exemple,  A trouver  le  nombre  dont  le  lo- 
garithme est  2,195900;  ayant  trouvé  les  deux  première» 
figures  19  dans  les  chiffres  isolés  de  la  colonne  o,  on 
descendra  jusqu'A  ce  qu'on  ait  rencontré  dans  cette 
même  colonne  les  quatre  derniers  6900 , et  observant 
alors  que  ccux-ci  sont  placés  dans  l'alignement  du  nom- 
bre «Sy,  on  en  conclura  que  les  chiffres  significatifs  du 
nombre  cherché  sont  i5y.  Or,  la  caractéristique  étant  2, 
le  nombre  cherché  doit  avoir  trois  figures  aux  entiers  : 
donc  ce  nombre  est  157.  SI  la  caractéristique  était  3,  le 
nombre  serait  dix  fois  plus  grand,  c’cst-A-dire  1570; 
comme  il  serait  15700  si  la  caractéristique  était  4,  et 
ainsi  de  suite.  Par  la  même  raison,  le  nombre  ne  serait 
que  i5,7  ou  1,57  si  la  caractéristique  était  1 ou  ©v 

1 2.  Lorsqu’on  ne  trouve  pas  dans  la  colonne  o les 
quatre  dernières  figures  du  logarithme,  il  faut  s’arrêter 
A celles  qui  en  approchent  le  plusm  moi  rut,  puis  suivre 
leur  alignement  dans  les  autres  colonnes  1,  2,  3, etc., 
pour  reconnaître  si  l’on  n’y  découvrira  pas  ces  quatre 
figures.  Dans  le  cas  où  on  les  trouverait,  le  nombre 
cherché  n’aurait  que  quatre  chiffres  significatifs,  dont  les 
trois  premiers  sont  dans  la  colonne  N,  sur  le  même  ali- 
gnement, et  dont  le  dernier,  A droite,  est  donné  par 
l’indice  de  la  colonne  dans  laquelle  ou  a rencontré  les 
quatre  dernières  figures  du  logarithme.  Demande-t-on, 


Digitized  by  Google 


LOG 


par  exemple,  le  nombre  dont  le  logarithme  est  0,937367  ? 
Après  avoir  trouvé  dans  la  colonne  o les  deux  pre- 
mières figures  q3  , on  commencera  par  chercher  dans 
cette  colonne  les  quatre  dernières  7367,  et  comme  le 
nombre  le  plus  proche  en  moins  qu’on  y trouvera  est 
7016,  on  suivra  l’alignement  de  ces  derniers  dans  les 
autres  colonnes,  cl  on  trouvera  7367  dans  (a  colonne 
marquée  8 ; observant  que  sur  ce  même  alignement  ré- 
pond le  nombre  865  dans  la  colonne  N , on  écrira  8 à 
la  droite  de  ce  nombre  et  on  aura  8658  ; c’est  le  nombre 
qu’il  s’agissait  de  trouver.  Observant  qu’il  ne  doit  avoir 
qu’un  seul  chiffre  aux  entiers,  parce  que  la  caractéris- 
tique est  o,  on  l’écrira  : 8,658. 

i3.  Si  les  quatre  dernières  figures  du  logarithme  ne 
se  trouvent  ni  dans  la  colonne  o ni  dans  les  autres  co- 
lonnes 1,  a,  3,  etc.,  le  nombre  demandé  n’est  pas  com- 
pris dans  les  limites  de  la  table,  et  l’on  ne  peut  trouver 
immédiatement  que  scs  quatre  premiers  chiffres  signi- 
ficatifs, en  s’arrêtant  au  logarithme  qui  approche  le  plus 
en  moins  du  logarithme  proposé.  Soit,  par  exemple,  le 
logarithme  0,4971 5o;  il  est  facile  de  reconnaître  que 
ce  logarithme  est  entre  les  logarithmes  o,49"o58  et 
0,497206,  dont  les  nombres  corrcspondans  donnés  par 
la  table  sont  5i4i  et  3i43,  ou  3, 141  et  3, 143,  en  ayant 
égard  aux  caractéristiques.  Nous  savons  ainsi  tout  de 
suite  que  le  nombre  demandé  est  plus  grand  que  3,i4i 
et  plus  petit  que  3, 143,  de  sorte  que  nous  pouvons 
prendre  l’un  ou  l’autre  de  ces  nombres  pour  sa  valeur 
approchée  à moins  d’un  millième  d’unité  près.  Lors- 
qu’on veut  avoir  une  approximation  plus  grande,  ou 
qu’on  demande  six  à sept  chiffres  significatifs,  il  faut 
exécuter  sur  les  différences  des  logarithmes  une  opera- 
tion inverse  de  celle  que  nous  avons  indiquée  ci-dcs- 
sus  (8),  et,  pour  cet  effet,  il  faut  se  procurer  d’abord  la 
différence  entre  le  logarithme  proposé  et  le  logarithme 
de  la  table  qui  en  approche  le  plus  en  moins , ainsi  que 
la  différence  de  ce  dernier  avec  celui  qui  le  suit  immé- 
diatement dans  la  table.  Nous  aurions  toujours,  abstrac- 
tion faite  des  caractéristiques, 

Log  proposé . . . . 4l)7*5o 

Log  3i4i 497°66 


Différence  = 8 a 

Log  3i4s 497306 

Log3i4* 407°68 

Différence  = i38 


Ceci  fait,  on  doit  dire  : si  une  différence  de  1 38  entre 
les  logarithmes  donne  une  unité  de  différence  entre  les 
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nombres,  que  donnera  la  différence  8a  ? On  posera  dono 
la  proportion 


i38  : 1 » 8a  : x ; 

d’où , en  s’arrêtant  é la  troisième  décimale, 


— 0,594. 


Ainsi,  le  logarithme  proposé  497  *5o  est  celui  du  nom- 
bre 3i4i,594,  ou,  à cause  de  la  caractéristique  o,  celui 
du  nombre  3, 141594. 

Il  est  inutile  do  poursuivre  la  division  des  différence* 
plus  loin  que  la  troisième  décimale,  parce  que,  avec 
des  logarithmes  A six  décimales,  on  ne  peut  obteoir, 
dans  les  cas  les  plus  favorables,  que  sept  chiffres  signi- 
ficatifs exacts  ; généralement , on  devra  se  borucr  aux 
deux  premières  décimales  et  par  suite  à six  chiffres  si» 
gnificatifs. 

14.  Si  la  caractéristique  du  logarithme  proposé  était 
négative,  on  procéderait  de  la  même  manière  à la  re- 
cherche des  six  ou  sept  chiffres  significatifs  du  nombre, 
puis  on  écrirait  à la  gauche  de  ces  chiffres  autant  de 
léros  que  la  caractéristique  a d’unités  et  on  poserait  la 
virgule  après  le  premier  zéro.  Dans  le  cas,  par  exemple, 
où  le  logarithme  précédent  aurait  été  4>497i5o  au  lieu 
de  o,497i5o,  on  aurait  écrit  quatre  zéros  à la  gauche 
des  sept  chiffres  significatifs  trouvés  3 1 4 1 5q4  , et  aprè* 
avoir  placé  la  virgule  ù la  droite  du  premier  on  aurait  eu 
la  fraction  o,ooo3i4i594  pour  le  nombre  dont  le  loga- 
rithme est  4>497*5o.  Le  cas  d’une  caractéristique  com- 
plémentaire se  ramène  toujours  à celui  d’une  caracté- 
ristique négative,  et  ne  présente  par  conséquent  aucune 
difficulté. 

15.  Enfin,  si  le  logarithme  proposé  était  entièrement 
négatif,  on  le  chercherait  dans  la  table  comme  s’il  était 
positif,  et  après  avoir  trouvé  le  nombre  correspondant. 


on  ferait  de  ce  nombre  le  dénominateur  d’une  fraction 
à laquelle  on  donnerait  l’unité  pour  numérateur.  Soit  i 
trouver  le  nombre  du  logarithme  — o,aio853.  Cher- 
chant dans  la  table  le  logarithme  o,aio853,  on  trouve 
qu’il  répond  au  nombre  i,6a5,  et  l’on  en  conclut  que 

, „ , , . * *000 

la  fraction  cherchée  est  ■ à . ou  -p-p  , qui  se  réduit 
i,Oa  j lOii) 


Pour  se  rendre  raison  de  cette  règle,  il  faut  obser- 
ver qu’en  désignant  par  x le  nombre  dont  le  logarithme 
est  — m,  on  a 


10 


x. 
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rc!  ou  hyperbolique  d*tm  nombre  donné,  il  faudrait 
multiplier  le  logarithme  vulgaire  de  ce  nombre,  trouvé 
io"mm  = ; dans  la  table,  par  le  facteur  constant 


aiuji 


a,3oa585og3; 


x 


i 

10*' 


Maintenant,  si  x est  le  nombre  dont  le  logarithme  est 
-f*  m,  on  a aussi 

10"  sa  Mi 


dono 


i 


Lorsqu’on  veut  obtenir  en  chiffres  décimaux  la  frac- 
tion correspondante  à un  logarithme  négatif,  il  faut 
retrancher  ce  logarithme  de  celui  de  l'unité , et  comme 
ce  dernier  est  o,  on  augmente  de  10  sa  caractéristique, 
ce  qui  conduit  à un  logarithme  tout  positif,  mais  dont 
la  caractéristique  est  complémentaire , c’cst -à-dire  trop 
grando  de  dix  unités  (io).  Le  logarithme  que  nous  ro- 
uons de  considérer  — o,aio853,  traité  do  cetta  ma- 
nière, donne 

10,000000 

o,aio853 

9-789147 

ou  bien  encore  1,789147,  en  remplaçant  la  caractéris- 
tique complémentaire  par  une  caractéristique  négative. 
Ce  dernier  logarithme  cherché  (14)  dans  la  table  four- 
nit le  nombre  o,6i5385;  ainsi 

Ï5  “ °>Gi5385  ; 


le  produit,  réduit  à 6 décimales,  serait  le  logarithme 
naturel  demandé.  Réciproquement , pour  transformer 
un  logarithme  naturel  donné  en  logarithme  vulgaire, 
on  le  diviserait  par  le  même  facteur,  ou , ce  qui  revient 
au  même,  on  le  multiplierait  par  le  module 

043409448*. 

Voyez  Logabitome,  tom.  II. 

Nous  saisirons  cette  occasion  pour  faire  connaître 
une  génération  par  factorielles,  que  nous  croyons  nou- 
velle, de  la  base  des  logarithmes  naturels,  de  ce  nom- 
bre «,  si  remarquable  par  sa  génération  théorique  pri- 
mitive entièrement  idéale, 


Désignant  par  ir,  comme  c’est  l’usage,  le  rapport  du 
diamètre  à la  circonférence,  ou  le  nombre  3, 14 1 5ya6.. . 
Nous  avons 


Le  développement  de  cetto  expression,  par  le  binôme 
des  factorielles,  donne  la  série  singulière 


e“A.+A|*-|+A1 


(<+**) 


+À,üi^ife3. 


co  qui  est  exact,  à moins  d'une  unité  prés  sur  la  der- 
nière décimale. 

On  voit  que  tout  se  réduit  à prendre  le  complément 
arithmétique  (toy.  Complément,  tom.  I)  du  logarithme 
proposé,  et  à considérer  la  caractéristique  du  résultat 
comme  une  caractéristique  complémentaire  (10).  Du 
reste,  celte  transformation  est  liée  avec  les  propriétés 
des  logarithmes,  pour  lesquelles  nous  renverrons  nos 
lecteurs  au  mot  Locarithxe  de  notre  second  volume. 
Quant  à l’emploi  des  logarithmes  dans  les  calculs,  il  est 
peu  d’articles  de  ce  Dictionnaire  où  l’on  n’en  renoonlrc 
des  exemples,  ce  qui  nous  dispense  d’en  donner  ici  de 
particuliers,  notre  seul  objet  ayant  clé  d’expliquer  la 
composition  et  l’usage  de  notre  table. 

Si  l’ou  avait  besoin  do  connaître  le  logarithme  nalu- 


’ TT* 

TT1* 

-j-etc. 

dans  laquelle  les  cocfficicns  numériques  A„  A„  A„  etc., 
sont  : 

A.  — »>  Ai=*=3,  A,=Ii,  etc. 

En  général , 
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LUMIÈRE.  ( Phys . Malh.)  Nous  allons  résumer  dans 
ccl  article  les  points  fondamentaux  de  l’optique  géné- 
rale, à peine  indiqués  dans  nos  deux  premiers  volumes. 

i.  Les  impressions  sensibles  que  nous  font  éprouver 
les  objets  extérieurs  sont  généralement  produites  par 
l'action  du  choc  immédiat  ou  médiat  de  ces  objets  contre 
les  organes  matériels  de  nos  sens.  Le  choc  est  immé- 
diat lorsqu’il  y a contact  entre  l’objet  et  l’organe,  comme 
dans  les  sensations  du  tact  et  du  goût,  et  même  comme 
dans  celles  de  l’odorat;  car  ce  n’est  qu’en  lançant  dans 
l'espace  des  particules  capables  de  frapper  les  membra- 
nes qui  recouvrent  les  nerfs  olfactifs  que  les  objets  nous 
paraissent  odorans.  Il  est  médiat,  lorsqu’il  est  trans- 
mis par  une  matière  intermédiaire  entre  l’objet  et  l'or- 
gane, comme  dans  les  sensations  de  l’ouïe,  où  le  mou- 
vement vibratoire  des  coups  sonores  est  transmis  à 
l’oreille  par  les  ondulations  qu'il  excite  dans  l’air  envi- 
ronnant. ( Voy . Son.)  Les  sensations  propres  à l’organe 
de  la  vue  s'effectuant  toujours  sans  aucun  contact  entre 
l’œil  et  l’objet,  il  était  naturel  d’admettre,  par  analogie, 
soit  que  les  corps  visibles  lancent  autour  d’eux  des  par- 
ticules déliées,  dont  le  choc  sur  les  organes  de  la  vue 
produit  la  vision  de  ces  corps , soit  qu'il  existe  dans 
leurs  parties  constituantes  des  mouvemens  internes  par- 
ticuliers, qui  se  propagent  jusqu’aux  nerfs  optiques  par 
les  ondulations  qu’ils  déterminent  dans  une  matière 
fluide  intermédiaire. 

Ces  deux  hypothèses  sont,  en  effet,  les  bases  de  deux 
systèmes  différons  entrevus  dès  la  plus  haute  antiquité, 
mais  précisés  par  Descarlcs  et  Newton,  et  qui  depuis  ces 
grands  hommes  partagent  les  physiciens.  Le  premier 
supposait  que  l'univers  est  rempli  d’un  fluide  extrême- 
ment subtil  et  élastique , qu'il  nomme  l 'éther,  dont  les 
ondulations,  déterminées  par  l'action  des  corps  visibles , 
agissent  sur  l’œil , comme  les  ondulations  de  l’air,  dé- 
terminées par  l’action  des  corps  sonores,  agissent  sur 
l'oreille.  Dans  ce  système,  qui  porte  le  nom  de  système 
des  vibrations , la  cause  de  la  visibilité,  la  lumière f est 
un  mouvement  de  vibration  excité  dans  l'éther  par  les 
corps  visibles,  et  qui,  propage  de  proche  en  proche 
daus  toutes  les  directions,  se  modifie  d’après  la  nature 
des  résistances  qu'il  éprouve.  Newton  admettait,  au 
contraire,  que  la  lumière  est  une  matière  propre,  un 
agent  distinct  de  la  substance  des  corps,  un  fluide  ex- 
trêmement subtil,  dont  les  molécules,  lancées  dans  tous 
les  sens  par  les  corps  lumineux,  se  meuvent  avec  une 
très-grande  rapidité,  et  éprouvent,  de  la  part  des  objets 
matériels  qu’elles  rencontrent,  diverses  actions  dont  la 
nature  et  les  intensités  varient  suivant  la  nature  des  ob- 
jets. Ce  système  porte  le  nom  de  système  d émission. 

Tous  les  phénomènes  connus  du  temps  de  New  ton 
pouvant  s’expliquer  d’une  manière  simple  et  précise 
par  le  système  de  l’émission,  l'autorité  de  son  auteur, 
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qui  venait  de  poser  les  lois  fondamentales  de  la  phy- 
sique céleste,  avait  fait  abandonner  l’hypothèse  de  Des- 
cartes, si  bien  développée  ultérieurement  dans  ses  con- 
séquences mathématiques  par  Iluygens  et  Euler;  mais 
les  dernières  découvertes  de  Young,  et  surtout  de  Frcs- 
nel , ont  ramené  les  physiciens  modernes  vers  cette 
hypothèse , qui  parait  s’accorder  plus  exactement  avec 
les  faits.  C'est  ce  que  nous  aurons  l'occasion  de  faire 
observer  dans  le  cours  de  l'exposition  suivante. 

a.  Propagation  de  la  lumière.  Les  corps  visibles  se 
divisent  en  lumineux  et  en  éclairés . On  nomme  corps 
lumineux  ceux  qui  répandent  la  lumière  autour  d’eux, 
comme  le  soleil,  les  étoiles,  la  flamme  et  tous  les  corps 
en  ignition.  Les  corps  éclairés  sont  ceux  qui  ne  devien- 
nent visibles  que  parce  qu'ils  reçoivent  la  lumière  des 
premiers. 

On  reconnaît  aisément  que  la  lumière  émanée  d’un 
corps  lumineux  se  répand  dans  tous  les  sens  autour  de 
ce  corps;  car  la  flamme  d'une  bougie,  par  exemple,  est 
visible  de  tous  les  points  de  la  sphère  dont  on  peut  sup- 
poser qu'elle  occupe  le  centre. 

Chaque  corps  lumineux  peut  être  considéré  comme 
une  réunion  de  points  lumineux,  de  la  même  manière 
qu’on  peut  considérer  chaque  corps  matériel  comme 
une  réunion  de  points  matériels.  Il  suffit  alors  d'exami- 
ner le  mode  d'action  d'un  seul  point  lumineux  pour  ar- 
river à la  connaissance  de  celui  de  leur  ensemble.  Nous 
supposerons  donc,  dans  ce  qui  va  suivre,  qu’un  corps 
lumineux  est  réduit  d un  seul  point. 

3.  La  lumière  émanée  d’un  point  lumineux  pénètre 
à travers  tous  les  gax,  de  la  plupart  des  liquides  et  de 
plusieurs  solides.  Les  corps  qui  laissent  ainsi  passer  la 
lumière  prennent  le  nom  de  transparens;  ceux,  au  con- 
traire, qui  la  retiennent,  se  nomment  corps  opaques. 
Parmi  les  corps  transparens,  les  uns  transmettent  com- 
plètement la  lumière,  et  laissent  apercevoir  nettement 
au  travers  de  leur  substance  toutes  les  formes  des  ob- 
jets : on  les  nomme  diaphanes;  les  autres  ne  transmet- 
tent qu’une  partie  de  la  lumière  qu’ils  reçoivent,  et  ne 
permettent  pas  de  distinguer  la  forme  des  objets  : on 
les  nomme  translucides.  Le  cristal  poli  est  diaphane;  le 
cristal  dépoli  est  translucide. 

4-  Dans  un  milieu  diaphane  et  parfaitement  homo- 
gène, la  transmission  de  la  lumière  s’effectue  en  ligne 
droite.  On  reconnaît  immédiatement  ce  fait  fondamen- 
tal par  l’impossibilité  où  l’on  est  d’apercevoir  un  point 
lumineux  s’il  se  trouve  un  corps  opaque  dans  la  ligne 
droite  qu’on  peut  mener  de  ce  point  lumineux  à notre 
œil. 

La  direction  que  suit  la  lumière  en  se  propageant  se 
nomme  un  rayon  lumineux.  D’après  ce  que  nous  ve- 
nons de  dire,  ce  rayon  est  une  ligne  droite  dans  tous  les 
milieux  transparens  homogènes. 
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5.  Lorsqu’un  rayon  de  lumière  passe  d'un  milieu 
transparent  dans  un  autre,  il  éprouve  à la  surface  du 
contact  un  changement  de  direction,  et  se  propage  dans 
le  second  milieu,  suivant  une  ligne  droite  qui  n’est  plus 
la  même  que  celle  de  sa  propagation  dans  le  premier 
milieu.  Ce  phénomène  porte  le  nom  de  réfraction. 

6.  Si,  pendant  sa  propagation  dans  un  milieu  trans- 
parent,  la  lumière  tombe  sur  un  corps  opaque,  elle 
éprouve  diverses  modifications,  suivant  la  nature  de  la 
surface  du  corps.  Quand  la  surface  est  polie,  le  rayon 
lumineux  est  rejeté  en  arrière  ou  réfléchi  dans  une  di- 
rection déterminée;  quand  elle  n’est  pas  polie,  le  rayon 
est  bien  encore  réfléchi,  mais  il  subit  plusieurs  chan- 
gomens  importons  : le  corps  devient  éclairé;  c’est-à-dire 
que  chacun  des  points  de  sa  surface  agit  comme  s'il  était 
lumineux  par  lui-même,  et  qu’il  renvoie  de  la  lumière 
▼ers  tous  les  points  du  milieu  transparent  qu’on  pour- 
rait unir  à lui  par  des  lignes  droites.  Toute  cette  lumière 
renvoyée , et  en  vertu  de  laquelle  ce  corps  est  devenu 
visible,  ne  provenant  que  de  la  dispersion  du  rayon  lu- 
mineux , on  conçoit  que  chaque  rayon  réfléchi  est  très- 
faible  comparativement  à celui-ci,  qui  se  trouve  pour 
ainsi  dire  subdivisé  à l’infini  : aussi  l’impression  que 
produit  sur  l’œil  un  corps  éclairé  est -elle  toujours 
moins  forte  que  celle  qui  résulte  de  la  lumière  éblouis- 
sante d’un  corps  lumineux. 

Une  autre  cause  concourt  encore  puissamment  à af- 
faiblir l’impression  de  la  lumière  réfléchie  : la  réflexion 
n’est  jamais  complète,  parce  que  tous  les  corps  opa- 
ques, même  les  mieux  polis,  absorbent  une  quantité 
plus  ou  moins  grande  de  la  lumière  qu’ils  reçoivent. 
Mais  ce  qu'il  importe  de  remarquer,  c’est  que  la  lu- 
mière irrégulièrement  réfléchie  produit  une  impres- 
sion sur  l'œil  très-différente  de  celle  de  la  lumière 
primitive  ; cette  impression  est  la  couleur  que  nous  at- 
tribuons aux  objets  Yisibles,  et  qui  n’appartient  réelle- 
ment pas  à ces  objets , puisqu’elle  réside  en  principe 
dans  la  lumière,  comme  nous  le  verrons  mieux  plus  loin. 

7.  La  propagation  de  la  lumière  présente  donc  trois 
modes  différons  : i*  propagation  directe  ou  en  ligne 
droite;  a*  propagation  indirecte  par  réflexion;  5*  pro- 
pagation indirecte  par  réfraction.  Les  lois  de  la  propa- 
gation directe  forment  l'objet  de  l’opft^tM  proprement 
dite;  les  lois  de  la  propagation  par  réflexion  celui  de  la 
catoptrique;  et  les  lois  de  la  propagation  par  réfraction 
sont  l'objet  de  la  dioptrique.  On  désigne  encore  sous  le 
nom  d'optique  générale  l'ensemble  de  ces  trois  branches 
fondamentales  de  la  théorie  de  la  lumière.  (Koy.  Or- 
TiQrx,  tom.  IL) 

8.  Propagation  directe.  Nous  avons  déjà  indiqué  le 
phénomène  principal  qui  a fait  conclure  que,  dont  un 
milieu  homogène,  la  lumière  te  transmet  en  ligne  droite. 
Od  peut  encore  vérifier  ce  principe  en  laissant  pénétrer 
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par  un  petit  trou  un  faisceau  de  lumière  solaire  dans 
une  chambre  obscure  : la  poussière  en  suspension  dan* 
l’air  se  trouvant  éclairée  sur  toute  la  route  du  faisceau, 
fait  reconnaître  que  cetto  route  est  rectiligne. 

9.  La  lumière  émanée  d'un  point  lumineux,  se  pro- 
pageant par  tous  les  rayons  de  la  sphère  dont  il  est  lo 
centre,  doit  nécessairement  diminuer  d’intensité  à me* 
sure  qu’elle  s’éloigne  de  sa  source  ; car,  si  l’on  conçoit 
deux  sphères  concentriques  à cette  source,  chacune 
d’elles  recevra  toute  la  lumière  fournie  par  le  point  lu- 
mineux ; de  sorte  qu’une  étendue  quelconque,  prise  sur 
la  plus  grande  des  sphères,  recevra  une  quantité  de  lu- 
mière moindre  que  la  même  étendue  prise  sur  la  plus 
petite.  Les  quantités  de  lumière  reçues  par  ces  deux 
étendues  égales  seront  en  raison  inverse  des  surfaces 
dont  elles  font  partie,  ou  en  raison  inverse  des  carrés  de 
leurs  distances  au  point  lumineux.  Ainsi  l’tnfeiMiU  de 
la  lumière  émanée  rf* un  point  lumineux  diminue  m rai - 
son  directe  du  carré  de  la  distance. 

Cette  loi  n’est  exacte  que  lorsque  la  lumière  se  pro- 
page dans  le  vide;  car,  dans  les  milieux  diaphanes  ma- 
tériels , il  y en  a toujours  une  partie  d’absorbée , et  le 
décroissement  d’intensité  s’effectue  plus  rapidement. 
Mais  on  peut  la  considérer  comme  vraie  dans  l’air  at- 
mosphérique, surtout  si  les  distances  ne  sont  pas  très- 
grandes. 

D’après  ce  qui  précède,  on  doit  considérer  toute  sur- 
face éclairée  comme  la  base  d’une  pyramide  dont  le 
sommet  est  au  point  lumineux  d’où  émane  la  lumière. 
Si  au  lieu  d’un  seul  point  lumineux  nous  en  concevons 
plusieurs , la  surface  recevra  une  lumière  d’autant  plus 
intense  que  ces  points  seront  en  plus  grand  nombre  et 
qu’ils  seront  plus  près  d’elle. 

Nous  verrons  cependant  qu'il  existe  des  circonstances 
particulières  où  un  corps  éclairé  peut  devenir  plus 
obscur  lorsqu'on  ajoute  une  nouvelle  lumière  à celle 
qu'il  recevait  primitivement,  ce  qui  ne  serait  possible 
dans  aucun  cas  imaginable  si  la  lumière  était  une  sub- 
stance distincte  émise  par  les  corps  lumineux. 

10.  On  a essayé  de  comparer  l’intensité  des  lumières 
fournies  par  des  sources  différentes;  mais  jusqu'ici  les 
procédés  employés  ont  donné  des  résultats  si  divergeas 
qu’on  ne  peut  même  pas  les  considérer  comme  des  ap- 
proximations; car,  pour  citer  un  exemple , l'intensité 
de  la  lumière  solaire  a été  trouvée  945oo  fois  plus 
grande  que  celle  de  la  lune,  par  Leslie;  800000  fois 
plus  grande,  par  Wollaston,  et  a56a8g  fois,  par  Bou- 
guer.  Comparée  & la  lumière  d'une  bougie,  celle  du 
soleil  est  laooo  fois  plus  grande,  suivant  Leslie,  et 
3oooo  fois  suivant  Bouguer.  Nous  ferons  observer 
qu’on  ne  doit  pas  confondre  l’intensité  d'éclairement 
avec  l’intensité  de  la  lumière;  car  celte  dernière  dépend 
de  U nature  du  corps  lumineux,  tandis  que  la  première 
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dépend  de  la  nature  du  corps  éclaire , c’est-à-dire  de  la 
manière  dont  il  absorbe  ou  réfléchit  la  lumière. 

il.  Lorsqu’un  corps  opaque  intercepte  une  partie 
des  rayons  émanés  d’un  point  lumineux,  il  existe  der- 
rière ce  corps  un  espace  plus  ou  moins  grand,  privé  de 
lumière,  qu’on  nomme  l’omèrs  du  corps.  S’il  se  trouvait 
un  autre  corps  dans  cet  espace,  et  qu’il  ne  refût  aucun 
rayon  de  lumière,  il  serait  invisible.  ( Voy . Ombre, 
tom.  II.) 

13.  Quoique  la  transmission  de  la  lumière  se  fasse 
avec  une  rapidité  si  grande  qu'il  soit  impossible  de  la 
mesurer,  sur  la  surface  de  la  terre,  elle  n’est  cependant 
point  instantanée;  mais,  pour  observer  la  plus  petite 
différence  entre  l’apparition  d’un  point  lumineux  et  ce- 
lui oii  sa  lumière  vient  éclairer  les  corps  dont  il  est  sé- 
paré par  un  milieu  transparent,  il  faut  avoir  recours 
aux  observations  astronomiques.  La  planète  de  Jupiter 
est  accompagnée  de  plusieurs  satellites  qui  circulent 
autour  d’elle,  et  qui  sont  alternativement  visibles  et  in* 
visibles  pour  nous,  suivant  qu’ils  sont  éclairés  par  la 
lumière  du  soleil  ou  qu’ils  se  trouvent  dans  l’ombre  que 
Jupiter  projette  derrière  lui  dans  l'espace.  Or,  le  pre- 
mier de  ces  satellites  décrit  son  orbite  dans  l’intervalle 
de  .ja  b.  28'  35*  ou  environ  4a  h.  et  demie;  de  sorte 
que  dans  chaque  période  de  4a  h.  et  demie  il  se  plonge 
une  fois  dans  l’ombre  de  la  planète  et  en  sort  bientôt 
après.  Ce  phénomène , semblable  en  tout  aux  éclipses 
de  lune,  se  nomme  uno  occultation.  Or,  si  la  terre  était 
toujours  à une  même  distance  de  Jupiter,  ou  si  la  lu» 
mière  renvoyée  par  le  satellite  lui  arrivait  toujours 
dans  le  même  temps,  4a  h.  et  demie  après  qu’on  aurait 
observé  la  sortie  du  satellite  de  l’ombre,  on  devrait 
pouvoir  l’observer  de  nouveau,  c’est-à-dire  que  les 
éclipses  se  succéderaient  à des  intervalles  exacts  de  4a  h. 
et  demie.  Il  n’eu  est  point  ainsi  : lorsqu’on  observe 
successivement  les  éclipses  des  satellites,  dans  la  période 
de  temps  pendant  laquelle  la  terre  se  rapproche  de  Ju- 
piter, on  trouve  que  l’intervalle  entre  la  première  et  la 
seconde  éclipse  est  plus  long  que  l’intervalle  entre  la 
secondo  et  la  troisième,  que  celui-ci  est  plus  long  que 
l'intervalle  entre  la  troisième  et  la  quatrième;  tandis, 
nu  contraire,  que  6i  l’on  fait  les  mêmes  observations 
dans  la  période  de  temps  pondant  laquelle  la  terre  s’é- 
loigne de  Jupiter,  on  trouve  que  l’intervalle  entre  la 
première  et  la  seconde  éclipse  est  plus  court  que  l’in- 
tervalle entre  la  scoondc  et  la  troisième,  et  ainsi  de  suite. 
En  général,  l’intervalle  d'une  éclipse  à l’autre  augmente 
si,  pendant  sa  durée,  la  terre  s’est  éloignée,  et  elle  di- 
minue si  la  terre  s’est  rapprochée.  Ces  faits,  observés 
pour  1$  première  fois  par  l’astronome  danois  Roemer, 
prouvent  évidemment  que  la  lumière  met  un  temps 
d’autant  plus  long  pour  parvenir  de  Jupiter  à la  terre 
que  la  distance  de  ces  deux  corps  est  plus  grande. 
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En  mesurant  arec  soin  la  différence  des  temps  pour 
les  deux  limites  extrêmes  des  distances,  on  a trouvé  que 
le  temps  employé  par  la  lumière  pour  parcourir  la  lon- 
gueur du  diamètre  de  l’orbite  terrestre  est  de  16'  aO*; 
cette  longueur  étant  de  G8  à 6q  millions  de  lieues,  il  en 
résulte  que  la  vitesse  de  la  lumière  est  d’environ  700000 
lieues  par  seconde.  On  s’est  assuré  de  plus , par  les 
mêmes  observations,  que  cette  vitesse  est  uniforme.  On 
ne  peut  se  faire  une  idée  de  cette  vitesse  prodigieuse 
qu’en  la  comparant  à celles  qui  nous  paraissent  très- 
grandes.  Par  exemple,  un  boulet  de  canon  emploierait 
plus  de  dix-sept  ans  pour  atteindre  le  soleil,  en  suppo- 
sant qu’il  conservât  sa  vitesse  initiale  ; de  sorte  qu’il  fe- 
rait en  un  an  la  moitié  du  chemin  que  la  lumière  fait  en 
une  minute. 

i3.  Réflexion  de  la  lumière . Lorsqu’on  fait  pénétrer 
un  rayon  solaire  dans  une  chambre  parfaitement  obscure 
et  qu’on  place  un  corps  poli  sur  son  trajet,  on  voit  le 
rayon  lumineux  se  briser  sur  la  surface  du  corps  et  por- 
ter contre  les  parois  de  la  chambre  une  image  du  soleil. 
Outre  cette  réflexion  régulière,  il  s’en  effectue  une  se- 
conde irrégulière  ; car,  des  divers  points  de  la  chambre 
obscure,  on  distingue  la  portion  de  miroir  sur  laquelle 
tombe  le  rayon.  Cette  dernière,  par  opposition  à la 
première , a d’autant  plus  d’éclat  que  le  oorps  est  moins 
poli. 

Pour  ne  considérer  ici  que  la  réflexion  régulière, 
nous  dirons  que,  si  l’on  conf oit  une  droite  perpendi- 
culaire à la  surface  polie  au  point  où  elle  est  rencontrée 
par  le  rayon  solaire,  l’angle  que  forme  cette  perpendi- 
culaire aveo  ce  rayon  se  nomme  Y angle  d’incidence , et 
l’angle  qu’elle  forme  arec  le  rayon  réfléchi  se  nomme 
Y angle  de  réflexion.  Ces  deux  angles  sont  toujours  si- 
tués dans  le  même  plan  et  sont  égaux  ; propriété  qui 
constitue  cette  loi  fondamentale  de  la  catoptrique  : 
Quand  un  rayon  de  lumière  est  réfléchi  par  uns  surface 
quelconque , l'angle  d’incidence  est  égal  à Y angle  de  ré- 
flexion. 

Cette  loi , qu’on  peut  aisément  constater  par  expé- 
rience, se  démontre  par  des  considérations  théorique» 
dans  les  deux  systèmes  de  l’émission  et  des  vibra- 
tions. 

>4.  La  réflexion  régulière  dont  il  est  ici  question  no 
rend  visible  que  le  corps  lumineux , car  en  ne  doit  con- 
sidérer le  rayon  réfléchi  et  le  rayon  incident  que  comme 
un  seul  et  même  rayon,  dont  la  direction  a subi  un 
changement  C’est  donc  uniquement  le  corps  lumineux 
qu’on  apercevrait  en  plaçant  son  œil  dans  la  direction 
du  rayon  réfléchi,  s’il  n’existait  aucune  réflexion  irré- 
gulière à la  surface  polie;  mais  toutes  les  surfaces  pro- 
duisent des  réflexions  irrégulières,  et  c’est  même  là  la 
condition  nécessaire  de  la  visibilité  des  corps  qui  ne  sont 
pas  lumineux  par  eux-mêmes. 
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La  quantité  do  lumière  réfléchie  régulièrement  et  ir- 
régulièrement n’est  jamais  égale  à la  quantité  de  lu- 
mière fournie  par  le  corps  lumineux , parce  qu’il  y en  a 
toujours  une  partie  absorbée  par  le  corps  réfléchissant. 
Cette  partie  est  éteinte  quand  ce  corps  est  opaque  ; elle 
le  traverse  quand  il  est  transparent.  L'absorption  plus 
ou  moins  grande  de  la  lumière  par  tous  les  corps  opa*- 
quc§,  jointe  à son  énorme  vitesse,  explique  l'obscurité 
instantanée  qu’on  produit  dans  un  appartement  en  em- 
pêchant les  rayons  directs  d’y  pénétrer. 

15.  Toute  surface  asscs  polie  pour  opérer  une  ré- 
flexion régulière  se  nomme  un  miroir.  Parmi  les  corps 
solides , quelques  métaux  et  quelques  amalgames  sont 
seuls  susceptibles  de  recevoir  un  poli  parfait.  Les  mi- 
roirs de  verre  ne  sont  que  des  miroirs  métalliques , car 
ils  ne  doivent  leurs  propriétés  qu’à  l’amalgame  de  mer- 
cure et  de  aine  dont  leur  surface  postérieure  est  revêtue  ; 
mais,  comme  le  verre,  en  sa  qualité  de  corps  transparent, 
fait  éprouver  une  réfraction  aux  rayons  lumineux  qui 
le  traversent  en  sortant  de  l’air,  les  miroirs  employés 
pour  les  expériences  catoptriques  ne  doivent  être  que 
des  surfaces  métalliques  polies. 

16.  Le  principe  fondamental  énoncé  ci-dessus  (i3) 
l'applique  aux  rayons  lumineux  émanés  de  toutes  les 
Sources  ; il  est  vrai,  pour  la  lumière  naturelle  qui  nous 
vient  du  soleil  comme  pour  toutes  les  lumières  artifi- 
cielles que  nous  pouvons  produire,  pour  les  rayons  di- 
rects comme  pour  les  rayons  déjà  réfléchis  régulière- 
ment ou  irrégulièrement.  C'est  à l'aide  de  ce  principe 
qu’on  explique  avec  beaucoup  de  facilité,  ainsi  que 
nous  l’avons  fait  ailleurs  (t?oy.  Catopteiqve),  tous  les 
phénomènes  que  présentent  les  miroirs,  suivant  la  na- 
ture do  leur  surface. 

17.  La  quantité  de  lumière  réfléchie  par  un  même 
corps  dépend  à la  fois  du  poli  do  sa  surface  et  de  la 
grandeur  de  l'angle  d’incidence.  Pour  un  même  angle, 
cette  quantité  est  d’autant  plus  grande  que  le  poli  est 
plus  parfait;  pour  un  même  poli,  elle  croit  avec 
l’imgle  d’incidence.  Une  expérience  curieuse  constate  ce 
dernier  fait  : si  l’on  prend  une  plaque  de  verre  dépoli 
et  qu'on  place  l’œil  très-près  de  sa  surface,  de  manière 
à recevoir  des  rayons  réfléchis  sous  un  très-grand  angle 
d’incidence,  on  apercevra  des  images  des  objets  envi- 
ronnans  aussi  nettes  qu'avec  un  miroir.  Nous  ren- 
verrons à notre  premier  volume  pour  tout  ce  qui  con- 
cerne la  catoptriquc. 

18.  Réfraction  de  la  lumière.  On  nomme  réfraction 
le  changement  de  direction  que  subit  on  rayon  lumi- 
neux qui  passe  obliquement  d’un  milieu  transparent 
dans  un  autre.  Soit  AB  un  rayon  lumineux  (PI.  XIV, 
fig.  *9)  î supposons  qu’après  s’être  propagé  dans  l’air, 
il  rencontre  en  B la  surface  d’une  masse  d’eau  MN  : au 
Ueu  de  continuer  l se  propager,  suivant  BC*  proton- 
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gement  de  AB , il  se  brisera  au  point  B en  entrant  dans 
l’eau , et  prendra  une  direction  BC,  déterminée  d’après 
une  loi  que  nous  allons  exposer. 

Imaginons  une  droite  DE  perpendiculaire,  au  point  B, 
à la  surface  de  séparation  Û1N  des  deux  milieux  ; l’angle 
ABD  du  rayon  incident  sera  ce  qu’on  nomme  Yangle 
<f incidence,  et  l’angle  CBE  du  rayon  réfléchi,  avec  la 
mênffi  perpendiculaire,  sera  l 'angle  de  réfraction.  Or,  la 
relation  générale  qui  lie  ces  deux  angles,  pour  deux 
milieux  transparens  quelconques,  s’énonce  comme  il 
suit  : 

Lorsqu'un  rayon  lumineux  passe  d’un  milieu  dans  tm 
autre,  il  est  réfracté  de  manière  que  le  sinus  de  Y angle 
d’incidence  et  celui  de  l'angle  de  réfraction  sont  entre  eux 
dans  un  rapport  constant. 

Ce  principe  fondamental  de  la  dioptrique,  et  l’un  des 
plus  importans  do  l'optique  générale , a été  découvert 
par  Descaxtes.  (Ko y.  Optique,  tom.  II.) 

19.  Tous  les  milieux  dans  lesquels  la  lumière  peut  se 
propager  ont  été  nommés  milieux  réfringent,  parce 
qu'ils  font  tous  éprouver  une  déviation  ou  réfraction 
aux  rayons  lumineux  au  moment  où  ceux-ci  les  pé* 
nètrenl  pour  les  traverser.  Le  vide  est  aussi  un  milieu 
réfringent , car  la  lumière  qui  sort  d’uu  autre  milieu  se 
réfracte  en  y entrant.  •• 

On  milieu  est  plus  réfringent  par  rapport  à un  autre 
lorsque  le  rayon  réfléchi  sc  rapproche  de  la  perpendi- 
culaire, ou  lorsque  l'angle  de  réfraction  est  plus  petit 
que  celui  d’incidence;  il  est  ou  contraire  moins  réfrin- 
gent lorsque  le  rayon  réfléchi  s’écarte  de  la  perpendi- 
culaire, ou  lorsque  l’angle  de  réfraction  est  plus  grand 
que  celui  d’incidence. 

19  bis.  Pour  vérifier  par  expérience  le  principe  fon- 
damental oi-dessus  (18),  on  prend  un  vase  de  verre  de 
forme  hémisphérique  NP'N'  (PI.  XIV,  fig.  16);  on  le 
remplit  d’eau  de  manière  que  le  niveau  NN' atteigne  le 
centre  C de  la  sphère,  et  on  dirige  vers  ce  centre  un 
petit  faisceau  de  lumière  solairo  sous  diverses  inclinai- 
sons. On  cercle  gradué  dont  le  centre  coïncide  avec  C , 
et  qu’on  peut  amener  dans  le  plan  du  rayon  lumineux, 
sert  ensuite  à mesurer  les  angles  que  fait  ce  rayon  avant 
et  après  sa  réfraction  avec  la  verticale  PP'.  La  marcho 
du  rayon  réfracté  osl  facile  à reconnaître  par  le  point 
où  U sort  du  vase  pour  rentrer  de  l’eau  dans  l’air;  si, 
par  exemple , le  rayon  incident  est  LC  et  le  rayon  ré- 
fracté CR,  le  point  R,  où  ce  dernier  sort  du  vase  pour 
continuer  sa  route  dans  l’air,  fait  connaître  l’arc  RP'  qui 
mesure  l’angle  de  réfraction  RCP*.  On  peut  ainsi  con- 
stater que  le  rapport  cntrelcs  droites  LD  et  RF,  qui  sont 
respectivement  les  sinus  des  angles  PCL  et  RCP',  est 
une  quantité  constante;  c'est-à-dire  que  pour  un  tout 
autre  angle  d’incidence  L'CP,  dont  1 angle  correspon- 
dant de  réfraction  est  R CP’,  le  rapport  des  sinus  L'jy 
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et  R'F'  est  égal  à celui  des  sinus  LD  et  RF  ; car,  ayant 
trouvé,  par  la  mesure  des  angles  PCL  et  RCP,  que  ce 
dernier  rapport  est  sensiblement 

LD 4 

RF- 5’ 

on  trouve  également,  par  la  mesure  des  angles  PCL'  et 
R'CP',  que  le  rapport  de  leurs  sinus  est  : 

LD  _4 

R F'  ~ 5’ 

et  qu’il  en  serait  de  même  pour  une  incidence  quel- 
conque. On  peut  en  outre  observer  qu'un  angle  de  ré- 
fraction est  tou jours  titué  daiu  le  mime  plan  que  l'angle 
d’incidence  correspondant. 

20.  En  substituant  à l'eau  du  vase,  de  l'alcool  ou  tout 
autre  liquide,  on  reconnaîtrait  de  la  même  manière 
qu'il  y a toujours  un  rapport  constant  entre  les  sinus 
des  angles  d'incidence  et  de  réfraction  ; mais  ce  rapport 
ne  serait  plus  f ; on  le  trouverait  plus  grand  ou  plus 
petit,  suivant  que  le  liquide  employé  serait  plus  ou 
moins  réfringent  que  l'eau.  Si  on  désigne  généralement 
par  I l'angle  d’incidence , et  par  R celui  de  réfraction , 
on  pourra  représenter  la  loi  de  la  réfraction,  pour  deux 
milieux  quelconques,  par  la  relation. 

sin  I 

. sin  R *“ 

■ étant  un  nombre  constant  pour  deux  mêmes  milieux, 
mais  qui  varie  avec  leur  nature.  Ce  nombre  n se  nommo 
l’indue  de  réfraction. 

L'appareil  précédent  peut  encore  servir  d con- 
stater un  fait  important,  c’est  que  lorsque  la  lumière 
repasse  de  l'eau  dans  l'air,  le  second  angle  de  réfraction 
est  le  même  que  le  premier  angle  d'incidence;  c’est-à- 
dire  qu’en  représentant  par  AB(PI.  XIV, fig.  i9)un  rayon 
incident,  et  par  BC  un  rayon  réfléchi,  la  lumière  qui 
parcourt  la  ligne  brisée  ABC,  en  partant  de  A,  par- 
courrait la  même  ligne  si  elle  se  propageait  en  sens  con- 
traire, en  parlant  de  C;  l'angle  de  réfraction  serait 
alors  l'angle  d'incidence,  et  celui  d'incidence  l'angle  de 
réfraction.  Cette  propriété  s'exprime  d’une  manière 
générale  en  disant  qu'un  rayon  qui  rtbrouett  chemin 
refaite  exactement  par  1rs  mima  lieux.  Il  en  résulte 
que  sin  est  l'indice  de  réfraction  quand  la  lumière  passe 

d'un  milieu  A dans  Un  milieu  B , ^ sera  l'indice  de  ré- 
fraction quand  elle  passera,  au  contraire,  du  milieu  B 
dans  le  milieu  A.  Ainsi  Y étant  l'indice  de  réfraction  de 
l'eau  par  rapport  à l’air,  J est  celui  de  l’air  par  rapport 
4 l’eau. 
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au.  En  analysant  les  conséquences  de  la  loi  repré- 
sentée par  la  formule 

sin  1 

SnR  = *' 

on  reconnaît  d'abord  que,  si  l’angle  d'incidence  est  nul, 
c’est-à-dire  si  le  rayon  Incident  est  perpendiculaire  à la 
surface  du  second  milieu , l'angle  de  réfraction  est  pa- 
reillement nul,  ou,  en  d’autres  termes,  il  n’y  a pas  de 
réfraction,  et  le  rayon  incident  pénètre  en  ligne  droite 

sans  dévier  ; car  on  ne  saurait  avoir  = « , à 

sin  R 

à moins  que  sin  R = o.  C’est  ce  qui  est  d’ailleurs  con- 
firmé par  l'expérience.  La  plus  grande  incidence  ayant 
lieu  lorsque  le  rayon  est  parallèle  à la  surface  de  sépa- 
ration des  milieux,  cas  où  I =*  go#,  et  sin  1 = i , on 
a alors 

sin  R = 

d'où 

sin  R =* 

Mais,  en  supposant  que  la  lumière  rebrousse  chemin, 
ou  qu’elle  repasse  du  second  milieu  dans  le  premier  par 

un  angle  d’incidence  dont  le  sinus  soit^,  l'angle  de 

réfraction  serait  de  90%  et  par  conséquent  le  rayon  ré- 
fracté serait  parallèle  à la  surface  de  séparation  : il  ne 
sortirait  donc  pas  du  milieu  où  il  se  propage.  11  en  se- 
rait encore  de  même , à plus  forte  raison , si  l’angle 

d'incidence  était  plus  grand  que  En  général , lors- 
qu’un rayon  passe  d’un  milieu  réfringent  dans  un  autre 
moins  réfringent,  il  existe  toujours  une  limite,  pour 
l'angle  d’incidence,  au-delà  de  laquelle  le  rayon  ne  peut 
plus  sortir  du  premier  milieu. 

i3.  La  formule  n'est  donc  plus  applicable  quand 
l'angle  d’incidence  est  plus  grand  que  l’angle  limite,  et 
cette  circonstance  se  manifeste  par  les  valeurs  absurdes 
qu’on  en  tire  dans  ce  cas.  Par  exemple,  l’indice  de 
réfraction  de  l’eau  par  rapport  à l’air  étant  f,  on  a,  en 
faisant  I = 90* 

3 

sin  R = 7; 

4 

d’où  l'on  conclut  que  11=4®'^  ! telle  cs* 
l'angle  limite,  et  tous  les  rayons  qui  se  présenteront 
pour  passer  de  l’eau  dans  l'air,  sous  une  plus  grande 
incidence,  ne  pourront  sortir  de  l’eau.  Or,  en  donnant 
& sin  R des  valeurs  plus  grandes  que  { , dans  la  formule, 
on  obtient  pour  sin  \ des  valeurs  plus  grandes  que  1 » 
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ou  plus  grandes  que  le  rayon  du  cercle,  ce  qui  est 
absurde. 

»4-  Si  la  formule  devient  insuffisante  pour  nousfairc 
connaître  la  marche  du  rayon  lumineux,  passé  l’inci- 
dence maximum,  l’expérience  montre  que  ce  rayon  se 
réfléchit  complètement  dans  le  milieu  qu’il  ne  peut 
quitter,  en  faisant  un  angle  de  réflexion  égal  à celui 
d'incidence.  En  supposant , par  exemple , qu’un  rayon 
CO  (PI.  XIV,  fig.  18)  se  présente  perpendiculairement  à 
la  surface  de  séparation  des  milieux,  et  qu’il  s’incline 
successivement,  en  prenant  les  directions  EO,  FO,  etc. , 
H sortira  en  premier  lieu , par  le  prolongement  de  la 
perpendiculaire  CO;  puis  on  le  verra  faire  des  angles 
de  réfraction  plus  grands  que  ceux  d’incidence,  et  qui 
croîtront  plus  rapidement  que  ces  derniers;  lorsque 
l’angle  d'incidence  EOC  sera  égal  à l'angle  limite,  le 
rayon  réfracté  coïncidera  avec  OU;  mais  aussitôt  que 
le  rayon  incident  formera  un  angle  FOC  plus  grand 
que  l’angle  limite,  il  sera  complètement  réfléchi  et  for- 
mera un  angle  de  réflexion  COF'  égal  4 celui  d’inci- 
dence FOC.  11  n’y  a pas  continuité  dans  le  passage  de 
la  réfraction  à la  réflexion  intérieure. 

Cette  réQcxion  intérieure  étant  totale,  ce  qui  n’arrive 
jamais  avec  les  miroirs  du  poli  le  plus  parfait , produit 
des  images  beaucoup  plus  brillantes  que  celles  qu’on 
peut  observer  dans  ces  miroirs.  On  peut  en  faire  aisé- 
ment l’expérience  en  remplissant  d’eau  un  vase  de 
verre  (PI.  XIV,  fig.  1 7)  et  en  plaçant  l’œil  en  O dans  uno 
direction  au-dessus  de  l’angle  limite  : la  surface  de  l’eau 
donnera  comme  un  miroir,  mais  avec  un  plus  grand 
éclat , les  images  des  objets  qui  y sont  plongés. 

a5.  La  détermination  des  indices  de  réfraction  des  di- 
vers milieux  réfringens  les  uns  par  rapport  aux  autres 
étant  d’une  grande  importance,  nous  devons  signaler 
une  propriété  qui  donne  un  moyen  très-simple  de  trou- 
fer  l’indice  de  réfraction  pour  un  rayon  qui  passe  d’un 
milieu  dans  un  autre,  lorsqu’on  connaît  ceux  de  ces 
deux  milieux  par  rapport  4 un  troisième.  Il  est  reconnu, 
par  expérience , qu’en  appliquant  l’une  contre  l’autre 
deux  lames  transparentes  parallèles  ayant  des  pouvoirs 
réfringens  différons,  les  rayons  incidens  qui  pénètrent 
par  une  des  faces  de  ce  système  sortent  parallèlement  4 
eux-mêmes  par  la  face  opposée  : car,  ainsi  qu’on  peut 
l’observer  aisément,  les  objets  qu’on  regarde  à travers 
ces  lames  ne  paraissent  déplacés  en  rien  de  leurs  posi- 
tions. Soit  donc  a (PI.  XV,  fig.  a)  l’angle  d’incidence 
primitif,  a'  celui  de  réfraction  dans  la  première  lame, 
6 l’angle  d’incidence  dans  cette  lame,  et  b ' l’angle  de 
réfraction  dans  la  seconde  lame;  soit  enfin  c l’angle 
d’incidence  dans  la  seconde  lame,  et  c'  l’angle  de  sortie 
du  système,  ou,  comme  on  le  nomme,  V angle  d'étnef - 
genctj  nous  avons,  d’après  ce  qui  précède,  sin  a =sinc\ 
Or,  n étant  l’indice  de  réfraction  de  la  première  lame 


par  rapport  à l’air,  et  m celui  de  la  seconde  lame , aussi 
par  rapport  4 l’air,  nous  avons 

sin  a sin  c 

i = *,  Ti = m> 

sin  a sine 

et , par  suite , sin  a = n sin  a’  = n sin  b , sin  c = sin  a = 
m sin  e ==  m sin  b ; d’où 

sin  h m 

sin  b'  ~ n ’ 


c’est-ù-dire  que  l’indice  de  réfraction  de  la  seconde  lame, 
par  rapport  à la  première,  est  égal  au  rapport  inverse 
de  leurs  indices  respectifs  par  rapport  ù l’air.  La  relation 
serait  la  même  si  les  indices  respectifs  des  deux  lames 
se  rapportaient  à tout  autre  milieu  que  l’air.  Sachant, 
par  exemple  , que  l’indice  du  diamant,  par  rapport  au 
vide,  est  3,755,  et  que  celui  de  l’alcool,  toujours  par 
rapport  au  vide,  est  1,374,  on  en  conclura  immédia- 
tement que  l’indice  de  réfraction  de  l’alcool , par  rap- 
port au  diamant , est  égal  4 


1.755 

»,5:4 


= a,oo5. 


Nous  indiquerons  plus  loin  les  moyens  de  déterminer 
les  indices  de  réfraction  des  divers  milieux  réfringens 
par  rapport  4 l’air. 

a6.  La  disposition  des  rayons  qui  traversent  un  mi- 
lieu terminé  par  des  surfaces  phnes  et  situé  dans  l’air 
on  dans  tout  autre  milieu  réfringent,  présente  plusieurs 
particularités  très-remarquables.  Supposons  qu’un  rayon 
lumineux,  qui  se  propage  dans  l’air,  rencontre  sur  son 
passage  une  masse  de  verre  et  qu’il  la  traverse,  en  en- 
trant et  en  sortant  par  deux  surfaces  planes  ; il  se  pré- 
sente deux  cas  : ou  les  surfaces  sont  parallèles,  ou  elles 
sont  inclinées  l’une  sur  l’autre.  Dans  le  premier  cas 
(fig.  1 , pl.  XV),  comme  le  rayon  doit  sortir  sous  un 
angle,  avec  la  perpendiculaire  au  point  d’émergence , 
parfaitement  égal  4 l’angle  d’incidence  (ai),  et  que  les 
faces  AB  et  CD  sont  parallèles,  le  rayon  incident  et  le 
rayon  émergent  seront  parallèles  entre  eux.  Dans  le  se- 
cond cas,  les  deux  surfaces  faisant  un  angle  quelconque 
BAC  (fig.  6),  et  le  rayon  incident  a6  devant  se  rappro- 
cher de  la  perpendiculaire  *m,  parce  que  le  verre  est 
plus  réfringent  que  l’air,  le  rayon  réfracté  bc  doit  s’éloi- 
gner du  sommet  A,  de  l’intersection  des  surfaces  par  le 
plan  de  ce  rayon,  et  comme  en  émergeant  en  a il  doit 
s’écarter  de  la  perpendiculaire  mV,  il  s’éloignera  de 
nouveau  du  sommet  A ; de  sorte  que  l’effet  d’un  milieu 
réfringent  angulaire  est  d’éloigner  le  rayon  du  sommet 
de  l’angle.  S’il  arrivait  que  le  rayon  réfracté  be  fût  per- 
pendiculaire 4 la  face  AC , il  émergerait  sans  une  se- 
conde réfraction;  mais  s’il  rencontrait  cette  face  soui 
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un  ongle  avec  U perpendiculoire  plus  grand  que  l’angle 
limite  (aî),  il  serait  complètement  réfléchi  intérieure- 
ment, et  par  conséquent  rejeté  sur  la  première  face,  où 
il  éprouverait  une  seconde  réflexion  qui  le  rejetterait  sur 
la  seconde,  et  ainsi  de  suite.  Dans  la  disposition  de  la 
figure,  le  rayon  incident  étant  dirigé  vers  le  sommet  A, 
les  rayons  successivement  réfléchis  s'inclineraient  de 
moins  en  moins  sur  les  faces  AC  et  AB , et  il  finirait  par 
y avoir,  après  un  nombre  plus  ou  moins  grand  de  ré- 
flexions, un  rayon  émergent;  mais  si  le  rayon  incident 
était  dirigé  vers  l'ouverture  de  l'angle  BAC,  les  rayons 
réfléchis  s’inclineraient  de  plus  en  plus  sur  les  faces  du 
milieu  et  ne  pourraient  jamais  sortir.  Ces  diverses  cir- 
constances peuvent  être  aisément  représentées  par  des 
constructions  géométriques  ou  par  des  formules  très- 
simples,  et  lorsque  l’angle  A est  donné,  il  est  facile  de 
trouver  s’il  existe  ou  non  un  rayon  émergent  pour  un 
ongle  d’incidence  déterminé. 

ig.  Tout  milieu  réfringent,  ayant  deux  faces  pleines 
Inclinées  entre  clics,  se  nomme  un  prisme,  en  optique, 
qu’il  soit  d’ailleurs  un  véritable  prisme  géométrique,  ou 
seulement  une  de  scs  parties.  Le  sommet  du  prisme  est 
la  droite  suivant  laquelle  les  deux  faces  sc  coupent,  ou 
suivant  lesquelles  elles  sc  couperaient  en  les  prolongeant 
suffisamment.  La  base  du  prisme  est  une  troisième  face 
opposée  au  sommet,  qu'elle  existe  ou  non  en  réalité. 
L’angle  du  prisme , qu’on  nomme  aussi  Yangle  réfrin- 
gent, est  l’angle  des  deux  faces.  Quand  un  rayon  lumi- 
neux pénètre  par  une  des  faces  et  sort  par  l’autre , on 
dit  qu’il  traverse  le  prisme.  Dans  tout  ce  qui  va  suivre, 
nous  ne  considérerons  que  des  prismes  complets;  niais 
les  phénomènes  que  vont  nous  offrir  ces  corps  seraient 
les  mêmes  pour  des  fragmens  quelconques  de  prismes 
géométriques,  pourvu  que  les  deux  faces  par  lesquelles 
la  lumière  entre  et  sort  soient  planes  et  inclinées  l’une 
vers  l’autre. 

a8.  La  déviation  qu’éprouve  un  rayon  de  lumière  en 
traversant  un  prisme  produit  des  apparences  différentes 
suivant  la  position  du  prisme.  Lorsque  la  base  du  prisme 
est  horizontale  et  que  le  sommet  est  en  haut,  les  objets 
qu'on  peut  apercevoir,  en  approchant  l’œil  d’uno  des 
faces  pour  recevoir  la  lumière  qui  est  entrée  par  l’autre, 
•ont  comme  relevés  vers  le  sommet  du  prisme,  et  leurs 
bords  horizontaux  sont  colorés  de  toutes  les  couleurs  de 
l’iris;  si  le  sommet  est  au  bas,  la  déviation  des  objets 
s'effectue  dans  un  ordre  inverse.  Lorsque  le  prisme  est 
posé  verticalement,  la  déviation  a toujours  lieu  vers 
•ou  sommet  ; mais  ce  sont  les  bords  verticaux  des  ob- 
jets qui  se  colorent.  Eu  général,  quelle  que  soit  1a  posi- 
tion du  prisme,  la  déviation  a toujours  lieu  vers  le  som- 
met, perpendiculairement  aux  arêtes,  et  la  coloration 
s'effectue  parallèlement  à ces  arêtes , toujours  seule- 
ment vers  ie  bord  des  objets,  de  sorte  que  les  sepls 


bords  colorés  sont  ceux  qui  se  trouvent  parallèles  aux 

arêtes. 

aq.  On  nomme  angle  de  déviation  l'angle  que  l’image 
directe  d’un  objet  fait  avec  son  image  déviée  par  un 
prisme,  quand  l'œil  est  supposé  placé  assez  loin  pour 
pouvoir  recevoir  en  même  temps  le  rayon  direct  et  le 
rayon  réfracté.  Soit,  par  exemple,  LI  (fig.  5,  PI.  XV)  un 
rayon  incident  émergé  suivant  l'O  et  reçu  par  l’œil 
placé  en  O,  à une  grande  distance  du  prisme  ; si  OL'  est 
un  rayon  direct  venu  du  même  point  lumineux  que  le 
rayon  incident  LI,  l’angle  de  déviation  sera  l’angle  VOL*. 

Cet  angle  de  déviation  peut  être  plus  ou  moins  grand, 
suivant  la  position  du  prisme;  car,  pendant  qu’on  re- 
garde l’objet  réfracté,  si  l’on  fait  tourner  le  prisme  sur 
lui-même , l’objet  paraît  sc  déplacer  et  se  rapprocher 
ou  s’écarter,  sans  cependant  sortir  de  deux  limites.  Il 
y a donc  une  déviation  minimum  et  une  déviation 
maximum. 

On  démontre  facilement  que  la  déviation  minimum 
a Heu  lorsque  les  angles  d’incidence  et  d’émergeBce  sont 
égaux.  Dans  cette  position  remarquable,  les  angles  SU’ 
et  SIT  étant  nécessairement  égaux,  le  triangle  IST  est 
isocèle,  et  la  moitié  de  l’angle  S au  sommet,  ou  de 
l’angle  réfringent  du  prisme,  est  le  complément  de  cha- 
cun des  angles  à la  base,  car 

S = 180*  — a SH’,  et  ±S  a go*  — SIT. 

Or,  l’angle  SIT  est  lui-même  complément  de  l’angle 
de  réfraction  l'IN'j  donc,  dans  le  cas  de  la  déviation 
minimum,  l’angle  de  réfraction  qui  a lieu  au  passage  du 
rayon  lumineux  de  l’air  dans  la  substance  du  prisme  est 
égal  à la  moitié  de  l’angle  réfringent.  C’est  au  moyen  de 
cette  relation  qu’on  détermine  les  indices  de  réfraction 
des  diverses  substances. 

3o.  Pour  indiquer  les  principes  de  ccttc  détermina- 
tion, menons  OB  parallèle  à SA  et  OB'  parallèle  à SA’, 
et  observons  qu’en  désignant  par  I l’angle  d’incidcncc 
LIN , par  B l’angle  de  réfraction  N'II',  par  G l’angle  ré- 
fringent du  prisme,  nous  avons,  D étant  la  déviation 
minimum  I OI/, 

D = 180*  — L'OB  — BOB'  — B'OE  ; 

mais 

L'OB  = B'OE  » LIA  = 90*  — I; 

ainsi 
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substituons  maintenant  cette  valeur,  ainsi  que  colle  de 

Ç 

R = — , dans  l’expression  du  numéro  22,  et  nous  au- 
rons la  relation 

*»*(P  + C) 

sin-J  G 9 

au  moyen  de  laquelle  on  peut  trouver  l'inüice  de  ré- 
traction, par  la  seule  observation  de  la  déviation  mini- 
mum, avec  un  prisme  dont  l'angle  réfringent  est  connu. 

3».  Si  la  substance  qu’on  veut  essayer  est  solide,  on 
construira  donc  un  prisme  avec  elle , ci  on  le  posera 
verticalement  à une  grande  distance  d’une  mire.  A 
quelques  pas  du  prisme,  on  placera  un  cercle  gradué 
muni  de  deux  lunettes  mobiles,  et,  après  avoir  dirigé  la 
première  lunette  sur  la  mire,  on  dirigera  la  seconde  de 
manière  à recevoir  l’image  de  la  mire  réfractée  par  le 
prisme,  puis  on  fera  tourner  le  prisme  et  la  lunette  jus- 
qu'à ce  qu’on  trouve  la  déviation  minimum,  ce  qui  est 
facile  par  quelques  essais.  Cette  déviation  obtenue, 
l'angle  des  lunettes,  sur  le  limbe  du  cercle,  donne  sa 
mesure,  et  il  ne  faut  plus  que  la  substituer  dans  la  re- 
lation précédente,  avec  la  valeur  de  l’angle  du  prisme, 
pour  connaître  l’indice  cherché. 

Ce  procédé,  dû  à Newton,  peut  être  encore  employé 
pour  les  liquides,  et  même  pour  les  gai,  en  les  renfer- 
mant dans  une  cavité  creusée  au  milieu  d’un  prisme  de 
verre. 

3a.  Les  physiciens  désignent  sous  lo  nom  de  puis- 
sance ré/raeffoe  d’une  substance  le  carré  de  sod  indice  de 
réfraction,  par  rapport  au  vide,  diminué  do  l'unité; 
cette  quantité  se  représente  généralement  par  n*  — i. 
Ils  nomment  pouvoir  réfringent  la  puissance  réfractive 
divisée  par  la  densité  de  la  substance.  Ces  dénomina- 
tions ont  été  adoptées,  parce  que  dans  le  système  de  l’é- 
mission n*  — i exprime  l’accroissement  du  carré  de  la 
vitosse  de  la  lumière  à son  passage  du  vide  dans  un  mi- 
lieu réfringent  ; le  pouvoir  réfringent  est  la  puissance 
réfractive  sous  l'unité  de  densité.  Dans  le  système  des 
ondulations,  la  puissance  réfractive  dépend  du  degré  de 
condensation  où  se  trouve  l’cther  renfermé  dans  la  sub- 
stance réfringente.  Nous  ferons  observer  que  les  pou- 
voirs réfringens  de  l’air  et  des  gaz  étant  très-petits  par 
rapport  à ceux  des  autres  corps,  on  peut  toujours,  sans 
erreur  sensible,  prendre  pour  l’indice  de  réfraction  de 
ces  corps,  par  rapport  au  vide,  celui  qu'on  observe  par 
rapport  à l’air. 

MM.  Biot  et  Arago  ont  posé  comme  principe  fonda- 
mental, que  les  puissances  réfractives  d’un  même  gaz 
sont  proportionnelles  à sa  densité,  ou,  ce  qui  est  la  mémo 
chose,  que  le  pouvoir  réfringent  d’un  gaz  est  le  même  à 
toute  température  et  à toute  pression.  Dulong  a constaté 
que  ce  prinoipe  avait  encore  lieu  pour  les  mélange#*  de 
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gaz,  de  sorte  que  la  puissance  réfractive  d’un  mélange 
de  gaz  et  de  vapeurs  est  égale  à la  somme  des  puissances 
réfractives  des  gaz  composans  ; mais,  s’il  y a combinai- 
son chimique  dans  le  mélange,  la  puissance  réfractive 
du  gaz  composé  n’a  plus  aucun  rapport  avec  celles  de 
ses  élémens. 

33.  Il  suffit  de  connaître  l’indice  de  réfraction  d’un 
milieu  réfringent  par  rapport  au  vide,  pour  trouver 
immédiatement  sa  puissance  réfractive;  sachant,  par 
exemple,  que  l’indico  de  réfracliou  de  l’eau  de  phtie-  - 
. 5ao 

est  , on  a , 


/ D2<)\  _ 

Puissance  réfractive  de  Peau  — l =—r- 1 — 1 = o.^rvp.  4 

Wv  ■ f * 


Voici,  d’après  les  expériences  les  plus  récentes,  les 
indices  de  réfraction  de  diverses  substances,  avec  le# 
puissances  réfractives  et  les  pouvoirs  réfringens  qui  en 
résultent. 


TABLEAU 

DES  INDICES  DE  lÉPRACTION  , DES  PUISSANCES  Etm ACTIVES 

et  des  rov votas  aÉratNOBRs  de  plusieurs  substances. 


i NOMS 

DES  SUBSTANCES. 

B 

a -b 

y % 

g 1 
■0 

«/i 

w - 
0 S ■ 

r,  > 7 

» s J 

52  c 
y 2 

a» 

tn 

•2 

H 

fi  «3 

K 

M 

A 

fi 

« ç 
> .2  1 
0 * 

Cu  u 

Sulfate  de  baryte. 

**/.. 

>.Cm 

4P7 

0,397!) 

Verre  d’antim.  . . 

", 

a,  508 

5,28 

0,486  j 

Chaux  sulfatée.  . 

i,2t3 

3.25a 

0,5386 

Verre  commun.  . 

»»/ 

i,4oa5 

a, 58 

0,5/|36 

Cristal  de  roche.  . 

11/  * 

1,445 

2,65 

0,5456 

Chaux  carbonat. . 
Sel  gemme.  . . . 

i 

1.77» 

1,388 

2,7a 

2,143 

0,6536 
°,C  (77 

Alun.  ...... 

i,u«7 

1,714 

0,6570 

Borax.  ..... 

**/ 

t,i5i  1 

*>7*4 

0,67l6 

Nitrate  de  potasse 

**/ 

1,345 

‘,9 

"•7"7<> 

Sulfate  de  fer.  . . 

‘.«O* 

1,715 

0,755l  ! 

Acide  sulfurique. 

i,i>4i 

*>7 

0,6i2/| 

Eau  de  pluie.  . . 

“L 

0,7845 

1,0 

0, 7 0 

Gomme  arabique. 

*1/ 

*>*79 

1,375 

0,857  j 

Alcool  rectifié. . . 

0.8705 

o,800 

t,o  1 ai 

Camphre 

1,25 

0,996 

1 ,a55 1 

Huile  d’olive.  . . 

i,i5i  1 

o,qi5 

1,2607 

Huile  de  lin.  . . 

**/ 

1,194s 

0^02 

l.'jSuj 

Essence  de  téréb. 

1,1626 

0,876 

1,3222 

Ambre 

i,4a 

1,04 

1 ,365 4 

Diamant 

/«1 

4,949 

3,4 

1,4556 
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TABLEAU 


DSS  INDICES  DE  RtF» ACTION  ET  DES  PUISSANCES  BLFB ACTIVES 
DES  CAS  A O*  ET  SOVS  LA  PXESSION  O*,t0. 


NOMS  DES  GAZ. 

» f 

IJ- 

ait 

£ « J 

<fi  J;  |(| 

S t 

0. 

DENSITÉ, 

3. 

Air  atmosphérique.  . 

1,000394 

0,000589 

1,000 

Oxygène 

1,000373 

0,000544 

1 , 1 o3 

Hydrogène 

1 ,oooi58 

0,000377 

0, 068 

Azote 

i,ooo3oo 

0,000601 

o.;i;G 

Ammoniaque.  . . . 

i,ooo385 

0,000771 

0,691 

Acide  carbonique.  . 

>,  000440 

0,000899 

i,5x4 

Chlore 

1,00077a 

0,001645 

■x,4t6 

Acide  chlorhydrique. 

1,000449 

0,000899 

i»x54 

Oxyde  d’azote.  . . . 

i,ooo5o3 

0,001007 

1,52. 

Gaz  nitreux 

i,ooo3o3 

0,000606 

1,1)39 

Oxyde  de  carbone.  . 

i,ooo34o 

0,00068 1 

',99a 

Cyanogène 

i,ooo834 

0,001 668 

1,818 

Gaz  oléfiant 

1,000678 

0,00 i366 

0,980 

Gaz  des  marais. . . . 

i,ooo443 

0, 000886 

0,559 

Ether  chlorhydrique. 

1,001095 

0,003191 

2,254 

Acide  cyanhydrique. 

1 ,ooo45 1 

0,000903 

0,944 

Gaz  oxy-chloro-carb. 

1,001 1 5g 

0,0033 18 

3,442 

Acide  sulfureux.  . . 

1, ooo665 

o,ooi53i 

2,24;  1 

Hydrogène  sulfuré.  . 

1, 000644 

o,ooia88 

i,i;8 

Ether  sulfurique.  . . 

i,ooi53o 

o,oo3o6i 

2,680 

Soufre  carburé.  . . 

i,oi5ooo 

o,oo3oio 

2,64  i 

Hydr.  proto-phosph. 

1,000389 

0,00*579 

1,356 

34*  Les  propriétés  des  prismes  se  retrouTent  dans  les 
Terres  connus  sous  le  nom  de^  lentilles , qui  grossissent 
ou  diminuent  les  objets  qu’on  regarde  au  travers  d'eux. 
Ces  verres  pouvant  Cire  considérés  comme  composés 
d'une  infinité  de  prismes  tronqués,  on  conçoit  que  les 
rayons  qui  les  traversent  subissent  des  réfractions  diffé- 
rentes suivant  l’inclinaison  differente  des  deux  faces  de 
chaque  prisme  tronque  élémentaire  ; de  sorte  que  les 
rayons  envoyés  par  le  même  objet,  et  qui  convergent 
naturellement  dans  l'œil  pour  y produire  la  vision  de 
cet  objet,  peuvent  émerger  de  la  lentille  avec  une  con- 
vergence plus  ou  moins  grande  que  celle  qu’ils  avaient 
en  y entrant;  dans  le  premier  cas,  l'objet  parait  plus 
grand  qu’à  l'œil  nu , et  dans  le  second,  plus  petit. 
( Voy . Lentilles,  tom.  II.) 

35.  Analyse  de  la  lumière.  Nous  avons  signalé  ci- 
dessus  (38)  le  phénomène  de  la  coloration  des  bords 
des  objets  vus  au  travers  d’un  prisme;  ce  phénomène 
indique  évidemment  que  la  lumière  subit  une  certaine 
modification  en  passant  dans  le  prisme,  car  les  couleurs 
accidentelles  qu'on  aperçoit  sont  indépendantes  de  la 
couleur  propre  des  objets  cl  présentent  toutes  les  nuan- 
ces de  l'arc-cu-cicl  ; mais  pour  reconnaître  la  nature  de 
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cette  modification,  il  est  nécessaire  d’avoir  recours  à 
des  expériences  plus  décisives. 

Imaginons  qu'au  volet  d’une  chambre  bien  close,  et 
dans  laquelle  ne  pénètre  aucun  rayon  lumineux,  on  ait 
percé  un  petit  trou  rond  de  3 ou  4 millimètres  de  dia- 
mètre, et  qu’à  l'aide  d'un  miroir  plan,  placé  au  dehors, 
on  fasse  passer  par  ce  trou  un  faisceau  réfléchi  de  lu- 
mière solaire  ; tant  que  ce  faisceau  ne  rencontrera  au- 
cun obstacle  sur  son  chemin,  il  se  propagera  en  ligne 
droite  et  il  ira  peindre  sur  le  mur  opposé  une  image 
ronde  du  soleil.  Supposons  maintenant  qu'à  une  petite 
distance  du  trou  on  place  un  prisme  de  verre  ou  de 
cristal  de  manière  que  le  faisceau  lumineul  soit  forcé  de 
le  traverser  ; on  observera  alors,  non  seulement  que  le 
faisceau  dévie  de  sa  direction,  mais  qu'il  se  dilate  et  se 
colore  : en  sortant  du  prisme,  il  est  plus  large  que  lors» 
qu’il  y est  entré,  et  continue  à s’élargir,  en  se  propageant 
jusqu'au  mur  opposé,  sur  lequel  il  va  peindre  une  image 
oblongue  composée  de  bandes  diversement  colorées. 
La  fig.  4>  pL  XV,  indique  l’élargissement  du  faisceau 
incident , GG'  est  le  diamètre  de  l'image  propagée  di- 
rectement, et  RU  la  largeur  de  l’image  réfractée  et 
colorée. 

Si  l’image  réfractée  est  reçue  sur  un  fond  blane 
distant  du  prisme  de  5 à 6 mètres , ses  couleurs  seront 
vives  et  tranchées,  et  l’on  pourra  reconnaître,  i • que  sa 
longueur,  cinq  à six  fois  plus  grande  que  sa  largeur,  est 
dans  un  sens  perpendiculaire  aux  arêtes  du  prisme; 
a*  qu’elle  est  terminée,  sur  sa  largeur,  par  deux  droites 
parallèles,  et  sur  sa  longueur,  par  deux  demi-cercles; 
3a  que  sa  surface  est  divisée  en  sept  bandes  parallèles 
entre  elles  et  aux  arêtes  du  prisme;  les  nuances  très- 
brillantes  de  ces  bandes  se  succèdent  dans  l’ordre  indi- 
qué par  la  figure  5,  savoir  : rouge,  orangé,  jaune , 
vert,  bleu,  indigo,  violet.  Le  rouge  est  à l'extrémité  la 
plus  proche  de  l'angle  réfringent  du  prisme,  et  le  violet 
à l’extrémité  opposée.  Cette  image , ainsi  réfractée  et 
colorée,  se  nomme  le  spectre  solaire. 

56.  On  ne  peut  expliquer  ces  phénomènes  qu’en  sup- 
posant chaque  rayon  de  la  lumière  blanche  solaire  com- 
posé de  sept  rayons  parallèles  élémentaires  diversement 
colorés;  et  comme  il  est  impossible  d'attribuer  au 
prisme  aucune  force  particulière  capable  de  les  désunir, 
il  faut  supposer  en  outre  que  ces  rayons  sont  inégale- 
ment réfrangibles,  ce  qui  les  fait  s’écarter  de  plus  en 
plus  les  uns  des  autres  dans  les  deux  réfractions  qu'ils 
subissent  en  traversant  le  prisme.  Pour  élever  cette 
hypothèse  à la  certitude,  il  s’agit  donc  de  prouver, 
i*  que  les  rayons  colorés  ont  des  réfrangibilité»  diffé- 
rentes; a*  que  la  réunion  de  ces  rayons  produit  de  la 
lumière  blanche.  C'est  ce  que  l’expérience  démootre 
complètement. 

Si  l’on  reçoit  le  spectre  solaire  sur  un  écran,  et  qu’on 
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perce  une  petite  ouverture  au  centre  d’une  des  bandes 
colorées , le  faisceau  des  rayons  de  cette  couleur  qui 
passera  par  l'ouverture  se  propagera  isolément  de  l’au- 
tre côté  de  l’ccran,  et  on  pourra  le  soumettre  A toutes 
les  expériences  capables  de  faire  connaître  son  degré  de 
réfrangibilité.  C’est  de  cette  manière  qu’on  a constaté 
que  le  rayon  rouge  est  le  moins  réfrangible  de  tous,  et 
le  rayon  violet  le  plus  réfrangible.  Entre  ces  deux  li- 
mites, la  réfrangibilité  des  autres  rayons  varie  d’une  ma- 
nière continue.  On  a également  constaté  que  chaque 
rayon  n’est  plus  susceptible  d’aucune  décomposition 
ultérieure,  et  qu'il  conserve  invariablement  sa  nuance 
en  se  réfractant.  Les  traités  complets  d’optique  renfer- 
ment un  grand  nombre  d’expériences  qui  conduisent 
toutes  A ces  résultats. 

Pour  recomposer  de  la  lumière  blanche  avec  les 
rayons  colorés,  il  suffit  de  recevoir  le  faisceau  émergent 
sur  un  second  prisme  semblable  au  premier,  mais 
tourne  en  sens  inverse;  le  faisceau,  qui  est  coloré  entre 
les  deux  prismes,  sort  parfaitement  blanc  du  second,  et 
va  porter  contre  l’écran  une  image  ronde  du  soleil.  On 
peut  encore  recomposer  la  lumière  blanche  par  plu- 
sieurs autres  procédés. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  comme  une  vérité  dé- 
montrée, que  la  lumière  blanche  du  soleil  est  composée 
de  rayons  diversement  colorés  et  diversement  réfrangi~ 
bletf  tout  en  faisant  observer,  cependant,  que  nous  en- 
tendons par  rayon  coloré  un  rayon  qui  a la  propriété  de 
produire  la  sensation  d'une  couleur  déterminée. 

37.  Toutes  les  lumières  que  nous  produisons  artifi- 
ciellement donnent  des  spectres  analogues  au  spectre 
solaire  ; mais  les  couleurs  sont  moins  vives,  et  il  man- 
que toujours  certaines  nuances,  ce  qui  explique  la  dif- 
férence qu’on  observe  dans  les  couleurs  des  objets  vus 
le  jour  et  vus  à la  clarté  des  bougies  ou  des  lampes; 
car  les  couleurs  naturelles  des  objets  ne  sont  produites 
que  par  la  décomposition  de  la  lumière  blanche  qui 
s'opère  A leur  surface  : certains  rayons  élémentaires 
étant  absorbés  et  certains  autres  réfléchis.  Par  exemple, 
les  corps  qui  nous  paraissent  blancs  réfléchissent  égale- 
ment tous  les  rayons  colorés;  ceux  qui  nous  paraissent 
noirs  les  absorbent  tous,  et  les  autres  n'en  réfléchissent 
que  quelques-uns  et  absorbent  le  reste.  Ainsi,  la  lumière 
de  nos  foyers  n’étant  pas  absolument  la  même  que  celle 
du  soleil,  les  nuances  des  couleurs  produites  sur  un 
même  corps  par  ces  lumières  doivent  être  différentes. 

38.  Il  résulte  des  diverses  réfrangibilité»  des  rayons 
élémentaires,  que  lorsqu’un  rayon  de  lumière  blanche 
traverse  un  milieu  terminé  par  des  surfaces  parallèles, 
il  se  décompose  en  entrant,  et  se  recompose  en  sortant, 
car  la  décomposition  est  une  suite  nécessaire  de  la  pre- 
mière réfraction , et  la  recomposition  une  conséquence 
non  moins  nécessaire  du  fait  même  de  l'émergence  sans 
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coloration.  Ainsi,  quoique  la  lumière  blanche  n’éprouve 
aucune  altération  en  traversant  des  lames  parallèles,  si 
I on  pouvait  placer  son  oeil  dans  l’intérieur  d’une  telle 
lame,  on  recevrait,  dans  différentes  directions,  des 
rayons  différemment  colorés. 

39.  Des  raies  du  spectre.  On  nomme  raies  du  spectre 
des  lignes  noires,  ou  seulement  obscures,  parallèles,  et 
réparties  très-inégalement  sur  son  étendue,  qui  ont  été 
signalées  pour  la  première  fois  par  Wollaston,  et  dont 
on  doit  l’analyse  complète  à Frauenhoffcr. 

Ces  raies  sont  fines  et  si  rapprochées,  qu’on  ne  peut 
les  apercevoir  qu’A  l’aide  d’une  lunette.  La  figure  la, 
pl.  XV,  représente  leur  disposition,  telle  qu’elle  a été 
observée  par  Frauenhoffcr  ; leur  nombre  est  de  plus 
de  700.  Pour  établir  quelques  points  fixes  de  compa- 
raison , cet  habile  observateur  a choisi  les  raies  mar- 
quées B,  C,  D,  E,  F,  G,  H,  qui,  parmi  les  plus  faciles 
A reconnaître,  ont  l’avantage  de  ne  pas  diviser  le  spectre 
en  parties  trop  inégales.  La  figure  indique  leur  position 
dans  les  diverses  bandes  colorées. 

Frauenhoffer  a constaté,  i*  que  les  raies  sont  entiè- 
rement indépendantes  de  l’angle  réfringent  et  de  la  sub- 
stance du  prisme  ; a"  qu’elles  sont  les  mêmes  pour  la 
lumière  solaire  et  pour  toutes  les  lumières  qui  en  pro- 
viennent, comme  celle  de  la  lune  et  des  planètes  ; 3"  que 
la  lumière  d’une  lampe,  au  lieu  de  donner  des  raies 
noires,  donne  des  raies  brillantes  autrement  disposées. 
Les  flammes  de  l’hydrogène  et  de  l’alcool  présentent 
sous  ce  rapport  les  mêmes  apparences  que  la  flamme 
d’huile  ; la  flamme  électrique  donne  pareillement  des 
bandes  brillantes  ; 4*  que  la  lumière  de  Sirius  donne  des 
raies  noires,  mais  différemment  disposées.  D’autres 
étoiles  de  première  grandeur  paraissent  donner  des  raies 
différentes  de  celles  de  Sirius  et  de  celles  du  soleil. 

La  découverte  de  ces  raies  est  d’une  grande  impor- 
tance pour  établir  des  caractères  distinctifs  entre  les  di- 
verses lumières  naturelles  et  artificielles;  elle  a permis, 
par  les  points  fixes  que  les  raies  établissent  dans  le 
spectre,  de  déterminer  les  indices  de  réfraction  des  prin- 
cipaux rayons  colorés,  avec  une  précision  beaucoup 
plus  grande  qu’on  ne  l’avait  pu  faire  avant. 

40.  La  connaissance  des  indices  de  réfraction  des  di- 
vers rayons  colorés  étant  très-importante  pour  la  con- 
struction des  instrumens  d’optique,  et  leur  recherche 
offrant  de  grandes  difficultés,  parce  que  les  nuances  des 
couleurs,  loin  d'être  brusquement  tranchées,  passent 
insensiblement  de  l’une  A l’autre , on  s’est  attaché  A dé- 
terminer les  indices  de  réfractions  des  raies  fixes  mar- 
quées B,  C,  D,  etc.  Voici  les  résultats  de  ces  recherches. 
Les  indices  donnés  ci-dessus  (33)  ne  doivent  être  con- 
sidérés que  comme  ceux  de  la  réfraction  moyenne. 
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Ces  résultats  sont  d'autant  plusprécicux  qu'on  ne  con- 
naissait réellement  rien  de  fixe,  dans  le  spectre,  ayant 
les  découvertes  de  Frauenhoffer,  car  les  nuances  y sont 
en  nombre  infini  depuis  le  ronge  le  plus  vif  jusqu’au 
violet  le  plus  sombre,  et  chacune  de  ces  nuances  a né- 
cessairement un  indice  particulier  de  réfraction. 

4t.  De  la  dispersion.  Des  prismes  égaux  de  sub- 
stances différentes  ne  produisent  pas  des  spectres  iden- 
tiques dans  les  mêmes  circonstances.  Les  couleurs  y 
sont  bien  toujours  rangées  dans  le  même  ordre,  mais 
leurs  longueurs  ne  sont  pas  proportionnelles.  Par  exem- 
ple , un  prisme  de  Terre  ordinaire  donne  proportion- 


nellement plus  do  rouge  et  moins  de  violet  qu'un  prisme 
de  flint-giass.  Ce  phénomène  se  trouve  nécessairement 
lié  aveo  la  grandeur  des  indices  de  réfraction  de  chaque 
couleur.  On  a donné  le  nom  de  dispersion  & la  diffé- 
rence des  indices  des  rayons  extrêmes»  rouge  et  violet. 
Ainsi  la  dispersion  d'une  substance  est  d’autant  plus 
grande  que  la  différence  des  indices  extrêmes  est  plus 
considérable.  La  dispersion,  divisée  par  l'indice  moyen 
de  réfraction  diminué  de  l’unité,  se  nomme  le  pouvoir 
dispersif  de  la  substance* 

En  désignant  par  n l’indice  de  réfraction  du  rayon 
rouge,  par  n'  celui  du  rayon  violet,  et  par  n l’indice 
moyen , la  dispersion  est  représentée  par  n — n,  cl  le 
pouvoir  dis})ersif  par 

n’  — n* 
n — i 

4a.  Brewslcr  a donné  dansson  Encyclopédie  une  tablo 
des  dispersions  et  des  pouvoirs  dispersifs  d’un  grand 
nombre  de  substances.  Les  expériences  qui  lui  servent 
de  base,  faites  ayant  la  découverte  des  raies  du  spectre , 
ne  peuvent  avoir  autant  d’exactitude  que  si  les  teintes 
eussent  été  rapportées  A ces  raies:  mois  on  peut  en  tirer 
d'utiles  indications.  Nous  en  extrairons  seulement  ce 
qui  concerne  les  substances  les  plus  usuelles. 
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0,0X0 

Sulfate  de  cuivre.  . 

. . o,o5(j 

0,019 

Eau 

. . o,o35 

0,012 

Verre  de  borax 

0 

0 

GM 

0,0l8 

Verre  à vitres.  

. . o,o3a 

0,017 

Alcool 

. . 0,0*9 

0,011 

Cristal  de  roche 

. . o,oa6 

0,014 

Spath  calcaire,  minimum.  . . 

. . o,oa6 

0,016 

Spath  fluor.  

. . o,oxa 

0,010 

43.  La  dispersion  des  rayons  colorés  est  Tunique 
cause  des  bandes  irisées  qui  apparaissent  sur  les  bords 
des  objets  tus  à travers  un  prisme,  bandes  dont  l’effet 
est  do  rendre  les  contours  de  l’image  mal  terminés  et 
incertains.  Ce  phénomène  ayant  également  lieu  avec 
les  verres  lenticulaires  des  lunettes,  il  est  très-difficile 
de  construire  des  instrumens  dioptriques  capables  de 
donner  des  images  bien  nettes  et  sans  coloration  étran- 
gère ; si,  comme  l’avait  cru  Newton,  le  pouvoir  dis- 
persif  de  toutes  les  substances  réfringentes  était  le 
même,  il  serait  absolument  impossible  de  construire  des 
instrumens  qui  eussent  la  propriété  de  dévier  la  lumière 
sans  y développer  les  couleurs,  instrumens  auxquels 
on  donne  le  nom  d' achromatique*.  Newton,  désespérant 
du  perfectionnement  des  télescopes  ordinaires,  vou- 
lut les  remplacer  par  un  instrument  plus  exact,  et 
c’est  à une  erreur  qu’est  due  l’Invention  du  télescope  à 
miroir,  devenu  si  fécond  entre  les  mains  d’Hcrschell. 

Euler  signala  le  premier  la  possibilité  de  composer 
des  lentilles  achromatiques , en  >e  fondant  sur  la  con- 
stitution de  l'œil  humain;  mais  c’est  àDollond,  célèbre 
opticien  anglais , qu’on  doit  la  solution  du  problème  et 
la  découverte  de  la  différence  des  pouvoirs  dispersifs 
des  divers  corps  transparent.  Après  beaucoup  d’essais  sur 
toutes  les  espèces  de  verres,  il  obtint,  de  deux  prismes 
placés  l’un  contre  l’autre,  les  angles  réfringens  opposés, 
une  lumière  émergente  incolore,  quoique  déviée  d’une 
manière  asset  considérable.  C’est  aveo  les  deux  sortes 
de  verres  de  ces  prismes  qu’il  construisit  ensuite  des 
lentilles  achromatiques,  en  réunissant  un  verre  convexe 
de  croum-glass  avec  un  verre  concave  de  flint-gla»». 

Pour  faire  comprendre  comment  un  prisme  peut  de- 
venir achromatique , imaginons  un  prisme  quelconque 
triangulaire,  traversé  par  un  faisceau  de  lumière  blan- 
che; si  on  applique  sur  la  surface  d’émergence  celle 
d’un  autre  prisme  semblable  au  premier,  mais  tourné 
en  sens  opposé,  le  système  formera  un  prisme  quadran- 
gulaire,  et  la  dispersion  et  la  déviation  produites  par  le 
premier  prisme  étant  détruites  par  la  dispersion  et  la 
déviation  produites  par  le  second  en  sens  inverse,  la 
lumière  sortira  du  système  sans  altération  ; ce  qui  ré- 
sulte d’ailleurs  du  fait,  que  le  système  se  réduit  à une 
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simple  plaque  à faces  parallèles.  MaJsoe  système  ne  fai- 
sant éprouver  aucune  déviation  aux  rayons  lumineux, 
l’objet  vu  au  travers  apparaîtra  sous  les  mêmes  dimen- 
sions qu’à  l’œil  nu;  et  ce  qu’il  importe,  c’est  d’avoir 
des  images  plus  grandes  ou  plus  petites,  suivant  le  be- 
soin. ConoeTons  maintenant  que  la  substance  du  second 
prisme , au  lieu  d’être  la  même  que  celle  du  premier, 
soit  plus  dispersive  ; comme  la  dispersion  augmente 
avec  l’angle  du  prisme,  il  faudra  donner  au  second 
prisme  un  angle  réfringent  plus  petit  que  le  premier, 
pour  que  l’image  soit  incolore;  et  alors  elle  conservera 
une  certaine  déviation.  Nous  ne  pouvons  qu’indiquer 
ce  principe,  dont  l'application  à la  construction  des 
instrumens  achromatiques  présente  des  difficultés  très- 
embarrassantes,  malgré  tous  les  progrès  de  l’optique. 

44-  jfc*  couleur»  produites  par  de»  lames  mince».  Tous 
les  corps  diaphanes  réduits  en  lames  très-minces  font 
éprouver  à la  lumière  des  décompositions  analogues  & 
celles  du  prisme,  et  les  rayons  réfléchis , comme  les 
rayons  émergens,  prennent  des  teintes  tTès- variées.  On 
peut  observer  ces  phénomènes  dans  les  bulles  de  verre 
ou  de  savon  souillées  jusqu’au  point  où  elles  éclatent  ; 
un  moment  avant  de  se  briser  elles  présentent  des  cou- 
leurs vives  et  changeantes.  Les  liquides  volatils  répan- 
dus en  lames  minces  sur  des  surfaces  polies  d’une  teinte 
foncée  sc  colorent  pareillement.  L’air  lui-même  par- 
tage cette  propriété,  lorsqu’il  est  contenu  entre  deux 
plaques  transparentes,  comme  le  seraient,  par  exemple, 
deux  plaques  de  verre  pressées  fortement  Tune  contre 
l’autre.  Newton  s’est  beaucoup  occupé  de  ces  phéno- 
mènes, qui  l’ont  conduit  à des  résultats  très-importans. 
Nous  allons  indiquer  les  faits  principaux  qu’il  a observés. 

Si  Ton  place  unelentillc  bi-convexe  AB  d’un  très-grand 
foyer  (PL  XV,  fig.  7)  sur  un  verre  plan,  et  qu’on  fasse 
arriver  sur  la  lentille  un  rayon  de  lumière  blanche , on 
aperçoit  au  point  de  contact  des  verres  une  tache  noire 
et  tout  autour  une  série  d’anneaux  diversement  colorés, 
dont  le  nombre  augmente  à mesure  qu’on  presse  avec 
plus  de  force  la  lentille  contre  la  plaque.  Le  point  noir 
ne  devient  visible  que  lorsque  la  pression  est  assez 
grande  pour  établir  un  contact  immédiat  de9  deux 
verres.  Ainsi , on  commence  par  voir  au  centre , sous 
une  pression  modérée,  un  cercle  d’une  certaine  couleur; 
cette  couleur  s’étend,  en  augmentant  la  pression,  jus- 
qu’à ce  qu’il  paraisse  au  centre  une  nouvelle  couleur 
que  la  première  entoure  en  bande  circulaire.  La  pres- 
sion croissant  toujours,  la  nouvelle  couleur  s’étend  à 
son  tour  ; une  autre  la  remplace  au  centre,  et  ainsi  de 
suite,  jusqu’à  eequ’enfln  il  arrive  un  point  noir  qu’en- 
tourent tous  les  cercles  de  couleur.  En  diminuant  gra- 
duellement la  pression,  les  mêmes  phénomènes  se 
reproduisent  en  sens  inverse,  et  tous  les  cercles  colorés 
diminuant  et  disparaissent  successivement. 
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Ces  cercles  colorés  se  succèdent  dans  cet  ordre  autour 
du  point  noir  : bleu,  blanc , jaune  et  rouge;  l'anneau 
bleu  est  faible,  les  anneaux  rouge  et  jaune  sont  très- 
appareils  et  de  même  largeur  que  le  blanc  ; cette  pre- 
mière série  est  entourée  d’une  seconde  dont  l'ordre  est  : 
violet,  bleu , vert  Jaune  et  rouge.  Toutes  ces  couleurs  sont 
larges  et  claires,  à l’exception  du  vert,  qui  paraît  terne  et 
étroit;  une  troisième  série, pourpre,  bleu , vert,  jaune , 
rouge,  entoure  la  seconde;  enfin  une  quatrième  série, 
consistant  en  deux  anneaux  vert  et  rouge , n’est  plus 
entourée  que  d’anneaux  ternes,  dont  les  couleurs  indé- 
cises finissent  par  se  confondre  avec  le  blanc. 

Si,  au  lieu  de  recevoir  les  rayons  réfléchis,  on  place  l’œil 
au-dessous  de  laplaque  pour  recevoir  les  rayons  transmis, 
on  voit  un  cercle  blanc  au  centre  et  une  suite  de  cercles 
colorés  dont  les  teintes  se  succèdent  dans  un  ordre  tel 
que  les  anneaux  qui  se  correspondent  par  réflexion  etré- 
fraction  ont  des  couleur»  complémentaires , c’cst-à-dire  des 
couleurs  qui,  réunies,  composeraient  de  la  lumière  blan- 
che. Par  exemple,  si  la  couleur  d’un  anneau  réfléchi  est 
produite  par  le  mélange  des  deux  premières  couleurs  du 
spectre,  le  rouge  et  Y orangé,  celle  de  l’anneau  réfracté 
correspondant  sera  produite  par  le  mélange  des  cinq 
couleurs  restantes,  jaune,  vert,  bleu,  indigo  et  violet. 

Les  bandes  colorées  ne  sont  circulaires  que  lorsque 
les  rayons  incidcns  sont  perpendiculaires;  s’ils  tombent 
obliquement , les  anneaux  s’élargissent  et  deviennent 
elliptiques. 

45.  Pour  ramener  le  phénomène  â ses  élémens, 
Newton  répéta  les  expériences,  en  employant  de  la 
lumière  homogène  ou  d’une  seule  couleur  primitive  ; il 
vit  qu’avec  la  lumière  rouge,  il  ne  se  formait  que  des 
cercles  rouges  séparés  par  des  cercles  noirs;  qu’avec  la 
lumière  jaune  , il  n’y  avait  pareillement  que  des  cercles 
jaunes,  et  ainsi  de  suite.  En  général,  chaque  rayon 
simple  produit  par  réflexion  et  par  réfraction  une  série 
d’anneaux  alternativement  noirs  et  de  sa  couleur;  les 
anneaux  noirs  réfléchis  correspondent  aux  anneaux  co- 
lorés réfractés,  et  ctceoersd. 

En  mesurant  les  diamètres  des  anneaux  réfléchis  dans 
leur  partie  la  plus  brillante,  Newton  trouva  que,  quelle 
soit  la  couleur  de  la  lumière  homogène,  les  carrés  de 
ces  diamètres  sont  entre  eux  comme  les  nombres  im- 
pairs 1,  3,  5,  g,  rj,  etc.  ; et  que  les  carrés  des  diamètres 
des  anneaux  transmis  ou  des  anneaux  noirs  réfléchis 
sont  comme  les  nombres  pairs  o,  a,  4,  6,  8,  etc. 

Ces  rapports  une  fois  trouves,  il  devenait  facile  de 
calculer  l'épaisseur  de  la  couche  d’air  correspondante 
à un  anneau,  en  mesurant  d’abord  son  diamètre,  car  la 
courbure  du  verre  convexe  étant  connue,  et  le  verre 
plan  lui  étant  perpendiculaire,  la  distance  des  deux 
surfaces  à une  distance  quelconque  du  point  de  contact 
est  déterminée  par  cette  dernière  distance,  c’est-à-dire 
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par  le  diamètre  de  l’anneau  correspondant.  En  outre , le 
diamètre  d’un  anneau  quelconque  étant  mesuré  direc- 
tement, ses  rapports  précédons  avec  les  autres  servent 
à calculer  ceux-ci  ; mais  il  n’est  pas  même  besoin  de 
connaître  ces  derniers  pour  obtenir  les  épaisseurs  de  la 
couche  d’air;  car  en  désignant  par  e l’épaisseur  de  l'air 
correspondante  à la  circonférence  intérieure  du  premier 
anneau  réfléchi,  on  voit  aisément  que  les  épaisseurs  aux 
périmètres  intérieurs  et  extérieurs  des  anneaux  succes- 
sifs sont  e,  3e,  5e,  ge,  9e,  et  que  les  épaisseurs  de  l’air 
correspondantes  au  milieu  des  anneaux  sont  2e,  6e, 
10e,  >4e,  etc.,  pour  les  anneaux  réfléchis,  cto,  i \e , 
8«,  îae,  16e,  etc.,  pour  les  anneaux  réfractés.  Ces 
rapports  sont  les  mêmes  pour  chaque  lumière  homo- 
gène; mais  l’épaisseur  absolue  de  la  lame  d’air  corres- 
pondante à un  anneau  du  même  rang  varie  avec  la 
couleur,  et  augmente  du  rouge  au  violet.  En  prenant 
pour  unité  l’épaisseur  de  la  lame  d’air  à la  circonférence 
du  premier  anneau  de  la  lumière  rouge , celles  qui  se 
rapportent  aux  autres  couleurs  sont  : 

h—  «le  la  Un» 


DôipuWOo  <1«1  couleur».  au  |n>riœ<trr  inlnirar 

<Ia  |irraiifr  •narau. 

Rouge  extrême e. 

Limite  du  rouge  et  de  l'orangé.  ...  e.  0,9248 

Limite  de  l'orangé  et  du  jaune.  ...  e.  0,8855 

Limite  du  jaune  et  du  vert..  .....  e.  0,8255 

Limite  du  vert  et  du  bleu.  ......  e.  0,7635 

Limite  du  bleu  et  de  l'indigo e.  0,7114 

Limite  de  l’indigo  et  du  violet e.  0,C814 

Violet  extrême e.  0,0300 


La  valeur  de  e en  millimètres  est  o“, 00008057  ; si 
l’on  multiplie  par  cette  râleur  de  e les  nombres  ci- 
dessus  , ceux  qu’on  obtient  représentent  les  valeurs 
absolues  des  épaisseurs,  et  par  une  particularité  très- 
remarquable,  ces  valeurs  absolues  sont  entre  elles  comme 
les  racines  cubiques  des  carrés  des  fractions 

*>  \y  i»  x»  7»  \y  ri  el  i 

qu’on  retrouve  dans  la  théorie  des  sons.  [Voyez  Soit.) 

Il  résulte  encore  de  toutes  c es  relations  que  les  dia- 
mètres des  anneaux  de  même  rang  formés  avec  les  dif- 
férentes lumières  correspondantes  aux  limites  des  sept 
couleurs  du  spectre  sont  entre  eux  comme  les  racines 
cubiques  de  ces  mêmes  fractions. 

46.  Les  lois  précédentes  s’appliquent  aussi  bien  à 
une  lame  très-mince  d’une  substance  transparente  quel- 
conque, qu’à  une  lame  d’air;  mais  les  valeurs  absolues 
des  diamètres  des  anneaux  de  même  couleur  et  de  même 
ordre  sont  d’autant  plus  petits  que  la  substance  a une 
puissance  rcfractive  plus  grande.  La  loi  suivante  em- 
brasse toptes  ces  variations  : 

Dans  deux  lames  de  différente  nature,  les  épaisseurs 
qui  transmettent  un  anneau  de  même  ordre  sous  la 
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même  incidence  sont  entre  elles  dans  le  rapport  inverse 
des  indices  de  réfraction. 

4y.  Les  phénomènes  offerts  par  les  lumières  homo- 
gènes expliquent  ceux  que  présente  la  lumière  blanche; 
car  on  conçoit  que  puisque  cette  dernière  est  composée 
de  rayons  de  toutes  les  couleurs,  chacun  d'eux  doit  for- 
mer sur  une  lame  mince  la  série  d’anneaux  qu’il  produi- 
rait s’il  était  seul  ; et  comme  les  diamètres  des  anneaux 
de  même  ordre  des  diverses  couleurs  ne  sont  pas  les 
mêmes , les  couleurs  anticipent  les  unes  sur  les  autres, 
et  forment  des  anneaux  de  diverses  teintes,  suivant  la 
nature  du  mélange. 

Newton  a calculé  les  épaisseurs  correspondantes  aux 
diverses  teintes  que  prennent,  sous  l'incidence  perpendi- 
culaire, des  lames  d'air,  d'eau  et  de  verre;  nous  les  rap- 
porterons ici  parce  qu’elles  donnent  le  moyen  de  mesu- 
rer des  épaisseurs  qui  échappent  «tous  procédés  directs. 
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Pour  donner  un  exemple  de  l'application  de  cette 
table  à la  détermination  de  l’épaisseur  d’une  lame  très- 
mince,  supposons  qu’une  couche  d’éther  sulfurique  ré- 
fléchisse, sous  l'incidence  perpendiculaire,  le  rouge 
bleuâtre  du  troisième  ordre.  Si  nous  désignons  par  e 
son  épaisseur,  par  n son  indice  de  réfraction , et  par  »* 
l’indice  de  réfraction  de  l’air,  nous  aurons,  en  vertu  de 
la  loi  du  numéro  46  et  en  observant  que  le  nombre  3a 
répond, dans  la  table,  au  rouge  bleuâtre  de  la  lame  d’air, 

3a  : e = n : n', 


d’où 


et  en  remplaçant  les  nombres  11  et  n'  par  les  valeurs 
prises  dans  les  tableaux  du  numéro  33,  nous  obtien- 
drons 


e 


3a  X 1 .00029 fi 
1,00 i53o 


= 3o>9. 


c’cst-A-dirc  à peu  près  3 1 millionièmes  de  pouce  anglais. 

48.  Newton  a encore  découvert  un  autre  phénomène 
non  moins  remarquable  : c’est  la  coloration  de  la  lu- 
mière réfléchie  par  des  lames  épaisses  ; mais  les  détails 
qu’exigerait  son  exposition  dépassant  nos  limites,  nous 
devons  nous  contenter  de  donner  une  idée  de  la  théorie 
qu’il  a fondée  sur  ces  faits  singuliers. 

Considérant  la  lumière  comme  une  substance  com- 
posée de  molécules  infiniment  petites  lancées  par  les 
corps  lumineux,  Newton  a supposé  que,  dans  leur 
mouvement  très-rapide , ces  molécules  acquièrent,  en 
traversant  une  surface  réfringente,  une  disposition  pas- 
sagère , rentrant  dans  des  intervalles  toujours  égaux  , à 
l’aide  de  laquelle  elles  traversent  plus  facilement  une 
nouvelle  surface  réfringente  qu’elles  rencontrent,  si 
clics  atteignent  ccttç  surface  pendant  la  durée  de  l’accès 
de  cette  disposition,  tandis  qu’elles  s’y  réfléchissent 
plus  facilement  si  elles  la  rencontrent  dans  les  intervalles 
de  ces  accès.  Pour  caractériser  cette  tendance  des  molé- 
cules lumineuses,  il  a désigné  sous  le  nom  d’accès  de 
facile  frantmittion  la  disposition  où  se  trouve  la  lu- 
mière lorsqu’elle  peut  plus  facilement  se  transmettre 
que  se  réfléchir,  et  sous  celui  d’accès  de  facile  réflexion 
la  disposition  contraire.  Cette  hypothèse  résume  parfai- 
tement les  phénomènes  des  anneaux  colorés , comme 
nous  allons  le  démontrer.  Qu’on  imagine  un  rayon  fu- 
mineux  pénétrant  dans  une  première  surface  , et  pre- 
nant à son  entrée  un  accès  de  facile  transmission,  cet 
accès  ira  croissant  jusqu’à  une  certaine  limite  pendant 
une  certaine  durée,  puis  décroîtra  pendant  une  seconde 
durée  égale  à la  première  ; parvenu  A sa  fin,  il  se  chan- 
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géra  en  accès  de  facile  réflexion  qui  ira  croissant  à son 
tour  jusqu’à  son  maximum , d’où  il  décroîtra  pour  sc 
changer  de  nouveau  en  accès  de  facile  transmission,  et 
ainsi  de  suite , tant  que  le  rayon  ne  rencontrera  pas  uue 
nouveHc  surface  capable  de  le  modifier.  Chaque  accès 
se  composera  donc  d’une  période  croissante  et  d’une 
période  décroissante  , pendaut  lesquelles  le  rayou  par- 
courra-dcs  espaces  égaux.  L’espace  entier  que  parcourt 
le  rayon  pendant  la  durée  d'un  accès  est  ce  qui  mesure 
la  longueur  de  l'accès.  Imaginons  maintenant  qu’après 
avoir  pris,  par  son  passage  au  travers  de  la  première 
surface , un  accès  de  facile  transmission , le  rayon  ren- 
contre une  seconde  surface  moins  éloignée  de  la  pre- 
mière que  la  longueur  d’un  accès  ; ce  rayon  pourra 
passer  outre,  parce  qu’il  est  dans  l’accès  favorable,  cl 
avec  d’autant  plus  de  facilité  que  la  distance  des  sur- 
faces différera  moins  de  la  longueur  d’un  demi-accès. 
Si,  au  contraire  , la  distance  des  deux  surfaces  est  un 
peu  plus  grande  que  la  longueur  d’un  accès,  mais 
moindre  cependant  que  celle  de  deux  accès,  le  rayon 
rencontrera  la  seconde  surface  pendant  la  durée  de  son 
accès  de  facile  réflexion,  et  sera  réfléchi.  En  général, 
quand  la  distance  des  surfaces  est  moindre  quo  la  lon- 
gueur d’un  accès,  ou  égale  à deux  fois,  quatre  fois,  six 
fois  cette  longueur,  le  rayon  est  transmis;  et  lorsque 
celte  épaisseur  est  égale  à une  fois,  trois  fois,  cinq 
fois,  etc.,  la  longueur  d’un  accès,  le  rayon  est  ré- 
fléchi. 

En  appliquant  cette  théorie  à la  formation  des  an- 
neaux coturés,  on  reconnaît  que  l’cpaisscur  de  la  lame 
mince  au  milieu  du  premier  anneau  coloré  doit  être 
égale  à la  longueur  d’un  accès;  de  sorte  que  cette  lon- 
gueur varie  avec  la  réfrangibilité  de  la  substance. 

49.  De  la  diffraction.  Ou  nomme  diffraction  la  dé- 
viation que  subit  .un  rayon  de  lumière  qui  rase  la  sur- 
face d'un  corps , déviation  toujours  accompagnée  d’une 
décomposition  analogue  à celle  qu'éprouve  la  lumière 
çn  traversant  des  lames  minces.  Ce  phénomène  a été 
observé  pour  la  première  fois  par  Grim&ldi,  en  i665, 
çt  étudié  depuis  par  Newton,  Young  et  Fresnel.  C’est 
à ce  dernier  qu’on  en  doit  la  théorie  complète  et  l'expli- 
cation. 

Les  effets  de  la  diffraction  peuvent  être  reconnus  en 
regardant  la  flamme  d’une  bougie  à travers  une  fente 
étroite  pratiquée  dans  une  feuille  de  papier  noir  ; on 
aperçoit  alors  de  larges  bandes  diversement  colorées 
qui  environnent  la  flamme.  Un  cheveu  placé  verticale- 
ment entre  l’œil  et  la  flamme  produit  encore  les  mêmes 
apparences,  lorsqu’il  est  très-près  de  L’œil;  mais  pour 
constater  toutes  les  circonstances  du  phénomène,  il  faut 
l’observer  dans  la  chambre  obscure.  Lorsqu’un  rayon 
introduit  dans  une  chambre  obscure  rencontre  le  bord 
d’une  lame  opaque , on  le  voit  s’écarter  comme  s’il  était 
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repoussé  par  ce  bord  ; et  en  recevant  à quelque  dis- 
tance l’ombre  de  la  lame  et  la  lumière  du  rayon  sur 
un  écran  blanc,  le  bord  de  l'ombre  paraît  accompagné 
de  bandes  brillantes  ou  de  franges  colorées  parallèles 
entre  elles,  dont  l’éclat  diminue  à mesure  qu’elles  s’é- 
loignent de  l'ombre.  Cette  ombre  n’est  pas  lout-à-fait 
noire , on  y distingue  pareillement  des  bandes  faible- 
ment colorées. 

50.  En  recevant  le  rayon  lumineux  sur  une  lentille, 
pour  le  concentrer  en  un  point  et  le  réduire  presque  à 
une  ligne  mathématique,  le  phénomène  est  plus  sen- 
sible. Si  l’on  emploie  un  verre  coloré  afin  d’avoir  seu- 
lement des  rayons  de  sa  teinte,  les  franges  lumineuses 
sont  toutes  de  la  même  couleur,  et  elles  sont  séparées 
les  unes  des  autres  par  des  intervalles  obsenrs , comme 
les  anneaux  produits  sur  uue  lame  mince  par  une  lu- 
mière homogène.  Les  franges  obscures  et  les  franges 
brillantes  des  divers  ordres  d’intensité  semblent  prendre 
naissance  au  bord  même  du  corps  opaque  ; mais  la  lu- 
mière ne  poursuit  pas  sa  route  en  ligne  droite  ; car  en 
suivant  les  traces  des  franges,  on  reconnaît  qu’elles  se 
propagent  suivant  des  lignes  courbes  qui  sont  des  hyper-, 
bolet  dont  le  sommet  commun  est  sensiblement  au  bord 
de  la  lame  opaque.  L’explication  que  Newton  a donnée 
de  ces  faits , fondée  sur  une  action  répulsive  que  les 
molécules  des  corps  exerceraient  à de  très-petites  dis- 
tances sur  les  molécules  de  la  lumière,  est  évidemment 
Insuffisante. 

51.  Les  expériences  de  Young  sur  les  franges  colo- 
rées l’ont  conduit  à une  autre  explication  devenue  cé- 
lèbre sous  le  nom  de  principe  des  interférences.  Ce  phy- 
sicien a observé  qu’en  dirigeant  deux  rayons  de  même 
couleur  dans  une  chambre  obscure  de  manière  qu’ils  se 
rencontrent,  ils  produisent,  en  sc  pénétrant,  des  frange# 
alternativement  brillantes  et  sombres  semblables  à celles 
qui  résultent  de  la  diffraction.  Le  fait  le  plus  important 
dans  cette  production  de  franges  colorées,  c'est  qu'en 
fermant  l’ouverture  par  laquelle  passe  un  des  rayons, 
les  franges  disparaissent , et  qu’une  teinte  lumineuse 
uniforme  remplace  dans  l'espace  qu'elles  occupaient  Ica 
alternatives  de  lumière  et  d’obscurité  qu’on  y observait 
avant.  Le  concours  des  deux  lumières  avait  donc  pro- 
duit l’obscurité.  Ce  phénomène  singulier,  observé  déjà 
par  Grimaldi  sur  deux  rayons  de  lumière  blanche,  pa- 
raît inconciliable  avec  le  système  de  l’émission  ; car 
dans  ce  système  deux  rayons  réunis  doivent  toujours 
augmenter  l'intensité  de  la  lumière.  Ce  n’est  qu’en  ac- 
cumulant hypothèse  sur  hypothèse  que  les  partisans  de 
l’émission  peuvent  aujourd’hui  conformer  leur  théorie 
aux  faits. 

Le  principe  des  interférences,  lié  au  système  des  vi- 
brations, peut  s’énoncer  en  ces  termes  : 

Ikax  rayons  homogènes,  émanés  <fun«  mimé  sourco  e* 
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qui  se  rencontrent  tout  une  petite  obliquité , ajoutent  leur 
éclat  ou  se  détruisent  suivant  que  la  différence  des  che- 
mins qu'ils  ont  parcourus  depuis  leur  origine  jusqu’à 
leur  rencontre  est  un  multiple  pair  ou  impair  de  la  lon- 
gueur d’une  demi-onde  lumineuse. 

P»ur  faire  comprendre  cc  principe,  nous  rappellerons 
que,  dans  le  système  des  vibrations,  la  lumière  n’est 
qu’un  mouvement  oscillatoire  isochrone  des  corps  lumi- 
neux transmis  A l’éther  environnant  et  se  propageant 
dans  cc  fluide  par  des  ondulations  analogues  à celles  de 
l’air  dans  la  propagation  du  son  (a).  D'après  cette  hy- 
pothèse , chaque  onde  lumineuse  est  composée  de  deux 
demi-ondes  dans  lesquelles  les  mouvemens  sont  égaux, 
mais  opposés  ; de  sorte  que  si  deux  systèmes  d’ondes  de 
même  longueur  d’ondulation  et  de  même  intensité  se 
propagent  dans  le  même  sens,  et  que  l’un  soit  en  retard 
sur  l'autre  d’uno  demi-ondulation  ou  d’un  nombre 
quelconque  Impair  de  demi-ondulations,  tous  les  mou- 
vemens se  détruiront  comme  dans  le  choc  de  deux  corps 
égaux  qui  sc  rencontrent  avec  des  vitesses  égales;  mais 
si  la  différence  de  marche  est  nulle  ou  égale  à un  nombre 
pair  de  demi-ondulations,  les  mouvemens  s’ajouteront. 
Nous  ne  pouvons  que  faire  entrevoir  cette  ingénieuse 
théorie,  portée  par  les  travaux  de  Fresnel  à un  très-haut 
degré  de  probabilité. 

5a.  La  longueur,  dans  l’air,  des  ondes  des  divers 
rayons  colorés  a été  déterminée  par  Fresnel , avec  le 
dernier  degré  d’exactitude.  En  voici  le  tableau  ; les  nom- 
bres expriment  des  millièmes  de  millimètre  : 


Lin  Un  ,1c»  «nttailr*  Valmn  rxIrlWi 

|icii»np«ln.  4*<mm  «Icmi-cndc. 

Violet  extrême 400 

Violet  indigo 430 

todigo  bleu  . . » 459 

Bien  vert. 49) 

A3) 

671 
600 
045 


(flilnti  ' iliirt  niiyrain 

princijmlr».  d uar  d.iui-oiwlr 

Violet 4*3 

Indigo... 449 

Bleu 475 

Vert 551 

Jaune 551 

Orangé.... 683 

Rouge G20 


Vert  jaune 

Jaune  orangé.. 
Orangé  rouge. . 
Rouge  extrême. 


Ces  valeurs , obtenues  par  des  expériences  directes 
sur  la  lumière  diffractéc,  sont  exactement  le  quadruple 
des  longueurs  des  accès  déterminées  par  Newton;  et 
comme  dans  le  système  des  vibrations  l’épaisseur  de 
la  lame  miuce  correspondante  au  premier  anneau 
coloré  qui  sc  développe  par  la  réflexion  d’une  lumière 
homogène  est  le  double  de  la  longueur  d’une  onde 
entière , on  ne  peut  qu’admirer  l’accord  surprenant  de 
mesures  effectuées  sur  des  grandeurs  insensibles. 

53.  De  la  double  réfraction.  La  plupart  des  corps 
transparens  cristallisés  ont  la  propriété  de  diviser  un 
seul  faisceau  incident  en  deux  faisceaux  réfractés , dont 
l’un  est  soumis  aux  lois  de  la  réfraction  ordinaire,  mais 


dont  l’antre  obéit  à des  lois  différentes.  Cc  phénomène 
de  double  réfraction  so  manifeste  par  la  double  image 
qu’on  aperçoit  en  regardant  un  corps  au  travers  d’un 
cristal  bi-réfringent.  Tous  les  cristaux  dont  la  forme 
primitive  n’est  ni  un  cube  ni  un  octaèdre  régulier  sont 
bi-rifringens. 

Pour  observer  les  phénomènes  de  la  double  réfrac- 
tion , on  emploie  communément  des  cristaux  de  chaux 
carbonatée  (spath  d’Islande) , dont  la  forme  ordinaire 
est  celle  d’un  prisme  rhomboïdal.  Cette  substance, 
qu’on  peut  se  procurer  aisément , possède  la  propriété 
bi-réfringente  au  plus  haut  degré. 

Or,  en  regardant  au  travers  d’un  cristal  de  chaux 
carbonatée  un  objet  délié  quelconque,  comme  une  ligne 
noire  tracée  sur  un  papier  blanc,  on  aperçoit  très- 
distinctement  deux  images  de  cet  objet,  quelle  que  soit 
d’ailleurs  la  position  du  cristal.  Ces  images  paraissent 
d’autant  plus  écartées  l’une  de  l’autre  que  l’objet  est 
plus  éloigné.  Si  l’on  fait  tourner  le  cristal  sur  lui-même, 
une  des  deux  images  reste  immobile,  tandis  que  l’autre 
se  met  en  mouvement,  et  semble  tourner  autour  de  la 
première.  Ce  fait  prouve  : i*  que  chaque  rayon  so  di- 
vise en  deux  faisceaux  distincts,  d’égale  densité;  a*  que 
ces  deux  faisceaux  ne  sont  pas  réfractés  de  la  même 
manière.  On  peut  encore  reconnaître  avec  évidence 
l’existence  des  deux  faisceaux  réfrac  tés  en  faisant  passer 
un  rayon  solaire  à travers  le  cristal,  dans  une  chambre 
obscure;  car  on  obtient  alors  deux  images  du  soleil  sur 
un  écran  opposé. 

Il  est  facile  de  reconnaître  que  l'image  immobile  est 
celle  qui  est  vue  par  le  faisceau  réfracté  & la  manière  or» 
dioaire  ; car,  lorsque  la  position  de  l’œil  et  de  l'objet 
reste  la  même,  l’image  aperçue  an  travers  d’une  lame 
transparente  A faces  parallèles  ne  change  pas  de  place 
quand  on  fait  tourner  la  lame  de  manière  que  ses  faces 
restent  dans  le  même  plan. 

On  nomme  rayon  ordinaire  le  rayon  réfracté  d’après 
les  lois  précédemment  établies,  et  rayon  extraordinaire 
celui  qui  n’est  pas  soumis  A ces  lois. 

54.  Dans  tous  les  cristaux  doués  de  la  double  réfrac- 
tion, il  existe  toujours  uns  ou  deux  directions  suivant 
lesquelles  un  rayon  incident  ne  se  divise  pas  et  ne  subit 
qu’une  réfraction  ordinaire.  Ces  directions  ont  reçu  les 
noms  d'axes  optiques  du  cristal.  Les  cristaux  dans  les- 
quels il  n’y  a qu’une  seule  direction  d’indivisibilité  se 
nomment  cristaux  à un  axe ; ceux  dans  lesquels  il  y a 
deux  directions  d’indivisibilité  se  nomment  cristassx  à 
deux  axes.  La  chaux  carbonatée  est  un  cristal  A un  axe 
dont  la  direction  est  celle  de  la  diagonale  AA'  (fig.  1 1, 
PI.  XV),  qui  passe  par  les  sommets  des  deux  angles 
trièdres  obtus  du  solide  rhomboïdal;  ainsi,  tous  les 
rayons  incidcns  qui  rencontrent  une  des  faces  de  cc  cris- 
tal , de  manière  A se  réfracter  dans  une  direction  parai* 
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lèle  & cette  diagonale , ne  subissent  aucune  division  ; 
tandis  que,  dans  toutes  les  autres  directions  possibles, 
le  phénomène  de  la  double  réfraction  a lieu.  En  miné- 
ralogie , on  donne  le  nom  d'axe  cristallographique  à une 
droite  imaginaire  menée  dans  l’intérieur  d’un  cristal  et 
qui  est  soumise  à certaines  conditions  ; cette  droite  ne 
doit  pas  être  confondue  arec  les  axes  optiques ; cepen- 
dant, dans  les  cristaux  à un  seul  axe  optique,  l’axe  cris- 
tallographique coïncide  toujours  avec  l’axe  optique  ; 
dans  les  cristaux  ù deux  axes,  l’axe  cristallographique 
n’a  aucune  relation  déterminée  avec  les  axes  optiques. 

55.  La  marche  du  rayon  extraordinaire,  dans  un 
cristal  ù un  axe,  diffère  généralement  de  celle  du  rayon 
ordinaire  soumis  aux  deux  lois  que  nous  allons  rappe- 
ler : i*  Us  angles  d‘  incidence  et  de  ré  fraction  sont  toujours 
situés  dans  un  mime  plan;  a*  les  sinus  de  ces  angles  ont 
un  rapport  constant.  Il  existe  toutefois  deux  coupes  du 
cristal  où  la  direction  du  rayon  extraordinaire  se  rap- 
proche de  ces  lois.  Ces  coupes  se  nomment  la  section 
principale  et  la  section  perpendiculaire  à l’axe. 

Quelle  que  soit  la  forme  du  cristal,  naturelle  comme 
celle  qu’il  a acquise  en  se  formant , artificielle  comme 
toutes  celles  qu'on  peut  lui  donner  en  le  divisant , on 
nomme  section  principale  la  section  faite  par  un  plan 
perpendiculaire  à une  face  et  qui  passe  par  l’axes,  et 
section  perpendiculaire  d l’axe  la  section  faite  par  un 
plan  perpendiculaire  à l’axe. 

Lorsque  le  rayon  incident  est  compris  dans  le  plan 
d'une  section  principale,  les  deux  rayons  réfractés  sont 
également  compris  dans  ce  plan.  Le  rayon  extraordi- 
naire est  donc  alors  soumis  ii  la  première  loi  de  la  ré- 
fraction. Il  en  est  encore  de  même  lorsque  le  rayon  in- 
cident est  dans  le  plan  de  la  section  perpendiculaire  à 
l’axe  ; mais  alors , dans  ce  dernier  cas,  il  est  soumis,  en 
outre,  ù la  seconde  loi  de  la  réfraction,  c’est-à-dire  que 
les  sinus  d’incidence  et  de  réfraction  ont  un  rapport  con- 
stant pour  toutes  les  obliquités  d’incidence.  Ce  rapport, 
qui  diffère  nécessairement  de  celui  de  la  réfraction  or- 
dinaire, est  ce  qu’on  nomme  l'indice  de  réfraction 
extraordinaire.  En  désignant  par  n l’indice  de  réfrac- 
tion des  rayons  ordinaires,  et  par  n celui  des  rayons 
extraordinaires,  Malus  a trouvé,  pour  la  chaux  carbo- 
natée  : 

n = 1,654295  n’  = 1,482959. 

56.  Tous  les  cristaux  à un  axe  n’ont  pas,  comme  la 
chaux  carbonatéc,  un  indice  de  réfraction  extraordi- 
naire plus  petit  que  celui  de  la  réfraction  ordinaire;*  il 
en  est,  au  contraire,  dans  lesquels  le  rayon  extraor- 
dinaire, au  lieu  de  s’écarter  de  l’axe,  s’en  rapproche; 
ce  qui  donne  un  indice  plus  grand  que  l’indice  ordinaire. 
M.  Diot,  qui,  le  premier,  a découvert  ces  circonstances, 
nommait  cristaux  attractifs  ceux  qui  se  trouvent  dans 


le  dernier  cas , et  crtsfaur  répulsifs  les  autres  ; mais  ces 
dénominations  ont  été  remplacées  par  celles  de  cristaux 
positifs  et  de  cristaux  négatifs.  On  connaît  jusqu’ici 
trente-un  cristaux  négatifs  et  quatorze  positifs;  ce 
sont  : 


Cristaux  négatifs. 


Carbonate  de  cbaux. 

Carbonate  do  chaux  et  de  ma- 
gnésie. 

Carbonate  de  chaux  et  de  fer. 
Tourmaline. 

Rubellite. 

Corindon. 

Saphir. 

Rubis. 

Émeraude. 

Béryl. 

Apate. 

Idocrase. 

Vcrncrite. 

Mica  (de  Kariat). 

Phosphate  de  plomb. 


Phosphate  de  plomb  araéniatc. 
Hydrate  de  strontiane. 
Araéoiate  de  potasse. 
Uydrochlorate  de  cbaux. 
Hydrochloratc  de  strontiane. 
Sous-phosphate  de  potasse. 
Sulfate  de  nickel  et  do  cuivre. 
Cinabre. 

Mellite. 

Molybdate  de  plomb. 
Octoédrite. 

Prussiate  de  potasse. 
Phosphate  de  chaux. 

Arséniatc  de  plomb. 

Arséniate  de  cuivre. 

Népbeline. 


Cristaux  positifs. 


Zircon. 

Quartz. 

Oxide  de  fer. 

Tungstate  de  xinc. 

Stanite. 

Bornéite. 

Apopbylitc. 

Sulfate  de  potasse  et  de  fer. 


Suracétalo  de  cuivre  et  de 
cbaux. 

Hydrate  de  magnésie. 

Glace. 

Hyposulfatc  de  chaux. 

Dioptase. 

Argent  rouge. 


57.  Le  caractère  distinctif  des  cristaux  à deux  axes 
est  d’offrir  deux  directions  suivant  lesquelles  un  rayon 
incident  les  traverse  sans  se  diviser,  tandis  que  dans 
toutes  les  autres  il  se  partage  en  deux  rayons  réfractés; 
mais  ici  les  phénomènes  se  compliquent , car  il  n'y  a 
plus  de  rayon  ordinaire , c’est-à-dire  qu’aucun  des  deux 
rayons  ne  suit  les  lois  de  Descartes.  On  peut  constater 
ce  fait  en  regardant  un  objet  au  travers  d’une  lame 
de  sulfate  de  chaux  à faces  parallèles  : lorsqu’on  fait 
tourner  la  plaque,  les  deux  images  deviennent  mo- 
biles. 

Les  deux  axes  optiques  font  entre  eux  des  angles  très- 
différens  dans  les  divers  cristaux.  J.-F.-W.  Hcrschcll  a 
reconnu  en  outre  que  les  axes  relatifs  aux  rayons  ho- 
mogènes sont  distincts  les  uns  des  autres,  mais  disposé» 
symétriquement , de  manière  que  les  angles  qu’ils  for- 
ment, deux  à deux,  sont  tous  partagésien  deux  parties 
égales  par  une  même  droite. 

11  y a encore  dans  les  cristaux  à deux  axes  deux 
coupes  remarquables  qu’on  nomme  la  section  perpen- 
diculaire à la  ligne  moyenne  et  la  section  perpendiculaire 
à la  ligne  supplémentaire.  Qu’on  imagine  un  plan  pas- 
sant par  les  deux  axes  et  deux  droites  tracées  sur  le  plan 
dont  l’une  partage  en  deux  parties  égales  les  deux  plus 
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petits  angles  opposés  par  le  sommet  que  forment  les 
axes,  et  dont  l’autre  partage  en  deux  parties  égales  les 
deux  plus  grands  angles  opposés  par  le  sommet;  la 
première  sera  la  ligne  moyenne , et  la  seconde  la  ligne 
lupplimentaire.  Toute  section  formée  dans  le  cristal  par 
un  plan  perpendiculaire  à la  ligne  moyenne  sera  une 
section  perpendiculaire  à la  ligne  moyenne , comme  toute 
section  formée  par  un  plan  perpendiculaire  à la  ligne 
supplémentaire  sera  une  section  perpendiculaire  à la 
ligne  supplémentaire. 

Dans  l’une  et  l’autre  de  ces  sections,  un  des  deux 
rayons  est  soumis  aux  lois  ordinaires  de  ta  réfraction. 

Les  formes  primitires  des  cristaux  à un  axe  sont  le 
rhomboïde , le  prisme  hexaèdre  régulier , ['octaèdre  tso- 
scile  à base  carrée,  et  le  prisme  droit  d base  carr&.Toutes 
les  autres  formes  appartiennent  à des  cristaux  à deux 
axes  ou  à des  cristaux  qui  n’exercent  qu’une  seule  ré- 
fraction. Voici  la  liste  des  cristaux  ù deux  axes  : 


TABLEAU 

DES  C1ISTAÜX  Bl-aéraiHGENS  A DEUX  AXES. 


DES  SUBSTANCES. 


3 s 

U *• 

r.  », 
«a 
■a 

nous 

DES  SUBSTANCES. 

ANGLES 

des 

axes. 

a*  0’ 
s 90 

Benxoatc  «l'ammoniaque 
Carbonate  de  baryte.  . . 
Sulfate  de  aoude  el  de  mag 
Sulfate  d'ammoniaque.  . 

43' 8“ 

415  49 

49  42 
49450  (l 

50  0 
00  0 

51  ffi 
51  22 

7 SI 

11  ss 

13  18 
1«  0 

Sulfate  de  slroniiane.  . . 
Sulfo  - bydrorhlorale  d 

Sulfau*  de  magnésie  e 

19  2* 

Phosphate  de  soude.  . . 

as  ao 

00  0 
62  l«S 

62  50 

63  0 
63  0 

28  7 

Oxynilrale  d'argent.  . . 

30  0 

31  0 

Feldspath 

Topaxe  f Aberdeenshire) 

34  0 

37  0 

Carbonate  de  soude.  . . 
Acétate  de  plomb.  . . . 

70  1 
70  25 

70  *9 

71  20 

37  21 

Tartratc  de’  potasse.  . . 

37  40 

38  18 

Tartrate  de  pot.et  de  soude 
Carbonate  de  potasse.  . 

80  O 
80  30 

41  «2 

Chlorate  de  potaase.  . . 

82  0 

43  24 

Hjfdrochlorate  de  cuivre 

84  30 
87  M 

44  41 

90  0 

Sulfate  de  nickel  certain* 
échantillon*:.  ...... 

Sulfo-carbonale  de  plomb! 
Nitrate  de  potasse 

Mica  (certains échant.).  . . 

Carbonate  de  slronliaoe.  . 

Talc 

Perte ' . 

Hydrate  de  baryte 

Mica  (certains  éditant.).  . 

Aragonite 

Pruasiate  de  potasse.  . . 
Mica  (certains  échant.).  . . 

Cymophane , . . , 

Anhydrite 

Dorai 

Mien  f divCT»  échant.  exa- 
*,ca  \ miné*  par  M.  Biot. 

Apophylite 

Sulfate  de  magnésie.  . . . 

Sulfate  de  baryte 

Spermacile 

Borax  natif 

Nitrate  de  iinc 

Stjlbke 

Sulfate  de  nickel 

Carbonate  d am 
Sulfate  de  aine. 

Anhydrite  (M.  Biot). 

Mica 


M.  Sorret,  de  Genève,  a trouvé  une  relation  remar- 
quable entre  la  position  des  deux  axes  et  la  forme  primi- 
tive  du  cristal;  d’après  ce  physicien,  le  plan  des  deux 
axes  serait  toujours  disposé  d’une  manière  symétrique 
par  rapport  aux  faces  de  la  forme  primitive , et  les  axe9 
seraient  placés  dans  ce  plan  de  manière  à faire  des  an- 
gles égaux  avec  ces  face9. 

Tome  ni. 


58.  Polarisation  de  la  lumière.  On  nomme  polarisa- 
tion la  modification  qu’éprouve  un  rayon  de  lumière 
réfléchi  ou  réfracté  par  des  surfaces  polies,  ou  transmis 
à travers  des  cristaux  bi-réfringens,  sous  certains  angles 
d’incidence  déterminés,  et  qui  lui  fait  perdre  la  propriété 
de  pouvoir  se  réfléchir  ultérieurement,  sous  toutes  les 
conditions  d’incidence,  lorsqu’il  rencontre  de  nouvelles 
surfaces  polies. 

Supposons,  pour  mieux  fixer  les  idées,  qu’on  pré- 
sente à un  rayon  de  lumière  préalablement  réfléchi  sur 
une  lame  de  verre  polie,  en  faisant  un  angle  d’inci- 
dence de  54*  35',  une  seconde  lame  de  verre  parallèle 
à la  première,  afin  qu’il  la  rencontre  également  90us 
une  incidence  de  54”  35'  ; ce  rayon  sera  réfléchi  de  nou- 
veau, et  si  c’est  un  rayon  solaire,  on  pourra,  en  l’iso- 
lant dans  une  chambre  obscure , recueillir  sur  un  écran 
une  brillante  image  du  soleil.  Imaginons  maintenant 
qu’on  fasse  tourner  lentement  la  seconde  lame  sur  son 
propre  plan  autour  de  l’axe  du  rayon  ; le  second  plan 
de  réflexion,  coïncidant  jusqu’ici  avec  le  premier,  chan- 
gera de  position  sans  que  l’angle  d’incidence  cesse  d’être 
de  54*  35',  de  sorte  que  si  le  rayon  jouissait  après  sa 
première  réflexion  de  toutes  les  propriétés  qu’il  avait 
ai\paravant , l’image  transmise  ne  devrait  éprouver  au- 
cune altération  ; mais  il  n’en  est  pas  ainsi  : à mesure 
que  le  second  plan  de  réflexion  s’écarte  du  premier, 
l’image  diminue  d’éclat,  s’efface  peu  à peu,  et  finit  par 
disparaître  entièrement,  lorsque  le  second  plan  de  ré- 
flexion est  devenu  perpendiculaire  au  premier.  Dans 
cette  position,  il  n’y  a plus  aucune  réflexion  sur  la  se- 
conde lame,  et  le  rayon  se  trouve  détruit  par  son  contact 
avec  elle. 

Il  résulte  de  cé  phénomène  singulier  que,  par  le  fait 
seul  de  sa  réflexion  sur  une  plaque  de  verre,  sous  un 
angle  d’incidence  de  54*  34'  le  rayon  a cessé  d’être 
également  réflexible , sous  cette  même  incidence,  sur 
une  autre  plaque  de  verre  ; il  a donc  subi  un  change- 
ment dans  sa  constitution  primitive , une  modification 
dans  scs  propriétés  naturelles  ; or , c’est  ce  changement 
ou  cette  modification  qu’on  désigne  sous  le  nom  beau- 
coup trop  significatif  de  polarisation , qui  sc  rapporte  à 
l’hypothèse  de  molécules  lumineuses  pourvues  d’axes 
et  de  pôles  de  rotation , hypothèse  qui  ne  paraît  guère 
soutenable  aujourd’hui.  Quoi  qu’il  en  soit  de  cette  dé- 
signation, un  rayon  lumineux  ainsi  modifié  se  nomme 
un  rayon  polarisé , et  l’on  peut  entrevoir,  d’après  ce  qui 
précède,  que  les  propriétés  de  la  lumière  polarisée  dif- 
fèrent essentiellement  de  celles  de  la  lumière  naturelle. 
C’est  par  la  découverte  de  ce  fait  important  que  Malus 
a changé  la  face  de  l’optique  et  ouvert  aux  investiga- 
tions des  physiciens  une  carrière  aussi  féconde  que  nou- 
velle. 

5jj.  Le  phénomène  fondamental  que  nous  Tenons  de 
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Signaler  peut  êtro  aisément  observé  au  moyen  do  l’ap- 
pareil suivant  ; 

TH  (fig.  10,  PI.  XV)  est  un  tube  de  ouivre  sem- 
blable à un  tuyau  de  lunette  et  mobile  sur  une  char- 
nière A,  On  le  pose  sur  un  pied.  Ce  tube  est  garni  à 
chacune  de  ses  extrémités  d’un  tambour  mobile  terminé 
par  deux  tiges  parallèles  à son  axe,  et  qui  supportent 
l’axe  d’un  petit  miroir  plan  en  verre  noir.  Les  petits 
miroirs  AB  et  CD  peuvent  prendre  toutes  les  inclinai- 
sons possibles  par  rapport  à l’axe  du  tube , et  leurs  axes 
de  rotation  peuvent  aussi  prendre  entre  eux  toutes  les 
positions  possibles,  parce  que  les  tambours  qui  les  sup- 
portent entrent  à frottement  dans  le  tubo  et  peuvent 
ainsi  tourner  sur  eux-mêmes  ; des  cercles  gradués,  fixés 
dans  chaque  plan  de  mouvement,  servent  à mesurer 
ces  diverses  inclinaisons.  Enfin,  un  diaphragme  DD' 
ne  laisse  pénétrer  dans  la  tube  que  les  rayons  réfléchis 
parallèlement  & son  axe. 

L’appareil  étant  monté  sur  son  pied , on  incline  les 
miroirs  de  manière  que  leur  direction  fasse  un  angle 
de  35*  a5'  avec  l’axe  du  tube,  et  on  donne  au  tube  une 
position  telle  qu’on  puisse  apercevoir  par  réflexion  la 
lumière  du  ciel,  ou  celle  d’une  bougie  sur  le  miroir  CD, 
après  qu’elle  a été  réfléchie  sur  le  premier  miroir  AIL 
Lorsque  les  deux  miroirs  sont  parallèles,  on  aperçoit 
uue  image  brillante  sur  le  miroir  CD  ; mais  si , sans 
changer  l'inclinaison  des  miroirs  par  rapport  à l'axe, 
on  fait  tourner  le  miroir  CD,  on  verra  se  reproduire 
successivement  les  phénomènes  déjà  indiqués,  c’est- 
à-dire  que  l’image  brillante  s’affaiblira  à mesure  que  le 
second  plan  de  réflexion  s’écartera  angulaircment  du 
premier.  A la  distance  de  90°,  l'image  disparaîtra  ; passé 
cette  distance,  elle  recommencera  à sc  montrer,  et  son 
intensité  sera  croissante  jusqu’à  ce  qu’ après  une  demi- 
révolution  du  miroir  CD,  les  deux  plans  de  réflexion 
coïncident  do  nouveau,  La  rotation  continuant  toujours, 
l’intensité  de  l’image  deviendra  décroissante  une  se- 
conde fois , et  elle  disparaîtra  encore  quand  les  plans 
de  réflexion  seront  devenus  rectangulaires.  Kl  y aura 
ainsi  dans  le  cours  d'une  révolution  complète  du  mi- 
roir CD  deux  iostans  où  l’imago  aura  son  maximum  de 
clarté  et  deux  instans  où  elle  cessera  d’être  visible, 

60.  Les  variations  d’intensité  de  la  lumière  réfléchie 
une  seconde  fois  paraissent  être  les  mêmes  dans  les 
deux  moitiés  d’une  révolution  entière  du  miroir  CD, 
et  Malus  avait  supposé  que  l’intensité  du  faisceau  ré- 
fléchi était  constamment  proportionnelle  au  carré  du 
cosinus  de  l’angle  des  deux  plans  de  réflexion,  de  sorte 
qu’en  désignant  par  0 le  maximum  d’intensité  et  par  î 
Hangle  des  deux  plans,  on  aurait  pour  l’intensité  corres- 
pondante à l’angle  » l’expression 

O cos*». 
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Cette  loi  très -simple  a été  constatée  depuis  par 
M.  Arago, 

61.  En  changeant  un  peu  l'inclinaison  du  miroir  CD 
sur  l’axe  du  tube,  sans  toucher  à celle  du  premier  mi- 
roir, les  intensités  de  clarté  des  images  se  succèdent 
encore  dans  le  même  ordre;  mais  il  n’y  a plus  de  dis- 
parition totale  : on  a seulement  le  maximum  de  clarté, 
lorsque  les  plans  de  réflexion  coïncident,  et  le  mi- 
nimum, lorsqu'ils  sont  rectangulaires.  Les  mêmes  phé- 
nomènes ont  lieu  lorsqu’on  fait  varier  un  peu  l'inclinai- 
son du  premier  miroir  sans  changer  celle  du  second , et 
même  en  les  faisant  varier  l’un  et  l’autre  à la  fois  d’une 
petite  quantité. 

Ainsi,  le  rayon  lumineux  n’est  pas  polarisé  seule- 
ment lorsqu’il  rencontre  le  premier  miroir  sous  une 
Inclinaison  de  35*  »5’,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 
sous  un  angle  d'incidence  de  54*  35'  ; U l’est  encore 
sous  d’autres  angles  d’incidence,  incomplètement  à 
la  vérité  ; mats  on  est  conduit  à admettre  que  dans 
toute  réflexion  il  y a toujours  une  partie  de  lumière 
polarisée  d’autant  plus  grande  que  l’angle  d’incidence 
diffère  moins  de  l’angle  de  la  polarisation  complète. 

6a.  Tous  les  corps  polis  ont  la  propriété  de  polariser 
U lumièrq  sous  une  certaine  incidence  qui  varie  avec 
leur  nature;  mais  ils  n’ont  pas  tous  la  propriété  de  la 
polariser  complètement.  On  nomme  en  général  angle 
depolarisation  l’angle  d’inclinaison  sous  lequel  le  rayon 
doit  rencontrer  la  surface  réfléchissante  pour  être  pola- 
risé ; cet  angle  est  le  complément  de  l’angle  d’incidcncc  : 
ainsi  l’angle  de  polarisation  complète  pour  le  verre  est 
de,  55*  a5'.  Quelle  que  soit  la  substance  sur  laquelle  un 
rayon  oit  été  complètement  polarisé,  ses  propriétés 
sont  identiquement  les  mêmes,  et  il  ne  peut  plus  être 
réfléchi  par  aucune  des  surfaces  complètement  polari- 
santes, lorsqu’il  rencontre  ces  surfaces  sous  leurs  angles 
respectifs  de  polarisation  complète,  et  que  les  plans  de 
réflexion  sont  perpendiculaires  entre  eux.  On  est  con- 
venu de  nommer  le  premier  plan  de  réflexion,  c'est-à- 
dire  celui  dans  lequel  sc  meut  le  rayon , après  la  pre- 
mière réflexion  qui  l’a  polarisé,  plan  de  polarisa- 
tion. * 

Pour  reconnaître  si  un  rayon  de  lumière  est  polarisé 
complètement  ou  incomplètement , il  suffit  donc  de  le 
recevoir  sur  une  plaque  de  verre,  sous  un  ongle  d’in- 
clinaison de  35°  20  , puis  de  faire  tourner  cette  plaque 
sur  elle-même  sans  changer  son  inclinaison.  Si , dans 
une  certaine  position  do  la  plaque , le  rayon  n’est  plus 
réfléchi , on  peut  en  conclure  qu’il  était  complètement 
polarisé  dans  un  plan  perpendiculaire  au  plan  d’inci- 
dence ; s’il  y a seulement  minimum  d'éclat , le  rayon 
était  polarisé  incomplètement,  toujours  dans  un  plan 
perpendiculaire  au  plan  de  riucidcnce  qui  correspond 
à cc  miuimum  ; mais  si,  daus  toutes  les  positions  de  la 
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plaque,  le  rayon  réfléchi  conserve  la  même  intensité, 
on  peut  être  assuré  qu’il  était  naturel.  Nous  verrons 
bientôt  qu’il  existe  «les  moyens  plus  faciles  pour  dis- 
tinguer immédiatement  un  rayon  naturel  d’un  rayon 
polarisé. 

63.  M.  Brewster  a découvert  que  l’angle  de  la  pola- 
risation maximum  des  corps  transparons  est  lié  au  pou- 
voir réfringent  de  ces  corps  par  cette  loi  d’une  remar- 
quable simplicité  t a 

La  \cotangente  de  i angle  de  polarisation  est  égaie  à 
l'indice  de  réfraction. 

Elle  résulte  du  fait  très-important , constaté  par  co 
physicien , que  lorsqu’il  y a polarisation  complète  ou 
maximum,  te  rayon  réfléchi  eet  perpendiculaire  au 
rayon  réfracté.  En  effet , d’après  cette  relation , l’angle 
de  réfraction  est  le  complément  de  l’angle  de  réflexion, 
et  l’on  a 

(90*  — P)  + R=ago<. 


R désignant  l’angle  de  réfraotion , P celui  de  polarisa- 
tion , et,  par  conséquent  90° — P étant  l’angle  d’incidence 
égal  & celui  de  la  réflexion,  cette  égalité  donne  P«=  R} 
mais  n étant  l'indice  de  réfraction  , on  a aussi  (453) 


sin  (90 — P)  __  cos  P __  ^ 
siu  R sin  II 


et  par  suite 


cos  P 

sin  P 


= oot  P = ». 


On  peut  ainsi  trouver  très-facilement  l’angle  de  po- 
larisation quand  l’indice  de  réfraction  est  connu,  et 
versd . 

Nous  réunirons  ici  quelques  angles  de  polarisation 
observés  directement , pour  les  comparer  avec  ceux 
qu’on  lire  de  cotte  formule. 
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dpriori , elle  offrira  un  contrôle  assuré  dans  la  recherche 
des  indices  de  réfraction  et  des  angles  de  polarisation. 
D’après  le  même  observateur,  les  corps  ne  polarisent 
complètement  la  lumière  que  lorsque  leur  indice  de 
réfraction  est  au-dessous  do  1,7.  De  toutes  les  surfaces 
polies,  celles  qui  polarisent  le  moins  sont  les  surfaces 
métalliques. 

64.  En  rayon  de  lumière  polarisé  dans  un  plan  détermi- 
né demeure  polarisé  dans  le  môme  sens  lorsqu’il  traverse 
perpendiculairement  des  milieux  diaphanes  quelcon- 
ques, à l’exception  toutefois  des  cristaux  bi-réfringens, 
dont  nous  verrons  l’action  plus  loin  ; mais  lorsqu’il  se  ré- 
fléchit sur  uno  surface  polie, sous  diverses  inclinaisons, 
la  portion  réfléchie,  quoique  toujours  polarisée,  na 
l’est  plus  dans  le  même  plan.  Par  exemple , en  suppo- 
sant que  le  plan  de  polarisation  du  rayon  incident  fasse 
un  angle  de  4°*  avec  le  plan  de  la  nouvelle  réflexion, 
le  plan  de  polarisation  du  rayon  réfléchi  fera  un  angle 
plus  grand  ou  plus  petit  que  40"  avec  ic  même  plan  de 
réflexion,  suivant  les  circonstances  de  l’incidence. 

L’angle  du  plan  de  polarisation  avec  le  plan  de  ré- 
flexion ou  d’incidence  se  nomme  l’axtmut  du  plan  do 
polarisation. 

65.  La  lumière  se  polarise  non  seulement  ô la  pre- 
mière surface  des  corps  transparens,  mais  encore  à la 
seconde,  c’est-à-dire  dans  leur  intérieur.  Soit  DE(ilg. 
8,  Pi.  XV)  la  première  surface  d’un  prisme  de  verre,  et 
GH  la  seconde  surface  parallèle  à la  premièro;  conce- 
vons qu’un  rayon  incident  AD  rencontre  la  surface  DE 
sous  l’inclinaison  correspondante  À la  polarisation  com- 
plète, la  partie  du  faisceau  réfracté  BC  qui  se  réfléchit 
dans  la  direction  CO , sur  la  seconde  surface  GH,  sera 
aussi  complètement  polarisée  ; et  si  l’on  a taillé  le  prisme 
de  manière  que  oe  rayon  puisse  sortir  perpendiculaire- 
ment par  une  faco  EF,  ce  qui  ne  fait  pas  dévier  le  plan 
do  polarisation , on  pourra  reconnaître  que  le  rayon  est 
polarisé  dans  le  plan  de  réflexion.  C’est  encore  à Malus 
qu'est  due  la  découverte  de  ce  fait  remarquable. 

La  relation  des  angles  d’incidence  et  de  réfraction 
permet  de  trouver  facilement  la  grandeur  de  l’angle  de 
la  polarisation  complète  à la  seconde  surface  ’t  car  oet 
angle  BCN  étant  égal  au  complément  de  l’angle  de  ré- 
fraction NBC,  si  dans  l’expression  générale 

sin  I n sin  R 

on  substitue  90*  — P à ï , et  90*  — P à H , P étant 
l’angle  de  polarisation  â la  première  surface,  et  P' 
l’angle  de  polarisation  à la  seconde , on  a 

sin  (900 — P)  = n sin  (90*— P') , 


ou 


co?  P = » cos  P'. 
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D’après  la  loi  de  Brewster,  cot  P = « , et  par  suite 
cos  P'=  sin  P ; ainsi  l’angle  de  la  polarisation  complète 
à la  seconde  surface  est  le  complément  de  l’angle  de  la 
polarisation  complète  à la  première. 

66.  La  polarisation  de  la  lumière  par  réfraction  pré- 
sente plusieurs  phénomènes  importuns.  Si  l’on  taille 
un  prisme  de  verre  EDF  (PI.  XV,  fig.  9)  de  manière 
qu’un  rayon  incident  AB,  sous  l’inclinaison  de  la  pola- 
risation complète , puisse  émerger  perpendiculairement 
à la  face  opposée  EF,  on  reconnaît  que  le  rayon  émer- 
gent BC  est  lui-mfime  polarisé  dans  un  plan  perpendi- 
culaire au  plan  d’incidence;  mais  la  polarisation  n’est 
pas  complète.  La  mémo  chose  a lieu  pour  le  rayon 
émergent  CA'  (fig.  8),  lorsque  la  face  d’émergence 
est  parallèle  ù celle  d’incidence.  Dans  ce  dernier  cas , 
si  l’on  fait  passer  le  rayon  émergent  ù travers  une  se- 
conde lame  à faces  parallèles  et  parallèle  à la  première, 
il  se  trouvera  contenir  plus  de  lumière  polarisée 
après  la  seconde  émergence.  La  quantité  de  lumière 
polarisée  ira  toujours  en  croissant  avec  le  nombre  des 
lames  qu’on  fera  traverser  au  rayon  ; et  enfin , lorsque 
ce  nombre  sera  suffisant , le  dernier  rayon  émergent 
sera  complètement  polarisé. 

67.  Les  cristaux  bi-réfringens  polarisent  complète- 
ment la  lumière  qui  les  traverse  en  se  divisant  en  deux 
faisceaux,  l’un  ordinaire,  l’autre  extraordinaire  (53). 
On  peut  vérifier  ce  fait  en  recevant  les  deux  rayons 
émergens  sur  une  glace,  sous  une  inclinaison  de  35*  a5', 
et  en  observant  les  variations  des  deux  images;  lorsque 
le  plan  de  réflexion  est  parallèle  A la  section  principale 
du  cristal,  l’image  ordinaire  est  la  seule  visible;  lorsque, 
au  contraire,  le  plan  de  réflexion  est  perpendiculaire  à 
cette?  section , c’est  l’image  extraordinaire  qu’on  aper- 
çoit. Il  résulte  de  ces  phénomènes  que  le  rayon  ordi- 
naire est  polarisé  suivant  la  section  principale,  cl  le 
rayon  extraordinaire  perpendiculairement  à cette  même 
section. 

Si  le  rayon  incident  était  primitivement  polarisé  dans 
un  plan  quelconque,  les  rayons  émergens  seraient  en- 
core polarisés,  le  premier  dans  le  plan  de  la  section 
principale,  et  le  second  dans  un  plan  perpendiculaire 
à cette  section  ; mais  l’intensité  de  ces  rayons  ne  serait 
plus  la  même  que  si  le  rayon  incident  eût  été  naturel. 

68.  Plusieurs  cristaux  bi-réfringens  ont  la  propriété 
d’absorber  plus  abondamment  dans  certaines  directions 
la  lumière  polarisée  que  la  lumière  naturelle  ; celui  de 
tous  qui  la  possède  au  plus  haut  degrc  est  la  tourma- 
line; car  une  plaque  très-mince  de  tourmaline  brune 
absorbe  complètement  la  lumière  polarisée  quand  son 
axe  optique  est  parallèle  au  plan  de  réflexion  : dans 
toute  autre  position , clic  transmet  cette  lumière  avec 
une  intensité  d’autant  plus  grande  que  son  axe  est 
plus  près  d’être  perpendiculaire  au  même  plan.  Cette 
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propriété  ofTrc  un  moyen  très-simple  de  reconnaître 
immédiatement  la  nature  d’un  rayon  et  son  plan  de 
polarisation,  en  le  regardant  au  travers  d’une  plaque  de 
tourmaline  taillée  parallèlement  à son  axe.  Si,  en 
faisant  tourner  la  plaque  dans  son  plan , l’intensité  du 
rayon  n’éprouve  aucune  altération , c’est  qu’il  est  com- 
posé seulement  de  lumière  naturelle;  lorsque  cette  in- 
tensité varie,  on  peut  en  conclure  que  le  rayon  est  en 
partie  polarisé  ; et  enfin , si  dans  une  position  déter- 
minée de  la  plaque,  le  rayon  disparait  entièrement,  il 
en  résulte  qu’il  était  complètement  polarisé  dans  un 
plan  parallèle  ù la  section  principale  de  la  plaque. 

69.  Dans  l’impossibilité  où  nous  sommes  d’exposer 
tous  les  phénomènes  de  la  polarisation , nous  avons  dû 
choisir  de  préférence  ceux  qui  sont  en  quelque  sorte 
caractéristiques  ; il  en  est  d’autres,  cependant,  que  nous 
croyons  essentiel  d’indiquer,  pour  donner  au  moins 
le  désir  de  les  étudier  dans  les  ouvrages  spéciaux. 
Tels  sont,  par  exemple,  les  faits  si  curieux  découverts 
par  MM.  Fresnel  et  Arago,  sur  l’action  mutuelle  des 
rayons  polarisés,  et  ceux  non  moins  curieux  de  la  co- 
loration de  la  lumière  polarisée  qui  traverse  des  lames 
minces  de  cristaux. 

Deux  faisceaux  polarisés  émanés  d’une  même  source 
peuvent  produire,  comme  deux  faisceaux  naturels,  des 
franges  colorées,  par  leur  interférence  (5 1) , lorsque 
leur  plan  de  polarisation  est  le  même;  mais  en  faisant 
varier  les  plans  de  polarisation,  on  voit  successivement 
les  franges  s’affaiblir  à mesure  que  ces  plans  s’écartent 
du  parallélisme,  et  elles  finissent  par  disparaître  lors- 
que les  plans  sont  devenus  perpendiculaires  entre  eux. 
Ainsi,  l’influence  que  deux  rayons  polarisés  exercent 
l’un  sur  l’autre  dépend  de  la  relation  de  leurs  plans  de 
polarisation  : elle  esté  son  maximum  quandcesplanssont 
parallèles  : elle  est  nulle  quand  ils  sont  rectangulaires. 

Quand  un  faisceau  de  lumière  blanche  polarisée  tra- 
verse perpendiculairement  une  lame  mince  de  chaux 
carbonatée,  taillée  perpendiculairement  A l’axe,  on 
aperçoit , en  observant  le  rayon  émergent  A travers  une 
tourmaline,  une  sério  d’anneaux  colorés  concentriques 
coupés  par  une  grande  croix;  cette  croix  est  noire,  si 
la  section  principale  de  la  tourmaline  est  parallèle  au 
plan  primitif  de  polarisation  ; elle  est  blanche , si  la 
section  est  perpendiculaire  au  même  plan  ; dans  ce 
dernier  cas,  les  couleurs  des  anneaux  sont  complé- 
mentaires de  celles  qui  se  manifestent  dans  le  premier 
cas.  Les  mêmes  phénomènes  ont  lieu  avec  toutes  les 
lames  minces  des  cristaux  bi-réfringens  A un  axe.  Les 
cristaux  à deux  axes  font  naître  des  franges  colorées  di- 
versement contournées.  Fresnel  a donné  des  explica- 
tions très-satisfaisantes  de  tous  ces  phénomènes,  dans 
un  Mémoire  inséré  dans  le  Recueil  des  savane  étran- 
gers. Les  principaux  résultats  obtenus  par  ce  physicien 
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sont  rapportés  dans  le  tome  XYIÏ  des  Annalet  de  Phy- 
eique  et  de  Chimie. 

70.  La  lumière  se  polarisant  de  plus  en  plus  par  des 
réfractions  successives  (66) , on  peut  entrevoir  que 
celle  du  soleil  et  des  astres  se  trouve  toujours  plus  ou 
moins  polarisée  par  son  passage  à travers  l'atmosphère 
de  la  terre.  M.  Àrago  a trouvé  que  le  maximum  de 
polarisation  de  la  lumière  bleue  du  ciel  a lieu  à une 
distance  angulaire  de  90*,  c’cst-à-dire  qu’en  observant 
cette  lumière  dans  le  plan  vertical  du  soleil,  on  trouve 
que  sa  portion  polarisée  croit  jusqu’à  90*  de  distance, 
et  qu’elle  diminue  ensuite  successivement,  à mesure  que 
la  distance  angulaire  s’élève  au-dessus  de  90*.  La 
lumière  de  la  lune  renferme  une  assez  grande  quantité 
de  lumière  polarisée. 

Les  rayons  de  lumière  homogène  ont  chacun  un 
angle  particulier  de  polarisation,  comme  ils  ont  chacun 
un  indice  particulier  de  réfraction,  et  quoique  ces  angles 
diffèrent  très-peu , il  en  résulte  plusieurs  phénomènes 
do  coloration  lorsqu’on  détruit,  par  la  réflexion,  un 
rayon  de  lumière  blanche  polarisée.  Par  exemple, 
quand  deux  plans  de  réflexion  sont  perpendiculaires,  et 
qu’un  rayon  s’y  trouve  réfléchi  sous  l’angle  de  la  pola- 
risation complète,  l’image  blanche  que  cette  position 
a fait  disparaître  laisse  toujours  de  faibles  teintes  prove- 
nant des  rayons  homogènes  inégalement  polarisés. 

71.  Analogie  entre  la  lumière  et  la  chaleur.  Nous 
avons  vu  (Cbaleüx)  que  la  chaleur  se  réfléchit , ainsi 
que  la  lumière,  en  faisant  un  angle  de  réflexion  égal  à 
l’angle  d’incidence,  et  situé  dans  le  même  plan.  Les 
phénomènes  de  la  réfraction  delà  chaleur  étant  encore  les 
mêmes  que  ceux  de  la  réfraction  de  la  lumière , et  d’après 
les  belles  expériences  de  M.  Bérard,  la  chaleur  rayon- 
nante étant  susceptible  de  polarisation  et  de  double  rrf- 
flexion , on  est  naturellement  conduit  à admettre  que 
la  lumière  et  la  chaleur  ne  sont  que  deux  manifestations 
différentes  d’une  seule  et  même  cause.  Cette  hypo- 
thèse parait  d’autant  plus  raisonnable  que  la  lumière 
émanée  directement  des  principales  sources  est  toujours 
accompagnée  de  chaleur,  et  qu’en  général  un  corps 
devient  lumineux  lorsque  sa  température  surpasse  5oo* 
centigrades.  Mais  les  dernières  expériences  de  M.  Mel- 
loni , tout  en  révélant  de  nouvelles  similitudes  entre  la 
lumière  et  la  chaleur,  viennent  singulièrement  compli- 
quer la  question.  Ces  expériences  prouvent  de  la  ma- 
nière la  plus  convaincante  qu’un  rayon  de  chaleur  na- 
turelle , ou  directement  émané  , est  composé  de  plu- 
sieurs rayons  primitifs  diversement  réfrangibles,  comme 
le  sont  les  rayons  de  lumière  homogène. 

Cet  ingénieux  observateur  a su  distinguer  la  nature 
différente  des  rayons  transmis  à travers  les  corps  diather- 
manes  {voy.  Csalivb),  et  il  a pu  reconnaître  que  deux 
substances  diathermanes  différentes  se  comportent  par 
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rapport  à la  chaleur  rayonnante,  comme  deux  substances 
transparentes  colorées  par  rapport  à la  lumière  naturelle, 
dont  elles  ne  transmettent  que  certains  rayons  homogè- 
nes, tandis  qu’elles  absorbent  les  autres.  Ainsi,  la  chaleur 
transmise  à travers  une  plaque  d’alun  n’est  pas  la  même 
que  celle  transmise  à travers  une  plaque  d’acide  nitrique, 
et  l’on  ne  peut  expliquer  ce  phénomène  qu’en  attribuant 
à chacune  de  ces  plaques  une  espèce  de  coloration  ca- 
lorifique, en  vertu  de  laquelle  elles  ne  laissent  passer  que 
les  rayons  pourvus  de  la  même  coloration , tout  comme 
une  plaque  de  verre  rouge  ne  laisse  passer  que  la  lu- 
mière rouge. 

Quand  on  examine  les  couleurs  du  spectre  solaire,  il 
est  facile  de  reconnaître  que  chaque  rayon  homogène 
élève  différemment  un  thermomètre  sur  lequel  on  le 
reçoit.  On  avait  cru  d’abord  que  les  couleurs  les  plus 
brillantes  devaient  posséder  la  plus  grande  chaleur,  et 
l’on  avait  fixé  le  maximum  de  chaleur  dans  le  milieu  du 
spectre,  c’est-à-dire  dans  le  jaune.  Depuis,  M.  Bérard 
avait  reconnu  que  ce  maximum  se  trouvait  générale- 
ment dans  le  rouge,  tandis  que  Hcrschcll,  analysant 
les  parties  obscures  du  spectre , le  plaçait  dans  la  bande 
obscure  qui  suit  le  rouge.  M.  Seebeck  fit  voir  enfin,  en 
i8a8,  que  le  maximum  de  chaleur  avait  une  position 
variable  dépendante  de  la  nature  du  prisme  réfringent  : 
ainsi,  selon  que  le  prisme  est  d’eau , d'acide  sulfurique, 
de  verre  ordinaire  ou  de  flint-glass,  le  maximum  de 
chaleur  sc  trouve  dans  le  jaune,  l’orangé,  le  rouge  ou 
au-delà  du  rouge.  Ces  changcmensde  position  du  maxi- 
mum de  chaleur  se  trouvent  expliques  par  les  propriétés 
des  substances  diathermanes,  et  d'après  M-  Melloni, 
le  maximum  s’écarte  d’autant  plus  du  jaune  vers  le 
rouge  que  la  substance  du  prisme  est  plus  diather- 
mane.  Par  exemple,  si  le  prisme  est  de  tel  gemme , 
corps  dont  les  propriétés  traiisralorifiques  sont  les  plus 
intenses,  le  maximum  est  au-delà  du  rouge,  à une  dis- 
tance égale  à celle  du  rouge  au  jaune.  Si  l’on  fait  passer 
le  spectre  solaire  produit  par  un  prisme  de  sel  gemme 
à travers  diYerses  lames  colorées,  on  peut  constater  que 
le  spectre  calorifique  est  indépendant  du  spectre  lumi- 
neux; car,  dans  certains  cas,  la  forme  et  la  grandeur 
du  premier  restent  les  mêmes,  tandis  que  le  second 
éprouve  des  changemens  considérables,  et  vice  versé. 
Ainsi,  quoique  liées  ensemble  dans  le  faisceau  incident, 
la  chaleur  et  la  lumière  sont  deux  choses  parfaitement 
distinctes,  et  qu’il  est  impossible  de  confondre. 

73.  La  théorie  de  lVmisiton  de  la  lumière , qui  expli- 
quait de  la  manière  la  plus  satisfaisante  tous  les  phéno- 
mènes de  réflexion  et  de  réfraction  connus  du  temps  de 
Newton , mais  qui  ne  pouvait  se  plier  qu'avec  difficulté 
à ceux  de  la  diffraction  et  de  la  double  réflexion , est 
aujourd’hui  complètement  insuffisante,  et,  malgré  tous 
les  efforts  de  ses  plus  habiles  adkércus , elle  reste  eo 
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dehors  des  phénomènes  de  la  pobrisation.  SI  l’exclu- 
sion de  l’un  des  deux  systèmes  sur  la  propagation  de  la 
lumière  entraînait  la  certitude  de  l’autre , on  devrait, 
sans  aucun  doute,  adopter  exclusivement  le  système 
des  vibrations;  mais  rien  jusqu’ici  n’a  pu  établir  que  la 
vérité  se  trouve  nécessairement  dans  l’un  ou  dans 
l’autre  do  ces  systèmes,  et  si  le  premier  parait  devoir 
être  entièrement  rejeté , le  second  demeure  compliqué 
d'un  asscs  grand  nombre  de  difficultés.  Cependant,  en 
partant  de  la  double  hypothèse  que  la  lumière  se  pro- 
page par  les  ondulations  de  l’éther,  et  que  l'éther  ré- 
pandu dans  tous  les  espaces  a plus  ou  moins  de  densité 
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dans  chacun  de  ces  espaces,  suivant  la  nature  du 
corps  qui  le  remplit , Fresnel  est  parvenu  à rendre 
compte  do  tous  les  phénomènes  connus  jusqu’ici,  à en 
déterminer  les  lois,  et  A reconnaître  d priori  des  faits 
constatés  ensuite  par  l’expérience.  Si  ces  travaux  re- 
marquables ne  suffisent  pas  pour  revêtir  d’une  certitude 
absolue  le  point  de  départ  du  système,  il  l’élève  du 
moins  à un  très-haut  degré  de  probabilité , qu’on  peut 
espérer  de  voir  augmenter  encore  par  des  découvertes 
ultérieures.  Voyez  les  Annales  de  Physique  St  de  Chimie, 
tome  XVII. 


M. 
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MACHINE.  (Mic.)  Le  mot  machine  désigne  géné- 
ralement un  appareil  quelconque  au  moyen  duquel  un 
moteur  transmet  son  action  & une  résistance;  ainsi,  la 
pioche  qui  sert  à creuser  les  terres,  la  brouette  qu’on 
emploie  pour  les  transporter,  le  marteau  qu’on  fait  agir 
sur  la  tête  d’un  coin  pour  fendre  du  bois,  le  coin  lui- 
même,  etc. , etc. , sont  tout  autant  de  machines;  mais 
il  existe  entre  ces  appareils  des  différences  caractéristi- 
ques qui  les  font  répartir  en  trois  classes  principales  : 
i*  les  machines  qui  servent  à exécuter  certains  mouve- 
mens  particuliers  sans  qu’on  prenne  en  considération 
b grandeur  de  b force  employée  à les  produire  : celles- 
ci  se  nomment  plus  particulièrement  desotilils;  a*  les 
machines  qui  peuvent  non  seulement  prendre  des  mou- 
vemens  donnés,  mais  produire  un  effort  dont  le  but  est 
de  mettre  en  équilibre  la  pression  momentanée  du  mo- 
teur aveo  1a  résistanoc  qu’on  veut  surmonter,  comme 
les  balanciers , les  presses , etc.  ; S*  enfin  lès  machines 
qui  produisent  un  travail  continu  par  l’action  perma- 
nente d’un  moteur,  et  prennent  toujours  soit  un  mou- 
vement uniforme,  soit  un  mouvement  périodique  dans 
lequel  la  vitesse  croit  et  décroît  entre  des  limites  fixes. 
L’un  des  objets  principaux  qu’on  se  propose  dans  la 
construction  de  ces  dernières  est  de  remplacer  la  force 
de  l’homme,  dans  les  travaux  utiles,  par  les  forces  plus 
puissantes  des  moteurs  naturels. 

Les  operations  ou  fabrications  qu’on  exécute  à l’aide 
das  machines  de  la  troisième  classe , quoique  extrême- 
ment variées,  peuvent  toujours  être  comparées  à l’élé- 
vation d’un  poids  (eoy.  Effet)  ; ce  qui  permet  de  rap- 
porter à une  unité  commune  la  quantité  de  travail 
effectuée  par  diverses  machines  employées  à des  usages 
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différons,  et  de  déterminer  son  rapport  avec  l’action  du 
moteur  mesurée  par  la  même  unité. 

« La  comparaison  de  diverses  machines,  dit  Navier, 
dans  une  de  scs  notes  si  remarquables  sur  l’architecture 
hydraulique  de  Bélidor,  se  bit  naturellement,  pour  le 
négociant  ou  le  capitaliste , d’après  la  quantité  de  tra- 
vail qu’elles  exécutent  et  le  prix  de  ce  travail.  Pour 
estimer  les  valeurs  respectives  de  deux  moulins  à blé, 
par  exemple , on  examinera  quelle  quantité  de  farine 
chacun  peut  moudre  dans  l’année;  et  pour  comparer 
un  moulin  h blé  i\  un  moulin  à scier,  on  estimera  1a  va- 
leur du  premier  d’après  la  quantité  de  farine  moulue 
annuellement  et  le  prix  de  la  mouture , et  la  valeur  du 
second  d’après  la  quantité  de  bois  qu’il  débitera  dans  le 
même  temps  et  le  prix  du  sciage.  On  peut  se  borner  à 
cette  manière  de  considérer  les  machines  et  les  travaux 
qu’elles  exécutent,  tant  qu’il  ne  s’agit  que  d’acheter  on 
d’échanger  entre  elles  des  machines  toutes  faites  et  dont 
le  produit  est  connu;  mais  il  y a plusieurs  cas  où  elle 
devient  insuffisante. 

» Supposons  en  effet  une  personne  qui  possède  un 
moulin  h blé  et  qui  désirerait,  au  moyen  de  quelques 
changemcns  dans  son  mécanisme,  en  faire  nn  moulin 
& scier.  Elle  ne  pourrait  juger  de  l’avantage  ou  du 
désavantage  de  cette  opération  qti’autant  qu’elle  sau- 
rait évaluer,  d’après  la  quantité  de  farine  produite  par 
son  moulin , la  quantité  de  bois  qu’il  serait  dans  le  cas 
de  débiter.  Or,  celle  évaluation  est  une  chose  absolu- 
ment impossible,  A moins  qu’on  n’ait  trouvé  une 
mesure  commune  pour  ces  deux  travaux  de  natures  si 
différentes.  Cet  exemple  suffit  pour  montrer  la  nécessité 
d’établir  une  sorte  de  monnaie  mécanique,  si  l’on  peut 
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«'exprimer  ainsi , avec  laquelle  on  puisse  exprimer  les 
quantités  de  travail  employées  pour  effectuer  toute  es- 
pèce de  fabrication. 

• Le  choix  d’une  unité  de  mesure  est , jusqu’à  yn 
certain  point,  arbitraire:  il  est  seulement  indispensable 
que  oette  unité  soit  une  chose  de  même  nature  que  celle 
dont  elle  doit  former  le  terme  de  comparaison.  Les 
Anglais,  par  exemple , ont  pris  pour  unité  des  quantités 
de  travail  l’action  d’un  cheval.  Mais  ils  sont  les  premiers 
à reconnaître  l’inconvénient  d'un  terme  de  comparaison 
dont  la  grandeur  est  si  variable,  que  les  évaluations 
données  par  leurs  savans  diffèrent  entre  elles  plus  que 
dans  le  rapport  de  1 à a.  11  en  résulte  effectivement 
qu’une  même  expression  employée  par  divers  auteurs 
présente  à chacun  d’eux  une  idée  différente,  et  qu’elle 
ne  devient  intelligible  au  lecteur  qu’après  qu’ils  la  lui 
ont  traduite,  en  expliquant  ce  qu’ils  entendent  par  l’ac- 
tion d’un  cheval,  c’est-à-dire  quel  effort  ils  supposent 
qu’un  cheval  peut  exercer  eu  même  temps  qu’il  parcourt 
un  certain  espace  dans  un  temps  donné. 

» C’est  effectivement  à cela  que  se  réduit  l'exécution 
d’un  travail  quelconque.  11  y a toujours  dans  l’action 
d’une  machine  un  effort  ou  pression  exercée  contre 
un  point,  pendant  qu’un  espace  est  parcouru  par  ce 
point.  Cette  remarque  conduit  naturellement  à recon- 
naître que  le  genre  de  travail  le  plus  propre  à servir  à 
l’évaluation  de  tous  les  autres  est  l’élévation  verticale 
des  corps  pesans.  » 

Nous  avens  montré,  au  mot  Foacas  mouvaxtbs, 
comment  ce  même  mode  d’évaluation  s’applique  à l’ac- 
tion du  moteur,  nous  rappellerons  donc  seulement  ici 
qu’en  désignant  par  F le  poids  égal  à l’effort  exercé  par 
un  moteur  à son  point  d’application , et  par p l’espace 
décrit  par  ce  point  dans  la  direction  de  l’effort,  le  pro- 
duit P p exprime  la  quantité  de  travail , ou , comme  on 
dit  plus  communément,  la  quantité  d'action  fournie 
par  le  moteur.  Le  poids  P représentant  généralement 
un  nombre  de  kilogrammes,  et  l’espace  p un  nombre 
de  mètres,  Pp  indique  un  nombre  de  kilogrammes 
élevé  à un  métré,  de  sorte  que  l’unité  do  mesure  est 
naturellement  im  kilogramme  élevé  à un  métré;  mais 
comme  cette  unité  est  trop  petite , on  a proposé  do  la 
remplacer  par  un  poids  de  mille  kilogramme  élevé  à un 
métré;  cette  dernière  unité  est  ce  qu'on  nomme  un 
dynamode  d’après  M.  Corioli»,  ou  une  unité  dynamique 
d’aprè$  quelques  autres  auteurs.  Il  y a encore  le  dyname 
ou  le  cheval  vapeur  qui  se  compose  d’un  poids  de  ?5  ki- 
logrammes élevé  à un  mètre  en  une  seconde  de  temps. 
[Voyez  les  mots  Dtsams  et  Dyhxmiqvx.)  On  voit  aisé- 
ment que  l’emploi  de  cos  diverses  unités  ne  peut  entraî- 
ner aucune  fausse  interprétation,  car  Tunitc  primitive 
est  toujours  un  kilogramme  élevé  à un  métré. 

Pour  comparer  le  travail  exécuté  par  une  machine 
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avec  la  quantité  d’action  fournie  par  le  moteur  qui  la 
met  en  jeu,  il  fout  évaluer  les  efforts  respectifs  exercés 
aux  points  d’application  du  moteur  et  de  la  résistance, 
ainsi  que  les  espaces  parcourus  dans  le  même  temps  par 
ces  deux  points  dans  la  dircotion  des  efforts.  Soient  P et  P' 
les  poids  équivalens  aux  efforts , et  p et  p'  les  espaces 
en  question , le  produit  Pp  sera  la  quantité  d’action 
fournie  par  le  mofeur,  et  le  produit  Pp'  la  quantité  de 
travail  exécutée  par  la  machine  ou  son  effet  utile  (voy.  ce 
mot).  Le  rapport  des  nombres  Pp  et  P'p'  donnera  une 
idée  de  la  bonté  de  la  machine  ou  do  sa  perfection  ; car 
on  doit  considérer  une  machine  comme  d’autant  mieux 
appropriée  à son  objet , qu’elle  transmet  une  plus  grande 
partie  de  l’action  qu’elle  reçoit;  mais  il  ne  faut  jamais 
espérer,  quelque  parfaite  qu’on  puisse  ia  supposer,  de 
trouver  py-rp,  et  à plus  forte  raison  P'p*  > Pp.  On 
ne  doit  pas  oublier  qu’une  machine  est  incapable  de 
produire  de  la  force,  et  que  tout  ce  qu’elle  peut  faire 
est  de  transmettre  celle  qui  lui  est  communiquée,  après 
en  avoir  nécessairement  absorbé  une  partie  employée  à 
vaincre  les  résistances  qu’opposent  au  mouvement  les 
organes  qui  la  composent.  Dans  tous  les  cas,  donc, 
P'p'  sera  plus  petit  que  P p,  et  le  rapport 

p>: 

Vf- 

une  fraction  plus  petite  que  l’unité.  Supposons,  pour 
fixer  les  idées,  qu’on  ait,  dans  un  temps  donné,  pour  une 
certaine  machine,  P = ioofc,  p = o-,5,  P' = iGo1, 
p'  = o“,a5;  le  travail  du  moteur  sera  exprimé  par 

»ook  X o"»5  *n«  5ol", 
et  l’effet  utile  de  la  machine  par 

iGo1  X o,a5  =s4«lm- 

Le  rapport  entre  ces  deux  quantités 


indique  que  la  machine  rend  les  8 dixièmes  de  la  quan- 
tité d’action  dépensée  par  le  moteur.  La  quantité  d’ac- 
tion perdue,  io1*,  est  donc  consomméo  parles  résis- 
tances ducs  à la  constitution  physiquo  de  la  machine, 
et  qu’on  nomme  les  résistances  passives.  ( Voy.  Emr 
mis.  ) 

Le  moyen  le  plus  direct  de  mesurer  les  effets  exercés 
aux  points  d’application  de  la  puissance  et  de  la  résis- 
tance consiste  à remplacer  ces  deux  forces  par  dos 
poids.  Imaginons  d’abord  qu’on  ait  supprimé  la  puis- 
sance, et  qu’après  avoir  attaché  à son  point  d’applica- 
tion l’extrémité  d’une  cordc  passant  sur  une  poulie  do 
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renvoi,  on  charge  l’autre  extrémité  de  cette  corde  de 
poids  de  plus  en  plus  grands,  jusqu’à  ce  que  le  travail 
exécuté  par  la  machine  soit  le  même  que  celui  qui  s'ef- 
fectuait par  l’action  du  moteur,  le  dernier  poids  sera 
nécessairement  équivalent  à l’effort  du  moteur,  sauf  le 
frottement  de  la  corde  sur  la  poulie  dont  il  faudra  tenir 
compte.  Si  l’on  supprime  ensuite  la  résistance,  et  qu'on 
la  remplace  de  même  par  un  poids  agissant  à l’extrémité 
d’une  corde  fixée  par  son  autre  extrémité  au  point  d’ap- 
plication de  la  résistance,  ce  dernier  poids,  augmenté 
jusqu’à  ce  que  la  machine  ait  repris  un  mouvement 
uniforme,  sera  la  mesure  de  l’effort  de  la  résistance. 
Mais  ce  moyen  n’est  que  bien  rarement  praticable,  et 
l’on  est  presque  toujours  forcé , dans  la  pratique , de 
recourir  à des  procédés  moins  exacts. 

La  partie  d’uuc  machine  qui  reçoit  directement  l’ac- 
tion du  moteur  se  nomme  l 'organe  récepteur  ; lorsque  la 
transmission  du  mouvement  de  l’organe  récepteur  aux 
autres  parties  s’effectue  par  des  engrenages  ou  des  axes 
ayant  un  mouvement  circulaire  continu,  ce  qui  est  le 
cas  le  plus  ordinaire , on  peut  arriver  à l’évaluation  de 
la  quantité  d’action  communiquée  en  employant  un 
appareil  très-ingénieux  inventé  par  M.  de  Prony,  et  qui 
porte  le  nom  de  frein  dynamométrique  (voy.  Annales  des 
Mines,  tom.  XII).  Ce  frein  se  compose  de  deux  demi- 
colliers  qu’on  applique  à l’arbre  tournant  contre  lequel 
on  les  serre  par  des  vis  qui  les  relient  entre  eux;  le  col- 
lier supérieur  porte  un  long  levier  chargé  d’un  poids 
à son  extrémité.  On  opère  avec  cet  instrument  de  la 
manière  suivante. 

Après  avoir  enlevé  les  engrenages  de  manière  que 
l’arbre  tournant  soit  isolé,  on  place  les  collets  et  on 
assujettit  le  levier  dans  une  position  horizontale,  puis  on 
serre  les  écrous  jusqu’à  ce  que  le  frottement  des  colliers 
ramène  la  vitesse  de  l’arbre,  mis  en  mouvement  par  le 
moteur,  au  point  où  elle  était  lorsque  l’arbre  transmet- 
tait son  mouvement  aux  engrenages.  Ceci  fait,  on 
remplace  l’obstacle  invincible  qui  empêchait  le  levier 
de  tourner  avec  l’arbre  par  un  poids  posé  à son  extré- 
mité, et  qu’on  augmente  suffisamment  pour  qu’il  pro- 
duise le  même  effet  que  l’obstacle  invincible,  c’est-à- 
dire  qu’il  maintienne  le  levier  dans  la  position  horixon- 
tale.  Lorsque  cet  effet  est  obtenu,  on  estime  la  quantité 
d’action  transmise  à l’arbre  tournant  en  une  seconde  de 
temps,  par  le  produit  du  poids  suspendu  et  de  la  vitesse 
que  prendrait  en  une  seconde  ce  poids  s'il  suivait  le 
mouvement  de  l’axe  avec  le  bras  du  levier  pour  rayon. 
Supposons,  par  exemple,  qu’il  s’agisse  d’évaluer  la 
force  transmise  par  l’arbre  de  couche  d'une  roue  hy- 
draulique, et  que  la  vitesse  de  cette  roue  étant  de 
i5  tours  par  minute,  la  charge  du  frein  soit  de  80  ki- 
logrammes, et  la  longueur  du  bras  du  levier  de  3“5.  La 
circonférence  qui  correspond  à un  rayon  de  3", 5 étant  de 
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a i ■,  la  vitesse  du  poids  par  minute  serait  1 5 X » * *=3  « 
et  par  seconde  de  5*,x5.  Cette  quantité  multipliée  par 
8ol  donne  4*ok"  pour  la  quantité  d’action  transmise  en 
une  seconde  par  la  roue  sur  son  axe , abstraction  faite 
du  frottement  des  tourillons  et  de  la  résistance  de  l’air. 
Pour  comparer  maintenant  cette  quantité  d’action  avec 
celle  que  possède  l’eau  motrice,  et  déterminer  ainsi  le 
degré  de  perfection  de  la  roue,  il  faut  mesurer  la 
force  du  courant  par  le  procédé  indiqué.  (Foy.  Eau 

MOTS  ICE.) 

Ce  moyen,  le  plus  commode  de  tous  ceux  qu’on  peut 
employer,  lorsqu’il  est  impossible  d'avoir  recours  à 
l’élévation  des  poids,  ne  saurait  donner  cependant 
qu’une  approximation  plus  ou  moins  suffisante,  parce 
que,  comme  l'a  observé  M.  Coriolis,  le  mouvement 
d’un  organe  récepteur  de  force  motrice , si  bien  con- 
struit qu’il  soit , et  quelque  précaution  qu’on  ait  prise 
pour  que  la  force  arrive  régulièrement,  n’est  jamais 
bien  uniforme;  d’où  il  résulte  des  oscillations  assez 
fortes  dans  le  levier.  Du  reste,  toutes  les  questions  re- 
latives au  calcul  de  l’effet  des  machines  se  compliquent  de 
difficultés  pour  lesquelles  nous  devons  renvoyer  à l’ex- 
cellent ouvrage  publié,  sous  ce  titre,  par  le  savant  que 
nous  venons  de  citer. 

Dans  toutes  les  machines  où  le  mouvement  une  fois 
établi  est  uniforme,  on  observe  (wy.  Connu*  icatior  du 
noi  temest  ) que  lorsqu'elles  commencent  à se  mouvoir 
en  partant  du  repos,  l’effort  du  moteur  est  plus  grand 
et  celui  de  la  résistauce  plus  petit  qu’ils  ne  le  seront 
lorsque  le  mouvement  uniforme  sera  produit.  La  vi- 
tesse croit  peu  à peu , comme  pour  un  corps  soumis 
à l’action  de  deux  forces  accélératrices  agissant  en  sens 
contraire,  dont  l’une  l'emporterait  sur  l’autre;  à me- 
sure que  la  vitesse  augmente,  l'effort  de  la  résistance 
croit,  celui  du  moteur  diminue,  et  il  arrive  bientôt  un 
instant  où  ces  efforts  deviennent  constans  et  ont  respec- 
tivement les  valeurs  qu’il  faudrait  leur  donner  pour 
mettre  la  machine  en  équilibre.  Alors  le  mouvement  se 
continue  uniformément , et  si  l’on  désigne  par  P l’effort 
du  moteur,  par  p l’espace  décrit  par  son  point  d'appli- 
cation , par  Q l'effort  de  la  résistance , y compris  toutes 
les  résistances  passives,  et  par  q l’espace  décrit  par  le 
point  d'application  de  la  résistance;  on  a,  en  vertu  du 
principe  destifesses  virtuelles^ voy.  cemot),  l'équation: 

P dp  — Qdq= r o, 

qui  exprime  que  la  quantité  d’action  imprimée  au  sys- 
tème est  nulle.  Il  en  résulte,  d’après  le  principe  de  la 
conservation  des  forces  vives  (eoy.  Foicb  viva) , que  la 
force  vive  du  système  ne  reçoit  plus  aucune  augmenta- 
tion , c’est-à-dire  que  b vitesse  de  1a  machine  demeu- 
rera la  même  tant  que  les  efforts  P et  Q conserveront 
les  valeurs  susdites. 
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L’équation  précédente , dans  laquelle  le  terme  Qdq 
ne  représente  pas  seulement  le  moment  de  la  résistaoce 
proprement  dite , mais  bien  la  somme  des  momens  de 
toutes  les  résistances,  telles  que  frottemens,  raideur  des 
cordes,  résistances  des  milieux  où  les  corps  sc  meu- 
vent, et  encore  les  quantités  d’action  correspondantes 
aux  quantités  de  forces  vives  qui  seraient  perdues  par 
l’effet  des  chocs;  cette  équation  n’a  plus  lieu  si  les  ef- 
fets P et  Q demeurent  variables  lorsque  le  mouvement 
de  la  machine  est  réglé.  Dans  ce  dernier  cas,  dit  Navier, 
si  on  supposait  les  efforts  arbitrairement  variables,  la 
machine  prendrait  un  mouvement  irrégulier  qui  ne 
pourrait  être  soumis  utilement  au  calcul.  Lorsque  dans 
les  machines  les  efforts  dont  il  s’agit  n’ont  point  des 
valeurs  constantes,  les  variations  de  ccs  valeurs,  aussi 
bien  que  les  variations  correspondantes  des  vitesses  de 
leurs  points  d’application,  sont  ordinairement  pério- 
diques, comprises  entre  des  limite^  fixes,  et  les  périodes 
des  variations  se  correspondent  exactement  par  le  mo- 
teur et  la  résistance.  Considérons  une  machine  dans  cet 
état,  lequel  consiste  essentiellement  en  ce  que  l’effort  P 
du  moteur  est  alternativement  plus  grand  et  plus  petit 
qu’il  ne  devrait  être,  pour  faire  équilibre,  conformé- 
ment aux  lois  de  la  statique,  à l’effort  Q de  la  résis- 
tance, ou,  pour  mieux  dire,  dela'sommedes  résistances; 
nommons  Dm  un  élément  de  la  masse  de  la  machine, 
et  t>  la  vitesse  de  cet  élément  ( D et  S étant  des  signes 
de  différentiation  et  d’intégration  qui  se  rapportent 
exclusivement  aux  élémens  de  la  niasse  des  parties  mo- 
biles de  la  machine,  et  d le  signe  de  différentation  qui 
sc  rapporte  au  temps).  Supposons  d’abord  qu’on  se 
trouve  à l'instant  où  il  y a équilibre  entre  P et  Q,  et  qu’à 
partir  de  cet  instant  l’effort  P devient  plus  grand  ou 
l’effort  Q plus  petit  qu’ils  ne  devraient  être  respective- 
ment pour  que  cet  équilibre  continuât  & subsister,  la 
force  vive  de  la  machine,  exprimée  par  SvsDm,  croîtra 
conformément  à la  loi  exprimée  par  l’équation....  (a) 

Svdvbm  = P dp  — Qdq. 

Elle  ne  cessera  de  croître  qu’autant  que  P dp  sera  rede- 
venu égal  à Qdq,  et  alors  la  machine  aura  acquis  la 
plus  grande  vitesse  possible.  Supposons  ensuite  qu’à 
partir  de  cet  instant  l’effort  Q de  la  résistance  surmonte 
à son  tour  l’effort  P du  moteur,  en  sorte  que  Qdq  soit 
plus  grand  que  P dp;  la  vitesse  de  la  machine  décroîtra 
d’après  la  même  loi  (a).  Elle  aura  atteint  son  minimum 
lorsque  les  efforts  P et  Q auront  recommencé  à se  faire 
équilibre.  Elle  recommencera  ensuite  à croître,  à partir 
de  ce  dernier  instant,  si  P surmonte  Q,  comme  on  l’a 
supposé  d’abord  ; et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 

La  vitesse  de  la  machine , dans  les  circonstances  que 
nous  considérons,  croît  et  décroît  donc  alternative- 
ment, en  oscillant  autour  d’unç  valeur  moyenne.  L’é- 
Tom.  ju. 


quation  (a)  montre  que  les  accroissemens  ou  décroisse- 
ment qu'éprouve  cette  vitesse,  et  par  suite  les  écarta  de 
ses  maxima  cl  minima,  à partir  de  sa  valeur  moyenne, 
sont  d’autant  plus  grands,  r que  l’excès  du  moment  du 
moteur  sur  celui  de  la  résistance  est  plus  grand;  que 
la  masse  des  parties  mobiles  de  la  machine  est  plus  pe- 
tite; 3*  que  la  vitesse  de  ces  mêmes  parties  est  plus 
petite.  En  augmentant  la  masse  et  la  vitesse  des  parties 
de  la  machine,  on  diminue  les  variations  qu’éprouve  1? 
vitesse  par  suite  des  variations  dans  les  actions  du  mo- 
teur et  de  la  résistance. 

Quand  la  vitesse  d’une  machine  éprouve  ainsi  des 
alternatives  d’accroisscmcns  et  de  décroisscmcns,  les 
roues  qui  reçoivent  l’action  du  moteur  conduisent  les 
autres  et  en  sont  conduites  alternativement,  quoique  le 
mouvement  se  fasse  toujours  dans  le  même  sens;  mais 
il  n’en  résulte  aucune  perte  do  force  si  la  périodicité  est 
parfaitement  exacte. 

Considérons,  en  effet,  un  intervalle  de  temps  com- 
pris entre  deux  maxima  ou  entre  deux  minima  quel- 
conques de  la  vitesse;  il  arrive  nécessairement,  par 
suite  du  principe  des  vitesses  virtuelles , que  la  quantité 
d’action  fournie  par  le  moteur  pendant  ce  temps  est 
égale  à la  quantité  d’action  qui  a été  consommée  par 
les  résistances;  car  si  ccs  quantités  d’action  n’étaient 
pas  égales,  la  machine  aurait  acquis  ou  perdu  une  quan- 
tité de  force  vive  égale  au  double  de  leur  dittérence.  La 
vitesse  aurait  donc  augmenté  ou  diminué  à la  fin  de 
l'intervalle,  ce  qui  est  contre  la  supposition.  La  quan- 
tité d’action  fournie  en  excès  par  le  moteur  pendant 
l’accélération  du  mouvement  est  fournie  en  moins  pen- 
dant sa  retardation.  Cependant,  malgré  ccttc  circon- 
stance , il  peut  résulter  de  la  variation  du  mouvement 
des  inconvénicns  qui  engagent  à l’éviter,  ou  du  moins 
à la  rendre  la  plus  petite  possible  ; c’est  à quoi  l’on  par- 
vient par  l’emploi  des  volants.  (Fioy.  ce  mot,  et  Pen- 
dule conique.) 

Les  résistances  passives  d'une  machine  consommant 
sans  effet  utile  une  partie  de  la  force  qui  lui  est  appli- 
quée, le  premier  principe  qui  doit  diriger  sa  construc- 
tion est  de  n’y  faire  entrer  que  les  organes  absolument 
nécessaires  au  but  auquel  clic  est  destinée.  II  faut  dans 
tout  ouvrage,  dit  Daniel  Bernouilli,  commencer  par 
examiner  quel  est  l’effet  essentiellement  et  nécessaire- 
ment attaché  à cet  ouvrage,  effet  qui  soit  inévitable 
par  la  nature  même  de  l’ouvrage,  et  éviter  ensuite,  au- 
tant qu’il  est  possible,  tout  autre  effet. 

On  doit  donc, 

r Éviter  tout  choc,  ou  changement  brusque  quel- 
conque, qui  ne  serait  pas  essentiel  à la  constitution 
même  de  la  machine,  puisque  toutes  les  fois  qu’il  y a 
choc  il  y a perte  de  force  vive,  et  par  couséquent  con- 
sooiQWtion  inutile  d’une  partie  de  l’effort  du  moteur. 

39 
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a*  Préférer  les  pressions  aux  percussions,  toutes  le* 
fois  qu'un  effet  utile  peut  être  obtenu  indifféremment 
par  l’un  ou  l'autre  de  ees  moyens,  ponr  le  double  motif 
de  la  perte  de  force  vive  qu'on  évite,  et  de  la  régularité 
du  mouvement  qu’on  peut  produire  en  se  servant  de  la 
pression,  mais  qui  est  incompatible  avec  la  percussion. 

3°  éviter  de  communiquer  à la  résistance  une  vitesse 
et  une  quantité  de  mouvement  qui  dépassent  celles  qui 
*stont  strictement  nécessaires.  Ainsi,  par  exemple,  veut-on 
élever  de  l’eau  à une  hauteur  déterminée,  soit  avec  une 
pompe,  soit  avec  tout  autre  appareil,  on  doit  faire  en 
sorte  que  l’eau,  en  arrivant  dans  le  réservoir  supérieur, 
n’ait  précisément  qu'autant  de  vitesse  qu’il  lui  en  faut 
pour  s’y  rendre,  car  toute  celle  qu’elle  aurait  au-delà 
consommerait  inutilement  l’effort  de  la  force  motrice. 

4°  Apporter,  comme  nous  l’avons  déjà  dit,  le  plus 
grand  soin  à éviter  ou  diminuer,  autant  que  possible, 
les  résistances  ducs  à la  constitution  physique  de  la  ma- 
chine, telles  que  les  frottemens,  la  raideur  des  cordes, 
la  résistance  de  l’air,  etc.,  etc. 

11  ne  faut  pas  conclure  de  tout  cela,  que  les  machines 
les  plus  simples  sont  toujours  les  meilleures,  mais  seu- 
lement qu’on  ne  doit  y employer  que  les  organes  stric- 
tement nécessaires,  soit  pour  la  transmission  du  mon- 
▼ement,  soit  pour  sa  transformation.  (Voyez  Composi- 
tion df.s  Macüinfs.  ) Un  seau  suspendu  à une  corde 
passant  sur  une  poulie  de  renvoi  est  certainement  une 
machine  beaucoup  plus  simple  qu’une  pompe;  cepen- 
dant un  homme  produira  un  effet  utile  bien  plus  con- 
sidérable avec  le  second  de  ces  appareils  qu’avec  le  pre- 
mier. Lorsqu'on  emploie  des  moteurs  animes,  il  faut 
encore  avoir  égard  au  mode  le  plus  favorable  de  leur 
application.  (Voyez  Cheval  et  Homme.) 

Nous  indiquerons  à ceux  de  nos  lecteurs  qui  veulent 
approfondir  la  mécanique  pratique,  les  ouvrages  de  Na- 
vicr,  ceux  de  M.  de  Prony,  et  celui  déjà  cité  de  M.  Co- 
riolis.  La  mécanique  appliquée  aux  arts,  de  M.  Borgnis, 
renferme  la  description  de  toutes  les  principales  ma- 
chines connues. 

MACHINE  SOUFFLANTE.  Voy.  SotrmBT. 

MANÈGE.  [Mie.)  Espèce  de  treuil  vertical  mû  par 
un  cheval,  et  qui  sert  à transmettre  l’effort  de  l’animal 
à des  machines  quelconques. 

Les  dispositions  des  manèges  peuvent  être  très-va- 
riées; voici,  d’après  M.  Christian,  celles  qui  présentent 
les  combinaisons  les  plus  favorables  pour  l'emploi  de 
la  force  motrice. 

i“  Le  cheval  est  attelé  à un  levier  horizontal  [pl.  XV, 
fig.  i3)  fixé  A un  arbre  vertical,  qui  porte  une  poulie  ho- 
rizontale a d’un  grand  diamètre.  Une  corde  s’enroule 
sur  celle  poulie,  et  va  passer  sur  deux  autres  poulies 
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projetées  en  5,  d’oû  elle  se  rend  sur  la  poulie  e,  nom- 
mée poulie  de  tension  parce  qu’elle  peut  avancer  et  re- 
culer, de  manière  à ce  que  la  corde  soit  bien  tendue  sur 
les  deux  poulies  a,  A,  et  que  l’une  d’elles  puisse  ainsi 
transmettre  le  mouvement. 

a*  L’arbre  vertical,  mis  en  mouvement  par  un  levier 
aux  extrémités  duquel  les  chevaux  sont  attelés  (pl.  XV, 
fig.  1 4),  porte  une  forte  roue  dentée  aa,  qui  communique 
son  mouvement  à une  lanterne  b appliquée  à l’arbre  de 
couche  c,  par  lequel  il  est  transmis  dans  râtelier. 

3“  La  disposition  de  la  figure  i5  ne  diffère  de  la  pré- 
cédente que  parce  qüc  l'arbre  de  couche  est  au-dessous 
du  sol  sur  lequel  sc  meuvent  les  chevaux. 

4*  La  figure  i,  Pl.  XVI,  représente  le  manétjc  dit  sué- 
dois. Une  fusée  conique  en  fonte  A est  supportée  par 
quatre  moutons  en  fonte  a,  a,  boulonnée  sur  une  croix 
de  Saint-André  en  boisée,  maçonnée  dans  le  sol  ; la  fusée 
conique  supporte,  par  l’une  de  ses  extrémités,  l’arbre 
de  couche  gg,  lequel  est  mis  en  mouvement  par  le  pi- 
gnon e engrenant  sur  la  couronne  d;  au-dessous  de  la 
couronne  est  ajustée  la  flèche  à laquelle  le  cheval  est  attelé. 

La  flèche  du  manège,  ou  le  bras  de  levier  auquel  on 
attelle  le  cheval,  doit  être  généralement  disposé  de  ma- 
nière à ce  que  le  cheval  se  trouve  à 6 mètres  de  distance 
de  l'arbre  vertical,  ce  qui  lui  fait  décrire  une  circonfé- 
rence d’environ  19  mètres.  Il  tire  alors  à peu  près  per- 
pendiculairement à ce  levier,  tout  en  tournant;  tandis 
que  si  le  bras  de  levier  était  plus  court,  l’angle  qu’il  fe- 
rait pour  parcourir  le  cercle  serait  plus  sensible,  et  une 
partie  de  son  effort  s’anéantirait  contre  les  points  fixes 
du  manège.  Un  bras  de  levier  plus  long  entraînerait  des 
Trais  plus  considérables  pour  la  construction  du  ma- 
nège, parce  qu’il  faudrait  augmenter  les  dimensions  de 
la  charpente  qui  recouvre  le  bâtiment. 

On  construit  maintenant  en  fonte  de  fer  des  manèges 
en  dessous,  semblables  à celui  de  la  fig.  i5,  Pl.  XV,  qui 
réunissent  a l’avantage  de  la  solidité  et  de  la  légèreté, 
une  grande  facilité  de  placement  cl  coûtent  beaucoup 
moins  que  les  manèges  en  bois. 

Nous  devons  dire  un  mot  du  manège  des  maraîchers , 
appareil  très-employé  dans  les  environs  de  Paris  pour 
l’arrosage  des  jardins.  Ce  manège,  très-simple  et  très- 
économique,  se  compose  d’un  arbre  vertical  qui  peut 
tourner  sur  son  axe,  et  auquel  on  ajuste  deux  vieilles 
roues  de  voitures  sur  lesquelles  sont  clouées  quelques 
planches  placées  obliquement  pour  former  un  tambour 
(pl.  XVI,  fig.  2)  dont  la  surface  est  concave.  I nc  corde 
enroulée  autour  de  ce  tambour  porte  un  seau  à cha- 
cune de  ses  extrémités;  et  quand  le  cheval,  attelé  à une 
barre  oblique  qui  part  du  tambour,  tourne  dans  un  sens, 
un  des  seaux  monte  plein  d'eau,  et  l'autre  descend  vide 
dans  le  puits.  Comme  il  faut  pour  chaque  seau  d’eau 
qu'on  tire  changer  la  direction  du  cheval , il  y a beau- 
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coup  de  temps  et  de  force  consommés  en  pure  perte  ; 
mais  le  peu  de  dépense  qu’exige  l'établissement  de  cet 
appareil  le  fera  long-temps  préférer  à d’autres  plus  par- 
faits. ( Voy . le  Traité  des  Machines,  de  M.  Hachette,  et 
le  Traité  des  Machines  hydrauliques , de  M.  Borguis.) 

MANIVELLE.  ( Méc .)  On  donne  ce  nom  à une  barre 
qui  tourne  autour  d’un  axe,  et  à l’extrémité  de  laquelle 
est  appliquée  une  puissance  ou  une  résistance,  suivant 
qu’on  veut  transformer  un  mouvement  rectiligne  alter- 
natif en  circulaire  continu,  ou  vice  vtrsâ.  II  y a des  ma- 
nivelles simples,  doubles,  triples,  etc.  (Foy.  Composi- 
tion des  Machines,  § II.)  Cet  organe  mécanique  se 
remplace  souvent  par  une  courbe  excentrique,  f Fçytf 
ce  mot.) 

MANOMÈTRE.  (Méc.)  Instrnmcot  de  physique  qui 
sert  ;i  mesurer  la  force  élastique  des  gaz.  Nous  avons 
indiqué  sa  nature  et  ses  usages  au  mot  Forck  élastique. 

MASSE.  (Phys,  mat.)  Les  physiciens  désignent  sous 
le  nom  de  masse  la  quantité  absolue  de  matière  dont  un 
corps  est  composé.  Cette  quantité  varie  avec  le  volume 
du  corps;  mais  elle  ne  lui  est  pas  proportionnelle,  car 
un  corps  peut  contenir  une  très-petite  quantité  de  ma- 
tière sous  un  très-grand  volume,  et  vice  versâ.  En  con- 
sidérant les  élcmens  primitifs  des  corps  comme  des 
points  matériels  égaux  entre  eux,  on  peut  dire  que  de 
deux  corps  d’un  même  volume,  celui  qui  a la  plus 
grande  masse  renferme  un  plus  grand  nombre  d’élé» 
mens  ; ce  nombre  étant  indéfiniment  grand  ne  saurait 
être  exprimé , èt  l’on  ne  peut  mesurer  directement  la 
masse  d’un  corps,  mais  on  peut  trouver,  comme  nous 
allons  le  voir,  son  rapport  avec  la  masse  des  autres 
corps. 

Observons  que  chaque  point  matériel  d’un  corps  est 
soumis  à la  force  de  la  gravité,  et  que  cette  force  est  re- 
présentée par  la  vitesse  g qu’un  corps  acquiert  dans  la 
première  seconde  de  sa  chute  libre  ù la  surface  de  la 
terre.  L’intensité  de  la  résultante  de  toutes  les  forces 
partielles  agissant  sur  un  nombre  quelconque  M de 
points  matériels  liés  eutre  eux,  et  formant  uu  corps, 
est  égale  à la  somme  de  ces  forcer  (voy.  Résultante), 
c’est-à-dire  à M Xÿ,  et  comme  cette  résultante  est  d’ail- 
leurs égale  au  poids  du  corps,  on  a , P désignant  le 
poids  (voy.  ce  mot),  la  relation 

P = MX*. 

Tout  autre  corps  dont  la  masse  serait  M'  et  le  poids  P' 
donnant  également 

P'  = M xg, 

il  en  résulte 

* 
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o’cst-à-dire  que  les  masses  de  deux  corps  sont  entre  elles 
comme  leurs  poids;  car  les  nombres  M et  M’  des  points 
matériels  sout , d’après  ce  qui  vient  d’être  dit,  les  masse4 
respectives  des  corp3  dont  les  poids  sont  P et  P'.  Il  est 
facile  de  voir  que  la  notion  de  masse  n’a  d’autre  valeur 
réelle  que  celle  qu’elle  tire  de  la  conception  transcen- 
dante de  force. 


La  relation  P 


p 

Mg,  d’où  l’on  tire  M ===  - , permet 


de  remplacer  la  masse  par  le  poids  dans  toutes  les 
questions  de  mécanique , et  par  conséquent  d’évaluer 
en  nombres  des  quantités  qui  demeureraient  indéter- 
minées sans  cette  circonstance. 

Veut-on,  par  exemple,  évaluer  la  vitesse  commune 
qu’auront  après  leur  choo  deux  corps  sans  ressorts, 
dont  les  poids  exprimés  en  kilogrammes  sont  P et  P', 
çt  qui  se  rencontrent  directement  avec  les  vitesses  res- 
pectives v et  e';  on  sait  (roy.  Cnoc,  tom.  I)  que  pour 
le  cas  du  choc  direct,  lorsque  les  corps  sc  meuvent  dans 
le  même  sens,  on  a l’expression  générale 


Mo+MV 
U ~~  M + M'  : 


u désignant  la  vitesse  cherchée  et  M et  M'  les  masses 
P P' 

des  mobiles.  Posant  donc  M = ~ , M'  = -,  et  substi- 
tuant, il  vient,  en  réduisant. 


Pt?-f-Py 

‘ P4_p'  ; 


d*où  l’on  voit  qu’il  suffit  de  remplacer  les  masses  par 
les  poids.  Si  l’on  avait,  par  exemple, 

P =as  iav,  P'  = 8k,  5,  o‘a=a“, 


on  trouverait 


il  X », 5 + 8X2 

1 ia  + 8 : 


e*est-à-dire  qn’après  le  choc  les  deux  corps  auraient  une 
vitesse  commune  de  «*,7  par  seconde.  S’il  s’agissait  de 
eomparer  les  quantités  de  mouvement  des  deux  mobiles 
aTaot  le  choc,  on  aurait  d’abord , pour  leur  évaluation, 


..  P®  1 v/  . C 1 

HV=~-  — - . 8X»  *4. 

î • 9 


18, 

îC, 


et , sans  avoir  besoin  de  teuir  compte  du  facteur  - , on 

en  conclurait  qne  les  quantités  de  mouvement  des 
deux  mobiles  sont  entre  elles  comme  18  : 18,  ou 
comme  9 : 8.  Après  le  choc,  la  quantité  de  mouvement 
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du  premier  mobile  serait  ^ i a X *»7  = ^ • ao,4,  et  celle 

du  second  ^ 8 X *>7  ®=  ~ i3,6.  On  peut  vérifier  ces  ré- 
sultats de  calcul  en  observant  que , puisque  la  somme 
des  quantités  de  mouvement  doit  être  la  même  avant 
et  apré9  le  choc,  il  faut  qu’on  ait  l’égalité 

- i8  + ii6=  - »o,4+ ' '5>°> 

9 9 9 9 

laquelle  se  réduit  eu  effet  é l'identité 
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En  effet,  menons  une  droite  OA  qui  joigne  le  centre 
des  momens  et  le  point  d’application  des  forces,  et 
nommons 

a,  la  droite  OA, 

«,  l'angle  RAO, 
a,  l’angle  PAO, 
a*,  l’angle  P'AO; 

les  triangles  rectangles  ApO,  ArO,  Ap'O  nous  donne- 
ront  (a} 


- 34  = - . 34. 

9 9 

Ces  exemples  suffisent  pour  indiquer  la  marche  ù suivre 
dans  tous  les  cas. 

Le  rapport  de  la  masse  d’un  corps  à son  volume  est 
ce  qu’on  nomme  sa  densité  (voy.  Densité,  tome  I et 
Aeboimétkie  dans  ce  vol.  ).  On  peut  encore,  dans  les 
questions  de  mécanique,  substituer  le  produit  du  vo- 
lume par  la  densité  A la  masse  et  réciproquement. 

MOMEN  f.  (Statique.)  On  considère , en  mécanique, 
diverses  espèces  de  momens  (voy.  ce  mol,  tom.  II) , 
dont  nous  allons  exposer  la  théorie  et  les  usages. 

S I.  Des  momens  par  rapport  à unpoinf.  Le  moment 
d’une  force  par  rapport  à un  point  est  le  produit  de 
cette  force  par  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point 
sur  sa  direction.  Soit,  par  exemple , une  force  P repré- 
sentée par  la  partie  AP  de  sa  direction  (PI.  XV,  fig.  iG). 
Si  d’un  point  quelconque  O On  abaisse  sur  AP  ou  sur 
son  prolongement  une  perpendiculaire  OB  =p,  le 
produit  AP  X OB  ou  P p sera  le  moment  de  la  force  P 
par  rapport  au  point  O.  Le  point  d’où  l’on  abaisse  la 
perpendiculaire  se  nomme  centre  des  momens. 

t.  Ccsmomens  jouissent  d’une  propriété  remarquable 
qui  fait  l’objet  de  la  proposition  suivante. 

Le  moment  de  ta  résultante  de  deux  forces , dirigées 
dans  un  même  plan , pris  par  rapport  à un  point  quel - 
conque  de  leur  plan , est  égal  à la  somme  ou  d la  dif- 
férence des  momens  des  composantes , pris  par  rapport 
au  même  point  : d la  somme , quand  le  centre  des  momens 
est  en  dehors  de  l'angle  des  composantes  et  de  son  opposé 
au  sommet  ; d la  différence , quand  ce  point  est  compris 
dans  l'angle  des  composantes,  ou  dans  son  opposé  au 
sommet. 

Soit  donc  P cl  P'  deux  forces,  AP  et  AP’  ( PI.  XV, 
fig-  1 7)*  lcur8  directions;  R leur  résultante,  AR  sa  di- 
rection. Prenons  d’abord  le  centre  des  momens  en  O 
hors  de  l’angle  PAP',  et  abaissons  les  perpendiculaires 
O P =Pf  Or  = r,  O p's=p',  nous  aurons 

Rr  = Pp  + P>'. 


p = a cos  r = acos«,  p=a  cos  a. 

Ceci  posé,  décomposons  les  trois  forces  P,  P',  R,  sui- 
vant deux  axes  rectangulaires  AX,  AY,  en  faisant, 
pour  plus  de  simplicité,  coïncider  l’axe  AX  avec  la 
droite  OA;  les  composantes  suivant  l’axe  AX  nous 
fourniront  l’équation  (voy.  Résiltaete) 

R cos  a.  ==  P cos  a -f-  P'  cos  «'. 

Multipliant  tous  les  termes  par  a,  et  substituant  à la 
place  do  u cos  et,  a cos  et',  a cos  «*,  leurs  valeurs  r , 
P,  P t il  viendra 

Rr  = Pp  + py, 

ce  qui  démontre  la  première  partie  de  la  proposition. 

a.  Prenons  maintenant  le  centre  des  niomeus  dans 
l’intérieur  de  l’angle  PAP'  des  forces  P et  P'  (fig.  18, 
pl.  XV)  ou  dans  l’angle  de  leur  prolongement  p’Ap 
(fig.  19),  et  conservons  les  dénominations  précédentes, 
nous  aurons  toujours  les  relations  (a)  ; mais  les  com- 
posantes rectangulaires  des  trois  forces  P,  P',  R,  sui- 
vant l’axe  AX , nous  donneront 

R cos  « = P COS  a — P'  cos 

et  par  suite 

Rr  = Pp—  P'p  ; 

ce  qui  démontre  la  seconde  partie  de  la  proposition. 

Dans  ce  dernier  cas,  les  perpendiculaires  abaissées  du 
centre  des  momens  ne  sont  pas  toutes  situées  du  même 
côté  de  la  droite  OA  qui  joint  le  centre  des  momens 
au  point  d’application  des  forces,  de  sorte  qu’on  peut 
embrasser  les  deux  parties  de  la  proposition  par  une 
seule , en  donnant  des  signes  différons  aux  perpendi- 
culaires, suivant  qu’elles  sont  à la  droite  ou  à la  gaucho 
de  la  droite  OA.  D’après  celte  convention  , la  perpen- 
diculaire Op'  =p'  qui  est  positive , par  exemple,  dans 
la  fig.  17,  sera  négative  dans  les  figures  18  et  19  ou  vice 
versé.  L’énoncé  du  théorème  devient  alors  simple- 
ment : 
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Le  moment  de  la  résultante  de  deux  forces , par  rap- 
port à un  point  quelconque  pris  dans  leur  plan,  est  égal 
à la  somme  des  mumens  de  ces  deux  forces. 

3.  Il  faudra,  dans  les  diverses  applications  de  ce 
théorème,  affecter  du  signe  -}-  ou  du  signe  — , à vo- 
lonté, les  perpendiculaires  situées  d’un  même  côté  de 
la  droite  qui  joint  le  centre  des  momens  au  point  d’ap- 
plication des  forces,  et  donner  un  signe  contraire  à celles 
qui  sont  situées  de  l'autre  côté. 

4-  On  donne  ordinairement  au  théorème  en  question 
un  autre  énoncé  qui  dispense  de  considérer  les  signes 
des  perpendiculaires.  Voici  le  fait  : si  l’on  suppose  que 
le  point  O soit  fixe  et  que  les  perpendiculaires  Op , Or, 
Ojp*  soient  des  droites  inflexibles,  on  peut  imaginer  que 
les  forces  P,  R,  P'  agissent  aux  extrémités  de  ces  droites, 
et  comme  alors  elles  ne  peuvent  produire  qu’un  mouve- 
ment de  rotation  autour  du  point  O,  on  voit  que,  lorsque 
le  point  O est  dans  l’intérieur  de  l’angle  P AP'  ou  de  son 
oppose  au  sommet  (fig.  18  et  19),  la  force  P et  la  résul- 
tante R tendent  à faire  tourner  leurs  points  d’applica- 
tion p et  r dans  un  sens,  et  que  l’autre  force  P'  tend  A 
faire  tourner  le  sien,  p',  dans  un  sens  opposé;  tandis 
que  lorsque  le  point  O est  hors  de  ces  angles  (fig.  17), 
les  trois  forces  P,  P',  R'  tendent  A faire  tourner  leurs 
points  d’application  dans  le  même  sens.  Observant  que, 
dans  le  premier  cas , la  résultante  H agit  dans  le  même 
sens  que  la  puissance  dont  le  moment  est  le  plus  grand, 
on  a l’énoncé  général  suivant  : 

Le  moment  de  la  résultante  de  deux  forces  est  égal  à la 
somme  ou  à la  différence  des  motnens  de  ces  forces , selon 
qu'elles  tendent  à faire  tourner  leurs  points  d'application 
(supposés  aux  pieds  des  perpendiculaires)  dans  U même 
sens  ou  dans  des  sens  différens. 

On  doit  observer  que  le  mouvement  de  rotation  in- 
troduit dansce  principe  n’est  qu’un  moyen  indirect  pour 
déterminer  les  signes  des  momens. 

5.  Ce  que  nous  venons  de  dire  pour  la  résultante  de 
deux  forces  s’étend  facilement  à la  résultante  d’un 
nombre  quelconque  de  forces  agissant  dans  le  même 
plan.  Soient  P,  P',  P”,  P"',  etc. , des  forces  dirigées 
dans  un  même  plan  et  appliquées  à différens  points 
situés  sur  ce  plan , désignons  par 

Rt  la  résultante  des  deux  forces  p et  P', 

Rj  la  résultante  des  deux  forces  Rt  et  p", 

R^  U résultante  des  deux  forces  R2  et  p'", 
etc etc. 

et  représentons  en  outre  par  p,  p\  p",  p’",  etc.,  f, , r,, 
r„  etc.,  les  perpendiculaires  abaissées  respectivement  du 
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centre  des  momens  sur  les  directions  de  ces  forces.  Nous 
aurons,  en  vertu  du  principe  démontré,  les  équations 

H,r,  = Pp  + Pp, 

R,r,  = R,r,  + Vp", 

R,r,  = R,r,  + V"p", 
etc.  = etc.  ; 

puis,  en  substituant  chaque  valeur  dans  celle  qui  la 
suit, 

v, = p p+ py + py> 

V,  = Pj>  + Pp  + P "p"  + P'P 

etc.  = etc. , 

et , en  général (6) , 

Rr  = Pp  -f-  P 'p'  -f-  P "p"  -{-  etc 

R étant  la  résultante  de  toutes  les  forces  P,  P',  P",  etc. , 
et  r la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  des  momens 
sur  sa  direction.  11  est  bien  entendu  que  dans  l’équa- 
tion (é)  il  faut  donner  le  signe  -f-  aux  momens  des 
forces  qui  tendent  ù faire  tourner  le  système  dans  le 
même  sens  que  la  résultante  R,  et  le  signe  — aux  mo- 
mens de  celles  qui  tendent  à le  faire  tourner  dans  le 
sens  opposé. 

6.  L’équation  (6)  devient.....  (e) 

Pp  + P p'  + P "p"  -f-  etc.  =*=*  0 

dans  le  cas  de  Rr  = 0.  Or,  ce  cas  peut  avoir  lieu  dans 
deux  circonstances  très-différentes,  savoir:  lorsque  R=o, 
c’est-à-dire  lorsque  les  forces  P,  P',  P",  etc. , n’ont 
point  de  résultante  ou  sont  en  équilibre,  et  lorsque 
r = 0 , ce  qui  a lieu  quand  on  prend  le  centre  des 
momens  sur  la  direction  de  la  résultante.  Ainsi , cette 
équation  (c)  n’est  pas  généralement  suffisante  pour  dé- 
terminer les  conditions  d’équilibre  d’un  système  de 
forces  concourantes , et  on  doit  lui  joindre  les  deux 
équations 

P cos  b -f-  P'  cos  et  -f-  P*  cos  u -f-  etc.  = o, 

P sin  « -f-  P'  sin  a 4-  P'  sîn  a -f-  etc.  = o 

(voy.  RÊstLTANTE) , dans  lesquelles  les  angles  a,  a', 

etc. , sont  ceux  que  forment  respectivement  les  forces 
P,  P'  P’ , etc. , avec  l’un  des  axes  rectangulaires  aux- 
quels on  rapporte  les  directions  de  ces  forces. 

On  observera  encore,  pour  tout  ce  qui  eoneerne 
l’équation  (6) . que  s’il  y avait  quelque  force  dont  la 
direction  passât  parle  centre  des  momcie,  son  moment 
serait  nul. 

7.  Le  théorème  général,  dont  l’équation  (6)  n’est  que 
l’expression  algébrique,  ayant  lieu  pour  des  forces  qui 
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font  entre  elles  des  angles  quelconques,  doit  nécessai- 
rement subsister  lorsque  toutes  ces  forces  sont  paral- 
lèles, car  des  droites  parallèles  peuvent  toujours  être 
considérées  comme  concourant  à l'infini.  Nous  ne  nous 
arrêterons  donc  pas  aux  démonstrations  particulières 
qu’on  peut  donner  de  ce  cas. 

8.  Les  propriétés  des  momens,  par  rapport  à un 
point , fournissent  le  moyen  le  plus  simple  de  déter- 
miner les  conditions  d’équilibre  du  /crier,  machine 
d’autant  plus  importante  qu’on  peut  lui  ramener  presque 
toutes  les  autres.  Soit  BAC  (PI.  XVI,  fig.  3)  un  levier 
courbe  aux  extrémités  B et  C duquel  sont  appliquées 
des  forces  P cl  Q,  il  est  évident  que  l’équilibre  ne  peut 
avoir  lieu  entre  ces  forces  qu’autant  qu’elles  agissent  dans 
le  même  plan,  et  que  leur  résultante,  passant  sur  le  point 
d'appui  A,  se  trouvodétruile parla  résistance  de  ce  point. 
Or,  prenant  le  point  d'appui  pour  centre  des  momens  et 
menant  les  perpendiculaires  A p et  A q sur  les  directions 
des  forces  P et  Q,  le  moment  de  la  résultante  est  nul, 
et  l'on  a,  en  vertu  du  théorème précédeut , 

o = Fp  -J-  Qî, 

OU  plutôt 

O = Pp  — Qq, 

puisque  les  forces  P et  Q tendent  à faire  tourner  le  levier 
autour  au  point  À dans  des  sens  opposés.  Cette  égalité 
fournit  la  proportion 

P : Q = g:p, 

c’est-à-dire  que,  clans  le  cas  d’équilibre,  ta  puissance 
et  la  ré  ii#  ta  net  tont  en  raison  inverse  des  perpendiculaires 
^baissées  du  point  d appui  sur  leurs  directions. 

0-  Si  le  levier  est  droit  (fig.  îo)  et  les  forces  P et  Q 
parallèles,  les  perpendiculaires  A p et  Kq  sont  entre 
elles  comme  les  longueurs  AB  et  AC  de9  bras  du  levier, 
et  l'on  a 

P : Q = AC  : AB; 

d’où  l’on  conclut  que  le  rapport  des  forces  est  l’inverse 
de  celui  des  bras  auxquels  elles  sont  respectivement  ap- 
pliquées. 

1 o.  Ces  conditions  d'équilibre  n'ont  lieu  qu’en  sup- 
posant le  levier  une  ligne  inflexible  sans  pesanteur.  Si 
l’on  veut  avoir  celles  qui  conviennent  à un  levier  phy- 
sique, il  faut  considérer  son  poids  comme  une  troisième 
force  agissant  à son  centre  de  gravité.  En  général,  quel 
que  soit  le  nombre  des  forces  P,  P',  Pr,  etc. , Q , Q', 
Q',  etc. , appliquées  à un  levier  et  agissant  dans  son 
plan  ,*  il  faudra , pour  l’équilibre  , que  ces  forces  aient 
uoe  rèsisluucc  unique  qui  vieune  passer  par  le  point 


d’appui  ; de  sorte  qu'en  prenant  toujours  ce  point  pour 
centre  des  momens,  on  aura  l’équation  d’équilibre 

o = Pp  -j-  P 'p'  -f-  P 'p*  -j-  etc. , — Qq — Q'  q — QY — etc. 

P,  P',  P’,  etc. , désignant  les  forces  qui  tendent  à faire 
tourner  le  levier  dans  un  certain  sens , Q , Q Q',  etc. , 
celles  qui  tendent  à lu  faire  tourner  dans  le  sens  opposé, 
et  p,  p , p\  etc.  , q.  q , q' , etc. , les  perpendiculaires 
respectives  abaissées  du  point  d’appui  sur  les  directions 
des  forces. 

5 II.  Des  momens  par  rapport  à un  plan.  Le  moment 
d’une  force  par  rapport  ù un  plan  diffère  essentielle- 
ment de  son  moment  par  rapport  ù un  point  ; ce  dernier 
dépend , comme  nous  venons  de  le  voir,  de  la  direction 
de  la  force,  et  se  trouve  indépendant  de  son  point  d’ap- 
plication, tandis  que  le  premier  est  indépendant  de  la 
direction  et  dépend  du  point  d’application  : c’est  le 
produit  de  la  force  par  la  perjtendiculaire  abaissée  de  son 
point  d application  sur  un  plan  quelconque. 

il.  Soit  AP  (PI.  XVI,  fig.  9),  la  direction  d’une 
force  appliquée  à un  point  A , MN  un  plan  dirigé  d’une 
manière  quelconque  dans  l’espace  ; si  l’on  abaisse  du 
point  A sur  le  plan  MN  la  perpendiculaire  AB  = p,  et 
qu’on  représente  lu  grandeur  de  la  force  par  P,  le  pro- 
duit Pp  sera  le  moment  de  la  force  P par  rapport  au 
plan  MN. 

La  propriété  principale  de  cette  espèce  de  momens 
est  énoncée  dan?  ce  théorème  : 

Le  moment  de  la  résultante  d un  nombre  quelconque  de 
forces  parallèles,  par  rapport  d un  plan  choisi  arbitrai- 
rement , est  égal  d la  somme  des  momens  de  ces  forces  par 
rapport  au  même  plan. 

Considérons  d’abord  deux  forces  (PL  XVI,  fig.  11) 
P = AP,  P"  = BP'  appliquées  aux  points  A et  B ; leur 
résultante  11  = CH  sera  égale  ù leur  somme  P -|-  P', 
et  l’on  déterminera  sou  point  d’application  C (voy.  UA- 
scltaktk),  par  la  proportion (d) 

H î P'  ss=  AB  : AC. 

Des  trois  points  d’application  A,  B,  C,  abaissons  sur 
un  plan  quelconque  YOX  les  perpendiculaires  Art  = Z , 
B b =z\  C c'=s,,  et  menons  la  droite  Am  parallèle  à ab9 
nous  aurons,  d’après  les  propriétés  des  parallèles...  (el 

AB  : AC  = Bm  : Cn, 

et  nous  pourrons  conclure  des  deux  proportions  (d) 

<=»  M (f) 

n X Cn  = y x Bm , 

mais  Sa  ~ ne  = i ni;  ainsi  le  produit  R X ne  ou 
(P  -f-  P')  ne  est  la  même  chose  que (j) 

n X ne  — P X A»  + P'  X mb. 
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Ajoutant  les  deux  égalités  ( f)  et  (jj)  , il  viendra 

RX(Cn  + w)  = PX  Àfl+P'X  (Bm-f-mA), 

ou (A) 

Rzt  = P s+  P Y. 

Or,  les  produits  Rzf,  Pz,  Pc',  sont  les  momens  respec- 
tifs des  forces  R,  P,  P'  par  rapport  au  plan  YOX, 
donc,  etc. 

1 a.  Si  les  forces  P et  P'  n’étaient  pas  dirigées  dans 
le  même  sens,  ou  si  les  points  d'application  A,  B,  C 
n’étaient  pas  situés  tous  trois  d’un  même  côté  du  plan 
YOX,  l’cqualion  (A)  aurait  toujours  lieu;  il  faudrait 
seulement  affecter  de  signes  opposés  celles  des  quan- 
tités P,  P',  R et  z, , »,  s dont  les  directions  se  trouve- 
raient opposées.  Ainsi,  les  mumens  que  nous  considé- 
rons peuvent  être  positifs  ou  négatifs  ; positifs  lorsque 
la  force  et  la  perpendiculaire  sont  de  même  signe;  né- 
gatifs lorsqu’elles  sont  de  signes  différons. 

13.  En  procédant  comme;  nous  l’avons  fait  ci-des- 

sus (5),  il  est  facile  de  voir  qu'on  peut  étendre  l’équation 
(A)  à un  nombre  quelconque  de  forces  parallèles  P,  P', 
Pr,  etc.,  et  qu’en  désignant  toujours  par  R la  résultante 
générale,  et  par  r,  la  perpendiculaire  abaissée  de  son 
point  d'application,  on  a (t) 

Rr,  = P* +PY  + PY  4-  P "Y"  -j-  etc. 

Si  l’on  prenait  de  la  même  manière  les  momens  des 
forces  P,  P',  P',  etc.,  par  rapport  aux  plans  ZüX, 
ZOY  coordonnés  rcctaugulaircment  avec  le  premier 
plan  YOX,  il  est  évident  qu’on  aurait  encore....  (») 

#Ry4  = vy  -j-  py + py  4*  clc*  » 

Rx,  = Par  4“  P'*  4"  P + etc* 

Les  trois  équations  (t)  déterminent  le  point  d’appli- 
cation de  la  résultante,  on,  ce  qui  est  la  même  chose, 
le  centre  des  forces  parallèles,  d’une  manière  très-simple; 
car,  en  observant  que 

R = P 4-  P'  4-  P'  4-  etc. , 

on  obtient,  pour  les  valeurs  des  trois  coordonnées  s,, 
yt , xt  de  ce  centre , les  expressions 

_ Px4-PV4-PV-^-etc. 

*•  — P^j-P'  + P'  +etc. 

Py  4-  py + py  4"  c*c‘ 

y*  — p p'  4-  r 4- etc. 

- P*4-P,*?,+  PV4~ctc< 

** 8=3  p -j- pf  4- P'  4-etc* 

14.  Si  l’un  des  plans  coordonnés,  celui  des  yx,  par 


MOM  31 1 

exemple,  passait  parle  centre  des  forces  parallèles,  le 
moment  de  la  résultante  Rz,  deviendrait  nul , A cause 
de  st  ss=  o , et  l’on  aurait  pour  la  somme  des  momens , 
par  rapport  à ce  plan,  l’équation (A) 

Pr  4"  P - 4"  P ~*  4*  elc>  88  °« 

i5.  Ce  qui  précède  suffit  pour  trouver  les  conditions 
générales  de  l’équilibre  d’un  système  de  forces  paral- 
lèles P,  P',  P',  etc.,  appliquées  à des  points  situés 
d’une  manière  quelconque  dans  l’espace,  et  liés  entre 
eux  d’une  manière  inébranlable.  En  effet , pour  qu’un 
tel  système  soit  c.n  équilibre,  il  faut  qu’une  quelconque 
des  forces  soit  égale  et  directement  opposée  à la  résul- 
tante de  toutes  les  autres  ; ainsi  faisant 

R'  = P' -f  P" 4- P"  etc., 

on  a pour  première  condition 

p + R'  = o, 

ou 

(1)....  P 4-  P'  4-  P"  4-  etc.  = o; 

et  il  s’agit  d’exprimer  que  les  deux  forces  P et  R'  sont 
directement  opposées.  Or,  désignant  par  a,  p,  y les 
coordonnées  du  point  d’application  de  la  force  R',  ou  du 
centre  des  forces  parallèles  P‘,  P",  P'",  etc.,  on  doit 
avoir,  en  vertu  des  équations  (t) (A) 

R'et  = Par'  4~  P*#* 4”  t 
R']3  «s  P 'y'  4-  Py*  -f-  etc. , 

R'y  — P Y 4-  PY  4-  etc.  ; 

mais  le  point  d’application  de  la  force  R'  doit  se  trouve! 
sur  la  direction  de  la  force  P;  car  sans  cela  ces  deux 
forces  ne  pourraient  être  directement  opposées;  de 
sorte  que  si  l’on  prend,  pour  simplifier,  le  plan  des 
gey  perpendiculaire  à celto  direction,  les  coordonnés 
z et  y seront  sur  une  même  droite  perpendiculaire  au 
plan  xy,  et  P on  aura  de  plus 

a = x,  = y. 

Substituant  donc  x à « , y à et  — PAR'  dans  les 
deux  premières  des  équations  (A)  , on  obtiendra 

j Px4-PY'  + PY4-ctc.  = 0, 

(a'**’*(  Py  Py'  4-Py  4“ etc.  s o, 

équations  qui,  jointes  à l’équation  (1),  renferment 
toutes  les  conditions  de  l’équilibre  d’un  système  de 
forces  parallèles.  Ces  deux  dernière*  signifient  que  la 
tomme  des  momens  des  forces  P,  P . P',  etc.,  est  nulle  par 
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rapport  aux  plans  dis  xz  et  des  yt,  qui  sont  parallèles  à 
leur  direction 

Ainsi,  pour  qu'un  système  de  forces  parallèles  soit 
en  équilibre , il  est  nécessaire  et  il  suffit  : 

i*  Que  la  somme  de  ces  forces  soit  égale  d zéro; 

a*  Que  la  somme  de  leurs  moment  soit  nulle , par  rap- 
port à deux  plans  parallèles  à leur  direction. 

16.  Un  système  de  forces  dirigées  d’une  manière 
quelconque  dans  l’espace  pouvant  toujours  être  décom- 
posé en  deux  systèmes,  dont  l’un  ne  renferme  que  des 
forces  parallèles,  et  l’autre  des  forces  dirigées  dans  un 
même  plan,  scs  conditions  d’équilibre  dépendent  des 
deux  espèces  de  momens  dont  nous  venons  d’exposer 
les  principes  fondamentaux.  Yoy.  Résultante  pour  tout 
ce  qui  concerne  la  composition  et  la  décomposition  des 
forces. 

MOMENT  D’ACTIVITÉ , voy.  Quantité  d’actiox. 

MOMENT  D’INERTIE.  ( Dynamique.  ) On  donne  ce 
nom  i\  la  somme  des  produits  de  tous  les  élémens  maté- 
riels d’un  corps,  par  les  carrés  de  leurs  distances  res- 
pectives à l’axe  de  rotation  de  ce  corps;  c’est  l'intégrale 
de  l’expression 


dans  laquelle  dm  désigne  l’élément  de  la  masse  du 
corps,  et  r sa  distance  à l’axe  fixe  de  rotation. 

Nous  nous  bornerons  ici  à indiquer  les  moyens  d’ob- 
tenir les  valeurs  numériques  de  ces  momens  qu’on  est 
conduit  à considérer  dans  les  questions  relatives  au 
mouvement  d’un  corps  solide  autour  d’un  axe  fixe 
(coy.  Mouvement)  > et  qui  trouvent  d'importantes  ap- 
plications dans  la  théorie  des  machines. 

l.  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  d’un  solide  homo- 
gène de  révolution  ; le  moment  d’inertie  étant  pris  par 
rapport  à l’axe  même  de  la  figure  génératrice.  Soit 
donc  (fig.  8,  PI.  XVI)  ÀCB  une  courbe  quelconque 
dont  la  révolution  autour  de  la  droite  AB  engendre  le 
solide  dont  il  s’agit  de  déterminer  le  moment  d’inertie 
relatif  à cette  droite.  Imaginons  ce  solide  partagé  en 
une  infinité  de  tranches,  d’une  épaisseur  infiniment 
petite,  par  des  plans  perpendiculaires  à l’axe  AB,  et 
chacune  de  ces  tranches  partagée  en  une  infinité  d’an- 
neaux circulaires  concentriques  d’une  largeur  infini- 
ment petite;  soit  abm  la  section  d’un  de  ces  anneaux, 
o son  centre , om  son  rayon  intérieur,  et  om  son  rayon 
extérieur.  Nommons  r le  rayon  om,  dr  la  largeur  mm 
de  l’anneau , et  prenant  A pour  l’origine  des  abscisses 
comptées  sur  l’axe  AB,  faisons  Àoi=ic;  dx  sera  l’épais- 
seur de  l’anneau. 


MOM 

Il  est  visible  que  l’anneau  en  question  est  la  différence 
de  deux  cylindres  qui  ont  pour  hauteur  commune  dx , 
pour  rayons  respectifs  r et  r-J-  dr , et  dont  les  volumes 
sont  conséquemment  r.r'dx,  le  volume 

de  l’anneau  sera  donc  représenté  par 

ir  (r  -f-  dr)  *dx  — itr'dx, 
ce  qui  se  réduit  d 

a 7v  r drdx , 

en  développant  le  carré  et  en  négligeant  le  terme  ir dr%dx 
infiniment  petit  du  troisième  ordre.  Si  nous  désignons 
maintenant  par  p la  densité  du  corps,  la  masse  de  l’an- 
neau sera  inprdrdx,  et  comme  tousses  poiuts  sont  à 
des  distances  de  l’axe  AB  qu’on  peut  considérer  comme 
égales  ù r,  puisque  la  distance  des  plus  éloignés  ne 
diffère  de  r que  de  la  quantité  infiniment  petite  dr,  le 
produit 

2ivprdrdx  X r1  ou  2wprldrdx 

sera  le  moment  d’inertie  de  l’anneau. 

L’intégrale  de  cette  quantité  prise,  par  rapport  à r, 
entre  les  limites  r = o cl  r = oC,  donnera  le  moment 
d’inertie  d’une  tranche  élémentaire  du  solide,  ou  la 
somme  des  momens  d’inertie  de  tous  les  anneaux  dont 
cette  tranche  est  composée.  Celle  intégrale  est,  en  dé- 
signant oC  par  y, 

2: rpr'drdx  = ^ tt pÿdx. 

Mais  le  moment  d’inertie  du  solide  est  égal  à la  somme 
des  momens  d’inertie  de  toutes  ses  tranches*  élémen- 
taires, donc  intégrant  cette  dernière  quantité  par  rap- 
port à x,  et  entre  les  limites  x — ot  æ = AB,  on 
obtiendra  définitivement  l’expression  de  ce  moment. 

La  question  se  réduit  donc  à tirer  la  valeur  de  y en 
fonction  de  a;,  de  l'équation  de  la  courbo  génératrice, 
et,  après  l’avoir  substituée  dans  la  formule 

(0 r-rfix, 

ù intégrer  celle  formule  depuis  x = o jusqu’il  x = AB. 

2.  Soit,  pour  premier  exemple  , la  génératrice  une 
simple  droite  CD  (fig.  5)  tournant  autour  de  l’axe  MN 
mené  dans  son  plan,  son  équation  sera  de  la  forme 

y s=  ax  b. 

Prenons  le  point  A pour  origine,  et  AB  pour  axe  des 
abscisses,  nous  aurons 

b = AC , a = lang  BSD  ; 
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et  substituant  la  valeur  de  y dans  (i),  le  moment 
d'inertie  demandé  sera 

5 "P-  J {ax-^bydx; 

désignant  AB  par  A,  et  intégrant  entre  les  limites  £==0, 
x = hy  nous  obtiendrons , pour  le  moment  d’inertie  du 
cône  tronqué  CBD,  engendré  par  la  révolution  du  tra- 
pèie  ABDC  autour  de  la  droite  AB (a), 

To  11  j („*+*)._».,  | 

3.  Lorsque  la  droite  CD  est  parallèle  à l'axe,  on  a 
a = o et  le  cône  devient  un  cylindre.  Le  moment 
d’inertie  d’un  cylindre  par  rapport  à Bon  axe  est 
donc....  (A) 

; 

h étant  la  hauteur  du  cylindre,  et  b le  rayon  de  sa 
base  ; si  l’on  décompose  cette  quantité  en  trois  facteurs 

~bl,  p et  nkb*,  et  qu’on  observe  que  p X nhb*  est 

le  produit  de  la  densité  p par  le  volume  i rhb*,  on  en 
pourra  conclure  que  U moment  d'inertie  d'un  cylindre 
tournant  autour  de  ton  axe  propre , est  égal  d la  moitié 
du  produit  de  ta  motte  par  le  carré  de  ton  rayon. 

4*  On  peut  tirer  de  l’expression  (6)  la  valeur  do 
moment  d'inertie  d’un  anneau  cylindrique , par  rapport 
à son  axe,  en  observant  que  ce  moment  doit  être  la 
différence  de  ceux  des  deux  cylindres  qui  auraient  res^ 
pectivcmcnt  pour  rayons  le  plus  grand  et  le  plus  petit 
rayon  de  l'anneau.  Si  Am  = r (fig.  6,  pl.  XVI)  est 
le  plus  grand  rayon,  et  Am'  = r'  le  plus  petit,  le  mo- 
ment d’inertie  de  l’anneau  cylindrique  mpt  sera  donc 

h exprimant  la  hauteur  mp. 

Désignons  par  R le  rayon  moyen  = —1,  ef  par  ê 

l’épaisseur  mm'  = r — r1  de  l’anneau,  cette  expressiow 
deviendra 

f*( r'-r")  X (r*+£). 

ce  qui  signifie  que  U moment  d'inertie  fai»'  anneau  éf  . 
lindrique  tournant  autour  de  ton  axe  propre,  et t éjt  l 
au  produit  de  sa  masse  par  la  somme  du  carré  du  ray.  » 
moyen  et  du  carré  de  la  moitié  de  t épaisseur  de  Hess  t- 
neau. 

Supposons,  pou  second  exemple  d'opplicaSw  a, 
To»,  ni. 
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que  la  courbe  génératrice  ACB  (fig.  8,  Pl.  XVI)  soit  une 
demi-circonférence  de  cercle,  son  équation  rapportée 
aux  axes  A-r , Ay  sera  (roy.  Arrucanox,  tome  I) 

y*  = %ax  — x1 

ad  désignant  le  diamètre  AB.  Cette  équation  fournit 
y*  = 4a1*1  — \ax'  + **  ; 

et,  substituantdans  l’expressionfi),  la  formule  il  intégrer 
devient  . 

i (4a1**— 4tw*+tr‘)  dx, 

dont  l’intégrale  est 

i As"**  , , 

-ae[-^--ax  +-5^ 

Tel  est  le  moment)  d’inertie  de  la  portion  de  sphère 
engendrée  par  le  secteur  A»C  ; pour  aroir  celui  de  U 
sphère  entière,  il  faut  prendre  x = M,  et  l’on  ob- 
tient ' 

8 . 

Ts"pa  ’ 

observant  que  exprime  la  masse  de  la  sphère, 

on  en  conclut  que  le  moment  d'inertie  de  la  sphère  par 
rapport  d un  axe  passant  par  son  centre,  est  égal  ou 
produit  de  ta  masse  par  la  deux  cinquièmes  du  carré  de 
ton  rayon. 

5.  Lorsque  le  solide  dont  on  cherche  le  moment 
d’inertie  n’est  point  un  solide  de  révolution,  la  valeur 
de  ce  moment  ne  peut  être  déterminée  que  par  une 
triple  intégration.  C’est  ce  que  nous  allons  éclaircir 
par  un  exemple. 

SoitBE(Pl-  XVI,  fig.  1»)  un  paraUélipipède  rectangle 
et  composé  d’une  matière  homogène,  le  solide  dont  il 
s’agit  de  déterminer  le  moment  d’inertie  par  rapport  à 
une  de  ses  arêtes  AB,  par  exemple,  prise  pour  axe.  Som- 
mons o,  b,  c les  trois  arêtes  AC,  AD,  AB  de  ce  solide,  et 
supposons  le  partage  en  une  infinité  de  parties  élémen- 
taires par  des  plans  perpendiculaires  à chacune  des 
arêtes;  prenons  AB  pour  axes  des*,  AD  pour  axe  des 
y,  et  AC  pour  axe  des  X.  Chaque  partie  élémentaire 
m’,  correspondante  aux  coordonnées  * , y,  -,  sera  un 
petit  paraUélipipède  rectangle  ayant  pour  arêtes  dx , dy, 
di;  sonvolume  sera  exprimé  par  dxdydz,el  sa  masse  par 

pixdyd:-, 

p désignant  U densité. 
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La  distance  A p de  cet  élément  à l’axe  des  Z est  égale 
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les  mêmes  considérations  que  ci-dessus,  nous  trouve- 
rons pour  l’expression  du  moment  d'inertie, 

JTJ>  + y')dxdydz; 


ainsi , son  moment  d’inertie  a pour  expression 
p (xa4-y*)d.rdydr, 

et  l’expression  du  moment  d'inertie  du  solide  est 

00 JJ/ê^  + V)  dxiydz; 

le  triple  signe  J indiquant  qu'il  faut  intégrer  successive- 
ment par  rapport  ù chacune  des  variables,  en  consi- 
dérant A chaque  opération  les  deux  autres  comme  con- 
stantes. 

Pour  que  l'intégrale  embrasse  tous  les  élcmcns  du 
pàrallélipipède  BK , fl  faut  intégrer  d’abord  par  rapport 
à X,  entre  les  limites  x = o,  * = AB£=>c;  puis,  par 
rapport  ii  y , entre  les  limites  y es  © , y = AD  = b,  et 
enfin  par  rapport  à x , entre  les  limites  x = o , x *=  AC 
= a. 

La  première  intégration  donne 


mais  il  est  évident,  ici,  que  la  première  intégration, 
par  rapport  à x,  doit  s'effectuer  entre  les  limites  x — o, 
X=c;  la  seconde,  par  rapport  à y,  entre  les  limites 

y — On  = - 6,  y = — On'«=  — ^ b;  et  la  troisième, 
par  rapport  à x , entre  les  limites  x = Om'  sa  - a, 

® = — - Om  c=  — - - a.  Effectuant  les  opérations,  la 
première  iulégration  donne 

-?)dxdy, 

on  obtient  par  la  seconde 

et  par  la  troisième, 

^ pabc  (a1  + 6»). 


PeJ*J  i^+^dxdy, 

U seconde 


et  la  troisième 


expression  qu’on  peut  mettre  sous  la  fueme 


[.abc 

"T 


(b!+4>)  ; 


mais  abc  est  le  volume  du  parallolipi|ièdc , ri  ça bcc  sa 
masse  ; donc , le  moment  d' inertie  d’an  parallélépipède 
rectangle , par  rapport  d lune  de  tes  arêtes , et t égal  au 
tien  du  produit  de  sa  mastt  par  la  somme  des  e arrêt  du 
deux  autres  arêtes. 

6.,  Cherchons  encore  le  moment  d’inertie  du  même 
parailélipipède  par  rapport  ù un  axe  OZ  passant  par  le 
centre  des  deux  faces  opposées  BE,  DC  (fig.  i3).  Choi- 
sissant cet  axe,  qui  est  égal  et  parallèle  à l’arête  AB, 
pour  axe  des  z,  nous  prendrons  les  axes  des  y et  des 
a;  respectivement  parallèles  aux  arêtes  AD  et  AC , et  par 


Ainsi,  le  moment  d’inertie  d'un  parallélipipède  rectangle 
tournant  autour  d’un  axe  qui  patse  par  les  centres  de 
deux  (aces  oppotiet  et  qui  eet,  par  conséquent , parallèle  à 
l’une  de  ses  dimensions,  ttl  égal  au  douzième  du  produit 
de  ta  masse  par  la  somme  des  carrés  des  deux  autres  di- 
mensions. 

g.  Les  momens  d’inertie  de  tous  les  solides  par  rap- 
port à des  axes  quelconques  sont  exprimés  par  l’inté- 
grale triple  (a),;  car  on  peut  concevoir  un  solide, 
quelle  que  soit  sa  forme , comme  composé  d’un  nombre 
infini  de  parallélipipèdcs  rectangles  infiniment  petits  ; la 
seule  diiTiculté  est  donc  de  déterminer  les  limites  entre 
lesquelles  doivent  être  effectuées  les  intégrations,  pour 
que  la  dernière  embrasse  tous  les  points  du  solide, 
ce  qui  n’est  généralemeut  possible  quo  lorsque  la  sur- 
face du  solide  est  susceptible  d’être  représentée  par 
une  équation.  Voici  la  marche  qu’on  doit  suivre  dans 
ce  cas.  . 

Considérons  un  solide  AOCB  (PL  XVI,  fig.  g)  com- 
pris entre  trois  plans  rectangulaires  coordonnés  et  une 
surface  courbe  donnée  par  l’équation (e) 

E (x,  y,  z)  = o. 

Le  moment  d’inerlio  d’un  élément  m de  ce  solide  par 
rapport  à 1 axe  OZ  sera,  d’après  ce  qui  précède....  (d} 

?{■**  + y')  dxdydz-. 
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et  en  intégrant  cette  expression,  par  rapport  à 2,  depuis 
2 = 0 jusqu'à  la  valeur  de  2 donnée  par  l'équation  (c), 
on  aura  le  moment  d'inertie  d’un  parailélipipède  élé- 
mentaire. pq  commençant  au  plan  xy,  et  se  terminant 
à la  surface  courbe.  Si  nous  désignons  parf(x,y)  la 
valeur  de  r tirée  de  (e) , le  résultat  de  la  première 
intégration  sera  de  la  forme 

f(*’ +¥*)/(*>») 

Regardant  x cl  dx  comme  con«tans,  il  est  visible  que 
l'intégrale  de  cette  expression,  par  rapport  à y,  sera  le 
moment  d'une  tranche  élémentaire  rst  parallèle  au  plan 
zy;  mais  pour  que  ccttc  tranche  sc  termine  à la  surface 
courbe , il  faut  prendre  l’intégrale  entre  les  limites 
y = o et  y = Oc;  celte  valeur  Oc  n’est  autre  chose  que 
l'ordonnée  y du  point  f,  dont  l’abscisse  est  x et  qui 
appartient  à la  section  C<B  de  la  surface  courbe,  par  le 
plan  xy;  on  obtiendra  donc  Oc  en  faisant  2—0  dans 
l’équation  (e) , et  en  la  résolvant  par  rapport  à y.  Le 
moment  d'inertie  de  la  tranche  élémentaire  rst  devien- 
dra en  définitirc 

fX.  dx\ 


yx  désignant  une  fonction  de  la  seule  variable  x.  L’inté- 
grale de  cette  dernière  quantité  , prise  entre  les  limites 
X = o et  x = OB.  sera  la  somme  des  momens  d’inertie 
de  toutes  les  tranches  élémentaires  qui  composent  le 
solide  et  par  conséquent  le  moment  d'inertie  du  solide. 
La  limite  OB  est  la  valeur  de  x donnée  par  l’équa- 
tion (c) , après  y avoir  fait  y =*  o,  2 = o. 

8.  L’ordre  des  intégrations  est  tout-ù-fait  arbitraire  ; 
mais  l’intégrale , par  rapport  à 2,  étant  toujours  la  plus 
simple  ù déterminer,  on  fera  bien  de  commencer  par 
elle,  puis  on  intégrera  par  rapport  à x ou  à y,  suivant 
le  plus  ou  moins  de  facilité  qu’il  en  pourra  résulter 
pour  les  calculs.  Si  l’on  prend  la  seconde  intégrale  par 
rapport  à x,  les  limites  seront  x = 0 et  x = à la  valeur 
qu’on  tire  de  l’équation  (c),  après  y avoir  fait  2 = 0; 
les  limites  de  la  troisième  intégrale  seront  alors  y = 0 
et  y = û la  valeur  fournie  par  (e),  après  avoir  fait  2 = 0, 
a*=o.  L’exemple  suivant  éclaircira  ce  procédé. 

Soit  le  solide  AOCB  un  quart  d'ellipisoïdeù  trois  axes 
rapporté  à ses  demi-diamètres  principaux  OB  = a, 
OC  = 6,  OA  = c,  nous  aurons,  pour  l’équation  de  la 
surface  courbe  (roy.  Céom.  aux  mois  dim.,  n°64)-..  (d), 


£ 4.  £ + r*  = 

#1  -t-  t.  -r  ^ 


prenant  pour  la  limite  supérieure  de  l’intégrale,  par 
rapport  4 Z,  de  l’expression 
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la  valeur  de  z Urée  de  l’équatiou  (d) , savoir  : 

-v[.-S-ï]. 

nous  trouverons,  pour  cette  intégrale, 
ce  qu’on  peut  mettre  sons  la  forme (e). 

pcJT*1,/  [—S-?]  ** 

+*fJV  v/  [«  -$-g!] 

Occupons-nous  d’abord  du  premier  terme  de  celte  der- 
nière expression.  L’intégration  par  rapport  à y devant 
s’effectuer  comme  si  x et  dx  étaient  des  quantités  con- 
stantes, posons,  pour  abréger, 


et  le  premier  terme  de  (e)  deviendra,  abstraction  faite 
des  signes  d’intégration (f) , 

7-dy. 

Faisant,  dans  l’équation  de  la  surface,  2=  0,  d tirant 
la  valeur  de  y*,  U viendra 


Ainsi,  les  limites  de  l'intégrale  par  rapport  à y sont 
y = o,  y = r;  or,  l’intégrale  de  dyl/r — y*,  prise 
entre  ces  limites , est  égale  au  quart  de  l'aire  du  cercle 
dont  le  rayon  est  r (coy.  QciDaucaE,  L II,  p.  393), 
donc 

- désignant  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre. 
Remettant  pour  r1  » valeur,  cette  intégrale  devient 

(o1**  — Z*)  dx  ; 

quantité  qui  étant , 4 son  tour,  intégrée  par  rapport  4 X, 
entre  les  limites  x = o,  z = o,  donne (î) 

Yg  p tfd’s  i 
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telle  est,  conséquemment,  la  râleur  du  premier  membre 
de  l'expression  (e) , et  nous  avons 

pe.f.fxV[, 

Observons  maintenant  que  le  second  membre  de  (s)  se- 
rait identique  arec  le  premier  si  l’on  y changeait  y en  a? 
et  6 en  a,  et  qu’il  suffit,  par  conséquent,  d’opérer  ce 
changement  dans  la  râleur  du  premier  membre  pour 
obtenir  immédiatement  celle  du  second,  qui  est  ainsi  : 

J*JVv  [ ,-f-  p]  = 13  f"6’*- 

Ajoutant  ces  deux  râleurs,  nous  obtiendrons  pour  le 
moment  d’inertie  du  quart  d’ellipsoïde  à trois  axes, 
tournant  autour  de  son  demi-diamètre  c ou  de  l’axe  des 
x,  l’expression 

75  afcf*  («’  + &’)• 

On  peut  en  conclure  que  le  moment  d’inertie  de  l’el- 
lipsoïde entier  par  rapport  & l’axe  des  x , est 

£***(«• + f); 

car  les  relations  de  distance  des  molécules  élémentaires 
arec  l'axe  desx  sont  les  mêmes  dans  chaque  quart  de  ce 
aolide.' 

Va  simple  changement  de  lettres  fait  connaître  les 
momens  d’inertie  de  l'ellipsoïde  par  rapport  aux  axes 
des  y et  des  *;  le  premier  est  : 

1 uhepx  («*  + «*), 

et  le  dernier 

^ attpw  (c*  + b1)- 

Obserrant  que  le  rolume  de  ce  solide  est'égal  ~ abc, 

et  qu'ainsi  la  quantité  ^ akep  représente  sa  masse,  les 

râleurs  des  trois  momens  d’inertie  deriendront,  en 
désignant  la  masse  par  H : 

M 

Pir  rapport  à l’aie  des  x . • • -g  (c*  "i“  &*)  > 

Par  rapport  À l’aie  des  y . • . y («*+«*)  > 

M 

ru  rapport  é l ue  Ces  s • ; * -5  («*  + t,)i 
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d'od  l’on  roit  que  le  pins  grand  moment  répond  au 
plus  petit  diamètre  principal  et  réciproquement. 

9.  Si  l’on  fait  a = 6 = c,  l’ellipsoïde  devient  une 
sphère,  et  les  trois  momens  d'inertie  sc  réduisent  à la 
même  quantité 


c’est  ce  que  nous  axions  trouvé  ci-dessus  n*  4» 

10.  Toutes  les  déterminations  précédentes  des  mo- 
mens d'inertie  supposent  que  les  solides  sont  homo- 
gènes, c’est-à-dire  que  toutes  leurs  parties  ont  une 
même  densité;  si  cette  circonstance  n'axait  pas  lieu, 
il  faudrait  chercher  séparément  le  moment  d’inertie  de 
chaque  partie  homogène,  et  la  somme  de  tous  les  mo- 
mens partiels  donnerait  le  moment  d'inertie  total.  Dans 
le  cas  où  la  densité  varierait  d’un  élément  à l’autre, 
on  aurait  une  quatrième  intégration  à effectuer,  pour 
laquelle  il  deviendrait  essentiel  de  connaître  la  loi  que 
suit  la  densité  dans  les  couches  successives  du  solide. 
Considérons,  par  exemple,  un  cylindre  d’une  hau- 
teur h tournant  autour  de  son  axe  propre  ; son  moment 
d’inertie  est , comme  nous  l'avons  trouvé  plus  haut , 
dans  le  cas  d’une  densité  constante  pr 

î «?***• 

Si  la  hauteur  À augmente  d’une  quantité  infiniment 
petite  et  devient  h -f-  dh , l'accroissement  correspondant 

j npb'dh  du  moment  d’inertie , exprimera  le  moment 

d’inertie  d’une  tranche  cylindrique  perpendiculaire  à 
l’axe.  Or,  si  le  cylindre  n’est  point  homogène , mats 
composé  d’une  infinité  de  tranches  homogènes,  la  den- 
sité p sera  fonction  de  la  hauteur  h,  cl  il  faudra,  pour 
obtenir  le  moment  d’inertie  du  cylindre,  intégrer  la 
formule 

rpbAdh 

qui  exprime  le  moment  d’inertie  d’une  tranche  quel- 
conque. D’où  l’on  voit  que  le  moment  d’inertie  d’un 
cylindre  composé  de  tranches  circulaires  homogènes 
est  égal  à 

“ *b'  J pdh  , 

expression  dans  laquelle  p est  une  fonction  de  h.  Dans 
le  cas  où  la  densité  diminuerait  comme  la  hauteur 
augmente,  on  aurait,  en  désignant  par  3 la  densité  de 
la  première  tranche , 

3 
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cl,  par  suite, 

- r.dh  = - nb* 3 Log  h , 

à cause  de 

JÏ-*“ 

l'intégrale  devant  être  prise  depuis  h = o jusqu'à 

h = h. 

il.  Si  le  cylindre,  au  lieu  d'avoir  une  densité  va- 
riable dans  le  sens  de  sa  hauteur  h , était  composé  de 
couches  cylindriques  homogènes,  la  variation  s'effec- 
tuerait dans  le  sens  de  son  rayon  6 , et  par  conséquent  le 
moment  d'inertie  d’une  quelconque  de  ces  couches  se- 
rait la  différentielle  du  moment  d'inertie 

prise  par  rapport  à b , c’est-à-dire 

l*phh'ib; 

de  sorte  que  le  moment  d’inertie  du  cylindre  ù densité 
variable  deviendrait 


Dans  l'hypothèse  d’une  densité,  variant  de  l’axe  à la 
surface  convexe,  en  rapport  inverse  du  rayon  de  la 
couche  cylindrique , on  poserait 

$ 

* “ r 
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de  sorte  que  p étant  une  fonction  de  a,  le  moment 
d’inertie  de  cette  sphère  & densité  variable  est 

Admettons  que  la  densité  décroisse,  du  centre  à la  sur- 
face, proportionnellement  aux  carrés  des  rayons  des 
couches  concentriques,  et  désignons  par  3 la  densité 
au  centre,  nous  aurons,  pour  la  densité  d’une  couche 
quelconque , 


3 


et  par  suite,  pour  le  moment  d'inertie  de  la  sphère, 
|k3  fa’cfa  = ? w3a*. 

3 J 9 

Ces  exemples  nous  paraissent  indiquer  suffisamment  la 
marche  qu’il  faudrait  suivre  pour  tout  autre  solide  et 
pour  toute  autre  loi  des  densités. 

i3.  Lorsque  le  moment  d’inertie  d’un  corps,  par 
rapport  ù un  axe  passant  par  son  centre  de  gravité,  est 
connu,  il  est  facile  d’en  déduire  son  moment  d’inertie 
par  rapport  ù tout  autre  axe  parallèle  au  premier. 

En  effet,  prenons  le  premier  axe  pour  axe  des  X,  le 
centre  de  gravité  pour  origine , et  faisons  x = a , y = 
les  coordonnées  du  point  où  le  nouvel  axe  de  rotation 
coupe  le  plan  des  xy  auquel  il  est  aussi  perpendiculaire. 
Désignons  de  plus  par  a la  distance  des  deux  axes,  par 
r la  distance  d’une  molécule  élémentaire  au  premier  de 
ces  axes,  et  par  r la  distance  de  la  même  molécule  au 
second.  Le  moment  d’inertie  qui  se  rapporte  au  pre- 
mier axe,  et  qui  est  supposé  connu,  sera  et 

sera  celui  quisc  rapporte  au  second  axe.  Or,  nous  avons 

r'»  = (*  — «)*  + (jr  — P)*, 

= Æ’  + y1  — SOZ—  jpy  + «*  + p’. 


p désignant  la  densité  de  l’axe , et  l’on  aurait’,  pour  le 
moment  d’inertie, 

^ *636*  ; 


l’intégrale  étant  prise  entre  les  limites  6=  o,  6 = 6. 

î a.  Soit , encore , une  sphère  composée  de  couches 
homogènes  concentriques.  On  trouvera,  par  des  consi- 
dérations semblables  aux  précédentes,  que  le  moment 
d’inertie  d’une  couche  élémentaire  est  égal  à la  différen- 
tielle de  celui  de  la  sphère  homogène  prise  par  rapport 
au  rayon,  c’est-à-dire  à 

8 

3 npa'da , 


et,  de  plus, 

r»  =a> + y>;  o'=«’  + p>, 


donc 

r*  «=•  r*  + a’  — a«r  — ?/3y. 


Multipliant  tout  par  dm  et  intégrant,  il  vient 

JV’cim  =J*r!dm  + J'o’dm — lajxdm  — a ,3 J ydm. 


Mais  l'axe  de  gravité  étant  sur  l’axe  de  s,  il  en  ré- 
sulte 
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car  a;  et  y désignant  le»  coordonnées  d’un  élément  dm 
de  la  masse  M,  les  momens  (toy.  Momekt,  § II)  de 
cet  élément,  par  rapport  aux  axes  des#  et  des  y,  sont 
respectivement  #dm,  ydm}  et  conséquemment  les  coor- 
données #t  et  y,  du  centre  de  gravité  de  M doivent 
être  déterminées  par  les  équations  : 


(toy.  Oestre  de  gravité,  tom.  I)  ; or, ici,  les  coordon- 
nées#,, y,  sont  nulles,  puisque  le  centre  de  gravité 
est  à l’origine:  donc  j".rdrn=so,  Jydm  = o.  L’inté- 
grité fdm  n’étant  autre  chose  que  la  masse  entière  du 
corps  que  nous  venons  de  désigner  par  M , nous  avons 
donc  définitivement...,,  (A) 

J* r'Jdm  = J* r*dm  -f-  fl’M , 

c'est-à-dire  que  le  moment  d'inertie  rapporté  au  noucel 
axe  est  égal  au  moment  d’inertie  rapporté  au  premier , 
plus  le  produit  de  la  masse  du  corps  par  le  carré  de  la 
distance  du  centre  de  gravité  au  nouvel  axe. 

14.  On  a adopté  la  notation  A*  pour  représenter  le 
rapport  du  moment  d’inertie  JY1  dm  à la  musse  M du 
mobile;  ce  qui  donne  à l’expression  (h)  la  forme 

= M(A*-|-a5). 

Il  devient  ainsi  visible  1”  que  le  moment  d’inertie 
rapporté  à un  axe  quelconque,  passant  par  le  centre  de 
gravité,  est  toujours  plus  petit  que  celui  qui  sc  rap- 
porte à tout  autre  axe  parallèle  au  premier;  a“  que  les 
momens  d’inertie,  pris  par  rapport  à des  axes  paral- 
lèles entre  eux  et  également  distans  du  centre  de  gra- 
vité sont  égaux , et  3*  enfin  que  la  valeur  de  ces  momens 
augmente  aveç  la  distance  des  axes  au  centre  de  gravité 
du  corps. 

Nous  devons  renvoyer,  pour  les  détails  ultérieurs, 
au  Traité  de  mécanique  deBt,  Poisson. 

MOMENTUM.  Foy.  Qiaxtité  de  motvexent. 

MOTEUR.  ( Méc .)  On  donne  ce  nom  à tout  agent 
capable  d’imprimer  le  muuvcmeut  à un  corps  inerte  ou 
à une  machine. 

Nous  avons  déjà  établi  (roy.  Cdeval)  , qu’en  nom- 
’mant  P l’effort  exercé  par  uu  moteur  à son  point  d’ap- 
plication, et  V l'espace  que  ce  point  parcourt  dans  le 
sens  de  l’effort  et  dans  l’unité  de  temps,  le  produit  PV 
représente  la  quantité  d’action  fournie  par  le  moteur, 
quelle  que  soit  d’ailleurs  sa  nature.  Or,  le  travail  effec- 
tué par  une  machine  étant  toujours  relatif  à la  quantité 
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d’action  fournie  par  le  moteur  et  augmentant  avec  clic, 
le  problème  le  plus  intéressant  qui  sc  présente,  lors- 
qu’un moteur  est  donné,  c’cst  d’en  obtenir  la  plus 
grande  quantité  d’action  possible  ; mais  comme  on  ne 
peut  jamais  augmenter  un  des  facteurs  du  produit  PV 
sans  diminuer  l’autre , il  s’agit  de  déterminer  les  va- 
leurs respectives  de  P et  de  V de  manière  à rendre  PV 
un  maximum.  Voici  les  considérations  théoriques  sur 
lesquelles  on  fonde  cette  détermination. 

Lorsque  la  vitesse  est  nulle,  c’est-à-dire  lorsque 
l’effort  P s’exerce  sur  un  obstacle  inébranlable,  sa  pres- 
sion est  évidemment  la  plus  grande  possible  ; mais  il 
n’y  a point  de  quantité  d’action  produite,  car  alors 
PV  = o.  Si  l’obstacle  acquiert  un  mouvement,  la  pres- 
sion diminue  d'autant  plus  que  la  vitesse  augmente;  de 
sorte  qu’elle  serait  nulle  si  l’obstacle  pouvait  se  mou- 
voir aussi  vite  que  le  moteur;  dans  ce  dernier  cas,  on 
aurait  encore  PV  = o. 

Entre  ces  deux  extrêmes  doit  sc  trouver  nécessaire- 
ment une  certaine  vitesse  qui  rend  le  produit  de  la 
prc>sion  et  de  la  vitesse  le  plus  grand  possible  : c’cst  ce 
degré  de  vitesse  qu’il  importe  de  connaître. 

Soit  P’  la  pression  qu’un  moteur  peut  exercer  contre 
un  obstacle  inébranlable , V*  la  vitesse  qui  rend  la  pres- 
sion nulle,  V une  vitesse  intermédiaire,  et  P la  pres- 
sion correspondante  à cette  vitesse;  on  suppose  qu’il 
existe  toujours  entre  ces  quantités,  du  moins  pour  les 
moteurs  animés,  la  proportion 

P'  : P = V * : (Y*— V)*, 

d'où  .....  (a) 

rv=p(|— t)’v- 

Pour  obtenir  la  valeur  de  V,  qui  rend  cette  quantité 
un  maximum,  il  faut  égaler  à xéro  sa  différentielle 
prise  par  rapport  à V,  ce  qui  donne 


/.  vy 

»v  / 

v\ 

V r) 

ÿ\ 

•-v) 

équation  dont  on  tire 

v = *r. 

o 

« 

Substituant  ccttc  valeur  dans  (a) , on  obtient 


Ainsi,  d après  cette  théorie,  le  maximum  de  quan- 
tité d action  aurait  lieu  lorsque  la  pression  du  moteur 
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est  les  - de  la  plu»  grande  pression  dont  il  est  sus- 
ceptible sans  prendre  de  vitesse,  et  sa  vitesse  les  ^ 

de  la  plus  grande  vitesse  qu’il  peut  prendre  sans  pro- 
duire de  pression.  La  quantité  d’action  maximum  se- 
rait donc  égale  aux  ^ du  produit  de  la  plus  graude 

pression  par  la  plus  grande  vitesse;  car  les  valeurs 
précédentes  donnent 

pv  =t  A p v'. 

*7 

L’expérience  a démontré  que  ce  résultat  ne  peut  être 
applique  sans  restriction  à toutes  les  espèces  de  mo- 
teurs, et  ce  n’est  encore  que  par  de»  observations  im- 
médiates qu’on  peut  déterminer  approximativement 
les  valeurs  les  plus  convenables  des  quantités  P et  V 
pour  chaque  moteur  en  particulier. 

Les  moteurs  que  l’on  emploie  communément  pour 
mettre  les  machines  en  mouvement  sont  : les  moteurs 
animes  (voy.  Homme  et  Cheval)  , l’eau , le  vent,  la  force 
expansive  des  fluides  élastiques,  les  poids  et  les  ressorts 
(voy.  ces  divers  mots);  les  effets  qu’ils  produisent 
peuvent  toujours  être  comparés  à des  poids  élevés  à une 
certaine  hauteur  ( roy.  Forces  mob  vantes).  On  a signalé 
tout  récemment  diverses  tentatives  faites  en  Angleterre 
et  aux  États-Unis,  pour  tirer  parti  de  la  force  motrice 
des  aimans  artificiels  traversés  par  de»  coinrans  électri- 
ques. Si  les  espérances  que  font  concevoir  ces  essais  sc 
réalisent,  l’industrie  sc  trouvera  en  possession  d’un 
nouveau  moteur  d’autant  plus  utile,  que  sou  applica- 
tion paraît  ne  présenter  aucun  des  dangers  qui  accom- 
pagnent celle  de  la  vapeur. 

MOULIN  A VENT.  Voy»  Yent. 

MOUTON.  (Mie.)  Masse  inerte,  qu’un  moteur  élève 
à une  hauteur  déterminée  pour  l'abandonner  ensuite  à 
l’action  de  la  gravité,  qui  lui  fait  acquérir  une  force  de 
percussion  d’autant  plus  grande  que  la  hauteur  de  la 
chute  est  elle-même  plus  grande.  Ou  en  fait  usage 
pour  enfoncer  les  pilots  ou  les  pieux.  Voy.  Sonneite. 

MOUVEMENT  (/fyn.)  Nous  allons  réunir,  dans  cet 
article,  les  lois  principales  du  mouvement  omises  ou 
seulement  indiquées  dans  nos  deux  premiers  volumes. 

i.  Mouvement  rectiligne.  Lorsqu’un  mobile,  que 
nous  considérerons  provisoirement  comme  un  point 
matériel,  se  meut  dans  l’espace,  il  parcourt  une  ligne 
droite  ou  courbe  nomuiéc  sa  trajectoire.  Si  la  trajec- 
toire est  une  ligne  droite,  le  mouvement  est  dit  recti- 
ligne; si  elle  est  une  ligne  courbe , le  mouvement  est 
dit  curviligne. 


Le  mouvement  rectiligne  est  uniforme  ou  eartï,  sui- 
vant que  le  mobile  parcourt  ou  ne  parcourt  pas  des 
portions  égales  de  sa  trajectoire  dans  des  intervalles 
égaux  de  temps. 

a.  On  nomme  vitesse,  dans  le  mouvement  uniforme, 
l’espace  parcouru  par  le  mobile  pendant  un  intervalle 
de  temps  pris  pour  unité. 

5-  L’unité  de  temps  est  entièrement  arbitraire  ; il  est 
seulement  essentiel  d’employer  toujours  la  même  durée 
lorsqu’on  veut  comparer  les  mou  veinons  de  plusieurs 
mobiles.  Comme  on  a adopté  assez  généralement  la 
seconde  sexagésimale  pour  unité,  lorsque  nous  parle- 
rons, dans  ce  qui  va  suivre,  de  la  vitesse  d’un  mobile, 
nous  entendrons  toujours  l’espace  qu’il  parcourt  unifor- 
mément dans  une  seconde  de  temps. 

4*  Si  nous  désignons  par  V la  vitesse  d’uu  mobile, 
c’est-à-dire  l’espace  qu’il  parcourt  dan»  l’unité  de  temps, 
l’espace  parcouru  en  deux  unités  sera  lV;  l’espace  par- 
couru en  trois  unités,  3 V,  et  ainsi  de  suite.  En  général 
l’espace  parcouru  par  le  même  mobile  dans  un  temps  T 
sera  TV,  de  sorte  qu’en  désignaut  par  E ce  dernier 
espace,  nous  aurons  l’équation 

(■) e=tv, 

qui  renferme  toute  la  théorie  du  mouvement  uni- 
forme. 

5.  L'équation  (1)  donne  les  deux  relations  particu- 
lières 

v _ E T _ ? 

V — T.  1 - V’ 

dont  la  première  signifie  que  la  vitesse  est  égale  à l’es- 
pace divisé  par  It  temps , et  la  seconde  que  le  temps  est 
égal  à l'espace  divisé  par  la  vitesse. 

11  est  essentiel  d’observer  que  par  ces  mots  espace , 
temps,  vitesse , il  faut  toujours  entendre  les  nombres 
abstraits  qui  marquent  le  rapport  de  chacune  de  ces 
quantités  avec  runilé.de  son  espèce.  I*ar  exemple,  si 
l'on  demandait  quelle  est  la  vitesse  d’un  mobile  qui 
parcourt  uniformément  120  mètres  en  3o  secondes,  on 
aurait 


et  ce  résultat  4»  rapporté  à l’unité  d’espace  qui  est  ici 
le  mitre,  ferait  connaître  que  la  vitesse  cherchée  est  de 
4 mètres  par  seconde.  De  même , s’il  s’agissait  de  trou- 
ver le  temps  qu’il  faut  à un  mobile,  dont  la  vitesse  est 
de  5 mètres  par  seconde,  pour  parcourir  2000  mètres, 
on  aurait 


2000  . 

r=-i — = 4®o, 
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et  le  résultat  400,  rapporté  à l’unité  de  temps,  appren- 
drait que  le  temps  demandé  est  de  400  secondes,  ou  de 
6 minutes  40  secondes. 

6.  L’équation  (i)  donne  le  moyen  de  résoudre  faci- 
lement tous  les  problèmes  relatifs  au  mouvement  rec- 
tiligne et  uniforme  des  corps.  Nous  nous  contenterons 
de  donner  un  seul  exemple. 

Connaissant  les  vitesses  de  deux  mobile s qui  partent  en 
mime  temps  de  deux  points  diffirens  de  la  même  droite 
qu’ils  parcourent , trouver  le  temps  de  leur  rencontre . 

Soient  A et  B (fig.  4»  pi-  XVI)  les  points  de  dé- 
part , C celui  de  rencontre , «t  V et  V'  les  vitesses  res- 
pectives. Dans  l’intervalle  de  temps  cherché  T,  le 
premier  mobile  ayant  parcouru  l’espace  AC , et  le  se- 
cond l’espace  BC,  on  a,  en  vertu  de  la  loi  (1), 

AC  = VT,  BC  = V'T. 

Exprimons  par  a la  distance  AB  des  deux  mobiles  ù 
l’instant  d’où  l’on  commence  à compter  le  temps  T,  et 
faisons  BC  = m,  ce  qui  donne  AC  = a — m,  et  par 
suite 

a — m = VT,  m = V'T. 

On  tire  de  ces  égalités 

a — VT=VT; 

et , dégageant  T, 

T ® 

V-j-V" 

c’est-ù-dire  que  le  temps  cherché  est  égal  A la  distance 
initiale  divisée  par  la  somme  des  vitesses. 

Si  les  deux  mobiles,  au  lieu  d’aller  à la  rencontre 
l’un  de  l’autre,  se  mouvaient  dans  le  même  sens,  on 
aurait,  en  faisant  toujours  la  distance  initiale  AB  = a 
et  l’espace  parcouru  par  le  second  mobile  Bc  = m, 

A » a -{-  m. 

La  valeur  de  T serait 


valeur  qui  peut  être  positive,  infinie  ou  négative,  sui- 
vant que  V > V',  V = V',  V > V'.  Dans  le  premier 
cas,  les  mobiles  se  rencontreront  en  un  certain  point  C ; 
dans  le  second,  ils  n’ont  pu  et  ne  pourront  jamais  se 
rencontrer  ; et  dans  le  troisième , leur  rencontre  aura 
dû  avoir  lieu  avant  l’instant  oû  leur  distance  était  AB, 
c'est-à-dire  avant  l’instant  à partir  duquel  on  compte  le 
temps  T. 

7.  Le  mouvemeutse  nomme  varié  lorsque  le  mobile, 
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après  avoir  parcouru  un  certain  espace  dans  un  temps 
déterminé,  parcourt  ensuite  dans  un  intervalle  de  temps 
égal  un  espace  plus  grand  ou  plus  petit  ; si  l’espace  est 
plus  grand,  on  dit  que  le  mouvement  est  accéléré;  dans 
le  cas  contraire , on  dit  qu’il  est  retardé. 

Les  variations  du  mouvement  peuvent  s’effectuer  de 
deux  manières,  savoir  : dans  des  intervalles  finis  de 
temps  ou  d’une  manière  discontinue,  et  dans  des  inter- 
valles infiniment  petits  de  temps,  ou  d'une  manière 
continue.  Dans  le  premier  cas,  le  mouvement  est  un 
assemblage  de  mouvemens  uniformes  partiels,  dont  on 
peut  trouver  toutes  les  circonstances  au  moyen  de  la 
loi  (1)  du  mouvement  uniforme;  dans  le  second,  le 
mouvement  est  soumis  à d’autres  lois.  C’est  principa- 
lement au  mouvement  dont  les  variations  sont  conti- 
nuelles que  s’applique  l’épithète  de  varié. 

8.  On  nommeet/esss  d’un  mouvement  varié  à un  cer- 
tain instant , la  vitesse  qu’aurait  le  mobile , si , à par- 
tir de  cet  instant , son  mouvement  devenait  uniforme. 

9.  Lorsque  la  vitesse  croit  ou  décroît  par  degrés 
égaux,  le  mouvement  se  nomme  uniformément  varié; 
il  est  uniformément  accéléré  dans  le  premier  cas,  et  tint- 
formément  retardé  dans  le  second. 

Désignons  par  g l'accroissement  constant  de  vitesse 
qui  a lieu  par  unité  de  temps;  de  manière  que  si,  après 
un  temps  quelconque  t ’,  à partir  de  l’origine  du  mou- 
vement, la  vitesse  du  mobile  était  a,  elle  serait 


fl  -f -g  après  le 

1 temps  t'  -f-  1 , 

«+»?  . . . 

. . . «■  + », 

0+3,  . . . 

. . . ï + 3, 

etc.,  . . . . 

. . . etc., 

et,  en  général, 

O -| - tg  après  le  temps  t'  -f-  L 

Exprimons  par  v cette  vitesse , nous  aurons  l’équation 
fondamentale 

(*) « = a + •}, 

dans  laquelle  il  suffit  de  donner  le  signe  — à la  quan- 
tité g pour  passer  d’un  mouvement  uniformément  ac- 
céléré à un  mouvement  uniformément  retardé. 

Pour  trouver  maintenant  la  relation  qui  existe  entre 
le  temps  et  l’espace  dans  le  mouvement  uniformément 
varié,  nommons  s l’espace  parcouru  par  le  mobile  de- 
puis le  commencement  du  temps  t , jusqu'à  l'instant  où 
il  a la  vitesse  c,  et  observons  que  cet  espace  croîtra 
d’une  quantité  infiniment  petite  de»  dans  une  durée  de 
temps  infiniment  petite  dt , pendant  laquelle  nous  pour- 
rons considérer  le  mouvement  comme  uniforme,  et 
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dû  à la  vitesse  v : or,  dans  le  mouvement  uniforme  , 

I espace  est  le  produit  de  la  vitesse  par  le  temps  ; donc 

de  = vdt. 

Substituant  à la  place  de  v sa  valeur  (a),  il  viendra 
de  = adt  -\gtdt, 
d’où  noua  tirerons,  en  intégrant, 

(3)....  e = at+  { gil. 

II  n’y  a pas  besoin  d'ajouter  de  constante,  puisque  e 
doit  être  nul  lorsque  t = o. 

Les  équations  (i)  et  (a)  renferment  toute  la  théorie 
du  mouvement  uniformément  varié;  ce  mouvement 
sera  accéléré  ou  retardé  suivant  que  la  quantité  g sera 
positive  ou  négative;  il  deviendrait  uniforme  si  £ = o. 

Si  la  vitesse  a du  mobile,  au  commencement  du 
temps  t,  était  nulle,  les  deux  équations  fondamentales 
(a)  et  (3)  deviendraient 

v=tg,  e=\gl*. 

Dans  ce  cas,  le  mobile  partirait  du  repos,  et  son  mou- 
vement ne  serait  dû  qu’à  l'action  de  la  seule  force  accé- 
lératrice constante  dont  on  représente  l’intensité  par  la 
vitesse  qu’elle  produit  dans  l’unité  de  temps,  e’est-A- 
dirc  par  g.  L’expression  de  cette  force  accélératrice  est 
ainsi 

(4).".*= 4 

Nous  n’entrerons  pas  dans  de  plus  grands  détails  sur  une 
théorie  déjà  développée  aux  mots  Accéléré  (tom.  I) 
et  Force. 

io.  Lorsque  les  accroissemcns  de  vitesse  ne  sont  pas 
les  mêmes  dans  des  intervalles  égaux  de  temps,  le  mou- 
vement est  dit  varié  d’une  manière  quelconque,  et  l’on 
entend  toujours  par  la  vitesse  de  ce  mouvement,  à un 
instant  déterminé , celle  qui  aurait  lieu  si , à partir  de 
cet  instant , le  mouvement  devenait  uniforme  ; de  sorte 
qu’il  est  facile  de  voir  qu’on  a toujours  la  relation 
de  = vdt  entre  l’espace,  le  temps  et  la  vitesse.  Mais, 
les  accroissemens  de  vitesse  étant  différons  pour  deux 
intervalles  égaux  de  temps,  quelque  petits  que  soient 
ces  intervalles,  ce  n’est  qu’en  prenant  un  intervalle  de 
temps  infiniment  petit  qu’on  peut  considérer  la  vitesse 
comme  croissant  par  degrés  égaux  pendant  sa  durée  ; 
ainsi , désignant  par  y l'accroissement  constant  de  vi- 
tesse qui  a lieu  à chaque  instant  de  l’intervalle  dt,  et 
qui  finit  par  produire  uu  accroissement  total  dv  dans 
Tou.  m. 
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la  durée  de  cct  intervalle,  nous  aurons,  d’après  la 
loi  (4), 

de 

? = <h> 

et  comme  cette  vitesse  y est  l’effet  de  la  force  variée  et 
représente  «on  intensité  ( voy.  Force  ) , nous  pourrons 
dire  que  la  grandeur  d’une  force  varice  d’une  manière 
quelconque  est  égale  à la  dérivée  différentielle  de  la  vi- 
tesse prise  par  rapport  au  temps. 

Substituant,  dans  la  valeur  dey,  celle  de  v tirée  de 
l’équation  de  — vdt,  savoir  : 


en  observant  que  dt  est  une  quantité  constante , il 
viendra 


C’est  l’expression  générale,  en  fonction  du  temps  et  de 
l’espace,  de  la  force  accélératrice  qui  produit  un  mou- 
vement varié  d’une  manière  quelconque.  Nous  l’avons 
déjà  déduite  d'autres  considérations,  au  mot  Accéléré, 
tom.  I,  et  nous  ne  la  rappelons  ici  que  parce  que  nous 
allons  en  faire  usage  plus  loin. 

n.  Mouvement  curviligne . Le  mouvement  produit 
par  une  seule  force  ou  par  plusieurs  forces,  agissant  dans 
une  même  direction,  étant  nécessairement  rectiligne, 
tout  mouvement  qui  ne  s’effectue  pas  en  ligne  droite 
exige  le  concours  de  plusieurs  forces  agissant  dans  des 
directions  différentes.  Examinons  les  circonstances  gé- 
nérales d’un  tel  concours. 

Soit  un  point  mobile  M (PI.  XVI,  fig.  14),  sollicité 
par  deux  forces  instantanées  P et  Q dans  les  directions 
AP  et  A Q;  prenons  sur  ces  directions  les  parties  MA  et 
MB,  telles  que  la  première  représente  la  vitesse  uni- 
forme duc  à la  force  P , ou  l'espace  qu’elle  ferait  par- 
courir au  mobile  dans  l’unité  de  temps,  si  clic  agissait 
seule,  et  que  la  seconde  représente  également  la  yitesse 
due  À la  force  Q agissant  isolément.  Construisons  sur 
ces  deux  vitesses  le  parallélogramme  MARB,  sa  diago- 
nale MR  sera  la  direction  de  la  résultante  des  forces 
P et  Q,  et  représentera  la  vitesse  avec  laquelle  le  point  M 
sc  mouvra  uniformément  sur  celte  direction  dans  l’unité 
de  temps  ( voy.  Réscltahtr  ).  Supposons  maintenant 
qu’arrive  en  M',  par  l'action  de  la  résultante  R des  deux 
forces  P et  Q , le  mobile  reçoive  dans  la  direction  M S 
l’impulsion  d’une  nouvelle  force  instantanée  S,  capable 
de  lui  faire  parcourir  l’espace  M'B'  dans  l’unitc  de  temps; 
alors,  au  lieu  de  parcourir  M'A'=MR,  le  mobile  pren- 
dra la  direction  MTV  de  la  diagonale  du  parallélo- 
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gramme  construit  sur  les  vitesses  M'A’  et  M B',  et  con- 
tinuera à se  mouvoir  uniformément  dans  cette  direction 
avec  la  vitesse  M’R’.  Si,  arrivé  en  M’,  où  il  tend  à 
décrire  M'A'  = Mil'  dans  l'unité  de  temps,  une  nou- 
velle force  instantanée  vient  encore  à agir  sur  lui  dans 
la  direction  M'T , et  tend  ù lui  faire  décrire  M'T  dans 
le  même  temps,  sa  direction  se  brisera  de  nouveau , il 
décrira  la  diagonale  M'U  du  parallélogramme  M'TUR', 
et  ainsi  de  suite  ; de  sorte  que , en  vertu  des  diverses 
impulsions  qu’il  aura  reçues,  le  mobile  aura  décrit  les 
côtés  MM',  M'M',  M'M’",  etc.,  d’un  polygone. 

Pour  passer  de  cette  espèce  de  mouvement  en  ligne 
brisée  à un  mouvement  curviligne,  il  suflit  de  sup- 
poser que  les  impulsions  successives  sont  données  sans 
interruption,  comme  celles  qui  sont  produites  par  une 
force  constante  , car  les  côtés  du  polygone  deviennent 
alors  infiniment  petits,  et  il  se  change  en  ligne  courbe. 

ta.  Tout  mouvement  curviligne  exige  donc  le  con- 
cours d’une  force  accélératrice  au  moins.  Le  cas  le  plus 
simple  de  ce  mouvement  est  celui  où  le  mobile  n’est 
sollicité  que  par  deux  forces,  l’une  instantanée  et 
l’autre  constante;  par  exemple,  si  la  force  instantanée 
P,  qui  tend  à donner  au  point  M une  vitesse  uniforme 
dans  la  direction  MP,  se  trouve  combinée  avec  une 
force  accélératrice  agissant  dans  la  direction  MQ,  les 
impulsions  successives  de  cette  dernière  sc  succédant 
dans  des  intervalles  infiniment  petits  de  temps,  les 
points  M , M',  Mr,  etc. , où  la  direction  du  mobile 
change  à chaque  impulsion,  sc  suivent  immédiatement, 
et  le  mobile  décrit  une  courbe  dont  les  côtés,  infini- 
ment petits  MM',  M’M*,  M"  M"*,  etc.,  sont  les  élô- 
mens. 

i3.  SI  la  force  accélératrice  cessait  d’agir  en  un  point 
quelconque  M'  de  la  courbe,  il  est  évident  que  le  mo- 
bile continuerait  ù sc  mouvoir  avec  sa  dernière  vitesse 
dans  la  direction  M'R',  prolongement  du  dernier  élé- 
ment de  courbe  M'M',  c’est-à-dire  qu’il  s’échapperait 
par  la  tangente  de  la  courbe  au  point  M'. 

On  nommo  vitesse  d’un  mouvement  curviligne,  à 
un  instant  déterminé , la  vitesse  effective  qu’aurait  le 
mobile,  si,  ù cet  instant,  le  mouvement  devenait  rec- 
tiligne et  uniforme,  c’cst-ù-dire  si  toutes  les  causes 
qui  font  varier  la  vitesse  et  la  direction  du  mobile  ve- 
naient à cesser  et  qu’il  continué  à sc  mouvoir  unifor- 
mément sur  la  tangente  de  sa  trajectoire,  au  point  où 
il  sc  trouve  à l’instant  que  l’on  considère. 

i4*  Pour  déterminer  les  diverses  circonstances  du 
mouvement  d’un  point  matériel  dans  l’espace,  il  faut 
rapporter  sa  trajectoire  à trois  plans  coordonnés,  ce  qui 
permet  d’assigner  ù chaque  instant  la  position  des  pro- 
jections du  mobile  sur  les  trois  axes  fixes.  On  peut  alors 
considérer  choque  projection  comme  un  point  mobile 
qui  suit  le  point  matériel  dans  son  mouvement  et  sc 


trouve  lié  avec  lui  ; de  sorte  que  toutes  les  questions 
relatives  au  mouvement  curviligne  se  réduisent  à la 
recherche  des  lois  de  trois  mou  veinera  rectilignes. 
Nous  allons  éclaircir  cette  théorie  en  considérant  en- 
core la  trajectoire  du  mobile  comme  une  ligne  brisée 
OMM'M',  etc.  (fig.  t5,  PI.  XVI),  dont  il  parcourt  suc- 
cessivement les  côtés  OM,  MM',  M'M',  etc. , avec  des  vi- 
tesses uniformes,  pour  chaque  côté  en  particulier, 
mais  qui  varient  à mesure  qu’il  passe  d’un  côté  sur 
l’autre. 

Rapportons  cette  ligne  aux  trois  axes  rectangulaires 

OX , O Y,  OZ  ; imaginons  que  l’origine  O est  le  point  de 
départ  du  mobile,  et  menons  les  droites  Mm,  M'm', 
M'm*,  etc. , perpendiculaires  à l’axe  OX  ; les  points  m , 
m',  m*,  etc. , seront  les  projections  des  points  M,  M', 
M',  etc.,  de  la  trajectoire  sur  cet  axe;  et  les  droites  Om, 
mm' , m'm',  etc. , les  projections  des  côtés  OM , OM', 
M'M',  etc. 

Ceci  posé,  observons  que,  pendant  que  le  point  ma- 
tériel parcourt  les  côtés  OM,  MM',  M'M',  sa  projection 
parcourt  Om,  mm',  m'm',  de  manière  qu’elle  est  en  m 
lorsqu’il  est  en  M , en  m' lorsqu’il  est  eu  M',  et  ainsi  de 
suite.  Or,  en  quelque  nombre  que  soient  les  forces  ap- 
pliquées au  mobile  lorsqu’il  est  en  O,  on  peut  toujours 
les  réduire  à trois,  dirigées  suivant  les  trois  axes  OX, 

OY,  OZ,  et  dont  OM  est  la  résultante;  ainsi,  représen- 
tant par  Om , On  et  O p les  vitesses  des  composantes , 
OM  sera  1a  diagonale  du  parallclipipède  construit  sur 
ees  droites , et  on  peut  observer  que,  si  la  composante 
Om  agissait  seule,  le  mobile  décrirait  l’espace  Om  que 
parcourt  sa  projection  quand  il  décrit  OM  par  suite  de 
l’action  simultanée  des  trois  composantes.  Ce  que  nous 
disons  de  la  projection  sur  l’axe  OX  s’applique  évidem- 
ment aux  projections  sur  les  deux  autres  axes,  et  nous 
pouvons  établir,  généralement,  que  dam  le  trajet  du 
mobile  de  O en  M chacune  de  ses  projections  se  meut 
uniformément  sur  son  axe  respectif  comme  si  elle  était 
sollicité  par  la  composante  dirigée  suivant  cet  axe. 

Arrivé  au  point  M , où  le  mobile  reçoit  l’action  de 
nouvelles  forces  qui  lui  font  prendre  la  direction  MM', 
si  nous  décomposons  de  nouveau  toutes  les  forces  sol- 
licitantes en  trois  forces  parallèles  aux  axes , nous  re- 
connaîtrons que,  dans  le  cas  où  la  composante  Alç 
parallèle  à OX  agirait  seule,  elle  ferait  parcourir  au 
mobile  la  droite  M?  égale  à la  droite  mm'  que  parcourt 
la  projection  du  mobile  lorsqu’il  décrit  MM'  en  vertu 
de  l’action  simultanée  des  trois  composantes  M q,  Mr, 
Ms;  nous  pouvons  donc  considérer  le  mouvement  de 
la  projection  du  mobile  de  m en  m'  comme  s’il  était 
dû  à la  composante  parallèle  à l’axe  OX.  Continuant 
de  la  même  manière,  nous  verrons  que  le  mouvement 
delà  projection  sur  l’axe  des  a;  ne  dépend  que  des  vi- 
tesses qui  seraient  produites  par  les  forces  parallèles  A 
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cet  axe , et  qu’il  en  est  de  même  pour  les  deux  autres 
projections  par  rapport  à leurs  axes  respectifs. 

Cette  propriété  ayant  lieu  quelle  que  soit  la  gran- 
deur des  côtés  OM,  MM',  MM',  etc.,  elle  existe  en- 
core lorsque  ces  côtés  sont  infiniment  petits , ou  lors- 
que le  mobile  décrit  une  courbe  par  l'action  combinée 
de  plusieurs  forces  instantanées  et  accélératrices;  donc  : 

Si  Von  décompose  en  trois  forces  parallèles  à trois  axes 
fixts  les  forces  quelconques  qui  produisent  le  mouvement 
curviligne  d'un  point  matériel  dans  l'espace , et  si  Von 
considère  comme  des  points  mobiles  les  projections  du 
point  matériel  sur  ces  axes,  le  mouvement  sur  chaque  axe 
sera  dù  aux  forces  qui  lui  sont  parallèles  et  sera  le  même 
que  si  les  autres  forces  étaient  nulles. 

i5.  Cette  importante  proposition  conduit  directe- 
ment aux  équations  différentielles  du  mouvement  cur- 
viligne d’un  point  matériel  soumis  i\  l’action  d’un 
nombre  quelconque  de  forces  accélératrices  et  instan- 
tanées. Ces  dernières  peuvent  toujours  être  ramenées 
à une  seule  force  qui  aurait  imprimé  une  vitesse  finie 
au  mobile  ù l’origine  de  son  mouvement,  et  qui  n’exerce 
conséquemment  aucune  influence  sur  les  variations  de 
vitesse  qu’il  éprouTe  en  parcourant  sa  trajectoire. 

Désignons  par  œ,  y,  s les  trois  coordonnées  du  mo- 
bile après  un  temps  quelconque  t , et  observons  que  ces 
coordonnées,  qui  seront  des  fonctions  de  t,  sont  éga- 
lement les  espaces  décrits  par  les  projections  du  mo- 
bile, depuis  l’origine , où  nous  supposons  que  le  temps 
(commence,  jusqu’à  l’instant  où  il  sc  trouve  sur  le 
point  de  sa  trajectoire  auquel  elles  répondent.  Décom- 
posons chacune  des  forces  accélératrices  données  en 
trois  autres  respectivement  parallèles  aux  trois  axes,  et 
désignons  par  X la  somme  de  toutes  les  composantes 
parallèles  à l’axe  des  x9  par  Y la  somme  des  composantes 
parallèles  à l’axe  des  y,  et  par  Z la  somme  des  compo- 
santes parallèles  ù l’axe  des  s.  Ces  trois  forces  X,  Y,  Z, 
dont  on  aura  la  valeur  en  fonction  des  coordonnées 
ar,  y,  z,  dans  chaque  cas  particulier,  doivent  être  prises 
avec  les  signes  -f-  ou  — , suivant  qu’elles  tendent  à 
augmenter  ou  à diminuer  les  coordonnées. 

Soient  maintenant  t>,  t»',  e'  les  vitesses  respectives 
des  projections  sur  les  trois  axes,  à l’expiration  du 
temps  t , vitesses  qui  demeureraient  uniformes  si  les 
forces  accélératrices  fessaient  d’agir  à cet  instant,  et  qui 
ont  pour  expressions  (n*  10) 


v 


dx  , du  , dz 

a'  0 — ® ~ dt 


Les  variations  de  ces  vitesses , ducs  aux  forces  X,  Y,  Z, 
dans  l’instant  infiniment  petit  dt  qui  suit  le  temps  I, 
feront 
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et  comme  ces  variations,  divisées  par  le  temps  dans 
lequel  elles  ont  lieu,  représentent  les  forces  accéléra- 
trices qui  les  produisent  (n*  10),  nous  aurons,  en  vertu 
de  la  théorie  du  mouvement  varié, 


(C)....X  = 


(Px 

w 


Telles  sont  les  équations  générales  du  mouvement 
curviligne  d’un  point  matériel  dans  l’cspacc;  clics  sont 
indépendantes  de  la  vitesse  initiale  du  mobile , c’cst-ù- 
dirc  de  celle  qui  est  due  aux  forces  instantanées.  Celte 
dernière  sert  à déterminer  les  constantes  arbitraires 
avec  lesquelles  on  complète  les  intégrales.  Lorsque  les 
fonctions  X,  Y,  Z sont  données  par  la  nature  d’un 
problème,  on  a trois  équations  différentielles  à intégrer, 
et  après  a . oyr  obtenu  les  intégrales  complètes,  l’élimi- 
nation de  t conduit  à deux  équations  qui  ne  contiennent 
plus  d’autres  variables  que  x , y,  r,  et  sont  les  équations 
de  la  trajectoire. 

16.  Les  fonctions  X , Y,  Z,  représentant  uniquement 
la  somme  des  forces  accélératrices  parallèles  à chaque 
axe,  lorsque  le  mouvement  de  la  projection  sur  l’un 
de  ces  axes  est  uniforme , la  variation  de  la  vitesse  est 
nulle  pour  cet  axe,  et  il  faut  égaler  à icro  l’expression 
de  la  force  accélératrice  qui  lui  correspond.  Nous  en 
donnerons  plus  loin  un  exemple. 

i6.  Pour  déterminer  la  vitesse  du  mobile  à un  in- 
stant quelconque  de  son  mouvement,  il  faut  observer 
que  celle  qui  a lieu  sur  l’élément  OM  est,  en  dési- 
gnant cet  élément  par  la  différentielle  ds  de  la  courbe. 


Or,  multipliant  la  première  des  équations  (0)  par  a<Lr, 
la  seconde  par  ady,  la  troisième  par  adzf  on  a,  en 
ajoutant  les  résultats, 

î"£±2gfï±2^î ==  [*ix  + Y dy  + Z*]. 

Mais  le  premier  membre  de  cette  égalité  n’est  que  la 
différentielle  de  dx * + dy1  + dz * divisée  par  dt 1 ; ainsi 
elle  revient  à 

d^  + rfy’+d^]  = , j"Xlte  + Yrfj,  + Z dz j , 
ou  simplement  à 

-{jp-  = a [six  + Yrfy  + Zrf.-] . 


à cause  de  du'  = djc*  + dy'  + dz'.  Intégrant , en  re- 
gardant dt'  comme  constant , il  rient 

= a j’jxAr-fYdy  + Z'f*]  + C, 
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ou,  remplaçant  par  e 

(7)....  ti»  = a Jjxd*  + Yiy  -f  ZJjj  + C. 
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at  b,  e représentant  des  constantes  arbitraires.  Met- 
tant ces  dernières  équations  sous  la  forme 

dx  = adt,  dy  = bdt , dz  = cdt; 


Cette  expression  est  la  seconde  loi  fondamentale  du 
mouvement  curviligne. 

17.  On  obtient  une  autre  expression  de  la  vitesse  en 
remplaçant  simplement , dans  l’équation 


v 


ds 
dt  9 


et  intégrant  de  nouveau,  il  vient 

x—at  -f*  * y = bt-\-b't  s = et-\-c; 

a' j b‘f  e étant  de  nouvelles  constantes  arbitraires.  Éli- 
minant t , on  obtient 


l’élément  (fs  de  la  courbe  par  sa  valeur  \/[djp  4-  rfiy*  -f- 
-f*  <&*]  î il  vient 

* = £ !/[*■+ 

ou  plutôt,  en  observant  que  toutes  les  différentielles 
sont  prises  par  rapport  au  temps, 

18.  Lorsque  toutes  les  forces  agissent  dans  le  même 
plan , il  faut  prendre  ce  plan  pour  celui  des  x , y,  alors 
la  variable  z n’existe  pas,  et  il  suffit  d’employer  les  deux 
équations 


Dans  ce  cas  la  trajectoire  est  une  courbe  plane;  dans 
tous  les  autres,  c’est  une  courbe  à double  courbure. 

18.  Pour  première  application  des  lois  précédentes, 
cherchons  l'équation  de  la  trajectoire  d’un  point  maté- 
riel qui  se  meut  dans  l’espace  en  vertu  de  l’unique  im- 
pulsion d’une  force  instantanée.  Ici,  toutes  les  forces 
accélératrices  sont  uullcs,  et  l’on  a 

X = o , Y = 0 , 7j  = 0. 

Les  équations  (6)  se  réduisent  donc  à 

iP. t d*u  (P  z 

dl*  ° ’ ~^f<î'==0,  W=0‘ 

Multipliant  les  deux  termes  de  chacune  par  dt,  elles 
deviennent 

(Px  'd}y  d}z 

* =0>  ~dt  ~ °*  d7=0! 


ce  qui  donne,  en  considérant  il  comme  constant , cl 
en  intégrant....  (ffl) 


dx 
dt  ' 


a, 


dy  dz 

dt  ~b>  it~ C} 


ac  — ac  , a 

x = \-  - z , 

<>  1 /•  7 


bc  — bc  .b 

y X , 

9 e ' e 


équations  qu’on  reconnaît  aisément  pour  être  celles 
d’une  ligne  droite  dans  l’espace.  Tel  est  en  effet  le  ré- 
sultat que  nous  devions  obtenir  d'après  les  conditions 
du  problème. 

Si  nous  plaçons  l’origine  des  coordonnées  au  point 
de  départ  du  mobile,  et  que  le  temps  t soit  compté  ù 
partir  de  ce  départ , nous  aurons  x = 0,  y = 0,  x = o 
lorsque  f=o,  et,  conséquemment,  a'  = o,  6'=o, 
e'  = 0.  Les  équations  précédentes  se  réduisent  alors  & 


et  il  est  facile  de  reconnaître  que  les  constantes  a,  b,  c, 
sont  les  composantes  de  la  vitesse  suivant  les  trois  axes. 

Substituons  les  valeurs  (m)  dans  la  loi  (8) , nous  ob- 
tiendrons 


v = v/  4-6*4-  e*  J = comtantc , 

d’où  il  suit  que  le  mouvement  est  uniforme.  C’est  en- 
core ce  que  nous  devions  nécessairement  trouver. 

19.  Proposons-nous  pour  second  exemple  de  déter- 
miner la  trajectoire  d’uu  point  matériel  pesant  lancé 
dans  l’espace  par  l’impulsion  d’une  force  instantanée. 
Nous  avons  ici  deux  forces  à considérer,  la  force  im- 
pulsive et  celle  de  la  gravité. 

Soit  A (fig.  16,  PI.  XVI)  l’origine  du  mouvement, 
AD  la  direction  de  la  force  impulsive  que  suivrait  le 
mobile,  si  cette  force  agissait  seule  sur  lui,  et  A Y'  la 
verticale  le  long  de  laquelle  il  tomberait  en  vertu  de  sa 
pesanteur,  si  la  force  impulsive  n’existait  pas. 

Comme  on  peut  toujours  faire  passer  un  plan  par 
deux  droites  qui  se  coupent,  les  deux  forces  que  nous 
considérons  agissent  dans  un  même  plan , et  par  consé- 
quent la  trajectoire  est  une  courbe  plane.  Prenons  donc 
la  verticale  pour  axe  des  y,  et  menons  par  l’origine  A du 
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substituant  dans  l'équation  précédente,  nous  aurons 


mouvement  une  droite  horizontale  AX  qui  sera  l’axe 
des  X,  de  cette  manière  la  force  accélératrice  n'aura 
pas  de  composante  parallèle  à l’axe  des  xt  ce  qui  nous 
donnera  d’abord 


ÿa*  tang  a 


x 1 

— ?tÂ^S~V 


V J»  V 

X = o,  d où 


Observant  ensuite  que  la  force  de  gravité,  généralement 
représentée  par  gt  est  la  seule  force  accélératrice  qui 
agisse  dans  le  sens  de  l’axe  À Y,  mais  qu’elle  tend  à di- 
minuer les  coordonnées  y de  la  trajectoire,  et  qu’il  faut 
dès  lors  donner  le  6igne  — à Y,  nous  aurons 

d'y 

-s?  =-»■ 


ce  qui  est  l’équation  d’une  parabole. 

Si  l’on  veut  connaître  la  vitesse  V en  un  point  quel- 
conque de  la  trajectoire , il  faut  faire  dans  l’expression 
générale  (7)  L = 0 et  X = 0,  Y = — g , on  a 


V’ = aj[— ÿdyj  = — ajy  + C; 


et  comme  cette  intégrale  doit  donner  la  vitesse  initiale  o 
à l’origine  du  mouvement  où  y ==.  o,  la  constante  C est 
égale  à u1,  d’où 


Les  deux  équations  du  mouvement  sont  ainsi  : 
d'x  d'y 

dp  = °’  d£  = -S’- 


df 


les  multipliant  l’une  et  l’autre  par  dt  cl  intégrant,  nous 
obtiendrons 

ÿ—  s— »■+*■ 


a et  6 sont  des  constantes  arbitraires  qu’on  peut  déter- 

dx  dy 

miner  immédiatement,  en  observant  que  et 

expriment  les  vitesses  horizontale  et  verticale  du  mobile 
ù l’origine  du  mouvement,  ou  lorsque  1 = o,  vitesses 
qui  sont  les  composantes  de  la  vitesse  initiale  due  ù la 
force  impulsive. 

Multipliant  les  dernières  équations  par  dt  et  intégrant 
de  nouveau , il  vient 

x — at , y = — gt1 -\- bt. 

Nous  n'ajouterons  pas  de  constantes,  parce  qu’en 
comptant  le  temps  ù partir  de  l’origine  du  mouvement, 
on  doit  avoir  x — o et  y = 0 lorsque  t = 0. 

Éliminant  f,  nous  aurons  définitivement 


C'est  l’équation  de  la  trajectoire;  il  ne  faut  plus  que 
remplacer  a et  b par  leurs  valeurs  pour  que  tout  y soit 
déterminé.  Or,  nous  avons  reconnu  que  ces  quantités 
ne  sont  que  les  composantes  delà  vitesse  initiale  ; ainsi, 
désignant  par  v cette  vitesse,  et  par  « l’angle  BAX  que 
fait  sa  direction  AB  avec  l’axe  des  x,  nous  avons 

a = cos  « , b = v sin  « ; 


*»]■ 

La  vitesse  du  mobile  diminue  donc  à mesure  que 
l’ordonnée  y augmente,  elle  est  la  plus  petite  lorsque  y 
est  l’ordonnée  du  sommet  de  la  parabole , puis  elle 
augmente  successivement  pour  redevenir  égale  è la  vi- 
tesse initiale  v,  au  moment  où  le  mobile  rencontre  la 
ligne  horizontale  AX;  au-dessous  de  cette  ligne,  l’or- 
donnée devenant  négative,  la  vitesse  s’accroît  de  plus 
en  plus. 

Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  est  celui 
du  mouvement  de s projectiles  dans  le  vide  ; nous  renver- 
rons, pour  le  cas  d’un  milieu  résistant,  au  mot  Balis- 
tique de  notre  premier  volume.  La  question  s’y  trouve 
traitée  dans  les  plus  grands  détails.  Voyez,  pour  les 
trajectoires  des  corps  célestes,  le  mot  Tbajectoibe , 
tome  IL 

ao.  Mouvement  d'un  point  matériei  sur  uns  courbe. 
Le  mouvement  des  mobiles  assujettis  è glisser  le  long 
d’une  courbe  présente  quelques  particularités  remar- 
quables que  nous  devons  signaler. 

Considérons  la  courbe  comme  une  portion  de  poly- 
gone Auimm*  (PI.  XVI,  Cg.  17),  et  imaginons  que  le 
point  m,  qui  est  contraint  delà  parcourir  en  vertu  d’une 
force  d’impulsion,  soit  sans  pesanteur.  Nommons  u la 
vitesse  du  mobile,  lorsqu’il  est  arrivé  au  point  m où  il  est 
forcé  de  quitter  sa  direction  Am  pour  prendre  celle  du 
côté  mm'.  Représentons  la  vitesse  v par  la  partie  me  de 
sa  direction,  et  achevons  le  rectangle  mpvr;  mp  et  mr 
seront  les  composantes  de  t.  Or,  la  composante  mp 
étant  normale  au  côte  mm',  se  trouve  détruite  par  la 
résistance  de  ce  côté,  et  la  composante  mr  a seule  son 
effet  ; c’est  donc  uniquement  avec  cette  vitesse  que  le 
mobile  parcourra  le  côté  mm'  du  polygone. 

Nous  pouvons  donc  concevoir  la  résistance  exercée 
par  la  courbe  au  point  m comme  une  force  mp  égale  et 
opposée  ù la  composante  mpi  car,  abstraction  faite  de 
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la  courbe , si  le  mobile  êlait  sollicité  par  les  deux  force* 
mp‘  et  tnt,  il  prendrait  la  direction  mm*  axée  la  vitesse 
mr,  tout  comme  il  le  fait  par  suite  du  concours  de  la 
résistance  de  la  courbe  avec  la  force  me. 

Nommons  « l’angle  de  la  vitesse  me  avec  la  compo- 
sante mr,  nous  aurons 

mr  =*  v cos  6j  , mp  = » sin  u. 

t>  sin  to  représente  donc  l’intensité  de  la  force  qu'il  fau- 
drait appliquer  en  m au  point  mobile,  dans  une  direc- 
tion opposée  à mp  , pour  remplacer  la  résistance  de  la 
courbe. 

Lorsque  le  mobile  est  arrivé  au  point  m',  on  peut 
de  nouveau  faire  abstraction  de  la  résistance  du  côté 
m'm',  qui  change  sa  direction  mm',  en  lui  substituant  une 
force  égale  et  opposée  à la  composante  mp'  de  la  vitesse 
perpendiculaire  à m'm',  et  ainsi  de  même  à chaque 
changement  de  côté. 

ai.  Dans  le  cas  d’une  courbe  continue,  les  côtés  Am, 
mm',  m'm' et,  sont  infiniment  petits  ; et  pour  remplacer 
la  résistance  de  la  courbe,  qui  change  alors  à chaque 
point  la  direction  du  mobile,  il  faut  imaginer  une 
force  agissant  continuellement  sur  le  mobile,  dans  une 
direction  normale  à sa  trajectoire,  d’oô  l’on  voit  que 
la  résistance  de  la  courbe  peut  être  assimilée  à une 
force  accélératrice. 

as.  Faisons  observer,  avant  de  passer  outre,  que  la  vi- 
tesse d’impulsion  » , demeure  la  même  sur  toutes  les 
parties  de  la  courbe.  En  effet , » étant  la  vitesse  sur 
l'élément  Am,  la  vitesse  sur  l’élément  mm'  est  égale  à 
mr,  ou  à tcoS'u,  et  par  conséquent 

» — «cos * = (i  — cos  w)  « 

représente  la  perte  de  vitesse  effectuée  par  le  passage 
d'un  élément  sur  le  suivant.  Mais  l’angle  « est  l'angle 
de  la  courbe  avec  sa  tangente , et  l’on  sait  que  cet  angle, 
nommé  angle  de  contingence,  est  infiniment  petit;  ainsi 
cos  et»-— « cos  w s o.  Il  résulte  de  ces  con- 

sidérations que  le  mobile  assujéti  à parcourir  une  courbe 
conserve  toujours  toute  la  vitesse  qui  lui  a été  imprimée 
A l’origine  du  mouvement;  si  cette  vitesse  varie  par 
l'effet  de  forces  accélératrices,  qui  peuvent  agir  sur  le 
mobile,  la  résistance  de  la  courbe  n’entre  pour  rien 
dans  cet  effet. 

a3.  Imaginons  maintenant  que , outre  la  force  d’im- 
pulsion, A laquelle  est  duc  la  vitesse  »,  le  mobile  est 
soumis  A plusieurs  forces  accélératrices;  chacune  de 
ccs  forces  pouvant  être  décomposée  en  deux  autres, 
dont  l’une  soit  normale  et  l’autre  tangente  A la  courbe, 
il  est  visible  que  la  somme  de  toutes  les  composantes 
normales  est  détruite  par  la  résistance  de  la  courbe  ; de 
aorte  qu’en  représentant  par  N une  force  égale  et  opposée  A 
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la  somme  de  toutes  les  forces  détruites  par  cette  rèsis- 
tance,  on  peut,  en  introduisant  cette  nouvelle  force 
dans  le  système,  faire  abstraction  de  la  courbe  et  consi- 
dérer le  mouvement  du  mobile  comme  celui  d’un  point 
matériel  libre. 

Désignons  donc,  comme  ci-dessus,  parX,  Y,  Z, 
les  composantes  parallèles  à trois  axes  rectangulaires 
fixes , des  forces  accélératrices  appliquées  au  mobile  et 
pour  faire  entrer  dans  le  système  la  force  N égale  et 
opposée  à la  résistance  de  la  courbe,  observons  qu’on 
nommant  «,  p,  y les  angles  que  cette  force  accélératrice, 
normale  A la  trajectoire,  fait  avec  les  trois  axes,  les 
composantes  de  N , suivant  ces  axes , seront  respecti- 
vement 

N cos  «,  NcosjS,  N cos  y. 

De  cette  manière , les  sommes  des  composantes  paral- 
lèles aux  axes , de  toutes  les  forces  accélératrices  du 
système,  sont 

X -f-  N cos  a,  Y -f*  N cos  p , Z-j-Ncoiy} 

et  nous  avons,  d’après  le  n“  10,  pour  les  équations  gé- 
nérales du  mouvement.  ..  (e) 

^ = X + Ncos., 

^r  = Y -f  N cos  (5, 

(Px 

•ÿj»  = Z -f-  N cos  y, 

auxquelles  on  doit  joindre  ces  deux  autres....  (<f) 
cos*«  -f-  cos*0  -J-  cos *y  = i, 
àx  , dy  dz 

* C05“  + * cos?  + J,  cosr  = 

qui  résultent  des  relations  nécessaires  qu’ont  entre  eux 
les  angles  «,  p,  y.  En  effot,  la  première  est  la  relation 
connue  des  trois  angles  d'une  droite  avec  les  axes  coor- 
données (t>oy.  Géom.  aux  mois  mu. , n"  i3).  Quant  à 
la  seconde , en  voici  une  déduction  très-simple  : 

La  direction  de  la  force  N étant , A chaque  point  do 
la  courbe,  perpendiculaire  à la  tangente  de  ce  point,  si 
nous  désignons  par  a,  |5’,  y les  angles  de  la  tangente 
avec  les  trois  axes,  nous  aurons  (toy.  Gkom.,  n*  16) 

COS«.  COS  a’  -j-  COê/î.  COS  P'  -f-  COS  y . COSy*  =*  0. 

Mais  les  angles  «',  jS‘,  y'  sont  également  ceux  de  lclé- 
ment  ds  de  la  courbe  avec  les  trois  axes,  puisque  la 
tangente  n’est  que  le  prolongement  de  l’élément;  ainsi 

dx  dy  , dx 

cos.  = Jt,  COSji  = jt,  COSy 
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Substituant  cas  valeurs  dans  l’équation  précédente , on 
aura  la  seconde  des  équations  ( d ). 

Pour  obtenir  l'expression  delà  vitesse  en  un  point 
quelconque  de  la  courbe , rappelons-nous  qu’en  dé- 
signant cette  vitesse  par  v,  nous  avons  encore  ici 
(t oy.  n*  16) 


car  la  courbe  n'est  plus  qu’une  simple  trajectoire.  Or, 
multipliant  1a  première  des  équations  (c)  par  ?<fc,  la 
seconde  par  ady,  la  troisième  par  adx,  il  viendra,  en 
les  ajoutant  ensuite, 

•Ê*£±2igï±*2* f = a [xd*+ Ydy  + Z *] 

+ »N  cos  « -}~  dy  cos  ,9  -f-  dx  cos  y J . 

Le  second  terme  du  second  membre  étant  nul  en  vertu 
de  la  seconde  des  équations  (d)  et  le  premier  membre 
d (d#1)  . 

»c  réduisant  d — -j-,  « vient,  en  intégrant, 

% = »J[xir  + Yrfy  + Z &]+  C, 

et,  conséquemment, ....  (e) 

*»  =.  » J ^Xdx  + Ydy  + ZdïJ  + c. 

a5.  La  première  conséquence  qu’on  doit  tirer  de 
l'expression  (e),  c’est  que  la  vitesse  du  mobile  est  in- 
dépendante de  la  résistance  de  la  courbe.  Dans  le  cas 
où  les  forces  accélératrices  X , Y,  C sont  nulles , on  a 
simplement 

c'est-à-dire  que  la  vitesse  est  constante , comme  si  le 
point  matériel  était  libre  (n*  i B). 

a6.  Lorsque  1a  seule  force  accélératrice  agissant  sur 
le  mobile  est  la  pesanteur,  et  qu’on  prend  l’axe  des  x 
vertical  dans  la  direction  de  cette  force,  on  a 

X*=o,  Y*o,  Z = g. 

Ces  valeurs,  mise9  dans  l'équation  (e),  donneut 

s=  a J*  gdz  -(*Ca  ayx  -f-  C. 

Pour  déterminer  la  constante  C , supposons  que  la  vi- 
tesse soit  o*  lorsque  z = o,  nous  aurons 


et,  par  suite,  ....  (f  ) 

® ==  V/ay* -f  e'1 , 

cette  expression  de  la  vitesse  étant  indépendante  des 
relations  différentes  qui  existent  entre  les  coordonnées 
x , y,  x pour  chaque  courbe  particulière,  on  voit  que 
la  forme  de  la  courbe  n’exerce  aucune  influence  sur  la 
vitesse  du  mobile.  Il  en  résulte  que  si  plusieurs  corps 
pesans  partent  d’un  même  point  A,  où  x = o (PI.  XVI, 
fig.  1 8)  avec  une  même  vitesse  initiale  v,  pour  se  mou- 
voir dans  des  courbes  différentes  AB,  AB',  AB',  etc.,  ils 
auront  tous  la  même  vitesse  quand  ils  atteindront  le 
plan  horizontal  MN.  Si  la  vitesse  initiale  v est  nulle,  la 
la  vitesse  commune  aux  points  B , B',  B‘,  etc. , sera 
t?  rr=  l/a gzy  c’ust-à-dirc  la  même  que  si  tous  les  mobiles 
fussent  tombés  librement  de  la  hauteur  x = A z. 

a?.  Quant  à la  durée  du  mouvement,  elle  est  liée  à 
la  nature  de  la  courbe,  et,  bien  que  tous  les  mobiles 
atteignent  le  plan  horizontal  MN  avec  la  même  vitesse, 
Us  ne  l’atteignent  pas  tous  au  même  instant.  Pour  ob- 
tenir les  relations  qui  existent  entre  le  temps  et  l’espace 
parcouru,  nommons  s l’arc  OA  (PI.  XVI,  fig.  19)  com- 
pris entre  le  point  de  départ  O du  mobile  et  un  point 
quelconque  A de  la  courbe,  t le  temps  employé  à dé- 
crire cet  arc,  et  plaçons  l’origine  des  coordonnées  au 
point  O en  comptant  les  coordonnées  verticales  z dan9 
le  sens  de  l’action  de  la  pesanteur.  Nous  savons  que 

ainsi,  l’équation  ( f ) nous  donne 

j' — i^r+Fl 

d’où  nous  tirerons....  (y) 

l/aÿz  -f-  v'1  * 

Il  faudra , dans  chaque  cas  particulier,  tirer  de  l’é- 
quation de  la  courbe  la  valeur  de  x en  fonction  de  x,  ou 
vice  tersdy  et  la  substituer  dans  (y),  puis,  en  intégrant 
cette  équation,  on  aura  la  valeur  de  t correspondante  à 
une  valeur  quelconque  de  » ou  de  z. 

a8.  Prenonspour  exemple  d’application  lemouvement 
d’un  point  matériel  pesant  sur  une  cycloïde  : Soit  ADB 
(PI.  XVI,  fig.  ao)  une  cycloidc  située  dans  un  plan  verti- 
cal et  dont  le  grand  axe  AB  est  horizontal;  CD  étant  le  dia- 
mètre du  cercle  générateur,  D est  le  point  le  plus  bas  de  la 
courbe,  et  ce  point  est  le  seul  où  un  mobile  pesant  pour- 
rait demeurer  en  équilibre  ; car  en  le  plaçant,  sans  im- 
pulsion initiale,  à tout  autre  point  M,la  gravité  le  ferait 
glisser  le  long  de  l’aro  MD , et  il  arriverait  en  D avec 
une  vitesse  duc  à la  hauteur  verticale  pD  de  la  chute , 
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vitesse  en  vertu  de  laquelle  il  remonterait  sur  l’autre 
branche  Dfi  jusqu’à  un  point  M'  situé  à la  même  hau- 
teur verticale  que  le  point  M.  On  sait  que  la  longueur 
de  la  cycloîde  entière  ADB  est  égale  à quatre  fois  celle 
du  diamètre  CD  du  cercle  générateur  (coy.  tom.  II, 
page  !\\?)t  et  qu’un  arc  quelconque  MD  est  égal  au 
double  de  la  racine  carrée  du  produit  du  diamètre 
CD  par  l’abscisse  correspondante  pD.  Ainsi,  désignant 
M D par  g , C D par  a et  pD  par  u,  nous  avons 

g ass  al/ au,  ou  g f = 

Si  le  point  O est  le  point  de  départ  du  mobile,  la  va- 
riable x de  l’équation  (y)  sera  comptée  à partir  de  ce 
point,  c’est-à-dire  qu’en  m,  par  exemple,  la  coordonnée 
% du  mobile  aura  pour  valeur 

Mi=*PD  — pD , 


de  sorte  qu’en  désignant  par  A la  distance  verticale  de 
l’origine  O au  point  D,  nous  aurons  généralement 

z — h — u . 

Ceci  posé  et  faisant  mille,  pour  simplifier,  la  vitesse 
initiale  c'  du  mobile  au  point  O,  observons  que  l’are  g 
compté  du  point  D diminue  quand  t augmente,  d’où  il 
résulte  qu’il  faut  donner  à l’équation  (g)  la  forme 


Substituant  dans  cette  dernière  la  valeur  de  x et  celle 
de  dg  tirée  de  l’équation  s*  = \au,  savoir  : 

^ ladu xadu  \/a  . du 

il  viendra 

*=_ t/I.  *u_. 

* 23  l/A„  _ „■ 

On  obtient,  en  intégrant, 

« = ««(«>»  = HÜ^*), 

expression  à laquelle  il  n’y  a pas  besoin  d’ajouter  de 
constante,  parce  que  le  temps  t étant  compté  à partir 
du  point  de  départ  O , on  doit  avoir  à la  fois  u = A, 
| = o. 

Si  l’on  fait  u = o,  on  aura  le  temps  employé  par  le 
mobile  pour  parvenir  au  point  D;  ce  temps  est  donc 
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mais  l’are  dont  le  cosinus  = — i est  égal  à la  moitié  de 
la  circonférence  (coy.  Stucs,  tom.  II).  Ainsi,  désignant 
par»r  la  demi-circonférence,  nous  avons 


d’où  l’on  voit  que  le  temps  du  mouvement  est  indé- 
pendant de  la  hauteur  verticale  A du  point  de  départ, 
et,  conséquemment , que  le  mobile  emploiera  toujours 
le  même  temps  pour  arriver  au  point  le  plus  bas  D de 
la  cycloïdc,  quel  que  soit  ce  point  de  départ.  Cette  pro- 
priété a fait  donner  à la  cycloïdc  le  nom  de  courbe 
tautochrone.  (Yoy.  TxiTociiaoKE,  tom.  II.) 

xq.  Il  nous  reste  à indiquer  les  moyens  d’obtenir 
l’expression  de  la  force  normale  N , qui  entre  dans  les 
équations  (c)  et  qui  est  équivalente  à la  résistance  de  la 
courbe,  ou  plus  exactement  à la  pression  qu’exerce  le 
point  matériel  sur  chacun  des  points  de  la  courbe  par 
suite  de  l’action  des  forces  sollicitantes.  D’après  ce  que 
nous  avons  vu  précédemment  (aa  et  a3),  la  pression 
totale  en  un  point  quelconque  comprend  non  seulement 
la  somme  de  toutes  les  composantes  normales  à ce 
point  des  forces  accélératrices,  mais  encore  la  compo- 
sante normale  de  la  vitesse;  si  le  mobile  était  en  repos, 
cette  seconde  partie  de  la  pression  n’existerait  pas , car 
c’est  uniquement  l’état  de  mouvement  qui  développe 
cette  force,  duc  à la  tendance  continuelle  qu’a  le  mo- 
bile à s’échapper  suivant  la  tangente  de  sa  trajectoire 
en  vertu  de  son  inertie.  Dans  la  recherche  de  la  pression 
totale  exercée  contre  une  courbe  par  un  corps  en  mou- 
vement, il  est  donc  nécessaire  d’évaluer  séparément  la 
pression  duc  à la  vitesse,  et  qu’on  nomme  la  force  cen- 
trifuge du  mobile,  et  la  pression  duc  aux  forces  accélé- 
ratrices auxquelles  le  corps  est  soumis.  Pour  évaluer 
d’abord  la  force  centrifuge,  soient  mm'  et  m'm  (PI.  XVI, 
fig.  ai)  deux  droites  infiniment  petites  faisant  entre 
elles  un  angle  infiniment  petit  «mm'  = m,  ces  droites 
seront  deux  élémens  successifs  d’une  courbe  quelcon- 
que , et  nous  aurons  pour  l’expression  de  la  compo- 
sante normale  à l’élément  m'm',  de  la  vitesse  v qui  a lieu 
sur  le  premier  élément  mm', 

t»  sinw, 

c’est  ce  que  nous  avons  trouvé  ci-dessus  n*  xo.  Par  les 
milieux  a et  6 des  droites  mm',  m'm*,  menons  les  per- 
pendiculaires aO  et  60,  et  par  le  point  de  concours  O de 
ces  perpendiculaires  menons  Om';  les  angles  en  a et  en  b 
du  quadrilatère  aOAm'  étant  droits,  nous  avons 

angle  a06  -j-  angle  am'b  = a droits  ; 

d’où 


angle  aOb  *=■  angle  nm'm'  = w. 
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Mais  on  peut  considérer  les  élémens  mm’,  m'm'  comme 
égaux  ; ainsi  aO  = 60,  et  l'angle  aOm’  est  la  moitié  de 
l’angle  u.  Or,  le  triangle  rectangle  aom'  donne 


ou  simplement 


car  l’angle  ÿw  se  confond  avec  son  sinus;  ainsi,  dési- 
gnant par  dt  l’élément  mm  = aam’  et  observant  que 
Om’  est  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  au  point 
m’,  nous  aurons,  en  désignant  par  7 ce  rayon  de  cour- 
bure, 

di 

7 

Nommons  y la  force  accélératrice  qui  dérire  de  la 
composante  normale  de  la  vitesse,  et  rappelons  que 
toute  force  accélératrice  est  représentée  par  l’élément 
de  la  vitesse  divisé  par  l’élément  du  temps.  Ici,  l’élé- 
ment de  la  vitesse  étant  v sin  &>,  nous  aurons 

osinw pu 

f dt  dt’ 
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suivant  une  même  droite,  de  sorte  que  la  pression  total# 
sera  égale  à leur  somme  ou  à leur  différence.  Soit  R la 
résultante  des  forces  accélératrices,  0 l’angle  que  fait  sa 
direction  avec  la  normale;  R cos  0 sera  la  composante 
normale,  et  l’on  aura  pour  la  pression  totale 

u* 

— 4-  Rco$0, 

*/ 

selon  que  les  deux  parties  de  la  pression  agissent  dans 
le  même  sens  ou  dans  un  sens  opposé. 

5i.  Mouvement  d'un  point  matériel  sur  «ne  surface. 
On  peut  encore,  dans  cette  espèce  de  mouvement,  con- 
sidérer le  mobile  comme  libre  et  faire  abstraction  de  la 
surface  sur  laquelle  il  est  assujetti  à se  mouvoir  en  rem- 
plaçant la  résistance  de  cette  surface  par  une  force  égale 
et  opposée  à la  pression  qu’exerce  le  mobile,  en  vertu 
de  sa  vitesse  et  des  forces  accélératrices  qui  lui  sont  ap- 
pliquées. Désignons  par  N la  force  égale  et  contraire  à 
la  pression  que  la  surface  éprouve,  par  «,  0,  7 les  angles 
que  fait  avec  les  axes  coordonnées  la  direction  de  cette 
force,  nous  aurons  pour  les  composantes  de  N paral- 
lèles aux  axes  Ncos«,  N cos {3,  N cos  7;  et  désignant 
toujours  par  X,  Y,  Z les  composantes,  par  rapport  aux 
axes , de  toutes  les  forces  accélératrices,  les  équations 
du  mouvement  seront 


substituant  à la  place  de  u sa  valeur,  il  viendra 
vdt 

9 ~-7*’ 

OU 


L’intensité  de  la  pression  due  à la  vitesse  est  donc  en 
raison  directe  du  carré  de  la  vitesse  et  en  raison  inverse 
du  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire. 

Quant  à la  partie  de  la  pression  totale  qui  résulte  des 
forces  accélératrices  appliquées  au  mobile , on  la  déter- 
minera en  réduisant  toutes  ces  forces  en  une  seule, 
qu’on  décomposera  ensuite  en  deux  autres  : l’une  diri- 
gée suivant  la  tangente,  l’autre  perpendiculaire  à cette 
ligne  ; cette  dernière  composante  sera  la  pression  due 
aux  forces  accélératrices.  Il  n’y  aura  plus  qu’à  chercher 
la  résultante  des  deux  parties  de  la  pression,  et  l’on  ob- 
tiendra la  pression  totale,  laquelle  est  égale  et  contraire 
à la  force  N.  On  peut  encore  tirer  directement  l’expres- 
sion de  la  force  N des  équatioos  fondamentales  (d),  mais 
nous  ne  pouvons  nous  arrêter  à ces  détails. 

3o.  Si  la  trajectoire  est  une  courbe  plane  et  que  tou- 
tes les  forces  appliquées  au  mobile  agissent  dans  son 
plan,  les  deux  parties  de  la  pression  seront  dirigées 
Tox.  111. 


= X + Ncos«, 

■jj?  = T + Ncosp, 
ÿ = * + Neosy. 

Les  angles  a,  (3,  7 seront  connus  lorsque  l'équation  de 
la  surface  sera  doonéc.  En  effet,  soit  L = 0 cette  équa- 
tion, on  aura  (eoy.  Pian  tàscrrt) 

vJL 

c05“  = v E’ 

C05P  = Vdy« 

V* 

COSy  = » ^ , 

en  posant,  pour  abréger, 

te  radical  comportant  le  double  signe  ± , V est  positif 
ou  négatif,  selon  que  les  angles  «,  jS,  y sc  rapportent  A 
la  partie  de  la  normale  qui  tombe  dans  la  concarité  de 
la  surface,  ou  à son  prolongement. 

« 
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Substituant  ces  râleur*  des  cosinus  dans  les  équi-  chacune  d’elles  par  la  différentielle  de  la  rariable  qu’elle 
lions  précédentes,  elles  détiennent....  (h)  renferme  et  prenons  leur  somme,  il  tiendra ....  (k) 


<Px 

dl2 


* + NV  s* 


dx<Px  4-  dytPy  + izd'i  . , , , . , 

dt'  — =9*  ± * (*<**+  Ï^V + **) 


^y  = Y + NV 
rft*  1 «y 


tPz 
dt 2 


= Z 4-  NV 


dl 

dz' 


L'élimination  de  N entre  ces  équations  fera  disparaître 
V en  même  temps,  et  l’on  obtiendra  deux  équations 
différentielles  qui,  jointes  \ celle  de  la  surface  L = o, 
serviront  dans  chaque  cas  particulier  pour  déterminer 
les  coordonnées  du  mobile  en  fonction  du  temps.  Nous 
allons  éclaircir  cette  théorie  par  un  exemple. 

3a.  Considérons  un  point  matériel  pesant  assujetti  A 
se  mouvoir  sur  une  sphère  et  n’étant  soumis  à d’autre 
force  accélératrice  que  la  pesanteur.  Ce  cas  est  celui  du 
pendule  simple , lorsque  l’impulsion  initiale  n’est  pas 
dirigée  suivant  le  plan  vertical  qui  passe  par  le  centre 
de  suspension.  Plaçons  l’origine  des  coordonnées  au 
centre  de  la  sphère  et  prenons  l’axe  des  x vertical  *t 
dirigé  dans  le  sens  de  la  pesanteur  ; nous  aurons  d’abord 


observant  que  l’équation  différentiée  de  la  sphère 
donne ....  (/) 

xdx-)-ydy  zdz  = o, 

nous  verrons  que  l’équation  (*)  est  la  même  chose  que 

djd^  + dl±d£)  = 

d'où  l’on  tire,  en  intégrant  les  deux  membres,  ....  (m) 
dx'+fhf  + dx1  . . 

c‘  étant  une  constante  arbitraire. 

Nous  obtiendrons  une  seconde  équation  débarrassée 
de  4;  N,  en  éliminant  cette  quantité  entre  les  deux  pre- 
mières des  équations  (t).  Pour  cet  effet,  il  suffit  de  mul- 
tiplier la  première  par  y,  la  seconde  par  x,  et  de  pren- 
dre leur  différence,  qu’on  trouve  être 


X~o,  Y = o,  Z«=y. 

Ceci  posé,  a désignant  le  rayon  de  la  sphère,  l’équation 
de  sa  surface  est 

®,+y1  + *1  — *'  =io> 

(voy.  Géométrie  iri  nois  DiMES'loUf , il’  445  cl  nous 
avons,  en  posant 

l =s  x2  4-  y*  4"  **  — 


y i'x xd* y 

dt 1 dl 2 


ou  bien , en  supprimant  un  des  facteurs  de  dt2,  et  ob- 
servant que  yâ}x  — xd2  y = d(ydx  — xrfy), 

d(ydx  — xdy) 

3i  ~ 0; 

intégrant  et  désignant  parc  une  constante  arbitraire, 
la  seconde  équation  cherchée  sera  ....  (n) 


pour  les  trois  dérivées  différentielles  de  L 
rfL 


dx 


dl 

dy 


de  plus, 


v = ± 


✓(*'  4-  y’  + *’)  ' ~ a 


Ccstalcurs  réduisent  les  équations  générales  (h)  il. ...  (l) 

iPx  . m* 

2F 


±»î- 


i't  -, 

3p-  = ?±*( 


Pour  éliminer  4:  N entre  «es  équations,  multiplions 


y dx  — xdy  = cdt. 

Les  trois  équations  (1),  (m),  (n)  renferment  la  déter- 
mination du  mouvement  d’un  point  matériel  pesant 
sur  la  surface  d’une  sphère.  En  éliminant  entre  ces 
équations  deux  des  variables  x,  y,  x,  on  obtiendra  la 
troisième  en  fonction  du  temps  t , ce  qui  fera  connaître 
toutes  les  circonstances  du  mouvement  indépendam- 
ment de  la  force  normale  N,  qui  a disparu  de  ces  équa- 
tions. Pour  parvenir  une  équation  finale  en  x,  met- 
tons l’équation  (l)  sous  la  forme 

xdx  4~  yày  = — sdx; 

élevons-la  au  carré,  ainsi  que  l’équation  (n),  ce  qui 
nous  donnera 

x'dx2  4"  xxydxdy  • {-  y5  rfy*  as  x’rfs’ , 
y2dx2  — a xydxdy  4"  Xtdyl  =r 


Digitized  by  Google 


MOI' 

Ajoutant  ccs  deux  dernières , il  viendra 

(*>  + y •)<£*>  + (**  + y’)dy’  = e**1  + *W  ; 

substituant  dans  celle-ci  la  valeur  de  z*  - } y’  tirée  de 
l'équation  de  la  sphère,  savoir  : 

as  + y-^a1  — x>; 

et  la  valeur  de  djc*  -j-dy*  tirée  de  l'équation  (m) , savoir  : 
dx?  dy‘  = igzil1  -|-  e'dt1  — dz', 
nous  aurons  définitivement 

dt  _ «d- 

✓ [(«*—  *’)  (»î* + O — «’] 

l'intégrale  de  cette  expression , qu’on  ne  peut  obtenir 
sous  une  forme  finie , mais  dont  on  obtient  les  râleurs 
approximatires  par  le  développement  en  série,  fera 
connaître  x en  fonction  de  t ou  réciproquement. 

Il  faut  observer  que  l’ordonnée  x fait  seulement  con- 
naître le  plan  horizontal  dans  lequel  se  trouve  à chaque 
instant  le  mobile,  ce  qui  ne  suffit  pas  pour  déterminer 
complètement  sa  situation  ; mais,  comme  en  cherchant 
les  expressions  des  deux  autres  coordonnées  x et  y,  on 
tombe  sur  des  équations  dans  lesquelles  ces  variables  ne 
sont  pas  séparées  du  temps  f,  il  est  plus  simple  de  fixer 
la  position  du  mobile  en  faisant  concourir  son  rayon 
vecteur  avec  sa  coordonnée  z ; or  la  position  du  rayon 
vecteur  est  connue  lorsqu'on  connaît  l’angle  que  fait  sa 
projection  horizontale  avec  l’axe  des  x ou  celui  des  y: 
ainsi  il  s’agit  d’obtenir  l’expression  générale  de  cet  angle 
que  nous  désignerons  par  0. 

Observons  que  la  projection  horizontale  du  rayon 
vecteur  est  le  côté  d'un  triangle  rectangle  qui  a ce  rayon 
lui-même  pour  hypothénusc  et  l’ordonnée  z pour  troi- 
sième côté  : sa  valeur  est  donc 

vsrrjr 

et  l’on  a,  conséquemment ....  (o) 

x sss  cos  0 . l/a1  — x1 , y = sia  0 l/a*  — x1  ; 
dülérentiant  ces  équations,  on  obtient 


MOU  331 

mêmes  équations  (o),  puis  retranchant  le  premier  pro- 
duit du  second  et  observant  que  sin  *0  -f-  cos*Q  = i, 
il  viendra 

fdx  — xdy  = — (a1  — x1)  do  = (x1  — ax)d9. 
Comparant  avec  (n),  nous  aurons 


Cette  dernière  équation  intégrée  par  approximation, 
après  y avoir  substitué  pour  dt  sa  valeur  précédente, 
fera  connaître  la  valeur  de  0 en  fonction  de  x,  et  l'on 
aura  ainsi  pour  un  instant  quelconque  la  position  du 
mobile  sur  la  sphère,  puisque  x est  censé  connu  en 
fonction  de  f. 

33.  L’expression  de  la  vitesse  en  un  point  quelcon- 
que de  la  surface  sphérique  est  donnée  immédiatement 
par  l’équation  (m),  car  en  désignant  par  ds  l’élément  de 
la  trajectoire  et  sc  rappelant  que 


cette  équation  est  la  même  chose  que 
t>‘  = zgz  -\-  c , 

d’où 

u =s  l/ ayx  -f-  c , 

la  constante  c‘  est  la  vitesse  iuitialc  ou  la  vitesse  qui  a 
lieu  lorsque  x = o. 

34-  Si  l’on  demande  la  valeur  de  la  force  N égale  et 
opposée  ù la  pression  qu’exerce  le  mobile  contre  la 
surface  de  la  sphère , il  faut  multiplier  respectivement 
chacune  des  équations  (»)  par  la  variable  qu’elle  ren- 
ferme et  prendre  la  somme  des  produits,  ce  qui 
donne  ....  (p) 

i£ztjp±*ï  = 3i±aV  + yH-  *’}> 

= 9Î±  Na, 

à cause  de  z5  + y’  + *’  =■  a’. 

Mais,  co  différée  liant  l'équation  (i),  on  trouve 

xd'x-^-ix.  dx  -f-  yd*y  -(-<fy  . dy -\-zdiz-{-dz . dz  = o, 


ix  = — sin  0.  do  l/a*  — z'  — SÎ^L='cos  0, 

Va'  — z1  tij 

— — zd" 

dy  =s  cos  G . dé  Va'  — z' ■===  sia  0 , 

l/a*  — s* 

Multipliant  la  dernière  de  ces  équations  par  la  première 
des  équations  (o)  et  la  première  par  la  seconde  de- ces 


d’où,  en  divisant  par  it' , 


Substituant  dans  (p),  on  obtient 


±N  = — - 
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On  choisira  toujours  celui  des  deux  signes  de  N qui 
rend  sa  valeur  positive , parce  que  cette  quantité,  qui 
représente  l'intensité  d'une  force  concourante  avec  d'au- 
tres forces  en  un  même  point,  ne  saurait  avoir  de  valeur 
négative.  ( Voy . Résulta irri.)  Dans  tous  les  cas,  abstrac- 
tion faite  du  signe,  la  quantité 

»*+ »» 

a 

est  égale  à la  pression  exercée  par  le  mobile  contre  la 
surface  de  la  sphère. 

55.  Mouvement  d’un  corpt  autour  d’un  axe  fixe.  Lors- 
qu’un corps  solide,  qu’on  peut  toujours  considérer 
comme  un  assemblage  de  points  matériels  liés  entre 
eux  d’une  manière  invariable,  est  assujetti  à tourner 
uniformément  autour  d’un  axe  fixe  AB  (PI.  XVI, 
fig.  aa),  'si  l’on  imagine  uno  infinité  de  plans  perpen- 
diculaires ù cet  axe,  on  pourra  considérer  chaque  point 
matériel  comme  décrivant,  dans  une  révolution  en- 
tière, une  circonférence  de  cercle  sur  l’un  des  plans. 
Les  molécules  ou  masses  élémentaires  m,  m\  m*,  etc. 
parcourent  ainsi  dans  le  même  temps  des  arcs  d'un 
même  nombre  de  degrés,  et  leurs  vitesses  respectives 
seront  d’autant  plus  grandes  que  les  arcs  parcourus  ap- 
partiendront à des  circonférences  plus  grandes.  Les  arcs 
d’un  même  nombre  de  degrés  étant  proportionnels  à 
leurs  rayons,  il  en  sera  de  même  des  vitesses,  de  sorte 
qu’en  prenant  pour  unité  la  distance  d’une  molécule  à 
l’axe  et  en  désignant  par  w sa  vitesse,  qui  sera  la  vitesse 
angulaire  du  système , les  vitesses  des  molécules  m , 
m‘,  m',  etc.,  placées  à des  distances  am  = r,  a‘m'  = r', 
a'm'  = r*,  etc.,  seront  respectivement  représentées  par 

f w , r'» , r” « , r'"« , etc. 

Les  quantités  de  mouvement  effectives  qui  animeront 
les  masses  élémentaires  m,  m',  m*,  etc.,  auront  donc 
pour  expressions 

MTw,  w r &»,  m' r w,  n r '*«,  etc. 

Supposons  que  des  forces  données  en  grandeur  et  en 
direction  agissent  simultanément  sur  toutes  ces  molé- 
cules et  leur  impriment  des  vitesses  qui  seraient  r,  v', 
t>r,  etc.,  si  les  molécules  étaient  entièrement  libres  ; les 
quantités  de  mouvement  reçues  seront  conséquemment 

mv,  mV , m'V',  m"V",  etc. 

et  il  faudra,  d’après  le  principe  de  d’Alcmbcrt,  (voy. 
.tom.  II,  pag.  3^8)  qu’il  y ait  équilibre  entre  les  quanti- 
tés de  mouvement  imprimées  et  les  quantités  de  mou- 
vement effectives,  chacune  de  ces  dernières  étant  prise 
en  sens  contraire  de  sa  direction. 
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Pour  obtenir  l’équation  d’équilibre,  considérons  en 
particulier  la  masse  élémentaire  m,  et  représentons  la 
force  mv  qui  agit  sur  elle  par  la  partie  m«  de  sa  direc- 
tion ; abaissons  du  point  n la  perpendiculaire  np  sur 
le  plan  du  cercle  décrit  par  cette  masse  ; nommons  0 
1 angle  nmp  entre  la  force  et  le  plan , et  décom- 
posons w»  ou  mv  en  deux  forces,  l’une  np  = mv  sin  0 
parallèle  à l’axe  fixe  AB,  et  l’autre  pm=mv  cos  0 , située 
dans  le  plan  mpa.  La  première  sera  détruite  par  la  ré- 
sistance de  l’axe,  et  la  seconde  aura  son  effet.  Désignant 
de  même  par  0 , 0",  0"',  etc.  les  angles  que  les  forces 
wV,  mV,  etc.  font,  avec  les  plans  de  rotation  des  mo- 
lécules m,  m",  m'",  etc.,  les  quantités  de  mouvement 
imprimées  aux  divers  points  du  système  seront 

mv  cos  0,  mv  cos  0’,  m"v"  cos  0",  etc. , 

et  elles  se  trouveront  situées  dans  les  mêmes  plans  que 
les  quantités  de  mouvement  effectives  mrw,  m'r'w, 
mV«,  etc. 

Or,  puisque  toutes  ces  quantités  de  mouvement  agis- 
sent dans  des  plans  perpendiculaires  à l’axe  de  rotation, 
leur  effet  doit  être  le  même  que  si  tous  ces  plans  n’en  for- 
maient qu’un  seul  ; ainsi,  projetant  sur  un  plan  perpen- 
diculaire é l’axe  , les  directions  de  toutes  les  forces  ap- 
pliquées, et  prenant  ces  projections  pour  les  directions 
elles-mêmes  (PI.  XVI,  fi  g.  a3),  il  faudra,  pour  que  l’é- 
quilibre puisse  subsister,  que  la  somme  des  momens, 
pris  par  rapport  au  point  fixe  a , soit  nulle  ou  que  la 
somme  des  momens  qui  tendent  à faire  tourner  le  sys- 
tème dans  un  sens  autour  du  point  a soit  égale  à la 
somme  des  momens  qui  tendent  à le  faire  tourner  dans 
le  sens  opposé.  (Voy.  Moxekt.)  Mais  les  directions  des 
forces  mrw,  m'r'w,  etc.,  dans  le  plan  de  projection,  sont 
tangentes  aux  circonférences  décrites  par  les  masses 
m,  m',  m',  etc.  autour  du  point  fixe  a , avec  les  rayons 
r,  T , x* y etc.  Ainsi  les  momens  de  ces  forces  par  rapport 
au  centre  a seront 

mr3 w,  m'r  *w,  mV*w,  etc. 

et  comme  clics  tendent  toutes  ù faire  tourner  le  système 
dans  le  même  sens,  il  faut  prendre  la  somme  de  tous 
ces  momens,  qui  sera 

Représentant  par  la  caractéristique  2 la  somme  de  tou- 
tes les  quantités  semblables  mr5,  m'r'3,  etc. , wimr*  dé- 
signera la  somme  des  momens  des  forces  effectives,  et 
c’est  cclfe  quantité  qui  doit  faire  équilibre  à la  somme  des 
momens  des  forces  me  cos  0,  mV  cos  0',  mV  cos  0',  etc. 
Pour  obtenir  cette  dernière , observons  que  plusieurs 
des  forces  peuvent  tçudrç  à faire  tourner  le  système  dans 
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un  sens  et  les  autres  dans  un  sens  opposé  : la  somme 
des  momens  sera  donc  en  général  la  différence  de  deux 
sommes  dont  la  plus  grande  sc  composera  de  tous  les 
momens  des  forces  qui  tendent  à faire  tourner  le  sys- 
tème dans  le  sens  de  son  mouvement  effectif;  si  L dé- 
signe cette  différence , l’équation  d'équilibre  cherchée 
deviendra 

L = «2inr5, 

et  l’on  pourra  , par  son  moyen,  déterminer  la  vitesse 
angulaire  u.  Abstraction  faite  des  signes  des  momens, 
si  nous  désignons  par  p,  p’,  p\  etc.  les  perpendiculai- 
res abaissées  du  centre  a sur  les  directions  des  forces 
wü  cosO,  mVcosO’,  etc.  nous  aurons 

L = mvp  cos  0 m'v'p'  cos  ô'-f-  mVp'cos  if  -f-  etc. 

ou  bien,  en  employant  encore  la  caractéristique  2 pour 
désigner  la  somme  des  quantités  semblables  dont  sc 
compose  le  second  membre  de  cette  égalité, 

L = imvp  cos  0; 

l’équation  d’équilibre  devient  ainsi 

xrnrp  cos  0 = uimr7, 

d’où  l’on  tire,  pour  l’expression  de  la  vitesse  angu- 
laire (?) 

imtp  cos  0 
“ ïror* 

56.  Lorsque  les  vitesses  v,  v\  v\  etc.  sont  toutes 
égales,  parallèles  entre  clics,  et  qu’elles  agissent  dans 
les  plans  de  rotation  des  molécules,  les  angles  0,  0‘, 
if  y etc.  sont  nuis,  et  l’on  a alors 

co$0=*i,  cos0'=i,  cos0"  = i,  cos0"'=i,  etc. 

Dans  ce  cas , la  somme  des  momens  des  vitesses  deve- 
nant 

mvp  -f-  m'vp*  -j-  mvp'  -{-  etc.  ±=  v ftnp  -|-  m'p'  -f- 


on  peut  lui  donner  la  forme  vimp,  en  conservant  à la 
caractéristique  2 sa  signification  générale  d’agrégat  de 
termes  semblables,  cl  l’équation  (y)  devient ....  (r) 

vimp 

° imr1  * 

Concevons  maintenant  un  plan  parallèle  A la  vitesse 
V et  qui  passé  paç  l'axe  fixe,  les  perpendiculaires 
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abaissées  des  points  m,  m',  m',  etc.,  sur  ce  plan  seront 
égales  aux  perpendiculaires  p,  p',  p',  etc.,  des  cen- 
tres de  rotation  sur  les  directions  des  vitesses  égales  et 
parallèles  v,  t’,  v%  etc.,  et  si  l’on  nomme  q,q',  <ft  etc. 
les  nouvelles  perpendiculaires,  qu’on  désigne  en  parti- 
culier par  Q celle  qui  serait  abaissée  du  centre  de  gra- 
vité du  système,  et  qu’enfin  l’on  exprime  par  M la  masse 
totale  ou  la  somme  de  toutes  les  molécules  élémentai- 
res, on  aura,  d’après  la  propriété  connue  du  centre  de 
gravité 

MQ  = mq  -\-  m'q'-j-  m'q'  -{-  etc. , 


ou,  A cause  de  q = p,  q'—p',  q'—p’y  etc. , 
MQ=  lmp. 


Observant  en  outre  que  les  masses  élémentaires  m , m', 
m%  etc.  sont  toutes  égales,  et  qu’on  peut  les  remplacer 
par  l’élément  dM  de  la  masse  totale,  on  voit  que  la 
somme  imr3  n’est  autre  chose  que  l’intégrale  de  r*.  dM , 
de  sorte  que  l’équation  (r)  devient  définitivement.. ..(s) 

cMQ 

JVdM 

La  quantité  2 mr’  ou  JV*d.U  sc  nomme  le  moment 
d'inertie  du  mobile;  nous  avons  exposé  ailleurs  lc9 
moyens  d’obtenir  sa  valeur  numérique.  (Foy.  Moment 
d’inertie.) 

3y.  S’il  arrivait  que  quelques-unes  seulement  des 
molécules  m,  m',  m’,  etc.  eussent  reçu  la  vitesse  r,  on 
aurait  cette  autre  expression 


U = 


«M'Q' 

JWm 


dans  laquelle  M' désigne  la  somme  îles  masses  élémen- 
taires qui  ont  reçu  la  vitesse  v,  et  Q’  la  perpendiculaire 
abaissée  du  centre  de  gravite  de  cette  somme  sur  le 
plan  mené  par  l’axe  parallèlement  à la  vitesse. 

38.  Examinons  le  cas  où  diverses  forces  accélératrices 
agissant  sur  les  points  du  système  te  feraient  tourner 
autour  de  l’axe  fixe  avec  un  mouvement  varié. 

Soit  OZ  (PI.  XVII,  fig.  i)  l’axe  de  rotation,  mrx  le 
cercle  décrit  autour  de  cet  axe  par  l’une  des  molécules 
m,  ^ la  force  accélératrice  appliquée  nu  point  m,  dans 
la  direction  Pm,  et  3 l’angle  PmT  que  fait  la  direction  de 
la  force  y avec  la  tangente  Tm  du  cercle  mrs. 

Décomposons  la  force  y en  trois  autres  : la  première 
parallèle  ù l’axe  OZ,  la  seconde  dirigée  suivant  le  rayon 
Am,  et  la  troisième  dirigée  suivant  la  tangente  Tm;  les 
deux  premières  seront  détruites  par  la  résistance  de 
l’axe,  la  dernière  seule,  dont  l’expression  sera  y cos  3, 
tendra  ù faire  mouvoir  le  point  m.  Nommons  r le  rayon 
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Am,  et  représentant  par  dm  l'élément  de  la  masse , ex- 
primons par  « la  vitesse  angulaire  du  système  après  le 
temps  t ; la  vitesse  de  l’élément  dm  sera  au  même  ins- 
tant r u et  dans  la  durée  infiniment  petite  dt,  cette  vitesse 
croîtra  de  celle  qui  sera  duc  k l’action  de  la  force  accé- 
lératrice. 

Ceci  posé  » observons  que  si  le  mobile  était  libre , la 
force  f cos  o lui  imprimerait  dans  l'instant  dt  une  vitesse 

y cos  3 . dtf 
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Mettant  en  dehors  du  signe  £ les  quantités  dt  et  d*»,  qui 
sont  les  mêmes  dans  tous  les  termes,  et  observant  que  la 
sommation  d’une  suite  indéfinie  de  quantités  infiniment 
petites  est  une  intégration,  on  pourra  donner  à l’équa- 
tion (t)  la  forme 

r<f  cos  -5 . dm  = duji r*dm, 
d’où  l’on  tire  ....  (u) 


de  sorte  qu’après  le  temps  t -J-  dt  la  vitesse  serait 
r<é  f cos  5 . dt. 

Mais,  comme  l’élément  matériel  dm  est  lié  au  système, 
sa  vitesse  effective  après  le  temps  t -f-  dt  est 

Tto  rdw , 

et  sa  quantité  de  mouvement  effective 
(rw-j-rdw)dm, 

tandis  que  la  quantité  de  mouvement  imprimée  est 
(r«-{-ycos3 . dt)dm. 

Ces  considérations  s’appliquant  indifféremment  à 
toutes  les  molécules  du  système,  nous  aurons,  en  gé- 
néral, pour  la  somme  des  quantités  de  mouvement  im- 
primées, l’expression 

2(r*#-f-ycos3 . dt)dm 

et , pour  la  somme  des  quantités  de  mouvement  effec- 
tives, 

£ (fw  rdu)dm. 

Ces  dernières  quantités  de  mouvement,  prises  en  chan- 
geant leurs  directions , devant  faire  équilibre  aux  pre- 
mières, d’après  le  principe  de  d'Alembert,  il  faut  que 
leurs  momens,  par  rapport  à i’axe  fixe,  soient  égaux  aux 
momens  de  ces  premières  par  rapport  au  même  axe , 
et  comme  les  forces  agissent  suivant  les  tangentes  des 
circonférences  décrites  par  les  points  matériels  aux- 
quels elles  sont  appliquées,  il  suffit  de  multiplier  cha- 
que quantité  de  mouvement  par  le  rayon  du  cercle  qui 
lui  correspond  pour  avoir  son  moment.  L’équation  des 
momens  est  donc 

2 (r*w  -f-  ry  cos  3 . dt)dm  = 2(r\»  -f-  r*dw)dm, 
ce  qui  sc  réduit  à....  (f) 

2rf  cos  3 . dtdm  = ir*dvdm* 


J*ry  cos  3 . dm 

‘ F 


r'dm 


Cette  expression  donnera  la  vitesse  angulaire  du  sys- 
tème, pour  chaque  instant  du  mouvement,  après  qu’on 
aura  effectué  les  intégrations  pour  lesquelles  il  faut  con- 
naître l’intcnsitc  et  la  direction  de  la  force  accélératrice 
y qui  agit  sur  chaque  élément  du  corps,  ainsi  que  la  po- 
sition de  ces  élémens.  On  trouvera  un  exemple  d’appli- 
cation au  mot  Pesdile. 

3q.  3fouvemcnt  d'un  corps  libre  dans  l'espace.  Les 
lois  du  mouvement  d’un  point  matériel  libre  dans  l’es- 
pace, s’appliquent  immédiatement  à tout  corps,  ou 
système  de, points  matériels,  dont  tous  les  points  sc 
meuvent  avec  la  même  vitesse  et  décrivent  des  trajec- 
toires parallèles.  Lorsqu'il  n’en  est  point  ainsi , on  doit 
sc  représenter  le  mouvement  du  système  comme  com- 
posé de  deux  mouremeus  différons,  l’un  de  translation 
dans  l’espace,  commun  à toutes  les  molécules,  l’autre  de 
rotation  autour  d’un  point  du  solide,  et  particulier  à 
chaque  molécule.  Supposons,  par  exemple,  que  dans 
l’intervalle  de  temps  que  la  molécule  m du  corps  A 
(PI.  XVII,  fig.  a)  a employé  pour  sc  transporter  de  m 
en  m',  les  autres  molécules  ont  changé  de  position , de 
manière  que  la  molécule  n qui  sc  trouvait  à la  droite 
de  la  ligne  mm'  $e  trouve  ù la  gauche  ; comme  cette  mo- 
lécule est  liée  invariablement  au  point  «n,  elle  n’a  pu 
prendre  cette  nouvelle  position  sans  tourner  autour  du 
point  m , et  de  même  pour  toutes  les  autres  molécules. 
Ainsi,  observant  que  si  le  mouvement  de  rotation  n’eût 
pas  eu  lieu,  tous  les  points  du  système  se  fussent  mus 
parallèlement  à la  direction  imprimée  au  point  m,  tan- 
dis qu’au  contraire,  si  le  mouvement  de  translation 
n’eût  point  existé,  le  système  aurait  tourné  autour  d’un 
centre  fixe  m,  on  volt  qu’on  peut  décomposer  le  mou- 
vement effectif  en  deux  autres  et  considérer  la  vitesse  de 
chaque  molécule  à un  instant  donné  comme  la  résul- 
tante de  deux  vitesses,  l’une  égaie  et  parallèle  à celle 
du  centre  de  rotation,  l’autre  différente  pour  chaque 
molécule  et  dépendant  de  la  distance  de  la  molécule  au 
centre  de  rotation  ainsi  que  de  la  vitesse  angulaire  du 
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système.  La  question  consiste  donc  dans  la  détermina- 
tion de  ces  deux  espèces  de  mouvement. 

Admettons  généralement , pour  plus  de  simplicité , 
que  le  point  autour  duquel  tourne  le  système  soit  son 
centre  de  gravité , et  décomposons  toutes  les  forces  ac- 
célératrices qui  agissent  sur  un  élément  en  trois  forces 
X,  Y,  Z respectivement  parallèles  à trois  axes  rectan- 
gulaires coordonnés.  Après  un  temps  t,  les  vitesses  de 
l’élément  dm  suivant  ces  trois  axes  seront 

dx  dy  dx 

Jt'  tt'  3T* 

et  après  un  temps  t dt>  elles  deviendront 


Ces  vitesses  sont  les  vitesses  effectives;  mais  si  à la  fin 
du  temps  t le  point  matériel  eût  cessé  de  faire  partie  du 
système  et  qu’il  eût  cédé  librement  à l'action  des  forces 
accélératrices  qui  agissent  sur  lui,  ses  vitesses  suivant  les 
axes  se  seraient  augmentées  dans  l’instant  dt  des  quan- 
tités 

Xcft,  Ydt,  Z dt, 


et  seraient  par  conséquent  devenues 


dx 

ai 


+ 


\dl, 


dy 

Si 


+ 


Y dt, 


Retranchant  de  ces  vitesses  imprimées  à l’élément  ma- 
tériel dm,  les  vitesses  effectives  précédentes,  noos  au- 
rons pour  les  vitesses  perdues  ou  gagnées  par  cet  élé- 
ment dans  le  sens  des  trois  axes  les  expressions 


Xdt-d%, 

™-4î’ 

7d,  - 


Ainsi,  d’après  le  principe  de  d’Alembert,  le  corps  reste- 
rait en  équilibre  si  l'on  appliquait  à l’élément  dm  les 
quantités  de  mouvement 
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correspondantes  à ces  vitesses  perdues  ou  gagnées.  Ceci 
s'appliquant  à toutes  les  molécules  du  système,  et  l’équi- 
libre du  corps  supposé  libre  exigeant  que  les  sommes  de 
toutes  les  forces  parallèles  à chaque  axe  soient  nulles 
séparément,  nous  aurons  les  trois  équations 

J f(x* -<*£>«=•> 

K™  -4V>=°> 

î{7Âi  - 

d'où  l’on  tire ....  (x) 


les  intégrantes  doivent  être  prises  dans  toute  l’étendue 
de  la  masse  du  corps. 

Soient,  maintenant,  xt , y,,  xt  les  coordonnées  du 
centre  de  gravité  et  M la  masse  du  mobile,  nous  avons, 
d’après  les  propriétés  connues  de  ce  centre 


Mar,  = ^xdm , My,  =■  j y dm,  Mx,  = j zdm. 


Différentions  deux  fois  de  suite  ces  équations  en  regar- 
dant M et  dm  comme  des  constantes  et  arf,  y,,  x,, 
x , y,  x comme  des  fonctions  du  temps  t , nous  ob- 
tiendrons 


Substituant  à la  place  des  seconds  membres  leurs  va- 
leurs (x),  nous  trouverons  pour  les  équations  du  mou- 
vement du  centre  de  gravité  ....  (a) 


■s -j 
-J 


Xdm, 


"3f» 

Élh 

rfi* 


Y dm, 


40.  Cci  dernières  é<juot|ons  non*  font  connaître  un. 
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propriété  très-remarquable  du  centre  de  gravité  : c’est 
que  ce  centre  se  meut  comme  si  toutes  Us  forces  du  sys- 
tème lui  étaient  immédiatement  appliquées.  En  effet , les 
quautités  jXdm,  JY  dm,  J Zdm,  sont  les  sommes  des 
composantes  de  toutes  les  forces  suivant  les  trois  axes, 
de  sorte  que  si  l’on  désigne  par  X, , Y, , Z,  les  compo- 
santes de  la  résultante  du  système  des  forces , on  a 


U\,=J'x((rM,  MY,  =J'ïrfm,  MZ,  =j  Zdm. 

Comparant  avec  («),  on  en  déduit 

æ*>  — X rf’ïl  _ Y 1 — 7 

W-*1’  rflr  = *<  ’ dt'  L‘' 


c'est-à-dire,  les  mêmes  équations  qu’on  trouverait  en 
considérant  le  centre  de  gravité  comme  un  point  isolé 
auquel  seraient  appliquées  toutes  les  forces  du  système, 
parallèlement  à leurs  directions. 

4i.  Nous  ne  déterminerons  l’équation  du  mouve- 
ment de  rotation  que  dans  le  cas  où  le  corps  est  mû  par 
une  force  accélératrice  dont  la  direction  ne  passe  pas 
par  le  centre  de  gravité  : c’est  le  cas  le  plus  fréquent  du 
problème.  Soit  PQ  (fig.  3,  PI.  XVII)  la  direction  de  la 
force  accélératrice,  abaissons  sur  cette  droite,  du  centre 
de  gravité  G,  une  perpendiculaire  Gm;  la  force  PQ 
tendant  à faire  tourner  Gm  autour  du  point  G fera  dé- 


crire au  point  m un  cercle  dont  Gm  sera  le  rayon , de 
sorte  que  le  point  m,  en  entraînant  tous  les  autres 
points  du  système,  imprimera  au  corps  un  mouvement 
de  rotation  autour  d'un  axe  perpendiculaire  au  plan  du 
cercle  Gm  cl  passant  par  le  point  G.  Ainsi,  désignant 
par  v la  vitesse  imprimée  par  la  force  accélératrice  au 
centre  de  gravité,  par  M la  masse  du  solide,  et  faisant 
Gm  = Q,  nous  aurons  (n°  36),  pour  la  vitesse  angu- 
laire M, 


Le  moment  d’inertie  fr'dm  étant  pris  par  rapport  à un 
axe  qui  passe  par  le  centre  de  gravité,  se  réduit  à M*1 
( Voy . Moment  d’ikeetib).  Ainsi,  l’équation  précédente 
devient 

— 

w k1  ' 

On  obtiendra  par  cette  formule  la  vitesse  angulaire  au 
moyen  de  la  vitesse  du  centre  de  gravité  lorsqu’on  aura 
déterminé  cette  dernière  à l’aide  des  équations  (a).  Nos 
limites  nous  interdisent  de  plus  grands  détails. 

Voyez,  pour  ce  qui  concerne  le  mouvement  des  flui- 
des, les  mots  IlYD&ODittXMjQCE,  Écoulement,  Pneuma- 
tique et  Vafec». 


IV. 
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NORIA.  ( flydraul ) Machine  hydraulique  qui  sert  à 
élever  l’eau.  Une  noria  se  compose  d’une  suite  de  seaux 
fixés  à une  chaîne  sans  fin  passant  sur  un  tambour  ou 
gros  treuil  établi  au-dessus  du  réservoir  dont  on  veut 
tirer  l’eau.  L’extrémité  inférieure  de  la  chaîne,  ainsi  que 
les  seaux  qu’elle  porte,  plongent  dans  cette  eau.  Leur 
ouverture  est  tournée  vers  le  haut  dans  la  branche  as- 
cendante et  vers  le  bas  dans  la  branche  descendante.  Le 
mouvement  est  imprimé  à la  chaîne  au  moyen  d’une 
manivelle  ou  d'un  engrenage  placé  à l’extrémité  de 
l’axe  de  rotation  du  tambour.  Les  seaux,  en  passant 
dans  le  puisard,  s’y  remplissent  d'eau;  ils  la  portent 
avec  eux  le  long  de  la  branche  qui  monte;  arrivés  au 
haut , ils  s'inclinent  en  suivant  la  convexité  supérieure 
du  tambour  et  ils  versent  leur  eau  dans  une  auge  ou  un 
bassin  destiné  à la  recevoir;  de  sorte  que  les  seaux  sc 
emplissent  et  se  vident  d’eux-mêmes  et  que  la  conti- 
nuité du  mouvement  est  parfaitemeut  établie. 


NOR 

Cette  machine  est  très-employée  dans  le  midi  de 
l’Europe;  elle  sert  depuis  des  siècles  à l’arrosement  de 
tous  les  grands  jardins  aux  environs  de  Toulouse,  où 
elle  est  mue  par  un  manège.  On  voit  encore , dans 
quelques  localités,  des  norias  dont  les  chaînes  sont  des 
tresses  de  paille;  les  seaux,  de  simples  pots  de  terre  cy- 
lindriques ; et  les  rouages , des  bouts  de  solive  assem- 
blés en  double  croisillon  ; mais  cet  appareil  grossier  a 
reçu,  généralement,  des  améliorations  qui  augmentent 
de  beaucoup  son  effet  utile.  Maintenant  les  seaux  sont 
en  bois  choisis  et  peints  ou  en  feuilles  de  cuivre  ; les 
chaînes  sont  en  fer,  et  les  engrenages  en  fonte. 

M.  d’Auhusson  donne  la  description  suivante  d'une 
bonne  noria  établie  par  M.  Abadie. 

Le  tambour,  dans  sa  coupe  verticale,  est  un  hexa- 
gone régulier  de  o*,45  de  côté  : c’est  une  lanterne  à 
six  fuseaux.  Elle  est  fermée  par  deux  plateaux  en  fonte 
ayaut  o“,oa  d’épaisseur,  distans  de  o",43  et  réunis  par 
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des  fuseaux  ou  boulons  eu  fer  de  o“,o3  de  diamètre. 
Un  des  plateaux  est  percé  d’une  simple  ouverture  pour 
le  passage  de  l’axe  de  rotation , lequel  consiste  en  une 
pièce  de  fer  de  oa,o54  d’équarissage.  L’autre  présente 
à son  centre  comme  un  moyeu  formé  de  deux  anneaux 
concentriques  de  oa,o8  de  saillie  en  largeur  ; le  petit , 
de  oa,o6  de  diamètre , embrasse  l’axe;  entre  lui  et  le 
grand,  qui  a o", i3,  sont  six  petites  cloisons  placées 
dans  le  sens  des  rayons  : le  tout  est  en  fonte  et  coulé 
avec  le  plateau.  Entre  les  deux  plateaux,  et  comme  un 
noyau  au  milieu  du  tambour,  on  fixe  horizontalement 
une  pyramide  tronquée  hexagonale  et  creuse;  sa  hau- 
teur est  de  o", 43,  le  côté  de  la  grande  base  de  oa,ao,  et 
celui  de  la  petite  de  oa,o5  : cette  petite  base  s’applique 
contre  le  petit  anneau  du  moyeu,  et  la  grande  contre 
la  paroi  intérieure  du  plateau  opposé.  Ces  six  arêtes 
correspondent  aux  six  petites  cloisons  du  moyeu  et  aux 
six  fuseaux.  Entre  chaque  arête  et  le  fuseau  correspon- 
dant est  une  plaque  en  fonte  ou  grande  cloison,  et  le 
tambour  se  trouve  ainsi  divisé  en  six  comparlimens. 

La  chaîne  a i3a,72  de  long  et  est  fermée  de  28  grands 
chaînons.  Chacun  porte  un  seau  fait  en  feuilles  de  cui- 
vre : la  figure  4»  PL  XVII  en  présente  une  coupe  per- 
pendiculaire à l'axe  de  rotation  : on  a AC  =*  «“,271; 
AB  = oa,2i;  CD  = oa,i3  ; et  la  largeur,  parallèlement 
à l’axe,  est  de  oa,355  : la  capacité  du  seau  est  ainsi  de 
i5  litres  (elle  n’est  que  moitié  dans  les  norias  les  plus 
ordinaires,  et  qui  reviennent  à 700  fr.  environ  mises  en 
place).  Au  milieu  du  fond  CD  est  un  trou  circulaire  de 
ua, 027  de  diamètre,  recouvert  d’une  petite  soupape  en 
bois. 

Sur  les  deux  côtés  opposés  de  chaque  seau  sont  fixées 
deux  petites  lames  de  fer  M , ayant  oa,oo5  d’épaisseur, 
o“,o32  de  largeur  et  oa,53  de  longueur.  Leurs  extré- 
mités sont  traversées  par  un  boulon  de  oa,02  de  dia- 
mètre, et  de  manière  que  celui  qui  traverse  les  extré- 
mités supérieures  des  lames  d’un  seau  traverse  aussi  les 
extrémités  inférieures  des  lames  du  seau  qui  est  au- 
dessus.  C’est  ainsi  que  se  forment  les  chaînons , et  il 
faut  avoir  grand  soin  que  leur  longueur  (la  distance 
d’un  boulon  à l'autre)  soit  telle  que,  dans  la  partie  de  la 
chaîne  qui  se  plie  sur  la  partis  supérieure  du  tambour, 
les  boulons  correspondent  parfaitement  aux  fuseaux  de 
la  lanterne,  c’est-à-dire  aux  sommets  des  angles  de 
l’hexagone. 

Une  des  extrémités  de  l’axe  de  rotation  porte  une  roue 
verticale  A 23  dents  qui  engrènent  dans  celles,  au  nom- 
bre de  38,  d’une  roue  horizontale.  Celle-ci  èst  traver- 
sée par  un  arbre  vertical  en  fer  de  oa,o54  d’équarissage 
et  de  ia,io  de  long  : son  extrémité  inférieure  repose 
sur  une  crapaiidinc,  et  sou  extrémité  supérieure,  dis- 
posée en  anneau,  reçoit  le  bras  du  manège,  lequel  a 
4 mètres  de  long. 

Ton.  ut. 
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Sur  l’axe  horizontal,  on  a encore  une  roue  à rochct 
destinée  à empêcher  le  mouvement  rétrograde. 

Lorsque  la  machine  sc  meut  et  que  l’extrémité  su- 
périeure d’un  chaînon  arrive  à la  lanterne,  il  est  comme 
pris  par  un  fuseau  qui  l'emmène  avec  lui.  Dès  qu’en 
montant  le  seau  de  ce  chaînon  commence  A s’incliner, 
il  commence  aussi  à verser  son  eau  dans  le  comparti- 
ment qui  lui  correspond,  et  il  a fini  avant  d’avoir  at- 
teint la  position  horizontale,  et  par  conséquent  avant 
d’avoir  commencé  A descendre.  Cette  eau  descend  dans 
le  compartiment;  arrivée  au  fond,  lequel  est  une  des 
faces  inclinées  du  tronc  de  pyramide,  elle  le  suit  et  va 
sortir  par  l’ouverture  correspondante  du  moyeu,  sans 
qu’il  s’en  soit  perdu  une  goutte  durant  le  versement. 

Cette  noria  est  établie  sur  un  puits  dont  le  niveau 
est  A 5a,20  au-dessous  de  l’axe  de  rotation,  llluc  par  un 
cheval  de  jardinier  de  force  ordinaire,  elle  élève  u3  mè- 
tres cubes  d’eau  en  une  heure  et  la  verse  A 5",  i3  au- 
dessus  du  puisard.  Observant  qu’un  mètre  cube  d’eau 
pèse  1000  kilogrammes,  on  voit  que  l’efict  utile  en  une 
heure  de  temps  est  de 

23oook  X 5m,i3  = 117990** 

ou  de  118  unités  dynamiques.  Dans  une  journée  de 
8 heures  de  travail,  cet  effet  est  donc  de  944  unités  dy- 
namiques, et  comme  l’effet  moyen  d’un  cheval  agissant 
sur  un  manège  est  évalué  à 1164  unités  dynamiques 
(voy.  Cheval),  U en  résulte  que  la  noria  en  question 
donne  les  0,81  de  la  force  transmise. 

Navier  rapporte  qu’une  noria  employée  A des  épui- 
semens  auprès  de  Paris,  menée  par  deux  chevaux,  éle- 
vait en  une  heure  70"%  12  d'eau  A 3a,0o  de  hauteur; 
c’est-ù-dire  qu’elle  rendait  les  0,87  de  la  force  motrice. 
Habituellement  la  perte  est  beaucoup  plus  forte,  et 
M.  d’Aubusson  l'évalue  de  20  à 3o  pour  100.  Dans  une 
expérience  faite  par  M.  l’ingénieur  Emmery,  cinq  forts 
ouvriers  agissant  A la  fois  et  exerçant  sur  la  manivelle 
un  effet  de  4CV,38  avec  une  vitesse  de  oa,838,  ont  élevé 
en  une  heure,  avec  une  noria,  25  mètres  cubes  et  ïJl 
d’eau  à 3a,6o.  L’effet  utile  n’a  donc  été  que  les  0,657 
de  la  force  employée. 

Une  bonne  pompe  produit  un  effet  utile  supérieur,  et 
on  doit  la*  préférer  aux  norias  lorsqu’on  a les  moyens  de 
sc  la  procurer  et  de  l'entretenir  ; mais,  dans  le  cas  con- 
traire, il  faut  employer  ces  dernières  machines,  dont  la 
simplicité  permet  de  confier  les  réparations  au  forgeron 
du  plus  petit  village. 

La  perte  de  force,  dans  les  norias,  provient  de  deux 
causes  : i*  de  ce  que  les  seaux,  en  montant,  laissent  re- 
tomber une  partie  de  l’eau  qu’ils  contiennent;  a*  dc.ee 
que  l’eau  est  toujours  élevée  plus  haut  que  la  surface 
du  réservoir  supérieur. 

43 
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On  peut  avoir  égard  4 la  première  de  ces  pertes  et  à 
quelques  autres  causes  de  déohets  en  réduisant  de  i45 
4 îao  mètres  cubes  le  volume  moyen  d’eau  qu’un  che- 
val doit  élever  4 tm  mitre  dans  une  heure  de  temps. 
Pour  tenir  compte  delà  seconde,  on  devra  diminuer 
ces  iao"*  dans  le  rapport  de  II  4 H-f-r;  Il  étant  la 
hauteur  de  la  surface  du  réservoir  supérieur  au-dessus 
de  celle  du  puisard , et  r étant  la  distance  verticale 
entro  la  première  de  ces  surfaces  et  le  point  culminant 
auquel  l’eau  est  portée  avant  de  couler  dans  le  réser- 
voir supérieur;  r sera  généralement  le  rayon  du  tam- 
bour augmenté  d’un  à deux  décimètres. 

Au  moyen  de  ces  réductions,  l'effet  utile  qu’un  che- 
val peut  produire,  dans  une  heure,  à l'aide  d'une  noria 
bien  construite  est  exprimé,  en  unités  dynamiques,  par 


Ainsi,  le  volume  d’eau  qu’il  peut  élever  dans  le  même 
temps  à une  hauteur  H est,  en  mètres  cubes, 

130 

ff+V 

Il  résulte  de  14  que  lo  nombre  de  chevaux  4 em- 
ployer, ù une  ou  plusieurs  norias,  pour  élever  un  nom- 
bre Q de  mètres  cubes  d’eau  4 une  hauteur  II  dans  une 
heure  de  temps  est 


N désignant  la  longitude  du  moud  ascendant  de  la  lune; 
et  la  variation  périodique  en  longitude,  due  4 la  même 
cause,  est 

d/  = — !7\6i5sinN. 

A ces  deux  inégalités  s'ajoutent  quelquefois,  pour  plus 
de  précision,  celles  beaucoup  plus  petites  provenant  de 
l’action  du  soleil,  et  qu’on  nomme  nutation  solaire;  ces 
dernières  sont  4 très-peu  près 

d«  = o',5253cosaL, 

dl'  = — r,i  io4  siu  aL, 

L représentant  la  longitude  du  soleil. 

Admettant  donc  ces  données  comme  certaines,  le 
problème  énoncé  n’offre  aucune  difficulté , ainsi  qu’on 
va  voir. 

Soit  (PI.  XV II,  ûg.  5)  tQ  l’équateur,  P son  pôle; 
ïE’  l'écliptique,  P'  son  pôle  ; ïB  * A l’ascension  droite 
moyenne  de  l’étoile  E,  BE  = D sa  déclinaison  moyenne; 
yB'=  l sa  longitude , B'E  » ).  .sa  latitude  ; enfin  <•)  l’o- 
bliquité de  l’écliptique  ou  l’angle  P CP. 

Cela  posé,  le  triangle  sphérique  PEP'  dans  lequel 
PE  = 90“  — D , PT  = 90“  — X , PP'  = « , et  angle 
p = 90* -f- A , angle  P'  = 90*  — I,  donnera  ccs  trois 
relations 


On  doit  consulter,  pdur  l’usage  des  norias , {'archi- 
tecture hydraulique  de  Bélidor  (édit.  Navier).  — Le 
tom.  8 du  Cours  d'agriculture  de  Rosier  et  le  Traité 
des  machines  hydraul.  de  Borgnis. 

NUTATION.  (Alt.)  Ce  phénomène  du  balancement 
de  l’axe  de  la  terre  affecte  nécessairement  les  ascensions 
droites  et  les  déclinaisons  des  astres,  puisque  ccs  coor- 
données sont  rapportées  4 l’équateur  céleste  et  4 la 
ligne  des  équinoxes,  qui  se  trouvent  ainsi  soumis  tous 
deux  4 une  variation  périodique  de  même  durée  que 
celle  de  la  révolution  rétrograde  des  nœuds  de  la  lune. 
11  importe  donc  de  trouver  la  position  vraie  d’une  étoile, 
étant  donnée  sa  position  moyenne,  ou,  ce  qui  est  de 
même,  celle  qui  dépend  uniquement  de  la  précession 
et  de  l’obliquité  moyenne  (r oyez  ccs  mots).  Or,  par  la 
théorie  de  l’attraction,  la  variation  périodique  de  celte 
obliquité  due  4 la  nutation  est,  selon  M.  Bcssel  (Funda. 
attron.9  p.  128), 

d«  as  9',4‘i6cos  N, 


sin  X sas  cos  m siu  D — sin  « cos  D sin  A , 
sin  D — cos  «m  sin  > 4-  sin  u cos  X siu  /, 
cos  A 00s  D =.cos  l cos  X. 

Différent i an t la  seconde  relation  par  rapport  à D,  i 
et  w,  ou  tirera  du  résultat  une  valeur  de  dD,  dont  on 
pourra  éliminer  les  facteurs  cos  X sin  l et  sin  X déduits 
des  deux  premières  relations;  et,  toute  opération  faite, 
on  aura  ....  (1) 

dl)  — du  sin  A 4-  dl  sin  w cos  A. 

Telle  sera  la  nutation  en  déclinaisou , si  l’on  remplace 
dw  et  dl  par  leurs  valeurs  ci-dessus,  cl  que  l’on  prenne 
pour  u sa  valeur  actuelle , qui  est  4 peu  près  de 
23\27'.4o*. 

Si  l’on  différentie  également  la  relation  (3)  et  qu’on 
substitue,  dans  la  valeur  de  d A résultante,  cellos  de  cosi 
sin  l et  de  dD  qu’on  vient  d’obtenir,  on  aura  définiti- 
vement.... (2) 

dA  = — dw  cos  A tang  D -f-  dl  (cos  &>  4- 

4-  sia  « sin  A tang  D) , 
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et  ce  sera  la  nutation  en  ascension  droite,  en  mettant 
pour  dv»  et  dl  leurs  valeurs. 

Telles  sont,  en  peu  de  mots,  les  formules  que  les 
astronomes  ont  mises  en  tables  pour  calculer  la  nuta- 
tion et  pouvoir  par  conséquent  changer  les  positions 


NUT 

moyennes  en  positions  vraies.  Foyer,  pour  plus  de  dé- 
tail, les  traites  d’ Astronomie  et  l’art.  Position  afh- 
sente. 

(M.  Puissant) 


O. 
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OBLIQUITÉ  DK  L’ÉCLIPTIQUE.  (Ast.)  Les  géo. 
mètres  qui  ont  aprofondi  la  théorie  de  l’attraction  uni- 
verselle ont  découvert  la  cause  de  la  diminution  pro- 
gressive mais  très-lente  de  l’obliquité  de  l’écliptique,  et 
assigné  à peu  près  les  limites  étroites  entre  lesquelles 
cette  diminution,  après  qu’elle  se  sera  affaiblie  de  plus 
en  plus,  se  changera  en  augmentation  (roy.  Éclipti- 
qua).  M.  Bessel,  astronome  de  Kœnigsberg,  a fait  et 
discuté  un  grand  nombre  d’observations  solsticiales  qui 
fixent  pour  le  i"  janvier  1800  l'obliquité  moyenne  4 
a3*i7'54',8,  et  sa  diminution  annuelle  4 o',45y.  Des 
observations  semblables  faites  à Paris,  et  également  dis- 
cutées avec  beaucoup  de  soin,  portent  cette  obliquité  4 
et  la  diminution  séculaire  4 4®*.  On  a donc 
généralement,  t étant  les  nombres  d’années  écoulées 
depuis  1800,  et  n le  rang  du  jour  de  l’année  que  l’on 
considère 

Obliq.  moyenne,  H = aS'ay’S/— -o',48 . f— o',ooi3.  n. 

Si  4 cette  obliquité  l’on  ajoute  les  nutations  lunaire  et 
solaire,  l’on  a ce  qu’on  appelle  Y obliquité  apparente.  Or, 
)a  nutation  lunaire  qui  dépend  de  la  longitude  moyenne 
N du  nœud  ascendant  de  la  lune  est  9, 4*6  cos  N,  et  la 
nutation  solaire  qui  dépend  du  double  de  la  longitude 
moyenne  © du  soleil  est  o',5a5  cos  a ©;  ainsi,  en  dé- 
finitive, u étant  l’obliquité  apparente,  on  a 

«I  as  a -j-  9', 4*6  cos  N -f-  o',5a5  cos  a ©. 

Les  coefficiens  9*, 4*6  et  o',5a5  sont  les  ronjfanftj  de  la 
nutation  luni-solairc.  Tous  les  astronomes  ne  sont  pas 
précisément  d’accord  snr  ces  valeurs,  que  nous  donnons 
comme  les  plus  probables,  car  M.  Lindcncau  prend  le 
premier  de  8', 97707,  et  M.  Bessel  porte  le  second  4 
o%5?99.  ^es  légères  variantes  tiennent  en  partie  à ce 
qu’il  existe  encore  quelque  incertitude  sur  la  masse  de 

la  lune,  que  l’on  peut  cependant  supposer  être  — de 

celle  de  la  terre,  d’après  les  calculs  les  plus  réceos. 

La  théorie  iudique  encore  deux  très-petites  inégalités 
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périodiques  qui  affectent  l’obliquité  et  qui  dépendent, 
l’une  du  double  de  la  longitude  N du  nœud  de  la  lune , 
l’autre  du  double  de  la  longitude  X de  ce  satellite, 
savoir  : 

— 0*, 08773  cos  a N + o’, 08738  cos  2 £ ; 

mais  jusqu’4  présent,  il  n’y  a guère  que  M.  Bessel  qui 
en  ait  tenu  compte. 

Cherchons,  pour  application,  l’obliquité  apparente 
pour  le  1"  janvier  i838  4 midi  4 Paris.  A cette  époque, 
les  tables  donnent 

Longitude  moyenne 0 *=  *80"  4°  56 , 

Longitude  moyenne  du  nœud.  • N =*  18.  l4**9» 

et,  par  ce  qui  précède,  la  nutation  luni-solairc  ayant 
cette  forme 

« cos  N + b co  s 2 © 

on  a 

Loga  = o,97433  Logi  = 9.70016 

Logcos  N = 9.977e!  + Log  cos  a 0 = 9 96908  — 

0.95194+  — 

Saisi,  lu*.  + 8', 95  Hum.  loi.  — o ,4g 

En  1800 a3-a7'57* 

Diminution  en  38  nnl* ........  l8  , ^4 

Obliquité  moyenne  on  1838 33*37*58  ,76 

Mutation  luni-solaire “7“®»4e 

Obliquité  apparente  cherchée-  . • ■ a3*37  47  »aa 

C’est,  A un  dixième  de  seconde  près , le  nombre  que 
donne  la  Connaissance  dtt  I mpt-  Les  tables  de  nutation 
dispensent  de  ce  petit  calcul. 

[M.  Puis  tant.) 

OCCULTATION.  (Ail.)  La  détermination  des  lon- 
gitudes terrestres  par  les  éclipses  en  général  est  d uno 
trop  grande  utilité  en  astronomie  et  en  géographie 
pour  que  nous  n’entrious  pas  dans  quelques  détails  4 ce 
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sujet.  Toutefois  nous  ne  considérerons  que  le  cas  le 
plus  simple  et  le  plus  fréquent,  celui  des  occultations 
d’étoiles  par  la  lune. 

Lorsque  cet  astre,  en  décrivant  son  orbite  d'occident 
en  orient , éclipse  une  étoile  et  cesse  bientôt  après  de 
la  cacher  aux  regards  du  spectateur,  la  différence  des 
longitudes  des  stations  où  ce  phénomène  a été  aperçu 
dans  les  circonstances  atmosphériques  les  plus  favora- 
bles se  déduit  des  heures  de  l’immersion  et  de  Vémtr- 
tion.  Mais  comme  par  l’efTet  des  parallaxes  ces  deux 
phases  ne  répondent  pas  aux  mêmes  instans  physiques 
pour  des  observateurs  placés  sous  des  méridiens  diffé- 
rens , il  est  nécessaire  de  ramener  les  choses  à cet  état 
en  calculant  pour  chaque  station  l'heure  de  la  conjonc- 
tion vraie , c’csi-à-dirc  l'instant  où  la  longitude  vraie  des 
deux  astres  était  la  même  ; parce  qu’alors  la  différence 
des  heures  de  cette  conjonction  à deux  stations  est  celle 
de  leurs  longitudes. 

11  faut  d’abord  connaître  Apcu  près  la  longitude  cher- 
chée par  rapport  au  méridien  de  Paris  pour  lequel  les  ta- 
bles de  la  Connaissance  des  temps  ont  été  calculées,  afin 
de  pouvoir  déterminer  la  position  delà  lune  au  moment 
de  chaque  phase  observée,  et  par  suite  son  mouvement 
horaire  en  longitude  et  en  latitude.  Cette  éphéméridc 
donne  également  la  parallaxe  horizontale  équatoriale 
de  la  lune , qu'on  réduit  pour  le  lieu  de  l’observateur 
dont  on  connaît  la  latitude  géographique , si  l’on  veut 
pour  plus  de  précision  avoir  égard  à l’aplatissement  de 
la  terre  ; enfin  l’on  y prend  le  demi-diamètre  de  cet 
astre,  dont  on  calcule  Y augmentation  à raison  de  son 
élévation  au-dessus  de  l’horizon  (voyez  ce  mol). 

Cela  fait,  le  temps  moyen  de  l’observation  se  con- 
vertit en  temps  sidéral  en  y ajoutant  l’ascension  droite 
moyenne  du  soleil.  Ce  temps  sidéral  est  ce  qu’on  nomme 
l’ascension  droite  du  zénith . 

La  latitude  géographique  du  spectateur  diminuée  de 
l’angle  de  la  verticale  avec  le  rayon  de  la  terre,  est  la 
latitude  giocentrique  ou  la  déclinaison  du  zénith . 

Le  calcul  de  la  longitude  et  de  la  latitude  apparentes 
de  la  lune  s’effectue  directement  par  le  procédé  indiqué 
à l’article  Position  apparente,  ou  plus  simplement  l’on 
évalue  les  parallaxes  de  longitude  et  de  latitude  qu’on 
ajoute  ensuite  ou  lieu  vrai  pour  avoir  le  lieu  apparent. 
Dans  1 un  et  l’autre  cas,  il  est  nécessaire  de  déterminer 
préalablement  la  position  du  nonagésime  ou  la  longitude 
et  la  latitude  du  zénith  (voy.  Parallaxe). 

L’étoile  occultée  doit  aussi  être  rapportée  à l’éclip- 
tique, c’est-à-dire  donnée  de  position  par  sa  longitude 
cl  sa  latitude  apparentes;  mais  de  ce  que  cet  astre  est 
sans  parallaxe,  il  suffit,  ayant  pris  sou  ascension  droite 
et  sa  déclinaison  apparentes  dans  la  Con naissance  des 
impi,  de  passer  de  ces  deux  coordonnées  ù la  longi- 
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tude  et  à la  latitude  apparentes  (eoy.  Trarspormatiox 

DES  COORDONNÉES). 

Maintenant  soit  (PI.  XVII,  fig.  6)  P le  pôle  de  l’é- 
cliptique QQ',  E le  lieu  apparent  d’une  étoile  en  con- 
tact avec  le  bord  de  la  lune  dont  le  centre  apparent  est 
en  L,  et  FE  un  aro  parallèle  ù l’écliptique;  le  triangle 
ELF  pourra , pendant  la  durée  de  l’éclipse , être  consi- 
déré, à cause  de  son  extrême  petitesse,  comme  un 
triangle  rectiligne  rectangle  en  F.  L’hypothénusc  LE 
sera  la  distance  apparente  du  centre  de  la  lune  à l’étoile, 
et  FE  la  différence  des  longitudes  apparentes,  mesurée 
dans  la  région  de  l’étoile.  Si  donc  L'  et  a'  sont  respec- 
tivement la  longitude  et  la  latitude  apparentes  de  la 
lune,  X et  X'  les  coordonnées  semblables  de  l’étoile;  que 
A'  soit  le  demi-diamètre  apparent  de  la  lune,  et  que 
pour  abréger  l’on  fasse  A'— X'  = c,  FE=*/9,  on  aura 
celte  relation 

j3  = lA'1  - ■■  = l/(ïr+.)  (4'—,). 

Mais  p étant  la  différence  des  longitudes  apparentes 
mesurée  sur  un  parallèle  à l’écliptique  dont  la  latitude 
est  X',  cette  même  différence  estimée  sur  le  grand  cer- 
e 

cle  QQ'  sera  QQ'  ==-—».  On  a donc  à l’instant  de 
l'immersion 

p j - __  ^ (4  H~  0 (A>  •—  0 

cos  ).'  9 

et  à l’instant  de  l’émersion 

L* p __  ^ (A~  ~f  »)  (*'  — 0 

cos  X* 

Faisant  X — L'«=*a?,  et  appelante  la  parallaxe  de 
longitude  de  la  lune,  on  aura,  en  désignant  par  L sa 
longitude  vraie, 

L*  = L -j-  ir,  et  V — L'  = f — L — jr; 

par  conséquent,  X — L = x-|-ïr  est  pour  l’immersion 
et  L — l = x — ir  pour  l’émersion , la  ‘différence  des 
longitudes  vraies  des  deux  astres;  différence  qu’il  im- 
porte de  connaître  pour  calculer  le  temps  écoulé  depuis 
l’époque  de  la  phase  observée  jusqu’à  l’heure  de  la  con- 
jonction vraie.  Or,  m étant  le  mouvement  horaire  de 
la  lune,  exprimé  en  secondes  de  temps  moyen,  l’on  a 
évidemment  cette  proportion 

nt  ; 36oo'  x ± n : dt  = 0*  i r)  î * 
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et  si  I est  l’heure  de  l'observation,  T celle  de  la  con- 
jonction Traie,  l’on  aura  définitivement  (A) 
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Réduisant  le  temps  moyen  de  l'observation  en  temps 
sidéral,  on  a 


_ 1/(4'  + .)  (V- .) 

CTS~V  ’ 


Temps  sidéral,  ou  ascent.  dr.  du  zéailh*  *=*  8**  3'45',a4> 

Eo  arc g = iao‘56'i8',6, 

Latitude  du  Caire.  — Angle  de  la  ver- 
ticale, ou  déclinaison  du  zénith**  . A = a9“53'a4*»o, 


en  prenant  le  signe  -{-  pour  l’immersion  et  le  signe  — 
pour  l’émersTon. 

Éclaircissons  cet  exposé  de  la  méthode  par  un  exem- 
ple numérique. 

Le  3o  mars  i8aa,  M.  Rupel  observa  au  Caire  l’occul- 
tation de  deux  étoiles  mentionnées  dans  le  catalogue  de 
Piazzi.  La  position  apparente  de  la  première,  à laquelle 
nous  nous  arrêtons,  était  ainsi  qu’il  suit  : 

Ascension  droite  apparente*  -AI'  = 1 1 i*5a'»9 ,1 , 
Déclinaison  apparente*  . . D = ®4*45  9>°» 

à la  même  époque,  l’obliquité  apparente  de  l’écliptique 
était  u = a3*37'54'. 

Avec  ces  données,  l’on  trouvera  par  les  formules  dé- 
montrées à l’article  Taiusfosmatiok  dxs  coo»Dosnixs  et 
en  opérant  par  les  logarithmes  ù sept  décimales, 

Longitude  apparente*  l'  = l°9*47  53  ,0, 

Latitude  apparente-  • X*  = a*4®  47  »°  boréale. 

Pour  avoir  le  lieu  de  la  lune,  il  faut  remarquer  d’a- 
bord que  la  position  géographique  du  Caire  a été  sup- 
posée ainsi  qu’il  suit  : 

Latitude  R =3o*  3'ao*  Nord. 

Longitude  P — a8*58  o En. 

En  temps*  * = »fc55'5a'  * 

Ainsi  l’observation  de  l’immersion  ayant  été  faite  en 
cette  ville  le  3o  mars  i8aa  à i9'‘33'37',7,  temps  moyen 
ou  vers  du  soir,  on  comptait  à Paris  I ^55  5a  de 
moins  ou  5h37*45',7  du  soir.  C’est  donc  pour  cette 
époque  qu’on  doit  déterminer,  au  moyen  de  la  Connais- 
sance  des  temps  de  i8aa,  la  longitude  et  la  latitude  vraies 
de  la  lune , c’est-à-dire  celles  qui  auraient  lieu  pour  un 
observateur  placé  au  centre  de  la  terre*  Or  ces  deux  co- 
ordonnées sont 

Longitude  vraie  <1*  • L=  |09‘,39  aa  ,6, 

Latitude  vraie.  . . * A=  a*5ô'44%5  boréale. 

et  le  mouvement  horaire  en  longitude  est  m = 33  48  . 
On  prendra  en  outre  à vue  dans  la  même  éphéméridc 

Parallèle  horizontale-  * . Il  = 57  55  ,a, 
Demi-diamètre  boruontal  A — t5  47  >°* 


„ ...  * , 1 sin  a H 

Cet  angle  de  la  verticale  est  = —^-^7- , en  suppo- 

sant l’aplatissement  de  la  terre  de 

Avec  ces  élémens,  nous  pouvons  maintenant  calcu- 
ler la  longitude  n du  xénith  et  sa  latitude  q. 

Formules  du  nonagésime. 

. sin  «u  tang  A 
tang  n = cos  « tang  g -\ j— — , 

’ sin  q = sin  A cos  u — cos  A sin  a»  sin  g. 


Par  la  1",  on  a 

Log  cos  u = 9.96351  Log  sin  u = 9.60009 
Log  tang  g = o.aaaa8  — c.  Log  tang  A = 9.75951 

o*  18479  — Log  cos  g*=  o.  38893  — 
9.64853  — 

Ainsi 

l«r  terme  = — l,53o4o 
*•  terme  =*  — 0,44517 

tang  n = —1,97557,  Log  tang  t>  = o.»95677o  — 
d’où 

fl  ss  — 63  “9' 5',  et  longitude  du  zénith  l6‘5o  55  . 

Par  la  a*  formule,  on  a sans  aucun  doute  sur  l’es- 
pèce de  l’angle  cherché 

Log  sin  h = 9. 6975a  Log  cos  h = 9.93801  — 

Log  cos  u ■»  9-  96a5 1 Log  sin  u = 9.60009 

g.G6oo3  + Log  sin  g = 9-93334 

9-47*44  — 


De  U 

1«  terme  = + 0,4571» 

J- terme  ==  — 0,19610 

sin  î = + 0,1610»  Log  sin  } = 9.50688. 
latitude  <lu  sôoilh  - > > J»  9'*^? 
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Calcul  des  parallaxes  m longitude  et  en  latitude . 

La  formule  de  parallaxe  de  longitude , en  faisant 

_ sinjicosç 

0 = . est 

cos  A 

c 3in(L — i)  . , »in»(L — w) 

* liai'  ' * sim" 

Effectuant  le  calcul,  on  a d’abord 

L=  îog'ffg'aa’jS 
n = iili.5o.55,  o 

L — n«=  — 7.  u.3a,4 
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cl  ensuite,  en  employant  sept  décimales, 

0. ooya463  0.0071463 

L.  sin  (L1 — »)  *=9.1048456—  L.  sin  11=8.2165091— 
c.L.sin(L — n)  = 0.9024007—  L.  8^1^=9.2069059 
Log  cot  3 = 8.71 14684  c.L.  iinî=o.ooo5743 

8.7187147  7.44*2356 — 

« 

1»  terme  0,o5s3l6 
5*  terme  — 0,002762 

cot3’«-f-o,o4o564  Logcot3'=8.695iG63. 


Ensuite,  opérant  par  les  logarithmes  à cinq  décimales, 
il  Tient 


Partant, 


Log  sin  II  = 8. 2265 1 
Log  coi  g = 9.99429 
c.  Log  cos  A = 0.00057 

Log  0 = 8. 22 137 
L.  sin(L — n) =9.09760 
c.  Log  sin  i'  = 5.3  i443 


Log7(P  = 6.  i4*7* 

L.  *ina(L — n)  = 9.39524  — 
c.  Log  sin  i'= 5.3i443 

o.85i3S  — 


2.63340  — 


Ainsi 


DiaUnce  polaire  apparente  (J  ô*  = 87*9*45*, O 
Distance  polairo  vraie*  . . . 3 = 87.3. 1 5, 5 

Parallaxe  de  distance  polaire.  ....  6*29', 5 

Calcul  de  la  conjonction  vraie. 

Il  n'est  pins  question  maintenant  que  de  déduire  les 
taleurs  de  s et  de  T des  formules  (A).  Or  on  a 


1«  terme  — 4a9#»94 
3*  terme  — 7»  10 

Parallaxe  de  longitude  n = — 43",  °4  = 7 1 7*»°* 


Le  calcul  de  la  parallaxe  de  latitude  est  moins  «impie 
que  le  précédent,  à cause  de  celui  d’un  angle  auxiliaire 
dépendant  de  la  parallaxe  de  longitude  (voy.  Paaat- 
iaxe).  Il  sera  presque  aussi  court  de  déterminer  direc- 
tement la  distance  polaire  apparente  de  la  lune  pour  la 
formule  suiYantc 


col  3'  = 


sin  (L’ — n) 
sin  — n) 


sin  n sin  q\ 
sin  3 /* 


Demi-diamètre  horizontal  <T . : Û = i5*47> 
Augmentation 16,  3 

Demi -diamètre  apparent A'=t6‘  3’,5  = 963*,3 

Différence  de»  latitudes  apparente».  * 3=3  3. 27, 7 = ao7»  7 


4'  + ».  . 1171,  0 
A*  — c.  . 755,  6 


Ensuite,  par  les  logarithmes,  il  Tient 

Log  (4'  -\- 1)  — 3. 0685469 
Log  (A  — «)  = 1.8782919 


que  l’on  tire  aisément  de  l’analyse  trigonométrique  em- 
ployée à l'article  cité,  et  qui  se  change  en  ccttc  autre 
plus  comnlodc  pour  le  calcul 

sin  (L'  — n)  cos  (3  -f-  6) 
co,°  * ~sïïT(L  — «)  sin  J co* 6 ’ 

en  faisant  tane  0 = n Sl— , J étant  la  distance  po- 
a sin  o 

laire  vraie,  et  3'  l’apparente.  Par  l’emploi  delà  i"  for- 
mule, on  a 

L'=  109.32'  5’, 6 3 *90"  — A = 87*3' 1 5*, 5 
n=  1 i6.5o,55, 0 3 — 90*  — A*. 

L'— n=—  7.  t8.49»  4 


Somme  5.9468488 

\ tomme  = 2.9754244 
c.  Log  cos  = 0.  ooo5 1 1 6 

Log  ar  = 2.9739360  , a?=  o4»',74 

rr  =—437,  04 

a?-j-»r=  504,70 

Log  («-{-*)  = 2.7o3o333 
Log  36oo'  = 3. 5563o25 
c.  Log  «1  = 6.6929237 

Log  dt  s 2.9522595 , dt  = 095*, 9 

= 14*  55*, 9 
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En  définitive, 

Qeure  de  l’immertion*  * . . I «*  i9h33'37*,7  tempe  moyen. 
Tem  p»  écoulé  jusqu'à  la  conjonc.  . -f*  *4-55,  9 

ComoacTioK  vuti  au  Caire  T = 

Conjonction  vraie  & Paria,  d'après 

les  tables 17. 5 1.49*  * 

Loaoiivoi  du  Caire. ih55  44**4 

La  accoude  étoile  a donné  • « • » 1.55.36,9 

Moyenne  1.55.4<>,  6 
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bure  d’une  section  normale,  relative  & un  point  quel- 
conque («,  y,  x),  étant....  (a) 


P 


r-\- 


dans  laquelle  (toy.  IUyos  de  coeaarnE), 


iz  ds  dxz 

f — fc’  1 — iÿ’  T — 2?  ' 

cpz  d'z 

9 5=3  dxdy  * rfy*  9 


Le  calcul  de  la  longitude  géographique  par  une 
éclipse  de  soleil  est  en  tout  semblable  à celui-ci  ; mais 
il  exige  de  plus  qu’on  assigne  la  position  apparente  de 
cet  astre  au  moyen  des  parallaxes  de  longitude  et  de 
latitude.  Pour  no  pas  donner  plus  d’extension  ou  pré- 
sent article,  nous  ferons  seulement  remorquer  que 
comme  la  latitude  1 du  soleil  est  nulle,  les  formules  (A) 
se  changent  en  celles-ci  : 

x =*  l/(A'-}-  s)  (a' — s) 

dans  lesquelles  « est  la  différence  des  latitudes  appa- 
rentes des  deux  astres,  p la  parallaxe  de  longitude  du 
soleil, p son  mouvement  horaire  dans  ce  sens,  et  A'  la 
demi-somme  on  la  différence  des  demi-diamètres  de  la 
lune  et  du  soleil , selon  que  le  contact  a été  extérieur 
ou  intérieur. 

C’est  par  de  bonnes  et  nombreuses  observations  de 
ce  genre  que  les  astronomes  et  les  navigateurs  corri- 
gent les  longitudes  géographiques  imparfaites.  Elles 
servent  en  outre  A mettre  en  évidence  les  erreurs  des 
tables  lunaires,  des  anciennes  surtout,  quand  la  position 
vraie  de  la  lune,  qu’elles  font  connaître  pour  l’époque 
précise  de  la  conjonction,  diffère  de  oelle  que  donnent 
ces  tables  ; position  facile  à déterminer,  puisque  les 
mouvomens  horaires  en  longitude  et  en  latitude  ne 
sont  nullement  douteux,  et  que  le  temps  écoulé  depuis 
l’instant  d’une  phase  jusqu’à  l’heure  où  les  deux  astres 
ont  eu  même  longitude  peut  être  exactement  évalut^ 
(M.  Puissant.) 

OMBILIC.  (Géom.)  On  désigne  sous  ce  nom  le  point 
d’une  surface  courbe  pour  lequel  toutes  les  sections 
normales  ont  la  même  courbure.  Voy.  Sictiow. 

La  recherche  des  ombilics  d’une  surface  donnée  par 
son  équation  F (a:,  y,  x)  = 0 sc  réduit  é trouver  si  elle 
possède  des  points  tels  que  (oui  Ut  rayons  de  courbure 
des  sections  normales  relatives  à ces  points  sont  égaux 
entre  eus.  Or,  l’expression  générale  du  rayon  de  cour- 


et  la  valeur  de  ce  rayon  ne  variant  pour  chaque  point 
donné  que  par  la  quantité  m qui  varie  seule  lorsque  le 
plan  sécant  normal  tourne  autour  du  même  point  donné 
(a,  y , x)  sur  la  surface,  il  est  visible  que  le  point 
(a?,  y,  z)  ne  peut  être  un  ombilic  qu’autant  que  la  va- 
leur du  rayon  p demeure  la  même  pour  toutes  les  va- 
leurs de  m.  Ainsi,  pour  obtenir  la  condition  de  l’exis- 
tence d’un  ombilic,  il  faut  établir  entre  les  quantités 
P>  Çj  *"»  * des  relations  qui  rendent  le  second  membre 

de  (a)  indépendant  de  la  variable  m.  Observons,  pour 
cet  effet,  qu’une  quantité  fractionnaire  de  la  forme 

a -f-  bx  -f-  ex* 

a!  -f-  bx  cxx  1 

bien  que  renfermant  une  variable  xy  devient  constante 
quand  les  coefficiens  de  chaque  puissance  de  la  variable 
ont  entre  eux  le  même  rapport  ; car  en  posant 


cette  quantité  devient 

ah.  b'hx  -f-c'Ax1  __  ^ 
a -|-  b x + cxx 

Ainsi,  le  point  (#,  y,  z)  sera  un  ombilic  si  l’on  a la 
double  équation....  (6) 

> -t-  p*  _ p?  _ *+. £ 

r 1 « 

Il  résulte  de  ces  considérations  que,  pour  Irouror  si 
une  surface  donnée  admet  des  ombilics,  il  faut  déduire 
de  son  équation  F(»,  y,  *)  = o les  dérivées  différen- 
tielles p,  î,  r,  s,  I,  puis  poser  les  deux  conditions  (6) 
qui,  jointes  à l’équation  de  la  surface,  formeront  un 
système  de  trois  équations  finies,  lequel  n’admcllra  des 
valeurs  réelles  pour  *,  y,  z que  s’il  existe  des  ombilics. 
Chaque  système  de  valeurs  x,  y,  z correspondra  à un 
ombilic,  d’où  l’on  voit  qu’eu  général  le  uombro  de  ces 
points  est  limité  sur  uoo  surface  douuce. 
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Lorsque  les  deux  équations  (b)  se  réduisent  A une 
seule  vraiment  distincte,  celle-ci,  jointe  à l’équation 
F(x,  y,  x)  = o,  détermine  sur  la  surface  donnée  une 
courbe  dont  chaque  point  est  un  ombilic , et  qu’on 
nomme  la  ligne  des  courbures  spftériques,  parce  que 
dans  chacun  de  ces  points  la  surface  offre  une  courbure 
uniforme  comme  celle  d’une  sphère. 

La  surface  de  la  sphère  est  la  seule  qui  offre  une 
courbure  uniforme  tout  autour  de  chaque  normale.  On 
peut  s’assurer  que  chacun  de  ces  points  est  un  ombilic 
en  observant  que  la  condition  ( b ) se  trouve  remplie 
par  tout  système  de  valeurs  des  coordonnées  x , y,  s 
capable  de  satisfaire  à l’équation  de  la  sphère 

x*  -4-  y'  + **  = f1- 

En  effet , les  dérivées  différentielles  tirées  de  cette 
équation  sont  : 


dz  x 

* ~~  dx  z 9 


d 

f iar  zx  5 

_ d*z  xy 

9 dxdy  zl  * 

_ ifi fL+y1 

dy*  ~ z*  • 

D’où 

= _ z f Pîss Zf  1 + f ^ _ M 


ose 

Voyez,  pour  tout  ce  qui  concerne  les  ombilics  9 un 
mémoire  de  M.  Poisson  inséré  dans  le  ai' cahier  du 
Journal  de  l'Ecole  polytechnique.  , 

OSCILLATEUR.  ( Géom .).  On  estime  la  courbure 
d’une  ligne  quelconque,  en  un  point  donné,  par  l’arc 
du  cercle  qui,  ayant  deux  éléraens  communs  autour  de 
ce  point,  présente  la  même  courbure  que  la  ligue.  Le 
rayon  du  cercle  se  nomme  rayon  de  courbure , et  le 
cercle  lui-même  cercle  oscillateur.  En  général,  deux 
lignes  sont  dites  osculatriccs  l’une  de  l’autre  lorsqu’elles 
ont  le  même  rayon  de  courbure  à leur  point  de  contact. 
(Foy.  Cor  as  ire  , tom.  I.) 

La  courbure  des  surfaces  ne  peut  pas  être  assimilée 
à celle  de  la  sphère , car  cette  dernière  est  uniforme 
tout  autour  d’une  même  normale,  ce  qui  n’a  pas  ordi- 
nairement lieu  pour  une  surface  générale.  Ce  n’est 
qu’en  imaginant  divers  plans  passant  tous  par  la  nor- 
male de  la  surface  au  point  donné  , qu’on  peut  calculer 
les  rayons  de  courbure  des  sections  de  ces  plans  et 
juger  de  la  courbure  de  la  surface  autour  du  point 
par  la  comparaison  des  courbures  des  sections.  (Foy. 
Section.) 

Deux  surfaces  sont  dites  osculatriccs  l’une  de  l’autre 
en  un  point  où  la  normale  est  commune,  lorsque  tou- 
tes les  sections  normales  sont  respectivement  oscula- 
triccs. 

On  peut  comparer  la  courbure  d’une  surface  quel- 
conque, en  chacun  de  ses  points,  à celle  d’un  ellipsoïde 
dans  un  de  scs  sommets  (eoy.  Raton  de  covaanas);  l'el- 
lipsoïde est  dit  alors  osculateur. 


P. 
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PARALLAXES.  (Ast.)  Pour  ne  laisser  rien  d’essen- 
tiel à désirer  sur  le  calcul  des  parallaxes  dont  il  a été 
parlé  dans  ce  dictionnaire,  montrons  comment  les  as- 
tronomes passent  des  coordonnées  du  lieu  d’un  astre 
rapporté  à l’équateur  et  vu  du  centre  de  la  terre  ù celles 
de  son  lieu  apparent.  En  d’autres  termes,  cherchons 
l’ascension  droite  et  la  déclinaison  apparentes  en  fonc- 
tion de  l'ascension  droite  et  de  la  déclinaison  craies. 

Soit  C le  centre  de  la  terre  pris  pour  origine  des  coor- 
données rectangles,  et  concevons  l’axe  des  x passant 
par  le  point  équinoxial  du  printemps,  l’axe  des  y dans  le 
plan  de  l’équateur,  et  Celui  des  z passant  par  le  pôle 
boréal  de  ce  cercle.  La  position  de  l’astre  E , sujet  u la 
parallaxe,  sera  connue  par  scs  distances  ù ces  trois  axes  : 
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si  donc  r désigne  le  rayon  CE  de  la  sphère  céleste, 
^1  1 ascension  droite  de  l’astre,  D sa  déclinaison,  on 
aura,  comme  A l’art.  Aberration, 

9=  rcosXlcosD,  y = rsinXlcos D,  x = rsinD. 

Soient  pareillement  X , Y,  Z les  coordonnées  du 
point  A où  se  trouve  l’observateur  sur  la  surface  de  la 
terre,  et  g l’ascension  droite  du  zénith  ou  le  temps  sidé- 
ral du  passage  de  l’astre  au  méridien,  h sa  déclinaison 
ou  la  latitude  géocr nlrique  (voy.  ces  mots)  ; on  aura , 
en  appelant  d’ailleurs  p le  rayon  de  la  terre, 

X = peosgeosh,  Y — p&ing cosA,  Z = fsinA. 

Enfin,  prenant  le  lieu  de  l’obscrvatiou  pour  l’origioe 
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commune  de  trois  autres  axes  rectangulaires  respecti- 
vement parallèles  aux  primitifs,  puis,  appelant  r'  la  dis- 
tance de  l’observateur  ù l’astre,  XV, D' l’ascension  droite 
et  la  déclinaison  apparentes  de  cet  astre,  on  aura 

*'=r'cosXVcos  D',  y' = r' sin  XV  cos  D',  x'=r'sinD'. 

Or,  il  existe  évidemment  entre  les  coordonnées  du 
lieu  vrai  et  du  lieu  apparent  £'  les  relations  suivantes  : 

- x'  = x — X , ÿ=y — Y,  x'  — x — Z, 

lesquelles,  à cause  des  valeurs  précédentes,  se  changent 
en  celles-ci  : 


r cos  A'  cos  D'  = r cos  XI  cos  D — p cos  g cos  h, 
r*  sin  XV  cos  D' = r sin  XI  cos  D — p sin  9 cos  A, 
r sin  D'=  r sin  D — p sin  h. 

Maintenant,  si  on  divise  successivement  la  seconde 
et  la  troisième  équation  par  la  première,  qu’on  fasse 

£ = sin  n , n étant  alors  la  plus  grande  parallaxe  de 
hauteur,  on  aura....  (a) 


^ sin  XI  cos  D — sin  Tl  sin  g cos  A 

® cos  XI  cos  D — sin  II  cos  g cos  h * 

cos  XI'  (sin  D — sin  n sin  h) 

tang  D = v— . — r . 

cos  XI  cos  D — sin  n cos  g cos  n 


Ces  deux  formules,  attribuées  A M.  Olbers,  et  qui  dé- 
rivent naturellement  de  la  méthode  analytique  de  La- 
grange, dont  nous  venons  de  faire  usage,  donnent  le 
lieu  apparent,  connaissant  le  lieu  vrai  et  la  parallaxe  de 
hauteur;  ainsi  le  problème  et  résolu.  Mais  dans  la  pra- 
tique il  est  plus  simple  d’évaluer  les  parallaxes  XI' — XI 
et  D' — D d’ascension  droite  et  de  déclinaison.  Or  la 
première  équation  (a)  ayant  lieu  quelle  que  soit  l’ori- 
gine des  ascensions  droites,  on  peut  retrancher  de  cha- 
cune d’elles  la  même  quantité,  l’arc  XI  par  exemple;  ce 
qui  revient  évidemment  A changer  la  direction  des  axes 
x y,  en  les  laissant  toutefois  dans  leur  plan  primitif. 
Ainsi  l’on  a sur-le-champ 
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Quant  ù la  parallaxe  de  déclinaison  ou  de  distance 
polaire,  on  la  tire  moins  aisément  des  formules  précé- 
dentes. Il  nous  suffit  de  dire  que  si  on  fait  A = 90* — D, 
et  Ar=9o" — D',  A et  a'  étant  respectivement  les  dis- 
tances polaires  vraie  et  apparente,  on  trouve  pour  la 
parallaxe  de  distance  polaire  donnée  par  Dclambrc 

sin  TT  sin  h sin(A  — 6) 

cos  0 ’ sin  1 * 

, 1 /sinTTslnAN1  sina(A — 6)  , 

‘ a \ cos  0 ) ' sin  V * * * * 

en  faisant 


tang  0 = 


cot  h cos  (XV -f-  XI  — g) 
cos  £ (XV — XI) 


Dans  la  determinaison  des  longitudes  terrestres  par 
les  éclipses  de  soleil  ou  les  occultations  d'étoiles  par  la 
luue,  on  rend  les  calculs  plus  exacts  et  plus  prompts  en 
prenant  pour  coordonnées  circulaires  des  astres  celles 
rapportées  à l’écliptique,  et  alors  il  est  nécessaire  de 
passer  des  ascensions  droites  et  déclinaisons  aux  latitu- 
des et  longitudes  (voy.  Transformation  des  coordoh- 
nées).  Mais  il  est  A observer  que  les  formules  de  paral- 
laxe sont,  pour  le  cas  actuel,  absolument  de  même 
forme  que  les  précédentes.  En  effet,  les  ascension* 
droites  sont  changées  en  longitudes,  et  les  déclinaisons 
en  latitudes;  ainsi  l'ascension  droite  du  zénith  doit  être 
remplacée  par  sa  longitude,  qu’on  nomme  aussi  longi- 
tude du  nonagétime , et  sa  déclinaison  doit  l’être  par  sa 
latitude , qui  est  le  complément  de  la  hauteur  du  uoua- 
gésime. 

La  parallaxe  annuelle  (coy.  ce  mot)  s’obtient  en  sup- 
posant l’observateur  sur  un  point  de  l’écliptique,  et 
pour  lors  la  latitude  du  zénith  est  nulle , la  longitude 
de  ce  point  représente  la  longitude  terrestre,  et  n dési- 
gne la  parallaxe  annuelle  ou  du  grand  orbe,  lorsqu’elle 
est  la  plus  grande  possible.  Appelant  donc  la  longi- 
tude héliocentrique  de  la  terre , 0 le  lieu  du  soleil , p 
la  parallaxe  annuelle  en  longitude,  » celle  en  latitude, 
on  aura 

$ = © +i8o% 


. sin  n cos  h sin  (XI  — y) # 

tang  ( ) cos  d — sin  n cos  h cos  (XI— y)  ' 


mais  la  parallaxe  XI'  — X\  étant  toujours  très-petite, 
même  pour  la  lune,  on  pourra  réduire  cette  expression 
en  série  et  n’en  conserver  que  les  termes  les  plus  sen- 
sibles { on  aura  alors  en  secondes  de  degré 

jn sinneos  h sin (XI — g) 

cos  D * sin  i' 

, i /sin n cosA\ 1 sin  a(Xl  — ÿ)\  , 

‘ a \ cosD  / sin  V 

Tom.  111. 


et  il  est  aisé  de  démontrer  que  ces  deux  parallaxes  sont 
il  sin  (!•-_£).  , = niinXcoj(l— é), 

r COS  A 

L et  X étant  la  longitude  et  la  latitude  héliocentriques 
de  l’étoile.  Nous  n’entreprendrons  pas  de  discuter  les 
apparences  produites  par  la  parallaxe  actuelle,  parce 
que  cet  ongle,  s’il  existe  réellement  pour  les  étoiles  les 
plus  brillantes , est  tellement  petit , qu’il  a A peu  pris 
échappé  jusqu'à  présent  aux  obserralions  les  plus  pré- 
cises. (-W-  Pwuant.) 

U 
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PARALLÉLOGRAMME  ARTICULÉ.  (Mêc.)  Cet  or- 
gane  mécanique,  inventé  par  le  célèbre  Watt  pour  con- 
server la  verticalité  de  la  tige  du  piston  des  machines  ù 
vapeur,  est  aujourd'hui  un  des  appareils  le  plus  usités. 
Nos  limites  ne  nous  permettent  pas  d’autres  détails  que 
ceux  que  nous  avons  donnés  au  mot  Composition  des 
machines,  § IV. 

PENDULE  COMPOSÉ.  {hfée.)  Tout  corps  suspendu, 
que  l’on  fait  osciller  autour  d’un  axe  fixe,  se  trouve  dans 
des  circonstance!  physiques  dont  la  théorie  du  pendule 
simple  (voy.  ce  mot)  fait  abstraction.  L’explication  suc- 
cincte des  expériences  de  ce  genre  et  des  procédés  de 
calcul  par  lesquels  on  parvient  à déterminer  exactement 
la  longueur  du  pendule  à secondes  fait  l’objet  du  pré- 
tept  article. 

i . Le  pendule  composé,  mis  en  expérience,  doit  avoir 
uno  forme  régulière  et  géométrique,  parce  qu’il  serait 
Impossible  sans  cela  d’assigner  rigoureusement  par  le 
calcul  la  distance  du  point  de  suspension  ou  centre  d’os- 
oillation.  Celui  dont  Bouguer  fit  usage  en  Amérique, 
vers  i?4°>  un  petit  poids  de  cuivre  formé  de  deux 
cône*  tronqués  opposés  base  à base  et  suspendu  à l’ex- 
trémité d’un  fil  de  pitte  très-mince,  d’un  mètre  environ. 
Ce  fil  était  attaché  & une  pince  à son  extrémité  supé- 
rieure, mais  de  manière  à conserver  toute  sa  souplesse. 
Mauperluis,  l’un  des  académiciens  français  qui  mesu- 
rèrent les  premiers,  à la  même  époque  de  1740,  un  arc 
de  méridien  au  cercle  polaire,  sc  servit  de  petits  globes 
de  différons  métaux,  traversés  chacun  par  une  verge  de 
cuivre  qu’il  adaptait  à son  horloge.  Enfin,  lors  de  l’éta- 
blissement du  nouveau  système  métrique  en  France, 
Borda  fit  usage  d’un  appareil  de  son  invention,  aussi 
ingénieux  que  simple,  lequel  consiste  en  une  boule  de 
platine  du  poids  de  5ao  grammes  environ , qu’on  fait 
osciller  à l’extrémité  d’un  fil  métallique  de  4 mètres 
de  longueur,  attaché  à une  suspension  à couteau,  posant 
sur  des  plans  d’une  matière  très-dure  (voy.  Base  du 
système  métrique,  tom.  III,  par  Delambre).  Mais  malgré 
la  simplicité  de  cet  appareil,  le  pendule  int  anaMe  dont 
se  sont  servis,  dans  leurs  voyages  de  circomnavigalion, 
les  capitaines  Fressinet,  Duperrey  et  autres  savans  navi- 
gateurs, est  d’un  usage  plus  commode.  Celui-ci  se  com- 
pose d’une  tige  cylindrique  de  cuivre  jaune  coulée  avec 
la  lentille,  et  à l’extrémité  de  laquelle  est  fixé  un  couteau 
d acier.  Ce  couteau,  lors  des  expériences,  repose  sur 
deux  agathes  qui  sont  incrustées  dans  une  pièce  d’acier 
supportée  par  un  trépied  de  fer  très-solide,  et  qui  se 
placent  horizontalement  au  moyen  d’un  niveau  à bulle 
d’air.  A cet  instrument  est  jointe  une  échelle  des  ampli- 
tudes et  une  horloge  dont  les  oscillations  du  balancier, 
qui  peuvent  n’fitrc  pas  & compensation , doivent  être 
rendues  synchrones  à celles  du  pendule.  Quant  à la  du- 
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réc  des  oscillations  de  ce  dernier  dans  un  temps  donné, 
elle  se  mesure  au  moyen  d’un  chronomètre  dont  la 
m&rchc  diurne  est  exactement  connue  par  rapport  au 
temps  moyen  ou  au  temps  sidéral.  On  conçoit  que  le 
pendule  doit  être  mis  dans  une  cage  vitrée  pour  Être 
soustrait  à l’influence  des  courans  d’air,  et  qu’il  est  in- 
dispensable de  tenir  compte  de  l’état  du  baromètre  et 
du  thermomètre  durant  les  expériences. 

Depuis  long-temps  feu  M.  de  Prony,  frappé  de  cette 
propriété  du  pendule  découverte  par  Huygens,  savoir: 
que  les  centres  de  suspension  et  d’oscillation  sont  réci- 
proques l’un  à l’autre,  avait  proposé  d’employer  un  ap- 
pareil qui  fût  tel  qu’en  prenant  pour  point  de  suspension 
le  centre  d’oscillation,  les  nouvelles  oscillations  eussent 
une  même  durée  que  les  premières  ; parce  qu’alors  la 
distance  des  deux  points  de  suspension  eût  représenté 
la  longueur  du  pendule  simple  correspondant  à cette 
durée.  Cet  appareil  fut  en  effet  construit  en  Angleterre 
par  les  soins  du  capitaine  Kater,  qui  en  fit  l'application 
à la  mesure  du  pendule  à Londres  (Transac.  philos . , 
1618). 

a.  Pour  nous  renfermer  dans  le  cadre  que  nous  nous 
sommes  tracé,  passons  rapidement  en  vue  les  différentes 
formules  de  correction  et  de  réduction  applicables  aux 
expériences  faites  avec  le  pendule  invariable. 


CONNECTION  d’aMPUTTOE. 


Borda , s’appuyant  sur  cc  fait  observé  que  les  ampli- 
tudes des  excursions  du  pendule , à droite  et  è gauche 
de  la  verticale,  décroissent  en  progression  géométrique 
quand  le  nombre  des  oscillations  croît  en  progression 
arithmétique,  trouva  celte  formule 


N 


sin  (0  Q„)  sin  (Q  — Q„  ) “J 

p(Log . sln  0 — Log  . sin  0„  ) J* 


dans  laquelle  a$  est  l’arc  d’oscillation  ù l’origine  du 
mouvement,  aO„  Varc  d’oscillation  à la  fin  de  l’cxpé- 
rienec  , mesurés  tous  deux  à l'échcllc  des  amplitudes; 
p le  module  tabulaire  o,3oa58. . . ; N le  nombre  des  os- 
cillations infiniment  petites  correspondantes  àn  oscilla- 
tions finies  du  peudule  observé  (voy.  Supplément  au 
Traité  de  Géodésie  de  Puissant,  p.  99). 

Les  expériences  faites  le  a5 -avril  i8aa  à l’observa- 
toire de  Paris  ont  donné  au  commencement  9=x3*o‘5i', 
& la  fin  3=  i*36'3o';  et  pendant  l’intervalle  de  ces  deux 
comparaisons,  lo  pendule  a fait  un  nombre  d’oscilla- 
tions n = 3763'”‘-,89o;  on  aura,  doue 


0 -j-  = 4037'  i* 
Ci  — 0U  — i«a4‘  1» 
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et,  par  logarithmes 

Log  n e=  3. 5756369  Log  sin  0= 8. 7200038 

Logsin^-f-OJ » 8. 9057619  c. Logsin0o*=  i.55i8o50 

Log  sin  (9 — 0u)  = 8.388<>483  Somme  K =»o. *7 18074 

Log  numér.  =0,869447*  Log  R = 9. 434 261 3 

c.  Log  dénom.  — 8.6983730  Log  3a  p =*  1 . 8673057 

Log  correct.  =9.5678201  Log  dénom.  = 1.3016370 


d’air,  tandis  que  m'  — est  celle  du  mercure  pour 

i°  centigrade  d’accroissement  de  chaleur. 

Lors  des  expériences  citées,  la  hauteur  moyenne  du 


baromètre  était  de  75»““,4o  = — ; r-  ■ 

' ' 1 m x 


- h.*  cl  celle 


du  thermomètre  centigrade  4"  *5*,c3  = x.  De  plus, 
le  nombro  des  oscillations  du  pendule  en  a)'1  de  temps 
moyen  dans  l’air,  était  N'  =*  9o33o**",470  î on  a donc 


donc,  correction  d’amplitude  = 0,36968. 

CORRECTION  DE  DILATATION. 

Si  l’on  désigne  par  N.  les  oscillations  que  le  pendule 
aurait  faites  à la  température  zéro  durant  le  même 
temps  qu’à  la  température  x,  à laquelle  les  oscillations 
N infiniment  petites  ont  été  obtenues,  on  aura,  ainsi 
qu’il  est  aisé  de  le  démontrer, 

N.«=N  + ifc?N, 

3 étant  la  dilatation  linéaire  du  pendule  pour  1”  centi- 
grade d’accroissement  de  température. 

Par  exemple,  soit  3 = 0,0000178,  température 
moycnnca:  = i5*,o3 durant  l’expérience,  N =j)o33o,47* 
les  oscillations  infiniment  petites  dans  un  jour  solaire 
moyeu,  et  f = i5*  la  température  normale ; on  aura 

t-ogT*  = 4!>493Df>o 
Log(*  — I)  = 8.4771»'» 

Log  N = 4.g55834ï 

8.38‘23454  = 0,024l  * 

c'est-à-dire  que  la  correction  de  dilatation  calculée 
pour  t5*  centigrades  de  température  est  o“K,,oa4* 

REDUCTION  AV  VIDE. 

» 

11  s’agit  maintenant  de  savoir  combien  le  pendule  in- 
variable qui  fait  un  nombre  connu  N*  d’osc il’. a! u<  in- 
finiment petites  dans  l’air,  en  un  temps  donné,  en  ferait 
dans  le  même  temps  s’il  se  trouvait  dans  le  vide  ; or  on 
a,  dans  ce  cas, 

Réduction  au  aida  = 4 » 

en  appelant  h la  hauteur  du  baromètre  observé , x la 
température,  D la  pesanteur  spécifique  du  pendule  d’ex- 
péricucc,  et  à.  celle  de  l’air  à la  température  zéro. 

Remarquons  que  lorsque  A = 1 l’on  a vait  D = 638 1 
pour  le  pendule  employé  aux  îles  Malouincs  par  51.  Du- 

perrey,  et  que  tn  = -r-  est  la  dilatation  d'un  volume 


Log  £=9.6989700  Log75i***,4o« 3.875871a 
Log  N’ =4-9558342  c.L.760,  00=7.1191864 

Log  =9.9q5o5;G  g.tfjSoG^G 

0.  Log(638i)=6.i95ui3  i-f-iiW  = i,o563Ga5 
c.  L.(i-t-m*)  = 9. 976187» 

Log  réduct.  =0.821 160a,  râduct.  au  vide  — -f~6“%Ga5 

C'est  ainsi  qu'on  opère  ordinairement  ; toutefbis  les 
considérations  physiques  sur  lesquelles  cette  réduction 
est  fondée  ne  sont  pas  parfaitement  conformes  à ce  qui 
a lieu  réellement.  En  effet,  M.  Bessel  a remarqué  (Aca- 
démie de  Berlin , 1826)  qu’une  couche  d’air  reste  adhé- 
rente au  pendule  lors  de  sou  mouvement  oscillatoire, 
et  que  par  conséquent  clic  accroît  le  volume  de  la 
masse,  diminue  la  densité  moyenne  et  augmente  le  mo- 
ment d’inertie.  M.  Poisson,  qui  a de  son  côté  soumis  ce 
fait  à l’analyse,  pense  que  si  la  réduction  précédente 
3 

était  multipliée  par  - , elle  remplirait  assez  bien,  faute 

d’expérience  directe , les  conditions  requises  (Mémoires 
de  V Académie  des  science#,  tome  XI),  du  moins  à l’égard 
du  pendule  de  Borda. 

SÉDUCTION  AU  NIVEAU  DE  LA  «ER. 

Puisque  l’intensité  de  la  pesanteur  varie  dans  le  sens 
de  la  verticale , elle  influe  nécessairement  sur  la  durée 
des  oscillations  du  pendule  dans  un  temps  donné.  Cet 
instrument,  pour  battre  les  secondes,  doit  donc  être  plus 
long  au  niveau  de  la  mer  qu’au  sommet  d une  monta- 
gne. Ainsi,  en  nommant  N",  N"'  les  nombres  d oscilla- 
tions infiniment  petites  faites  respectivement  dans  le 
même  temps  en  ces  deux  lieux,  et  appelant  z la  hauteur 
de  la  station  clcTéc,  on  a assez  exactement 


R = 6366198*  étant  d’ailleurs  le  rayon  de  la  terre. 

A Paris,  la  hauteur  du  lieu  des  expériences  était 
X=  72“,  et  Pou  a eu,  par  sept  comparaisons, 

N*  = 9o33o,47  ; 
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partant, 

Log  N'  = 4-955834a 
Log  g = 1.8573335 
c.  Log  R = 3. 1961 197 

Log  réduct.  = 0.0093864=  1,03 16. 

La  réduction  au  niveau  de  la  mer  est  donc  de  l***,033. 

3.  Parmi  le  grand  nombre  d’expériences  dn  pendule 
invariable  faites  en  1823  à l’Observatoire  de  Paris, 
dont  la  latitude  la  plus  récente  est  dc48*5o'i3',  et  à la 
hauteur  de  73*  au-dessus  du  niveau  de  l’océan  (mer 
moyenne),  celles  du  24  avril,  que  nous  avons  citées, 
ont  donné  par  sept  comparaisons  le  nombre  suivant 
d’oscillations  en  34''  de  temps  moyen , comptées  dans 
l’air, 

9o33o"K*,470 

On  a eu  ensuite , réduction  s la  température 


de  15°  centigrades o,  024 

Réduction  au  vide 6,  6ü5 

Réduction  au  niveau  de  la  mer -j-  1,  023 

Résultat  partiel 90538,  i$i 

Résultat  moyen  de  trois  résultats  partiels  ft‘  = 9o336,  845. 


Pour  les  îles  Malouincs,  M.  Mathieu  a obtenu  parle 
même  procédé  «=  90349,198;  ainsi  la  longueur  du 
pendule  A secondes  à Paris  étant  prise  pour  unité,  celle 
aux  îles  Malouincs  désignée  par  i sera 

na 

l ==■  —X  = 1,00037350. 

Quant  à sa  longueur  métrique,  que  nous  désignerons 
par  a,  elle  est  A Paris,  suivant  Borda,  de  o", 993855  ; 
concluons  de  là  et  de  ce  que  la  théorie  donne  entre  la 
pesanteur  g et  la  longueur  a du  pendule  simple  la  re- 
lation 


n étant  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre,  con- 
cluons enfin  que 

g = 9”,8o8y6. 

Tel  est  le  double  de  l’espace  que  parcourt  dans  la  pre- 
mière seconde  un  corps  qui  tombe  librement  dans 
le  vide. 

4.  La  longueur  l du  pendule  û secondes  croissant 
comme  le  carré  de  la  latitude  >,  on  a généralement  (<i) 

J = À-f  B sin»), 

A et  B étant  deux  constantes  qui  peuvent  être  obtenues 


à l’aide  d’expériences  faites  comme  ci-dessus  en  diffé- 
rens  lieux,  et  d’où  l’on  peut  ensuite  tirer  la  valeur  de 
l’aplatissement  de  la  terre.  En  effet,  Clairauta  démon- 
tré le  premier,  par  la  théorie  de  l’attraction,  que  cet 
5 

aplatissement  est  égal  aux  - du  rapport  de  la  force 

centrifuge  sous  l’équateur  à la  pesanteur,  moins  l’excès 
B de  la  longueur  du  pendule  au  pôle  sur  celle  A du 
pendule  équatorial,  divisé  par  cette  dernière  longueur; 
c’est-à-dire  que 

5 1 B B 

Aplatissement  = - • -5 •*  =*  o, 00800  — — . 

3 289  A A 

Mais  la  détermination  exacte  des  constantes  A,  B,  exige 
qu’on  ait  recueilli  un  très-grand  nombre  d'observations 
A des  latitudes  différentes,  et  alors  on  applique  A l’en- 
semble de  toutes  les  équations  de  condition  (a)  la  mé- 
thode des  moindres  carrés.  ( Voy . ce  mot.) 

O11  doit  reconnaître  maintenant  de  quelle  importance 
sont  les  expériences  du  pendule  dans  la  recherche  de  la 
variation  de  la  pesanteur  et  de  la  figure  de  la  terre. 

(M.  Puissant.) 

PENDULE  CONIQUE.  (Hic.)  Appareil  destiné  A 
régulariser  l’action  variable  d’un  moteur.  Il  sc  compose 
d’un  axe  vertical  tournant  * (PI.  XVII,  fig.  7),  qui  porte 
deux  tiges  kl  mobiles  en  A;  ces  liges  sont  terminées  par 
des  boules  pesantes  /,  et  sont  réunies,  à articulations,  A 
deux  autres  tiges  mn  qui  tiennent  un  anneau  tu  mobile 
le  long  de  Taxe  i.  Qu’on  imagine  ce  régulateur  adapté 
A une  machine,  laquelle  fasse  tourner  l’axe  i avec  une 
vitesse  variable,  on  voit  d’abord  qu’en  vertu  de  la  force 
centrifuge  acquise  par  les  boules  l,  l>  elles  tendront  A 
s’écarter  d’autant  plus  que  leur  vitesse  de  rotation  au- 
tour de  l’axe  i sera  plus  grande;  au  fur  et  A mesure 
qu’elles  s’écartent,  les  tiges  »m  font  monter  l’anneau  ni: 
si  la  vitesse  diminue,  la  force  centrifuge  diminue  égale- 
ment, les  boules  se  rapprochent  par  l’effet  de  la  pesan- 
teur, et  l’anneau  ni  descend.  C’est  ce  mouvement  d’é- 
lévation et  d’abaissement  qu’acquiert  l’anneau  ni,  en 
vertu  de  l’aiigineiitalion  et  delà  diminution  de  la  force 
centrifuge,  qu’on  met  A profit  pour  régulariser  l’action 
variable  de  la  Vapeur  dans  les  machines  à feu.  L’anneau 
ni  tient  alors  entre  deux  guides  la  tête  0 d’un  levier 
dont  le  point  d’appui  p est  A charnière  mobile  ; en  mon- 
tant, il  soulève  avec  le  bras  jjo  une  tige^r  qui  commu- 
nique avec  une  vulve  servant  A régler  l’introduction  «le 
la  vapeur;  cette  vulve  diminue  la  quantité  de  vapeur 
introduite  sous  le  piston  quand  la  tige  qr  monte,  et 
l’augmente  quand  elle  descend.  Le  pendule  est  mis  en 
mouvement  par  une  cordc  sans  fin  qui  s’enroule  d’une 
part  autour  d’une  roue  horizontale  fixée  à son  pied , et 
de  l'autre  autour  de  l’axe  principal  de  la  machine  A va- 
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peur.  D'après  celle  disposition , quand  l’axe  principal 
vient  à prendre  un  mouvement  très-rapide,  la  cordc 
sans  fin  le  communique  à l’axe  vertical  t du  pendule, 
les  boules  /,  l s’écartent,  la  tige  qr  monte,  la  vulve  se 
ferme  et  la  force  motrice  se  trouve  diminuée  en  propor- 
tion de  son  excès.  Lorsque  l’équilibre  est  rétabli,  et  que 
la  résistance  commence  à l’emporter  sur  le  moteur,  la 
vitesse  du  pendule  diminue,  les  boules  /,  l redescen- 
dent, ainsi  que  la  tige  qr , la  vulve  sc  rouvre,  et  une  nou- 
velle affluence  de  vapeur  surmonte  l’excès  de  la  résis- 
tance. L’invention  de  cet  appareil  aussi  ingénieux 
qu'important  est  attribuée  à Watt. 

On  peut  déterminer  ù priori  la  relation  entre  ta  vi- 
tesse de  rotation  de  l'axe  vertical  et  la  hauteur  à la- 
quelle se  tiennent  les  boules  de  la  manière  suivante-  Ré- 
duisons l’appareil  à deux  points  pesans  Q,  Q (PI.  XVII, 
fig.  8)  retenus  par  deux  fils  inflexibles  et  inextensibles 
AQ,  A Q , sans  pesanteur,  et  nommons 

T la  distance  horizontale  QB  des  points  Q A l'ave  AB, 
h la  distaoco  verticale  AB  des  mêmes  points  au  poiol  de  sus- 
pension A , 

t le  temps  employé  par  l’axe  AB  pour  faire  uno  révolution; 

le  cercle  décrit  par  les  points  Q,  Q.scra  ajr r,  et,  par 
conséquent,  l’expression  de  leur  vitesse  v sera 


a rr 


la  force  centrifuge  duc  à la  vitesse  e étant  (eoy.  Moi  ve- 
mert,  u*  as») 


Nous  aurons,  pour  l’expression  de  celle  force, 

T"‘ 

Observons  que  les  points  matériels  Q,  Q soumis  si- 
multanément aux  actions  de  la  force  centrifuge  et  de 
la'  force  de  gravité  se  placent  nécessairement  dans  une 
position  telle  que  la  résultante  de  ces  deux  forces  soit 
dans  la  direction  de  la  droite  AQ  qui  soutient  chacune 
d’elles,  de  sorte  que  le  rapport  des  droites  AB  et  BQ  est 
le  même  que  celui  de  la  gravité  y ù la  force  centrifuge 

; nous  avons  donc 
P 
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cette  relation  entre  la  hauteur  verticale  à laquelle  se 
tiennent  les  boules  et  la  durée  d’une  révolution  de  l’axe 
donne  le  moyeu  de  régler  le  mécanisme  de  la  vulve.  On 
voit  que  la  hauteur  verticale  h est  la  longueur  du  pen- 
dule simple  (coy.  ce  mot),  qui  ferait  deux  oscillations 
pendant  que  l’axe  fait  un  tour. 

Le  pendule  conique  peut  s’appliquer  très-avantageu- 
sement aux  roues  hydrauliques;  voici,  d’après  M.  Fla- 
chat  (. Mécanique  industrielle) , les  meilleures  disposi- 
tions à donner  ù l’appareil  pour  lui  faire  lever  cl  abais- 
ser une  vanne,  ce  qui  exige  plus  de  force  que  pour  lever 
et  abaisser  une  vulve  ou  soupape  de  machine  ù vapeur. 

Le  pendule  conique  est  disposé  comme  ou  le  voit 
fig.  XVII,  PI.  q ; l’anneau  mobile  a est  au-dessus  du 
point  d’attache  c des  tiges,  et  les  liges  ci  sont  trois  A 
quatre  fois  plus  grandes  que  les  tiges  cb.  La  force  cen- 
trifuge, en  écartant  les  boules,  fait  descendre  l’anneau, 
ce  qui  élève  le  bras  de  levier  al,  dont  l’extrémité  ou 
manchon  l , armé  d'une  double  griffe  (fig.  10),  glisse  par 
frottement  dans  le  sens  vertical  sur  un  arbre  f,  lequel 
reçoit  aussi  son  mouvement  de  la  machine.  Suivant  que 
le  manchon  l monte  ou  descend,  il  embraye  (roy.  Mu- 
su  ay  aces)  parla  griffe  o ou  par  la  grillé  p la  roue  m ou 
la  roue  n qui  sont  folia  sur  l’axe  f.  Quand  le  manchon 
s’approche  de  l’une  ou  de  l’autre,  et  vient,  par  l’une  de 
ses  griffes,  sous  la  griffe  que  porte  chacune  de  ces  roues, 
comme  le  manchon  n’est  mobile  autour  de  l’axe  que 
dans  le  sens  vertical,  mais  non  dans  le  sens  horizontal, 
la  roue  qu’il  touche  ou  qu’il  embraye  se  trouve  ainsi 
entrainée  dans  le  mouvement  de  l'axe.  Les  deux  roues 
m et  n engrènent  d’ailleurs  sur  une  troisième  roue  r, 
laquelle  porte  un  axe  »t  qui  est  susceptible  de  soulever 
ou  de  fermer  la  vanne  au-delà  du  point  assigné  pour  le 
travail  moyen, ou,  en  d'autres  termes,  accroît  ou  limite 
la  dépense  d’eau  selon  qu’il  faut  produire  un  dlort  su- 
périeur ou  inferieur  A celui  de  l’appareil  dans  sa  marche 
ordinaire. 

Lorsque  l’appareil  est  dans  cet  état  moyen  ou  ordi- 
naire , le  manchou  l prend  une  position  moyenne , et 
dans  laquelle  il  n’embraye  ni  l’une  ni  l’autre  des  deux 
roues;  l’arbre  cf  tourne  ainsi  sans  communiquer  de 
mouvement  aux  roues  m et  n,  et  celles-ci,  par  consé- 
quent, n’en  communiquent  pas  ù la  roue  r et  à son  axe. 

Si  la  vitesse  s’accélère,  le  manchon,  en  sc  soulevant, 
embraye  l’une  des  roues , et  celte  roue  communique 
son  mouvement  à la  roue  r et  celle-ci  à la  vanne.  Ce 
mouvement,  en  définitive,  on  voit  que  c’est  la  force 
centrifuge  qui  le  produit.  Si  maintenant  il  sc  produit 
un  ralentissement , le  levier  agit  dans  le  sens  inverse, 
la  roue  qui  était  prise  est  desembrayée,  et  l’autre  roue 
est  embrayée  à son  tour;  de  telle  sorte,  que  la  roue  r 
tourne  en  sens  inverse  et  produit  un  effet  contraire  de 
celui  qui  venait  d'avoir  lieu. 
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Au  reste,  ajoute  M.  Flachat,  il  faut  remarquer  que  ce 
moyen  ne  remplit  entièrement  le  but  proposé  que  lors- 
que l'accélération  ou  la  diminution  de  Titessc  moyenne 
durait  pendant  un  temps  assez  long.  Alors  la  régulari- 
sation du  moteur  est  bien  complète;  mais  si  l’accéléra- 
tion rient  d’une  cause  qui  n’agisse  qu’instantanémctit , 
ou  bien  si  elle  n’arrive  que  peu  à peu  au  point  où  l'ap- 
pareil est  assez  poussé  par  la  force  centrifuge  pour  agir, 
on  roit  qu’il  se  sera  écoulé  un  certain  temps  entre  l’in- 
stant où  h cause  de  l'accélération  aura  commencé  et  le 
moment  où  le  régulateur  l’aura  fait  cesser.  Tel  est  donc 
l’inconTénient  du  régulateur  à force  centrifuge  ; il  ne 
peut  augmenter  ou  diminuer  instantanément  l'action 
du  moteur,  c’est-à-dire  au  moment  même  où  une  cause 
tient  à déranger  le  régime  de  la  vitesse  le  plus  avanta- 
geux à la  machine.  Nous  signalons  cet  inconvénient 
afin  qu’on  connaisse  bien  cct  organe  mécanique;  mais 
cc  serait  mal  nous  comprendre  que  de  trouver  dans 
cette  indication  une  atténuation  des  avantages  qui  nous 
paraissent  appartenir  à ce  régulateur,  l’une  des  plus 
utiles  et  des  plus  ingénieuses  conceptions  de  la  méca- 
nique. 

Voyez,  pour  d’autres  appareils  propres  à régulariser 
le  mouvement  des  machines,  les  mots  Rie  plate  n et 
Volakt. 

PENDU  LF.  SIMPLE.  (Méc.)  La  théorie  du  pendule 
simple  sc  déduit  des  lois  générales  du  mouvement  sur 
les  courbes  d’une  manière  plus  directe  et  plus  complète 
que  des  considérations  employées  tom.  II,  page  a88. 
L’importance  de  cette  théorie  en  fait  une  des  applica- 
tions les  plus  intéressantes  des  principes  exposés  ci- 
dessus  page  3a5. 

Soit  O (PI.  XVII,  lig.  1 1)  le  point  de  suspension  du 
pendule,  et  AO» rsa  longueur.  Imaginons  qu’après 
l’avoir  élevé  au  point  M on  lui  imprime  une  vitesse 
perpendiculaire  à sa  longueur  cl  dirigée  dans  le  plan 
Tcrtical  Ml>  A ; toutes  les  forces  qui  agissent  sur  lui  se 
trouvant  ainsi  dans  ce  plan  vertical,  il  ne  pourra  s’en 
écarter,  et  le  mouvement  du  point  matériel  M s’effec- 
tuera de  la  même,  manière  que  s’il  devait  rouler  sur  un 
arc  de  cercle  résistant  M1IM'  et  qu'il  n'y  eût  pas  de  fil 
de  suspeusion. 

Menons  par  le  point  de  départ  M une  horizontale  MX 
et  une  verticale  MZ;  prenons  la  première  pour  axe  des 
X et  la  seconde  pour  axe  des  z , en  comptant  les  z dans 
le  sens  de  la  pesanteur.  Le  point  mobile  n’étant  soumis 
ù aucune  autre  force  accélératrice  que  la  pesanteur,  les 
équations  de  son  mouvement  seront 

d'-x  diz 

dp'  — 0’  dp—3’ 
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d'où  l’on  déduira  pour  l’expression  de  sa  vitesse  en  un 
point  quelconque  de  sa  trajectoire  [Voy.  Moüyemmî, 
n*  a6)....  (a) 

t>*  a gz, 

v désignant  la  vitesse  initiale  ou  la  vitesse  imprimée  au 
point  matériel  à son  point  de  départ  M pris  pour  origine 
des  coordonnées. 

L’équation  (a)  nous  montre  que  la  vitesse  du  pen- 
dule augmente  à mesure  qu’il  descend  de  M vers  le 
point  A,  le  plus  bas  de  sa  course  ; car  l’ordonnée  verti- 
Cale  z,  qui  est  la  seule  variable  du  second  membre,  croit 
depuis  0 jusqu’à  AP,  pendant  cette  partie  du  mouve- 
ment. Au  point  A,  où  l’ordonnée  z a atteint  son  maxi- 
mum de  grandeur,  AP  » A,  la  vitesse  du  pendule  est  la 
plus  grande  possible;  et  comme  au-dessus  de  ce  point, 
pendant  que  le  mobile  s’élève  sur  l’arc  AM'  en  vertu  de 
la  vitesse  acquise,  l’ordonnée  s diminue,  la  vitesse  dé- 
croît aussi  successivement.  Arrivé  en  M’  dans  l'horizon- 
tale, le  mobile  n'a  plus  que  sa  vitesse  initiale  car 
z — o.  Au-dessus  du  point  M',  l’ordonnée  z devient 
négative,  l’expression  de  la  vitesse  est  alors 

= t?'1  — 3 gz, 

c’est-à-dire  qu’elle  diminue  à mesure  que  z augmente, 
et  qu’elle  est  complètement  anéantie  lorsque 

= #*, 

ou  lorsque  la  grandeur  absolue  de  X est  celle  de  la  hau- 
teur duc  à la  vitesse  initiale  v. 

Si  nous  prenons 


le  point  M’  sera  donc  celui  où  la  vitesse  du  mobile  est 
nulle,  et  où,  n’élant  plus  soumis  qu’à  l’action  de  la  pe- 
santeur, il  doit  commencer  à redescendre  le  long  de 
l’arc  M'A,  acquérant  à chaque  instant  du  mouvement 
un  nouveau  degré  de  vitesse;  de  sorte  que,  de  retour 
en  A , sa  vitesse  se  retrouvera  de  nouveau  être  égale  à 

t>*  = -f-  igh. 

En  effet,  la  vitesse  acquise  par  la  chute  le  long  de  l’arc 
M'A  est  la  même  que  celle  qui  serait  duc  à la  hauteur 
AQ;  or 

AQ  — PQ-f  AP  = M*+A; 
donc  la  vitesse  en  A est 

l/  M s . 3 g -j-  ayA  = l/ v*  ayA. 
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Du  point  A,  le  mobile  remontera  sur  la  branche  AM; 
mais  il  dépassera  le  point  de  départ  primitif  M ; car  la 
vitesse  ne  redeviendra  nulle  qu’eu  un  point  M'"»  dont 
la  hauteur  verticale  au-dessus  de  À sera  la  même  que 
Celle  du  point  M”.  Parvenu  en  M‘",  il  redescendra  de 
nouveau  pour  remonter  sur  l’autre  branche  eu  M",  et 
ainsi  de  suite  indéfiniment.  A l’exception  du  premier 
are  MA,  chaque  are  de  descente  étant  égal  à l’are  de 
montée , le  mobile  oscillera  autour  du  point  le  plus  bas 
A ; la  durée  de  la  première  oscillation  MA  différera  seule 
de  la  durée  de  toutes  les  autres,  qui  seroot  isochrones. 

Si  la  vitesse  initiale  v était  assez  grande  pour  que  le 
mobile  parvint  au  point  A'  avant  d’avoir  perdu  toute  sa 
vitesse,  il  redescendrait  par  Tare  A'M'",  et  au  lieu  d’os- 
ciller il  parcourrait  un  nombre  indéfini  de  fois  et  dans 
des  durees  égales  la  circonférence  entière  du  cercle. 
Dans  le  cas  des  oscillations,  qui  est  le  seul  que  nous 
ayons  à considérer,  nous  pouvons  supposer  la  vitesse 
initiale  t?'  = o,  ce  qui  revient  ù transporter  l’origine  des 
coordonnées  au  point  M'"  et  à ne  point  tenir  compte 
de  la  première  oscillation  MA.  Pour  ne  rien  changer 
aux  dénominations  précédentes,  nous  admettrons  qu’a- 
près  avoir  élevé  le  molnlo  au  point  M,  on  l’abandonne 
simplement  à la  pesanteur  ; les  arcs  d’oscillation9  seront 
alors  MA  et  AM',  et  l’expression  de  la  vitesse  en  uu 
point  de  l’are  total  MAM',  dont  l’ordonnée  verticale  est 
x,  sera (6) 

ayr. 

Désignons  par  l l’are  Mm  compris  entre  lo  point  de 
départ  M et  un  point  quelconque  m de  la  circouférence, 
et  par  t le  temps  employé  ù décrire;  nous  aurons 


ds 


d’où,  en  comparant  avec  (6), (<) 

ds 

dl  ^V'tgz' 

Celte  équation  nous  fera  connaître  le  temps  t en  fouc- 
tion  de  l’are  parcouru  s et  réciproquement  ; mais  pour 
plus  de  simplicité,  il  faut  exprimer  l’ordonnée  z en 
fonction  des  coordonnées  du  cercle  décrit  par  OM. 
Prenant  le  point  A pour  origine  et  comptant  les  x sur 
le  diamètre  vertical  AA',  l’équation  du  cercle  sera 

y1  =3  a rn  — x1, 

et  nous  aurons  pour  le  point  quelconque  m 

* 

Ai>=»<r, 
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Ainsi,  l’ordonnée  verticale  x ou  P p du  point  m devien- 
dra AP  — x , ou 

z = h — x. 

Cette  valeur,  substituée  dans  les  équations  ( b ) et  (c), 
les  rendra 

(■) 

^ dl=s\7a^^  '’ 

la  dernière  équation  devient 

it  = t/aqrgg 

l/sy(A  — x)’ 

en  y substituant  à la  place  de  ds  sa  valeur  générale 

\ZbF-\-lLtf. 

Or  on  tire  de  l’équation  du  cercle , par  1a  différen- 
tiation, 

y 

et  par  suite, 

d*>  + dy«  =»  ij*  -f  dx*, 

Substituant  à la  place  de  y1  sa  valeur  a rx  — x1,  il 
viendra,  toutes  réductions  faites, 

dx1  + dy'  — dx’  ’ 

donc (rf) 

. rdx 

V/jjirx  — — a?) J 

Nous  donnons  le  signe — au  second  membre,  parce 
que  x diminue  ù mesure  que  t augmente. 

L’intégrale  do  l’expression  (d),  prise  entre  les  limites 
'P  s—  hfX  “ o,  donnera  le  temps  de  la  descente  le  long 
de  l’are  MA,  c’est-à-dire  la  durée  d’une  demi-osetU*- 
tion;  mais  on  ne  peut  l’obtenir  sou?  une  forme  finie  par 
les  procédés  connus  jusqu’icL  Pour  la  développer  en 
série,  donnons  à cette  expression  la  forme 

t I /t  fa 
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et  oksenrant  qit'cn  Tcrtu  du  binôme  de  Newton  nons 
«Tons 


/ x\_î  _l  i j?_  i il® 

aiy  3 a ' ar  ' a. 4 ‘ 4r’ 

, t.3-5  *•  . , 

+ ÎT475  ’ 8r*  + 


série  dont  le  terme  général  est 

,F|* 


*-  (±X 
V™  ' W ’ 


U viendra 


rf(  = — , -+etc...l. 

aw  g l /hx—ac'  L » 3r  J 

Les  intégrales  des  différens  termes  de  cette  expression, 
abstraction  faite  du  facteur  commun  et  constant, 

il/' 

a w g' 

sont  toutes  comprises  sous  la  forme 

1**  p—  x*  . ix 

1"*.  (ar)“  ' J V/te^-  is  ’ 

de  sorte  qu'en  posant 

‘•-Si 


— dx 


V/  hx  — x*  ’ 

A - r ~xix  • 

f — g’dx 

,== 

etc.  = etc. 


on  a 


PEN 

par  parties  ( voy . Intégral,  tom.  II)  donne  l’expression 
générale 

J—  ofdx  = ~ 1 

\/hx — xi  P 

A (a/*  — 1)  f — x~  ~ 'dx 
aP  J l/hx  — or' 

Or,  aux  deux  limites  x = o , x e=  A le  premier  terme 
du  second  membre  se  réduit  à zéro,  et  l’on  a simplement 

— a? dx_  _ h (au  — 1)  f — xu~'dx 
\ /hx — x 1 af*  J V'hx  — sc1  9 

ou 


faisant  successivement  dans  cette  dernière  expression 
|i»  1,  pt  = a,  etc.,  on  obtient 

At  = - AA,, 

A«  = lAA*  = ïf-4*,A‘> 


A 

etc.  =*3  etc. 
et,  en  général, 


b 1 a . 4 • b 


+ p A*+ ••'•••]• 

Le  terme  général  de  cette  série  est 

Lorsqu’on  prend  les  intégrales  depuis  * = A jusqu’à 
* =*  0,  leurs  valeurs  A, , A, , A, , etc. , sont  liées  entre 
elles  de  manière  qu’il  suffit  de  connaître  la  première 
pour  obtenir  toutes  les  autres.  En  effet,  l’intégration 


.h fl 

A'^-rjhr.  A,. 

Pour  déterminer  la  valeur  de  A, , nous  avons  géné- 
ralement (voy.  Intégral,  tom.  II) 

Jdx  T ix — AT  , 

vtx^  ” arc  Lcos = --J + c“,UB,e' 

intégrale  qui,  prise  depuis  x = h jusqu’à  x = o,  se  ré* 
duit  à 

arc  [cos  = — i J = *,* 

t désignant  la  demi-circonférence  du  cercle  dont  le 
rayon  = i.  Ainsi  la  valeur  de  A^  est 

a =-w^br 

et  le  terme  général  du  développement  (d)  devient 

;/■(£)’■  (.4)'- 

Désignant  donc  par  T la  durée  d’une  oscillation  entière, 
qui  est  le  double  de  celle  de  la  demi-oscillation , nous 
aurons  définitivement  (e) 

+ (jr’ts)'-  (è/+ 
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Celle  série  est  d’autant  plus  convergente  que  A est  plus 
petit  par  rapport  à ar. 

Lorsque  l’arc  d’oscillation  MM'  est  très-petit,  le  rap- 
port de  la  hauteur  verticale  AP  = A au  double  de  la 
longueur  r du  pendule  est  une  très-petite  fraction, 
la  série  se  réduit  à son  premier  terme,  et  l’on  peut 
alors  poser  approximativement ...  (/) 


Nous  avons  vu  les  conséquences  de  cette  expression  au 
mot  Pexdcle,  tome  II. 

Dans  le  cas  d’un  très-petit  arc  d’oscillation,  la  résis- 
tance de  l’air  n’a  aucune  influence  sensible  sur  la  durée 
des  oscillations  : son  effet  général  étant  de  diminuer 
l’amplitude  de  l’arc  et  par  suite  la  hauteur  verticale  A, 
qui  n’entre  pas  dans  l’expression  (/),  on  voit  que  la  va- 
leur de  T reste  la  même  pour  toutes  les  valeurs  de  A 
négligeables  devant  ar,  de  sorte  que,  bien  qu’à  la  vérité 
les  arcs  d'oscillations  d’un  pendule  diminuent  conti- 
nuellement depuis  l’instant  où  il  est  mis  en  mouvement 
jusqu’à  celui  où  il  s’arrête  par  l’effet  des  résistances 
étrangères,  toutes  ses  oscillations  s’exécutent  dans  des 
intervalles  égaux  de  temps,  lorsque  d’ailleurs  l’ampli- 
tude de  la  première  oscillation  est  très-petite.  Les  ex- 
pressions (e)  et  (f),  qui  donnent  les  moyens  d’apprécier 
l’influence  de  l'amplitude  de  l’arc  sur  la  durée  des  os- 
cillations, vont  nous  servir  à légitimer  cette  assertion. 

Supposons  que  la  longueur  r du  pendule  CM  soit 
de  i";  la  durée  d’une  de  ses  oscillations  infiniment  pe- 
tite sera  rigoureusement 

t— l S\, 

T exprimant  un  nombre  de  secondes.  Substituant  à la 
place  de  w et  de  g leurs  valeurs  connues,  on  trouvera, 
pour  la  latitude  de  Paris , 


* = i*,oo3og$6. 

V/9,8088 


Considérons  maintenant  un  arc  d’oscillation  MM'  dont 
l’amplitude  soit  de  a degrés  ; la  hauteur  verticale  A = AP 
sera 

AP  = AO  — OP  = 1 — OP, 
ou,  k cause  de  OP  = OM  . cos  MO  A = 1 . cos  1% 

As»  1 — 00s  i*=s  1 —0,9998407  = 0,0001593, 
ce  qui  donnera 
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Substituant  celte  valeur  dans  la  série  (e),  on  obtiendra, 
avec  sept  décimales  exactes, 

t *=  r,oo3i  145» 


durée  qui  ne  diffère  de  celle  déterminée  ci-dessus  que 

de  moins  — - — de  seconde.  Pour  des  arcs  plus  petits, 
10000  r r 

la  différence  serait  tOUt-à-fait  inappréciable,  et  l’on 
voit  qu’on  peut  admettre,  sans  erreur  sensible,  que  les 
petites  oscillations  d’un  pendule  sont  isochrones  et  in- 
dépendantes de  la  quantité  A.  Cependant,  dans  les  ob- 
servations qui  exigent  une  très-grande  précision,  on 
conserve  les  deux  premiers  termes  de  la  série  (e),  ce 
qui  donne  pour  la  valeur  de  T 


On  peut  mettre  cette  expression  sous  une  forme  plus 
simple  en  y introduisant  le  demi-arc  d’oscillation  MOA 
exprimé  en  parties  du  rayon  = 1 . Pour  cet  effet,  il  faut 
observer  qu’en  désignant  cet  arc  par  « , le  triangle  rec- 
tangle MAO  donne 


OP  = OM  . COS  a = f . cos  a , 


d’où 


AP  = A = r — rcos«  = r(i  — cos  a), 


et,  par  suite, 


A 

- = 1 — cos  a. 
r 


Or,  (roy.  Sihcs,  tome  II) 

/.  «Y 

1 — cos  a = a I sin  - I . 

Ainsi,  comme  un  petit  arc  se  confond  sensiblement 
avec  son  sinus,  on  a à très-peu  près 


Cette  valeur,  mise  dans  l’expression  précédente,  la 
change  en 

Lorsqu’un  arc  est  donné  en  degrés , on  obtient  son 
expression  en  parties  du  rayon  pris  pour  unité  par  la 
formule 


A 

ar 

Tom.  111. 


0,0000796. 


' 648000  * 


4M 
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dans  laquelle  «'  est  le  nombre  de  secondes  sexagési- 
males contenues  dans  Tare  «.  Les  logarithmes  de  Callet 
renferment  une  table  qui  dispense  de  ces  calculs.  Voyez, 
pour  d’autres  détails  concernant  le  pendule,  les  mots 
Pekdüle , tome  11^  et  I^endcle  composé,  dans  ce  Sup- 
plément. 

PERCUSSION.  (Mie.)  Impression  que  fait  un  corps 
en  mouvement  sur  un  autre  qu’il  rencontre  et  qu’il 
choque.  ( Voy.  Choc,  tome  1",  et  CoatxrtucATioa  Dr 

MODTElfEXT.) 

Les  effets  mécaniques  de  la  percussion  ont  paru  très- 
surprenans  aux  premiers  observateurs,  qui  ne  pouvaient 
se  rendre  compte  de  ce  qu’avec  un  petit  marteau  cl  lin 
petit  mouvement  on  enfonce  sans  peine  des  clous  qui 
supportent  des  fardeaux  immenses  et  qu’on  aurait 
peine  de  faire  enfoncer  en  les  chargeant  de  poids  ex- 
cessifs. « Ne  serait-ce  pas,  dit  Camus  dans  son  Traité 
des  forces  mouvantes , une  chose  inconcevable  et  in- 
croyable, si  l’on  n’en  voyait  l’expérience,  que  quelques 
ouvriers  enfoncent  en  peu  de  temps,  avec  le  mouton, 
des  pilotis  qui  supportent  et  tiennent  en  équilibre  des 
murailles  et  des  tours  entières,  d’uue  masse  et  d’une 
hauteur  prodigieuses,  pendant  plusieurs  siècles,  sans 
qu’ils  aient  paru  baisser?  Il  faut  sans  doute,  par  exem- 
ple, qu’en  enfonçant  les  pilotis  qui  supportent  les  tours 
de  la  métropolitaine  de  Paris  depuis  tant  de  siècles , on 
leur  ait  donne  plus  de  force  avec  le  mouton , ou  qu’on 
ait  mis  dessus  plus  de  poids  que  toutes  les  tours  et  la 
masse  qui  est  dedans  ne  pèse,  puisqu’ils  les  ont  toujours 
tenues  en  équilibre  depuis, sans  avoir  enfoncé  ou  baissé, 
et  qu’il  est  probable  qu’ils  les  y tiendront  encore  pen- 
dant plusieurs  siècles  à venir.  » On  saisira  aisément  la 
raison  de  ecs  phénomènes,  a dit  d’Alcmbcrt,  si  l’on  fait 
attention  à la  différence  essentielle  qui  cxi>le  entre  la 
pression  d’on  corps  immobile  et  la  percussion  d’un  corps 
en  mouvement.  Tout  corps  qui  tombe  s’accélère  en 
tombant  ; mais  sa  vitesse  au  commencement  <ic  »a 
chute  est  infiniment  petite;  de  façon  que,  s’il  ne  tombe 
pas  réellement,  mai-*  qu’il  soit  soutenu  par  quelque 
chose,  l’effort  de  la  pesanteur  ne  tend  qu’à  lui  douner 
au  premier  instant  une  vitesse  infiniment  petite.  Ainsi, 
un  poids  énorme,  appuyé  sur  un  clou,  ne  tend  à des- 
cendre qu’avec  une  vitesse  infiniment  petite;  et  comme 
la  force  de  cc  corps  est  le  produit  de  sa  masse  par  la 
vitesse  avec  laquelle  il  tend  à sc  mouvoir,  il  s’ensuit 
qu’il  tend  à pousser  le  clou  avec  une  force  très-petite. 
Au  contraire,  un  marteau  avec  lequel  on  frappe  le  clou 
a une  vitesse  et  une  masse  finies,  et  par  conséquent  sa 
force  est  plus  grande  que  celle  du  poids.  Si  on  ne  vou- 
lait pas  admettre  que  la  vit&sc  actuelle  avec  laquelle  le 
corps  tend  à sc  mouvoir  est  infiniment  petite,  on  ne 
pourrait  au  moins  s’empêcher  de  convenir  qu’elle  est 


PER 

fort  petite,  et  alors  l’explication  que  nous  venons  de 
donner  demeurerait  la  même. 

Il  est  certain  que  l’effort  produit  par  la  charge  que 
supporte  un  clou  ou  un  pieu  ne  peut  être  comparé  à 
celui  qui  résulte  du  choc  d’un  corps  en  mouvement,  tel 
que  le  marteau  qui  vient  frapper  la  tête  du  clou  ou  du 
pieu;  car  le  premier  effort,  qui  n’est  qu’une  pression, 
est  représenté  par 

mgdt, 

m étant  la  charge , g la  vitesse  que  la  pesanteur  tend  â 
imprimer  au  corps  dans  l’unité  de  temps,  et  dt  Pélémrnl 
du  temps;  tandis  que  le  second  effort  est  exprimé  par 

MV, 

M étant  la  masse  du  corps  choquant  et  V une  vitesse 
finie.  Or  les  quantités  mgdt  et  MV  appartiennent  à des 
ordres  différons,  de  sorte  qu’il  est  théoriquement  et  phy- 
siquement impossible  d’établir  l’équilibre  entre  un  choc 
et  une  pression,  et,  conséquemment , de  comparer  I’iiii 
des  efforts  à l’autre.  F.u  un  mot,  la  force  des  corps  en 
mouvement  ne  peut  être  mesurée  par  des  poids,  c’est- 
à-dire  par  la  pression  seule  destituée  de  mouvement 
local;  et  si  l’on  a souvent  observé  que  des  forces  de 
pression  peuvent  produire  des  effets  égaux  oïl  supé- 
rieurs à ceux  des  forces  de  percussion , c’est  que  la 
masse  pressante,  par  suite  de  l'insuffisance  de  son  appui, 
sc  trouve  animée  d’une  vitesse  finie , et  par  suite  d’une 
quantité  de  mouvement  du  même  ordre  de  grandeur  que 
la  quantité  de  mouvement  d’une  masse  percutante. 

Quant  à la  supériorité  des  forces  de  percussion  sur 
celles  de  pression  pour  l’enfoncement  de*  clous  ou  des 
pieux , elle  tient  encore  à une  autre  circonstance  qu’il 
ne  sera  peut-être  pas  inutile  de  signaler.  Le  clou  qu’on 
veut  introduire  dans  un  corps  dur  a deux  résistances 
à vaincre  : il  faut  d’abord  qu’il  ouvre  devant  lui  un  es- 
pace dans  lequel  il  puisse  entrer;  puis,  à mesure  qu’il 
s’avance,  il  faut  de  plus  qu’il  surmonte  le  frottement  et 
la  pression  qu’exercent  les  parois  du  trou  en  contact 
avec  sa  surface.  Si  l’introduction  s’effectue  par  une 
pression,  il  esl  évident  que  le  clou  cessera  de  s’avancer 
aussitôt  que  la  pression  motrice  sera  en  équilibre  avec 
les  deux  résistances  que  nous  venons  de  signaler;  mais 
lorsque  cette  introduction  est  produite  par  la  percussion 
réitérée  d’un  marteau,  il  faut  observer  que  chaque  coup 
de  marteau  produit  deux  effets  : le  premier  est  de 
pousser  le  clou  dans  la  cavité  formée  par  sa  pointe;  le 
second,  de  comprimer  ce  clou  dans  le  sens  de  sa  lon- 
gueur, c’est-à-dire  d’augmenter  momentanément  sa 
grosseur  aux  dépens  de  sa  longueur.  Cette  petite  aug- 
mentation de  grosseur  tend  à agrandir  le  trou  ; et  comme, 
après  que  la  percussion  a cessé,  le  clou,  en  vertu  de  son 
élasticité,  reprend,  au  moins  à peu  près,  sa  première 
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figure,  il  existe  un  Yidc  entre  les  parois  du  trou  et  la 
partie  de  la  surface  du  clou  déjà  introduite;  ce  vide  dé- 
truit en  tout  ou  en  partie  la  résistance  duc  au  frotte- 
ment cl  à la  pression  des  parois,  de  sorte  que  le  coup 
de  marteau  suivant  n'a  qu'à  surmonter  la  résistance  que 
rencontre  la  pointe  du  clou  pour  aller  en  avant.  Ainsi, 
la  pression  doit  surmonter  deux  espèce»  de  résistances 
qui  se  niellent  bientôt  en  équilibre  avec  elle,  quelle  que 
gronde  qu'elle  soit,  tandis  que  la  percussion  n’a  à vain- 
cre qu'une  des  deux.  Ajoute*  à cela  que  la  force  mus- 
culaire qui  fait  agir  le  marteau  peut  accumuler  dans  cet 
outil  une  quantité  de  mouvement  très-grande,  eu  égard 
à la  petitesse  de  sa  masse. 

Plusieurs  savons  ont  fait  des  expériences  sur  les  effets 
des  cnocs  des  corps  pesans  qu’on  laisse  tomber  libre- 
ment. Les  résultats  obtenus  par  les  deux  Camus,  Ber- 
nouilli,  Mariottc,  S’Gravesande  , l'ingénieur  Soyer, 
tendent  à établir  que  ces  effets  sont  proportionnels  aux 
masses  des  corps  choquans  ainsi  qu'aux  hauteurs  des 
chutes,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  aux  carrés  des  vi- 
tesses finales,  ce  qui  s’accorde  avec  les  meilleures  théo- 
ries de  la  percussion.  Quelques  autres  résultats,  et  no- 
tamment ceux  de  Rondelet,  sembleraient  indiquer  que 
les  effets  des  chocs  sont  proportionnels  aux  masses  et 
aux  racines  carrées  des  hauteurs  des  chutes  ou  aux 
simples  vitesses  finales,  mais,  comme  Navier  Ta  fort 
bien  fait  observer,  il  y a lieu  de  croire  que,  si  dans  ces 
expériences  les  effets  des  grands  chocs  paraissent  moin- 
dres qu’ils  devraient  être,  cela  tient  à ce  qu’il  est  impos- 
sible d’éviter  alors  qu’une  partie  de  la  force  du  coup  ne 
soit  communiquée  à l’appui  du  corps  soumis  à l’expé- 
rience et  perdue  pour  reflet  que  l’on  mesure,  circon- 
stance qui  d'ailleurs  se  retrouve  également  dans  la  plu- 
part des  cas  des  battages  des  pieux.  Camus,  l’auteur  du 
Traité  des  forces  mouvantes,  qu’il  ne  faut  pas  confondre 
avec  Camus  l’académicien,  a reconnu  le  premier  que  la 
nature  des  corps  choqués  et  des  appuis  sur  lesquels  ils 
sc  trouvent  portés  exerce  une  grande  influence  sur  les 
effets  de  la  percussion;  quoique  ses  recherches  n’offrent 
aucun  résultat  précis,  elles  ne  sont  pas  dépourvues 
d’intérêt  et  peuvent  être  encore  consultées  avec  fruit. 

Les  eflets  utiles  principaux  qu’on  obtient  de  la  per- 
cussion employée  comme  agent  mécanique  sont  : 

i*  L’enfoncement  d’un  corps  dans  un  autre  qui  se 
laisse  pénétrer,  tel  que,  par  exemple,  l’enfoncement  des 
pieux  dans  le  terrain  ( votj . Sokkette)  ; 

a*  L’aplatissement  et  l’allongement  des  corps  duc- 
tiles et  malléables; 

3*  La  pulvérisation  des  corps  non  ductiles  ou  la  sé- 
paration de  ces  corps  en  plusieurs  fragmens  ; 

4‘  L’ne  très-forte  pression , produite  par  rinlroduc- 
iîon  de  coins  entre  des  corps  assujettis  a ne  pouvoir  s’é- 
carter que  faiblement. 
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La  percussion  peut  être  employée  de  deux  manières 
essentiellement  différentes.  Suivant  la  première , on 
élève  un  corps  à une  hauteur  déterminée,  puis  on  l’a- 
bandonne librement  à l’action  de  la  pesanteur.  C’est 
ainsi  qu’on  fuit  agir  les  moutons  des  sonnettes  et  les 
gros  marteaux  ou  martinets  des  forges.  Suivant  la  se- 
conde , le  moteur  ajoute  à la  force  accélératrice  du  la 
pesanteur  une  autre  force  accélératrice  qu’il  imprime 
au  corps  en  le  comprimant  pendant  toute  la  durée  du 
mouvement.  Par  exemple,  le  forgeron  augmente  consi- 
dérablement la  force  de  percussion  du  marteau  dont  il 
sc  sert,  et  lui  communique  une  quantité  de  mouvement, 
duc  à sa  force  musculaire,  bien  supérieure  à celle  qu’il 
acquerrait  s’il  tombait  librement.  Pour  donner  un  puis- 
sant coup  de  marteau , il  est  essentiel  de  l’élevcr  et  de 
lui  faire  décrire  le  plus  grand  arc  possible,  afin  que  la 
force  accélératrice  ait  le  temps  d’accumuler  dans  la 
masse  de  l'instrument  une  grande  quantité  de  mou- 
vement. 

Voyez,,  pour  la  théorie  de  la  percussion  : Prony, 
Nouvelle  architecture  hydraulique;  et,  pour  scs  effets: 
Camus,  gentilhomme  lorrain.  Traité  des  forces  mou- 
vantes.— Camus,  de  l’Académie  des  Scionccs,  Mémoire 
sur  l'enfoncement  des  boules  dan s la  glaise  (Mémoire  de 
l’Académie,  1728).  — Bcrnouilli,  Discours  sur  la  com- 
munication du  mouvement  (Prix  de  l’Académie  des 
Sciences.)  — Mariottc,  Traité  du  mouvement  des  eaux. 
— Rondelet,  Traité  de  l’art  de  bâtir.  — Perronct , Mé- 
moire sur  les  pieux  et  pitotis.  — S ganzin,' Programme 
d'un  cours  de  construction. 

PILON.  (Méc.)  Appareil  destiné  à pulvériser  les 
substances  dures.  Il  sc  compose  d’une  pièce  de  bois 
équarrie  OQ  (PL  XVII,  fig.  11}  qui  sc  meut  verticale- 
ment, et  dont  la  partie  inférieure  Q est  armée  d’tme 
masse  de  fer  ou  de  fonte;  une  pièce  transversale  PR, 
nommée  mentonmt , reçoit  l’action  d’une  came,  qui, 
après  l’avoir  élevée  à une  certaine  hauteur,  l’aban- 
donne, ainsi  que  le  pilon  auquel  clic  est  fixée  et  quelle 
entraîne,  à l’action  de  la  pesanteur.  Le  pilon  est  retenu 
par  deux  prisons  ou  manchons  A,  B,  qui  s’opposent  à 
tout  autre  mouvement  que  le  mouvement  vertical.  La 
courbure  de  la  came  doit  être  celle  d’une  développante 
de  cercle  lorsqu’on  veut  que  l’ascension  du  pilou  soit 
régulière.  Foy.  Came. 

La  direction  de  la  force  qui  soulève  le  meutonnet  ne 
passant  pas  par  le  centre  de  gravité  du  poids  Q,  il  eu 
résulte  que  le  pilon  exerce  contre  ses  prisons  A el  B des 
pressions  qui  produisent  une  résistance  de  frottement 
d'autant  plus  considérable  que  la  came  est  plus  éloi- 
gnée de  l’axe,  du  pilon.  Il  «M  facile  de  voir  qu  *-r»  dési- 
gnant par  Q le  poids  total  du  pilon,  par  l la  distamo 
AB  des  prisons,  cl  par  p la  longueur  RR  du  mentomicl, 
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la  pression  sur  l’une  des  prisons  est  Q et  la  pression 

totale  aQ  y . Ainsi,  désignant  par  f le  coefficient  du 

frottement,  dont  la  valeur  dépend  de  la  nature  des  sur- 
faces frottantes  (toy.  F*ottement),  on  aura  pour  l’ex- 
pression de  la  résistance  due  au  frottement , 


P désignant  la  force  motrice,  l’équation  d’équilibre  est 
donc 

**  = Q + ’/Q  f • 

On  diminue  les  frottemens  en  substituant  au  men- 
tonnet  un  boulon  qui  traverse  le  pilon  parallèlement  à 
l'arbre  des  cames  et  dans  l’axe  même  du  pilon.  Ce  bou- 
lon peut  être  placé  de  deux  manières  différentes  : la 
première  consiste  à pratiquer  dans  le  pilon  une  entaille 
revêtue  de  lames  de  fer,  le  boulon  traverse  cette  en- 
taille, dans  laquelle  entre  une  came  en  fonte  pour  sou- 
lever le  pilon;  la  seconde,  qui  n’a  pas  l’inconvénient 
d’affaiblir  le  pilon  par  une  entaille,  consiste  à foire  sou- 
lever les  deux  extrémités  du  boulon,  saillantes  sur  les 
faces  latérales  du  pilon,  par  deux  cames  parallèles 
ayant  une  tète  commune  et  qui  dans  leur  jeu  embras- 
sent le  pilon. 

Un  autre  inconvénient  grave  de  cct  appareil,  c’est 
que  toutes  les  fois  qu’une  came  se  met  en  contact  avec 
le  mentonnet  ou  le  boulon,  il  s’ensuit  un  choc  impos- 
sible à éviter  et  qui  occasionne  un  perte  de  force  de 
vive  (toy.  Communication  dc  mouvement),  mais  cct 
inconvénient  tient  à la  nature  même  de  la  machine,  et 
l’on  ne  pourrait  y remédier  sans  renoncer  à l’unifor- 
mité du  mouvement  d’ascension.  ( Voy . Bélidor,  Archi- 
tecture hydraulique,  et  le  Journal  des  Mines  de  l’an  II.) 


PILOT  oc  PILOTIS.  ( 1/ydraul .)  Nom  générique 
des  pièces  de  bois  qu’on  enfonce  dans  un  terrain  pour 
le  consolider  et  lui  donner  la  force  nécessaire  pour  sou- 
tenir une  fondation.  On  les  emploie  principalement 
pour  porter  les  édifices  de  maçonnerie,  comme  les 
ponts,  les  murs  des  quais  et  autres  ouvrages,  que  l’on 
veut  fonder  sous  les  basses  eaux. 

On  enfonce  les  pilots  avec  une  machine  nommée 
Sonnette  (coy.  ce  mot)  jusqu’à  ce  qu'ils  n’entrent  plus, 
ou  du  moins  jusqu’à  ce  qu’ils  n’entrent  que  de  deux  ou 
trois  millimètres  par  volée,  ce  qu’on  appelle  le  refus. 
Souvent  ce  refus  est  illusoire,  et  le  frottement  qu’ils 
éprouvent  dans  des  terrains  sablonneux  les  empêche 
seul  de  descendre.  Lu  général,  l’emploi  des  pilotis 
n’est  utile  que  lorsque  après  avoir  traversé  les  couches 


molles  du  terrain  ils  trouvent  un  fond  d’une  meilleure 
qualité  où  ils  peuvent  prendre  une  fiche  suffisante.  La 
méthode  la  plus  sûre  de  fondation , dans  les  terrains 
peu  consistans,  est  d’encaisser  ces  terrains  à la  plus 
grande  profondeur  possible  et  à les  charger  ensuite, 
avant  d’élever  les  constructions,  d’un  poids  au  moins 
égal  à celui  que  doit  avoir  l'édifice.  En  laissant  ce  poids 
agir  assci  long-temps,  le  fond  se  resserre  autant  qu’il 
peut  l’être,  et  il  ne  doit  rester  aucune  inquiétude  pour 
l’avenir,  tandis  que  l’établissement  d’un  pilotis,  dans 
des  circonstances  semblables,  peut  laisser  craindre  que 
les  couches  où  les  pieux  sont  arrêtés  soient  placées  sur 
d’autres  couches  susceptibles  de  se  comprimer,  comme 
cela  n’arrive  que  trop  souvent  pour  des  couches  d’ar- 
giles qui,  naturellement  fermes,  finissent  par  sc  péné- 
trer, s’amollir,  par  l’eau  qui  s’insinue  toujours  le  long 
des  pilots,  et  prennent  un  tassement  qui  n’aurait  point 
eu  lieu  si  l’on  n’avait  pas  fait  de  pilotis,  et  que  rien  ne 
pouvait  faire  prévoir.  Voy.  Fonts. 

PLAN  TANGENT.  ( Géom .)  Un  plan  est  dit  tangent 
à une  surface  courbe  lorsqu’il  la  touche  en  un  point.  Si 
la  surface  est  convexe  dans  toutes  ses  parties,  le  plan 
tangent  n'a  qn’un  seul  point  de  commun  avec  elle  : 
celui  de  contact;  dans  le  cas  contraire,  le  plan  peut  être 
tout  à la  fois  tangent  et  sécant , c’est-à-dire  qu’il  peut 
toucher  seulement  la  surface  en  un  point  et  la  couper 
dans  d’autres,  tout  comme  une  droite  peut  être  en 
même  temps  tangente  et  sécante  par  rapport  à une 
même  ligne  courbe. 

Pour  déterminer  les  conditions  du  contact  d’un  plan 
et  d’une  surface  courbe,  on  caractérise  plus  particuliè 
renient  le  plan  tangent  de  la  manière  suivante  : 

Si  par  un  point  donné  sur  une  surface  quelconque 
on  y trac  e une  infinité  de  courbes  et  qu’on  leur  mène 
des  tangentes  par  le  point  en  question,  toutes  ces  droites 
st  trouveront  en  général  dans  un  seul  et  même  plan  que 
l’on  nomme  le  plan  tangent  de  la  surface. 

Soit  donc 

l’équation  d’une  surface  quelconque.  Deux  des  varia- 
bles devant  recevoir  des  valeurs  arbitraires,  prenons  z 
pour  variable  dépendante,  et  résolvant  cette  équation 
par  rapport  à Z,  nous  obtiendrons  une  autre  équation  de 
la  forme 

(■)  •••• 

Imaginons  que  par  un  point  donné,  x,  y',  z,  sur  la 
surface , on  ait  tracé  une  courbe  quelconque  dont  les 
projections  soient  représentées  par  les  équations 

(»)  ...  y = fX,  J=»fr, 
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celle  courbe  sera  parfaitement  déterminée  par  l’en- 
semble des  équations  (i)  et  (a),  et  sa  tangente  au  point 
x , y',  z , aura  pour  équations. 


f*- 


y-y 


dx 

dÿx' 


j (x  — x'), 


dx' 


7 (*  -*) 


En  effet,  la  tangente  d’une  courbe  dans  l’espace  se 
projeté  toujours  sur  la  tangeute  de  sa  projection  (toy. 
Projection),  de  sorte  que  les  équations  des  tangentes 
des  courbes  planes  (a)  sont  en  même  temps  les  équa- 
tions de  la  tangente  dans  l’espace  de  la  courbe  tracée 
sur  la  surface.  Or,  les  coordonnées  x et  y sont  com- 
munes au  point  donné  et  à sa  projection  sur  le  plan  des 
xy  ; ainsi  la  tangente  de  la  courbe  plane  y = fX,  au 
point  x',  y f a pour  équation  (troy.  tome  11,  pag.  5a5) 

y — y = (*-*■)• 


De  même  les  coordonnées  x ' et  z sont  communes  au 
point  donné  et  A sa  proportion  sur  le  plan  desxf , et, 
par  suite,  la  tangente  de  la  courbe  plane  X = -fx,  A ce 
point  x,  x'y  a pour  équation 


donc,  etc. 

Observons  maintenant  que  la  dérivée  différentielle 
~ n’est  autre  chose  que  la  dérivée  totale  de  x',  dont 


la  valeur  est  donnée  par  l’équation  (i),  car  cette  équa- 
tion doit  être  satisfaite  en  y faisant  x = x',  y = y', 
x = s‘.  Or,  représentant  pour  abréger  f(x‘r  y')  par  f , 
nous  avons 


et,  conséquemment, 

dz  rfyx  df " , df  dy' 

dx"  ~ d£  dx'  ‘ dy'  * dx“ 


Posant 


ÛL 

dx' 


le  point  x'y  y\  x\  que  d’éliminer  entre  ces  équations 
la  quantité  qui  distingue  seule  la  courbe  particu- 
lière que  nous  avons  considérée  jusqu’ici.  Opérant  cette 
élimination,  il  vient 

(5)  ...  z — z'  = p{x  — x)  +q(y  — ÿ). 


Cette  équation  étant  du  premier  degré  par  rapport  aux 
variables  x,  y,  z,  appartient  au  plan  qui  touche  la  sur- 
face au  point  x',  yr,  x'y  et  l’on  voit  en  outre  que  le  lieu 
de  toutes  les  tangentes  (st  bien  un  plan , comme  le  sup- 
posait la  définition  générale  du  plan  tangent.  Nous  re- 
marquerons cependant  qu’il  existe  des  points  singuliers 
dans  certaines  surfaces  pour  lesquels  celte  proposition 
n’a  pas  lieu;  tel  est,  par  exemple,  le  sommet  d’un 

cône;  c’est  ce  qu’on  reconnaît  par  les  valeurs  -,  que 

prennent  alors  les  dérivées  partielles  p et  q. 

On  peut  donner  à l’équation  (5 J une  forme  plus  gé- 
nérale en  tirant  les  dérivées  p et  q de  l’équation 

F(x,  y y x)  = o , 


sans  la  résoudre  préalablement  par  rapport  à x'.  Diffé- 
rentiant  successivement  par  rapport  A x'  et  A y',  il  vient 


dF  rfF 
dx  ‘ dz 
dF  rfF 
dy'  ‘ dx' 


P = Oy 


9 = o. 


Substituant  dans  (5)  les  valeurs  de  p et  de  ry  données  par 
ces  équations,  on  obtient  pour  l’équation  du  plau  tan- 
g™t  (6) 


rfF 


rfF 


£•  + (ï-V)  SP  + (*-*')  1-  = 


dx' 


iy 


Frcnons  comme  exemple  d’application  les  surfaces 
du  second  ordre,  que  nous  pouvons  comprendre  toutes 
sous  la  forme  générale  (t>oy.  Géométrie  ai  x trois  di- 
mensions, n“  Ci) 


Ax*  + A y*  + AV  -f-  aCx  aC'y  -f-  a Cx  -f-  E = o. 

Nous  aurons  ici 

F = Ax’ + Ay’ + A'** + + »Cy' + aCV-f  E , 


lus  équations  de  la  tangente  détiendront 

(3)  ...  y — y = ^ (x-te), 

(4)  ...  x — z=  (p  + q ^£)(x— x), 

et  il  ne  s’agit  plus,  pour  obtenir  ic  lieu  géométrique  des 
tangentes  à toutes  les  courbes  tracées  sur  1a  surface  par 


d’où  nous  tirerons  les  trois  dérivées  partielles 

% = aA*'+îC* 

*4  = >Ay+*c-, 

S = *AV+aC' 
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Cm  valeurs  substituées  dans  (6)  donnent (7) 

lk*-+c)(»-*)+iky+cw-jn  I o 

+ (AV  + C-)(i— jT)| 

Telle  est  l'équation  générale  du  plan  tangent  5 une 
surface  quelconque  du  second  ordre.  Cette  équation  se 
réduit  à ....  (8) 

Axx  -f-  Ayy'  -f-  A 'sz'  -f-  E — o 

pour  les  surfaces  qui  admettent  un  centre. 

S’il  s’agissait , par  exemple , d’un  ellipsoïde  à 
trois  axes 


on  Ferait 


a1 

a* 


A = AV,  A ' = aV,  A'  = a,fc* , E = — a’AV, 

et  l’on  aurait . pour  l’équalion  de  son  plan  tangent  en 
un  point  quelconque  xt  y',  z', 

AV xx  -}•  a* c’y y'  àtbizs'  — a’AV  — o. 

Dans  le  cas  particulier  de  x'  = a,  y'  = o,  z'  = o , où 
le  point  donné  est  le  sommet  qui  se  trouve  sur  l’axe 
des  x , l’équation  précédente  devient 

A Va#  — a’AV  = o, 


ce  qui  donne 


X = a, 


équation  d’un  plan  parallèle  au  plan  des  y s (voy.  Géom., 
n*  ao),  et,  conséquemment,  perpendiculaire  S l’axe 
des  x.  On  trouverait  de  la  même  manière  que  les  plans 
tangens  aux  autres  sommets  sont  perpendiculaires  aux 
axes  de  ces  sommets,  quant  aux  plans  tangens  aux  au- 
tres points  de  l’ellipsoïde,  et  en  général  aux  points  quel- 
conques d’une  surface  du  second  ordre  douée  d’un 
Centre , on  petit  voir  qu’ils  sont  parallèles  au  j>lari  dia- 
métral conjugué  avec  le  diamètre  qui  passe  par  le  point 
de  contact.  En  effet,  nous  avons  vu  (Géom.,  n"  60)  que 
le  plan  diamétral  conjugué  avec  une  cordc  quelconque, 
représentée  par  les  équations 

(9)  ...  * = mz  + p,  y^nz  + q, 
a pour  équation 

(Am  -f-  B'n  -f-  B')#  -|-  (A’n  -j-  B*m  -f-  B)y  I 
+ (A'-f  Bn-t-  Bmj*  -fCm  + Cn'+C'  ( = °- 

Toutes  ces  équations  se  rapportent  à trois  axes  rectan- 
gulaires coordonnés  quelconques  pour  lesquels  l’équa- 
tion générale  des  surfaces  du  second  ordre  est  de  la 
forme 

A*’  -j-  A 'y*  -j-  AV  -j-  Bj-y  -j-  B’x*  -f-  B'y*  j 

+ c*  + C'y-t-C’*  + 0 / = °' 


PLA 

Or,  pour  ne  considérer  que  les  surfaces  douces  d’un 
centre  et  rapporter  leur  équation  à leurs  trois  diamètres 
principaux,  il  suffit  de  poser 

B = 0,  B'  — 0 , B'  — 0 , C = o,  C'  = o.  C'  = o, 

et  l’équation  du  plan  diamétral  conjuguée  avec  la  corde 
(9)  »c  réduit  à ...  (10) 

Amx  -f-  A nz  -f-  A'z  — o. 

Ceci  posé,  si  la  corde  (9)  est  le  diamètre  mené  du  point 
de  contact  y',  z'  d’un  plan  tangent,  elle  passe  par 
le  centre,  et  ses  équations  deviennent 


Substituant  ces  valeurs  dans  (io),  nous  obtiendrons, 
puur  I équation  du  plan  diamétral  conjugué  avec  le 
diamètre  en  question , 

Axx  -j-  A'yy  + A 'sz'  — 0 , 

équation  qu’il  suffit  de  comparer  avec  l’équation  (8) 
du  plan  tangent  pour  reconnaître  que  ce  dernier  est 
parallèle  au  plan  diamétral  (coy.  Géom.,  n*  39). 

Dans  une  sphère,  tous  les  plans  diamétraux  étant 
perpendiculaires  à leurs  diamètres  conjugués,  il  en  ré- 
sulte que  le  plan  tangent  ù un  point  quelconque  de  sa 
surface  est  perpendiculaire  au  rayon  de  ce  point. 

Nous  déduirons  encore  des  expressions  précédentes 
l’équation  générale  de  la  normale  à une  surface  quel- 
conque. Cette  normale  étant  la  perpendiculaire  au  plan 
tangent , menée  par  le  point  de  contact  x\  y , z't  scs 
équations  sont  de  la  forme  (coy.  Géom.,  n%  9) 

x—  x'  = a(z  — x),  y — y ' = 

et  comme  l’équation  du  plan  tangent,  trouvée  ci- 
dessus  , est 

Z — z'  — p{x  — x')  -f  q{y  — y'), 

on  a,  d’après  jes  conditions  déterminées  (Géom.  avx 
mois  dim.,  n*  n5), 

* = — P . « = — q- 

Ainsi,  les  équations  de  la  normale  sont 

* — x ’ + P(* — *)=o,  y — y-f  ?(î — V)  = 0 ; 

d’où  l’on  peut  coueliirc  que  les  angles  «,  p,  y,  formés 
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par  cettè  droite  avec  les  demi-axes  coordonnés  positifs 
ont  pour  expressions  (G  ion.,  n*  la) 


, —P 

v'p'+f  + i’ 

p ■ ’ 

C0!,y“P7T?+7' 


C08  « î 


COS  fi 


Si  l'on  substitue  dans  ces  formules  les  valeurs  des 
dérivées  p et  q en  fonctions  des  dérivées  partielles  de 
l'équation  F(#,  y,  x)  = o,  elles  prendront  la  forme 


cos  k = V 


d F 

ilx 1 


cos  p 
cos  7 

en  faisant,  pour  abréger. 


"^©'+è'+£)T 

Ces  expressions  sont  employées  dans  la  théorie  du 
mouvement  d’un  corps  assujetti  à se  mouvoir  sur  une 
surface  donnée.  (Foy.  Mouvement,  5i.) 


PNEUMATIQUE.  Branche  de  la  mécanique  géné- 
rale qui  a pour  objej  les  lois  du  mouvemenj  des  gaz  ou 
fluides  élastiques. 

La  théorie  du  mouvement  des  fluides  est,  comme 
nous  l'avons  dit  ailleurs  ( voy.  Hydrodynamique  , 
tome  11),  la  partie  la  moins  avancée  de  la  mécanique; 
aussi  nous  attacherons-nous  principalement  aux  résul- 
tats constatés  par  l’expérience,  et  qui  peuvent  être  em- 
ployés utilement  dans  la  pratique. 

i.  Lorsqu’un  gaz  est  renfermé  dans  un  vase  clos,  il 
exerce,  abstraction  faite  de  son  poids,  des  pressions 
égales  sur  tous  les  points  des  parois  et  dont  j'jntcnsitc 
dépend  de  sa  densité  et  de  sa  température  (voy.  Force 
élastique).  Si  le  vase  était  placé  dans  un  espace  vide 
limité  et  qu’on  ouvrît  un  orifice  à l’une  de  ses  parois, 
le  gaz  s’écoulerait  par  cet  orifice  et  sc  répandrait  uni- 
formément dans  l’espace  vide  avec  une  vitesse  d'écou- 
lement qui  diminuerait  avec  la  densité  du  gaz  dans  le 
vase;  cette  vitesse  deviendrait  nulle  et  l’écoulement 
cesserait  lorsque  la  force  élastique  de  la  portion  écou- 
lée pourrait  faire  équilibre  à celle  de  la  portion  restant 
dans  le  vase,  c’est-à-dire  lorsque  la  densité  serait  la 
même  au- dedans  et  au-dchors  du  vase.  Si  au  lieu  d’étru 
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placé  dans  un  espace  primitivement  vide  je  vase  se 
trouvait  dans  un  espace  plein  d’un  autre  gaz,  la  vitesse 
initiale  de  l'écoulement  dépendrait  de  la  différ<y>ce  des 
forces  élastiques  ou  des  pressions  intérieures  et  exté- 
rieures , de  sorte  que  dans  le  cas  où  la  pression  du  gaz 
intérieur  serait  la  plus  petite  , non  seulement  il  ne 
pourrait  s’échapper,  mais  il  serait  encore  refoulé  dans 
le  vase  par  le  gaz  extérieur  qui  y pénétrerait  en  vertu 
de  la  supériorité  de  sa  force  d’expansion. 

a.  Ifans  ces  divers  cas  d’écoulement,  la  vitesse  est 
nécessairement  variable,  car  X mesure  que  la  masse 
gazeuse  diminue  dans  le  vase,  la  portion  restante  aug- 
mente de  yolum^  pour  occuper  toujours  toute  la  capa- 
cité du  vase,  ce  qui  diminue  sa  densité,  et  par  consé- 
quent sa  force  élastique.  Il  est  visible  que  la  vitesse  de 
l’écoulement  ne  saurait  être  constante,  à moins  que  la 
pression  qui  la  détermine  ne  soit  elle-même  constante, 
et  que  la  résistance  duc  ail  milieu  dans  lequel  le  gaz 
s’écoule  demeure  la  même  pendant  toute  la  durée  de 
l’écoulement. 

3.  Pour  fixer  les  idées,  imaginons  un  cylindre  verti- 
cal exactement  fermé  et  rempli  d’air  à l’état  ordinaire, 
c’esj-â-dire  à la  simple  pression  de  Valmnsphère  ; si  l’on 
perce  un  orifice  à la  hase  inférieure,  aucun  écoulement 
n’aura  lieu,  car  les  molécules  d’air  intérieur  qui  sc 
trouvent  devant  cet  orifice  éprouvent  de  la  part  de  l’air 
extérieur  une  pression  égale  et  opposée  à leur  pression 
intérieure;  mais  si  l’air  intérieur  vient  ù subir  un  sur- 
croit  de  pression,  si,  par  exemple,  la  base  supérieure  du 
cylindre  est  un  piston  mobile  qu’on  charge  d’un  poids, 
l’air  intérieur  se  trouvera  plus  comprimé  que  l’air  ex- 
térieur et  s’échappera  au  dehors  en  vertu  tie  cet  excès 
de  pression;  et  comme  l’espace  occupé  par  le  gaz  dans 
\e  cylindre  diminue  à mesure  qu’il  s’écoule,  parce  que 
le  piston  descend,  il  en  résulte  que  la  pression  et  la 
densité  du  gaz  intérieur  soùt  les  mêmes  pendant  toute 
la  durée  de  l’écoulement,  dont  la  vitesse  est  conséquem- 
ment constante  , car  la  résistance  de  l’air  extérieur  ne 
saurait  être  modifiée  par  les  portions  de  l’air  écoulé  qui 
viennent  se  perdre  dans  l’espace  illimité  qu’il  occupe. 

4*  Nommons  p le  poids  de  Vàtmosphère  et  P le  poids 
additionnel  qui  charge  le  piston,  les  molécules  inté- 
rieures eu  face  de  l’orifice  seront  poussées  de  dedans  en 
dehors  parla  force  p -J-  P,  et  de  dehors  en  dedans  par 
la  force  p ; ces  deux  forces  agissant  dans  des  directions 
opposées,  leur  résultante  sera  p -f-  P — p — P,  et,  par 
conséquent,  l’écoulement  aura  lieu  comme  s’il  était  dû 
ù la  seule  force  P et  qu’il  s'effectuât  dans  le  vide. 

5.  On  ramène  théoriquement  l'écoulement  des  gaz  à 
celui  des  liquides  en  considérant  le  gaz  qui  s’écoule 
comme  un  liquide  d’égale  densité  dont  la  change  au- 
dessus  de  l’orifice  (coy.  Écoulement)  a pour  hauteur  la 
hauteur  de  la  colonne  liquide  dont  le  poids  serait  égal  A 
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la  pression  qui  produit  l'écoulement  ; ainsi , désignant 
par  b la  hauteur  d’une  colonne  d’air  qui  aurait  pour 
base  le  piston  et  dont  le  poids  serait  P,  nous  aurons 
pour  la  vitesse  Y de  l'écoulement, 

Y = [/^xgb. 

Comme  il  est  d'usage  d'évaluer  la  pression  des  fluides 
élastiques  en  colonnes  de  mercure,  supposons  mainte- 
nant qu'un  manomètre  à mercure  (coy.  Force  élas- 
tique) soit  adapté  au  cylindre  et  s’élève  à une  hauteur 
h',  tandis  qu’un  baromètre  placé  dans  l’air  extérieur 
s’élève  à une  hauteur  h;  h'  représentera  la  pression  p-\-V 
de  l’air  intérieur,  et  la  différence  de*  hauteurs  h'  — À, 
que  nous  désignerons  par  11 , représentera  la  pression 
due  au  poids  placé  sur  le  piston  et  qui  détermine  l'é- 
coulement. Il  s’agit  donc  d’évaluer  b en  fonction  de  H 
pour  n’avoir  à considérer  que  des  colonnes  de  mercure. 

On  emploie  souvent,  pour  mesurer  les  pressions  plus 
grandes  que  la  pression  moyenne  de  l’atmosphère,  des 
manomètres  ouverts  à leur  extrémité  supérieure,  de 
sorte  que  le  mercure  qu’ils  contiennent  est  pressé  dans 
l'une  des  branches  par  le  gaz  et  dans  l’autre  par  l’air 
extérieur;  la  hauteur  qu’ils  marquent  e9t  alors  la  diffé- 
rence entre  la  pression  intérieure  et  la  pression  de  l’at- 
mosphère ou  la  quantité  que  nous  venons  de  désigner 
par  H.  Nous  supposerons,  dans  tout  ce  qui  va  suivre, 
qu’on  sc  sert  de  semblables  instrumens. 

L’évaluation  de  b en  fonction  de  II  ne  présente  au- 
cune difficulté,  car  puisque  ces  hauteurs  appartiennent 
à des  colonnes  de  même  base,  celle  du  piston,  et  de 
même  poids  P,  elles  sont  entre  elles  dans  le  rapport  in- 
verse des  densités  de  leurs  fluides  respectifs;  ainsi,  dé- 
signant par  A la  densité  du  mercure  et  par  $ celle  de 
l’air,  on  a 


Substituant  cette  valeur  de  b dans  celle  de  Y,  on  ob- 
tient   (a) 


6.  Celte  expression  peut  s’appliquer  à tout  autre  gaz 
que  l’air  atmosphérique,  en  entendant  par  5 la  densité 
de  ce  gaz,  et  il  en  résulte  une  conséquence  très-impor- 
tante. Soient  $ et  f les  densités  de  deux  gaz  quelcon- 
ques, H la  pression  sous  laquelle  ils  s’écoulent,  et  Y 
et  V'  leurs  vitesses  respectives,  nous  avons 


désignant,  pour  abréger,  par  M la  quantité  l/âyHA; 


c’est-à-dire  que  les  vitesses  d’écoulement  de  deux  gai 
sous  une  même  pression  sont  en  raison  inverse  des  ra- 
cines carrées  de  leurs  densités. 

7.  Considérons  en  particulier  l’air  atmosphérique,  et 
modifions  la  formule  (a)  de  manière  à la  rendre  immé- 
diatement applicable  à toutes  les  circonstances  de  pres- 
sion et  de  température. 

On  sait  que  le  mètre  cube  d’air  sec  à la  température  0 
et  sous  la  pression  moyenne  de  l’atmosphère  o*,76 
pèse  1 ,399  (coy.  ci-dessus,  page  171);  comme  ce  fluide 
sc  dilate  de  0,00075  de  son  volume  primitif  à 0%  pour 
chaque  degré  centigrade  d’accroissement  de  tempéra- 
ture, si  nous  représentons  par  » son  volume  à o“,  ce  vo- 
lume deviendra  1 -}-  0,000751  à/*;  d’ort  il  résulte  qu’à 
la  température  de  V centigrades  et  toujours  sous  la 
même  pression  ©“,76,  le  poids  d’un  mètre  cube  d’air 
est  représenté  par 

»kf*9P 

1 -f-  0,000751  ’ 

ce  qu’on  peut  porter  à 

A *99 

ï -|-  0,004*’ 

pour  tenir  compte  de  la  vapeur  d’eau  toujours  mêlée  à 
l’air  atmosphérique  et  qui  diminue  son  poids.  Toutes 
les  autres  circonstances  étant  les  mêmes,  si  la  pression 
était  kt  le  mètre  cube  d’air  serait 

* . *»»99  _ , * 

0,76  ‘ 1 -|-  <i,oo4»  ' 1 + 0,0041' 

Quant  au  poids  du  mètre  cube  de  mercure  à la  tem- 
pérature t%  il  est 

15598* 

1 -f-  o, 000181  * 


car  ce  fluide  pèse  1 3098  kilogrammes  le  mètre  cube  à 0* 

et  sc  dilate  de  g~—  ou  de  0,00018  de  son  volume  à 0 
555o 

par  accroissement  de  température  d’un  degré  centi- 
grade. 

Ceci  posé , observons  que  le  rapport  des  densités  A 
et  S du  mercure  et  de  l’air  est  le  même  que  celui  des 
poids  de  leur  unité  de  Yolume,  et,  partant , que  ce  rap- 
port est 


f-wm. 


1 f 0,004» 

(1  + «>00018»}*’ 


011  simplement 


en  négligeant  le  facteur  i + 0,00018»,  qui  diffère  tou- 
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jours  très-peu  de  l’unité,  celte  suppression,  d’ailleurs, 
corrige  encore  un  peu  l'effet  des  vapeurs  aqueuses  sur 
le  poids  de  l’air. 

Pour  introduire  ce  résultat  dans  la  formule  (a),  il  n’y 
a plus  qu’à  substituer  à la  pression  quelconque  k,  la 
pression  À -{-If,  à laquelle  est  soumise  la  masse  d’air 
renfermée  dans  le  cylindre;  et  il  vient,  toutes  réduc- 
tions faites,  après  avoir  remplacé  jpar  sa  valeur  9®,  8088, 

V = 395i/[^-™  (1  + 0,0040], 

ce  qu’on  met  sous  la  forme (6) 

en  posant 

1 - j - 0,0041  = T. 

8.  On  obtient  immédiatement  le  volume  d’air  écoulé 
dans  une  seconde  de  temps  en  multipliant  la  vitesse  V 
par  l’aire  S de  l’orifice  d’écoulement;  ce  volume  d’air 
ou  la  dépense  de  l'orifice  est  donc 

Mais  ici,  comme  pour  l’Ifcoulement  des  liquides,  il  faut 
tenir  compte  de  la  contraction  qu’éprouve  la  veine 
fluide  à son  passage  par  l’orifice  et  qui  diminue  la  dé- 
pense théorique  ; soit  donc  m un  coefficient  de  réduc- 
tion à déterminer  par  l’expérience  : Q désignant  la  dé- 
pense réelle , nous  aurons  (d) 

Q = 395i»sl/ H . g . 

9.  M.  D’Aubusson,  par  la  comparaison  de  cent  cin- 
quante expériences  qu’il  a faites  avec  le  plus  grand  soin 
sur  l’air  atmosphérique,  a trouvé  qu’il  fallait  donner  à 
m la  valeur 

0,65  pour  les  orifices  ou  minces  parois  , 

°>9^  pou*1 1®*  ajutages  cylindriques , 

°>94  pour  les  ajatages  légèrement  coniques. 

Les  ajutages  dont  on  se  sert  le  plus  dans  la  pratique, 
tels  que  les  buses  qui  terminent  les  porte- vents  des  usi- 
nes et  les  bouts  des  soufflets,  étant  des  tubes  asseï  al- 
longés et  aigus , le  coefficient  0,94  serait  celui  qui  pa- 
raîtrait le  mieux  leur  convenir  ; cependant,  pour  plus  de 
sûreté,  M.  d’Aubusson  adopte  pour  ces  buses  les  coeffi- 
ciens  0,93,  et  transforme  l’expression  (d)  en  (e) 

en  y introduisant  eu  outre  le  diamètre  D de  l’orifice  de 
sortie. 

Tome  111. 


PNE 


10.  Si  l’on  veut  connaître  le  poids  de  la  masse  d’air 
écoulée  dans  une  seconde  de  temps , il  faut  multiplier 
cette  dernière  valeur  de  Q par  le  poids  d’uu  mètre  cube 
d’air  à la  température  t et  sous  la  pression  A + H ou 
par  la  quantité 


A -{-  H 
l'-j-  o,oo4t* 


Désignant  par  P le  poids  demandé,  on  obtient,  toutes 
réductions  faites, (f) 


P = 493 . d'1/h  ^±-5. 

11.  Il  est  essentiel  d'observer  que  le  volume  d’aîr 
donné  par  les  formules  (d)  et  (e)  est  censé  avoir  la  même 
densité  que  dans  l’intérieur  du  réservoir  d’oû  il  sort 
ou  être  toujours  soumis  à la  pression  h H ; pour 
transformer  ce  volume  en  celui  qu’aurait  la  même 
masse  d’air  sous  la  seule  pression  atmosphérique  h ou 
sous  toute  autre  pression  h',  il  faudrait  le  multiplier  par 

1 , , , A-fH 

le  rapport  des  deux  pressions  — p — , et  I on  aurait 
A 

alors  (j) 

Q = 089  £ l/H  (A  + HjT. 


1 a.  Les  exemples  suivons  vont  indiquer  l'emploi  de 
ces  diverses  formules. 

I.  On  demande  le  volume  d’air  atmosphérique,  réduit 
à la  pression  moyenne  o“,;6,  que  fournira  un  réservoir 
sur  lequel  le  manomètre  d mercure  marque  o“,o4  et  auquel 
est  adapté  un  tuyau  ou  buse  de  o*,o65  de  diamètre.  La 
pression  atmosphérique  extérieure  indiquée  par  le  baro- 
mètre est  om,j$  et  la  température  est  de  i5\ 

On  a 

# = 1 5* ; h — o",75 ; h'—  o",;6;  H = o",o4î 
D = o“,  oG5, 

et,  par  suite, 

A 4 II  = o*,79;  T = 1 4 °>004  X *5  = 1,06. 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (y),  on  ob- 
tiendra 

fo,o65  X 1 

Q = 389  • -76  ' 1<4.°4  X »»79  X i,o6l 

= o"%»94, 

c’est-à-dire  que  le  réservoir  donnera,  à peu  de  chose 
près,  le  tiers  d’un  mètre  cube  d’air  par  seconde,  ce  qui 
suffit  pour  alimenter  le  feu  de  quatre  grosses  forges 
d’affiueiic. 
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Si  l’on  voulait  connaître  cette  dépense  en  poids , il 
faudrait  multiplier  le  volume  o*%294  par  le  poids  du 
mètre  cube  à i5*  et  sous  la  pression  o“,76  (toy.  ci-des- 
sus, n°  7),  ou  bien  faire  usage  immédiatement  de  la  for- 
mulo  (f  ).  Par  le  premier  procédé,  on  trouverait 


PNE 

Faisant  donc 

h = 0",»44  ; D = 0-, 075  ; P - 0l,4i3; 
T = 1 + o>oo4  X i3  = i,o5a, 

il  vient 


P = X ^ = °>o, 
et  par  le  second 

P = 493(o,o65)1.V/[o,o4.^] 

= o1-, 35964, 

résultats  qu'on  peut  considérer  comme  identiques. 

II.  On  demande  quel  doit  être  le  diamètre  de  la  buse 
d'écoulement  pour  que  la  dépense  soit  de  ok,3a  par  seconde 
sous  une  pression  manomé trique  de  o“,o43.  Le  baromètre 
marque  moyennement  dans  l'usine  om,y5  et  le  thermo- 
mètre 1 Ie. 

La  quantité  demandée  étant  le  diamètre  D,  on  pour- 
rait indifféremment  dégager  D de  l’une  des  expressions 
( f ) ou  (y)  î mais  comme  la  dépense  est  exprimée  en 
poids,  il  faut  employer  l’expression  ( f ),  qui  n’exige  au- 
cune réduction  préalable.  Il  vient  ainsi 

Substituant  dans  ccttc  formule  les  valeurs  données,  on 
obtient 


D = i/ 


= »*.o599- 


Le  diamètre  demandé  est  donc  o“,o6. 


Ï1I.  Quelle  doit  tire  la  hauleur  du  manomètre  pour  faire 
sortir  par  «ne  bute  de  o*,o?5  de  diamètre  .4 13  grammes 
ou  0k,4i3  d’air  atmosphérique  en  une  seconde ? Le  baro- 
mètre marque  o’,744  dans  l'usine  et  le  thermomètre  iô\ 

La  quantité  cherchée  étant  ici  la  hauteur  manomé- 
trique  H . il  faut  la  dégager  d’abord  de  l'expression  (f). 
Élevant  les  deux  membres  de  cette  expression  an  carré, 
on  obtient  l’équation  du  second  degré  en  H, 

TP2  = (4g3)’ . D*  A . II  + (4g3)' . D‘ . Il», 
d’où  l’on  tire 


et  l’on  troqve,  tous  calculs  faits, 


H = o",o5o. 


i3.  Le  principe  du  n°  6 donne  le  moypn  d’étendre  à 
tous  les  gaz  les  formules  (f)  et  (y)  relatives  à l’air  at- 
mosphérique. En  effet,  désignant  par  î la  densité  de 
Pair,  par  ï celle  d’un  gaz  quelconque  et  par  V et  V'  les 
vitesses  respectives  d'écoulement,  nous  avons,  en  vertu 
de  ce  principe, 


V'=  V 


V/S 

i/r 


Ainsi,  nommant  S l’aire  de  l’oriGcc  d’écoulement  du 
gaz  dont  la  densité  est  la  dépense  de  ce  gaz  en  une 
seconde  sera 


vs=vs-$* 


mais  VS  représente  la  dépense  d’air  par  le  même  ori- 
fice, ou  la  quantité  représentée  ci-dcssus  par  Q.  Donc, 
nommant  Q'  la  dépense  du  gaz,  nous  avons 


Q == 


Si  nous  prenons  pour  unité  des  densités  celle  de  l’air, 
le  rapport  ~ exprimera  la  pesanteur  spécifique  du  gaz, 
et  en  l’exprimant  par  nous  aurons (A) 


Remplaçant  Q par  sa  valeur  (y),  il  viendra  définitive- 
ment   (i) 


Q 


3f>0n’ 

SVt 


l/ti(*  + u)r, 


formule  qui  fera  connaître  la  dépense  d’un  gaz  dont  la 
pesanteur  spécifique  est  ç>. 

Si  l’on  ne  veut  rien  préjuger  sur  la  Talcur  du  coeffi- 
cient de  contraction,  il  faut  substituer  dans  l’expres- 
sion (A)  la  valeur  de  Q donnée  par  l’expression  géné- 
rale (d),  on  a alors (A) 


2 


P*T 

(493)* . D‘ 


3^jnS  l/H  ; 

l/f  ’ 


T 

A + Il  ’ 
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et  le  volume  Q'  du  gaz  est  censé  avoir  la  même  densité 
que  dans  l’intérieur- du  réservoir  où  il  est  soumis  à la 
pression  A-}-  II.  C’est  cette  dernière  formule  qu’on  de- 
vra employer  pour  toutes  les  évaluations  relatives  au 
gaz  hydrogène  dans  les  appareils  d’éclairage. 

14.  Proposons-nous , par  exemple,  de  déterminer  le 
nombre  de  mètres  cubes  de  gaz  hydrogène  que  pourra 
fournir  en  une  heure  de  temps  uu  gazomètre  d’éclai- 
rage sous  une  pression  manométrique  de  o*,oo4  et  par 
une  ouverture  circulaire  pratiquée  dans  ses  parois, 
de  o",  124  de  diamètre.  La  température  étant  de  i5*  et 
la  pression  atmosphérique  de  o",755. 

L’orifice  est  à mince  paroi,  et  il  faut  conséquemment 
employer  le  coefficient  de  contraction  m = o,65;  les 
données  sont  donc 

m = o,65  ; H = o*,oo4  ; h — nm,?55  ; 

T = 1 -\-  0,004  X i5  = 
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à une  colonne  d’eau  dont  la  hauteur  est  b est  donnée 
par  la  relation 


dans  laquelle  3 désigne  la  pesanteur  spécifique  du  mer* 
cure,  celle  de  l’eau  étant  t.  La  valeur  connue  de  3 étant 
13,598,  nous  avons  ici,  à cause  de  b = o,o5, 

„ o,o5  _ 

“=73^8  =°*>oo3e77; 

observant  de  plus  que  mille  mètres  cubc9  par  heure 
donnent  par  seconde  = o*°,3778,  nous  ferons 

Q*  = 0,3778;  H = 0,003677;  A = 0,75;  7=0,559; 

T = 1,048;  m = o,65, 
et  la  formule  précédente  nous  donnera 


et  l’on  a,  puisque  le  demi-diamètre  de  l’orifice  = o*, 062, 
S = 3,i4i6  X (o,o6a)*  = o-V>iao8. 


Substituant  toutes  ces  valeurs  dans  la  formule  (A)  en  y 
faisant  de  plus,  d’après  Dulong,  7 = 0,559,  on  aura 


Q'  = 


395  X o»65  X 0,01208 
l/o,559 


= 0“*, 309956. 


1,06  1 

o»  WÏ 


Cette  dépense  est  celle  qui  a lieu  par  seconde  ; pour 
avoir  la  dépense  en  une  heure , il  faut  la  multiplier  par 
5Coo,  nombre  de  secondes  contenues  dans  une  heure, 
ce  qui  donne  pour  la  valeur  cherchée  > 1 i5a*l84i6. 
Ainsi,  il  s’écoulera  environ  1116  mètres  cubes,  par 
heure,  du  gazomètre. 

Soit  encore  à déterminer  la  grandeur  de  l’orifice  qu’il 
faudrait  pratiquer  dans  la  paroi  mince  d’un  gazomètre 
d’éclairage,  pour  avoir  une  dépense  de  raille  mètres 
cubes  de  gaz  par  heure , sous  une  charge  représentée 
par  une  colonne  d’eau  de  o",o5  de  hauteur.  En  admet- 
tant que  la  hauteur  moyenne  du  baromètre  soit  de  o",75 
dans  la  localité  et  la  température  de  ia\ 

Dégageant  S de  l’expression  (A),  on  obtient  l’expres- 
sion générale 

s = Q' i/y  f 

395  . »i/[h  . 


dans  laquelle  il  n’y  a plus  qu’à  substituer  les  valeurs 
données;  mais  comme  ici  la  hauteur  manométrique  est 
exprimée  en  colonne  d’eau,  il  faut  préalablement  la  ré- 
duire en  colonne  de  mercure,  en  observant  que  la  hau- 
teur Il  d’une  colonne  de  mercure  équivalente  en  poids 


S = - 


0,3778  X 1/o,55q 


395  X o,65  X 

= o-,on3i3. 


1 y 0,003677  x 1,048  * 

0,753677 


Ainsi,  l’aire  de  l’ouverture  doit  être  de  o"0,on3i3;  si 
c’est  ûn  carré,  son  côté  devra  avoir  o",io6;  si  c’est  un 
cercle,  son  diamètre  sera  de  o“,ia. 

i5.  Quand  les  gaz  s’écoulent  du  gazomètre  par  un 
long  tuyau  de  conduite  dont  l’extrémité  est  entière- 
ment ouverte  ou  munie  d’un  ajutage  qui  en  diminue 
l’orifice,  les  circonstances  de  l’écoulement  ne  sont  plus 
les  mêmes , et  sa  vitesse  est  d’autant  moindre  que  les 
gaz  ont  rencontré  plus  de  résistance  depuis  leur  sortie 
du  réservoir  jusqu’à  leur  sortie  de  la  conduite.  Ces  ré- 
sistances étant  ducs,  comme  celles  que  l’eau  éprouve 
dans  les  tuyaux  de  conduite  (uoy.  Courant),  à l’action 
des  parois  sur  le  fluide,  on  suppose  qu’elles  sont  : 

1*  Proportionnelles  à la  largeur  et  au  diamètre  du 
tuyau  ; 

2*  En  raison  inverse  de  la  section  du  tuyau  ou  du 
carré  de  son  diamètre  ; 

3°  Proportionnelles  au  carré  de  la  vitesse. 

Ainsi,  nommant  u la  vitesse  moyenne  d’un  gaz  dans 
une  conduite  dout  la  longueur  est  L et  le  diamètre 
et,  de  plus,  nommant  n un  coefficient  constant,  la  ré- 
sistance totale  sera  représentée  par 

LDua  Lu* 

n~br~ou  par  W"IT‘ 


Or,  si  l’on  établit  un  manomètru  sur  le  réservoir  et  un 
autre  sur  le  tuyau,  tout  près  de  la  bouche  de  sortie,  la 
hauteur  B du  premier  indiquera  la  force  qui  chasse  le 
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gaz  du  réservoir,  et  la  hauteur  A du  second  celle  qui 
chasse  le  fluide  de  la  conduite;  la  différence  de  ces  hau- 
teurs, H — A , sera  la  perte  de  force  produite  par  la  ré- 
sistance des  parois,  et  l’on  aura  conséquemment  l’équa- 
tion  (J) 


16.  La  vitesse  d’un  gaz  dans  un  tuyau  de  conduite 
n’est  pas  uniforme  comme  celle  de  l’eau  , car,  puisque 
la  pression  diminue  successivement  depuis  l’orifice  du 
réservoir  jusqu’à  l’orifice  de  sortie,  il  en  est  de  même  de 
la  densité  du  gaz;  de  sorte  qu’en  imaginant  deux  tran- 
ches transversales  d’égale  épaisseur  à quelque  distance 
l’une  de  l’autre,  la  tranche  la  plus  prés  de  l’orifice  de 
sortie  renfermera  moins  de  molécules  que  la  plus  éloi- 
gnée; et  comme  il  doit  passer  dans  un  même  temps 
une  même  masse  ou  un  même  nombre  de  molécules 
par  toutes  les  sections  de  la  conduite,  les  molécules  de- 
vront se  mouvoir  avec  plus  de  Titessc  dans  la  première 
tranche  que  dans  la  seconde.  La  densité  étant  propor- 
tionnelle à la  pression,  et  le  décroissement  de  pression 
s’effectuant  dons  une  progression  arithmétique,  la  vitesse 
moyenne  ti  est  celle  qui  a lieu  au  milieu  de  la  conduite. 
Or,  désignant  par  b la  pression  atmosphérique  exté- 
rieure, la  pression  est  A-f-II  à l’orifice  du  réservoir  et 
b-\-h  b l’orifice  de  la  conduite;  la  pression  au  milieu 
de  la  conduite  est  donc 


{[b  + E + b+h)*=b  + Hli  + h)f 

et  l’on  a entre  la  vitesse  u duc  à cette  pression  et  la  Ti- 
tessc v de  l’écoulement  duc  à la  pression  extrême  b -|-  h 
la  relation 

«:«  = (*+»)  :(4  + l(H  + *)). 

d’où 

b A- h 

*-v-  k+i(u  + i.y 

telle  est  la  valeur  de  la  vitesse  moyenne  qui  doit  être 
mise  dans  l’équation  fondamentale  (i). 

Dans  le  cas  où  la  conduite  serait  terminée  par  un 
ajutage  qui  aurait  un  diamètre  d à son  orifice,  si  nous 
nommons  V la  vitesse  de  sortie,  nous  aurons  entre  cette 
vitesse  V et  la  vitesse  t>  qui  aurait  lieu  à tuyau  ouvert 
la  relation 


m désignant  le  coefficient  de  la  contraotion.  Mais  la  vi- 
tesse de  sortie  Y dépend  de  la  pression  manométrique  h , 
et,  conséquemment,  son  carré  Y*  est  proportionnel  à h. 
Nous  pouvons  donc  poser 

Y*  n A, 
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n'  étant  un  nombre  constant.  D’après  cette  observation, 
l’équation  (1)  devient 

. / b + h \l  hldk 
H—  A — nm»  \b+{{H-\-h))  * D‘  9 


ce  qu’on  peut  réduire  à 

H — A = p 


(m) 

ALd* 

’ D*"’ 


en  représentant  par  une  constante  u le  produit  des  trois 

b + h 


et  du  facteur 


(_J± A_Y 


constantes  m,  n, 

dont  la  valeur,  quoique  variable,  est  toujours  renfermée 
entre  des  limites  assez  rapprochées  pour  qu’on  puisse 


la  considérer  comme  constante. 

17.  Nous  avons  supposé,  dans  tout  ce  qui  précède, 
que  la  hauteur  manométrique  h indiquait  exactement  la 
hauteur  duc  ù la  vitesse  de  sortie,  et,  pour  cet  effet,  il 
faudrait  que  le  manomètre  fût  placé  sur  un  réservoir 
adapté  à l’extrémité  de  la  conduite,  et  auquel  tiendrait 
l’ajutage  de  sortie,  tandis  qu’en  réalité  ce  manomètre 
est  immédiatement  établi  sur  la  conduite  même , tout 
près  de  l’ajutage  ; la  hauteur  A'ù  laquelle  il  s’élève  est 
donc  plus  petite  que  A,  hauteur  réellement  due  à la  vi- 
tesse de  sortie  d’une  quantité  égale  à la  hauteur  due  à la 
vitesse  t que  le  gaz  a sous  le  manomètre;  celte  dernière 
. t* 

étant  — , ou 
*9 


a g 0 


en  colonne  de  mercure  (n9  5),  nous  aurons  pour  son  ex- 
pression en  fonction  de  A 

, m*<f* 
h ~W> 

ù cause  de  t>*  = m,Vl  et  de  ( n"  5)  V*|/ 
ainsi 

h — h — h -jg-  — A ) 

d (") 

h = 

’ D*  • 

Mais  dan9  les  grandes  conduites,  où  d est  au  plus  le 
tiers  de  D,  on  peut  négliger  le  terme  -g—  , très-petit 
par  rapport  à l'unité,  et  prendre  A pour  A. 

18.  lin  très-grand  nombre  d'expériences,  consignées 

dans  les  dnna/ej  dit  mines  (années  1838  et  1839),  onl 
été  faites  par  M.  d'Aubusson  pour  déterminer  la  raleat 
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du  coefficient  constant  p de  l’équation  (m).  Elles  lui  ont 
donné  la  valeur  moyenne 

fi  sss  o,oa38, 

qui,  mise  dans  (m),  rend  cette  équation (p) 

„ _Q  A'Ld* 

H — h = o, oa38  -T 
D 


en  prenant  A ' pour  A.  On  en  tire  .....  (9) 

A'  4aHD> 

U*  4aD‘  * 

expression  au  moyen  de  laquelle  on  pourra  calculer  la 
hauteur  manomètrique  A',  qui  a lieu  A l’extrémité  de  la 
conduite. 

■ J'ai  comparé,  dit  M.  d’Auhusson,  les  valeurs  de  h' 
données  par  cette  formule  avec  celles  de  plus  de  trois 
cents  observations,  et  les  résultats  du  calcul  ont  suivi 
ceuxdc l'expérience  dans  toutes  leurs  variations,  quelles 
que  fussent  les  conduites  et  les  buses  employées,  lorsque 
la  section  de  celles-ci  était  les  0,73  de  la  section  des 
premières,  tout  comme  lorsqu’elle  n’en  était  que  les 
0,04.  Ainsi  notre  formule,  bien  qu'elle  ne  soit  pas  ri- 
goureuse en  théorie,  a pleinement  la  sanction  de  l’expé- 
rience, au  moins  entre  les  limites  où  nous  l’avons  ap- 
pliquée, et  c’est  entre  ces  limites  que  se  trouveront 
presque  tous  les  cas  de  la  pratique.  » 

19.  Supposant  toujours  A = A1,  on  obtient,  en  sub- 
stituant la  valeur  (9)  dans  la  formule 

qui  donne  la  vitesse  de  sortie  due  A la  hauteur  A (n°  8), 
et,  en  multipliant  le  résultat  par  l’aire  de  l’orifice 
=*  o,;85d*,  afin  d’avoir  la  dépense (r) 


Q = 


Q désignant  toujours  la  dépense. 

20.  Le  volume  d’air  donné  par  cette  formule  est  A la 
pression  6-j-A.  Pour  l’avoir  à la  pression  atmosphé- 
rique 6 ou  à toute  autre  expression  6',  il  faut  (n*  11) 
multiplier  le  second  membre  par 


64- A 
"T"-’ 


on  a alors (s) 


Q 


201  1 

~T~ 


l/T  O \/ ~ ~ 
t + 4» 


D‘  ’ 

dF 
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Si  l’on  veut  connaître  la  dépense  en  poids , c’est 
(n*  11)  par  la  quantité 


>>709 


6-j-A 


qu’on  doit  multiplier  ce  même  second  membre.  Dans 
tous  les  cas,  on  obtiendra  la  valeur  de  A par  la  for- 
mule (ç),  ou,  si  l’on#  voulait  plus  d’exactitude,  par  la 
formule  (n),  en  y substituant  à la  place  de  A'  la  valeur 
de  cette  quantité,  donnée  par  la  formule  (ÿ). 

31.  M.  d’Aubusson  pense  que,  sans  s’exposer  à une 

erreur  de  plus  de  — on  peut  faire  disparaître  les  quan- 
tités 6 et  i des  formules  précédentes,  en  Jour  substituant 
une  valeur  moyenne  pour  une  grande  étendue  de  pays. 
Ainsi,  pour  la  France,  il  prend  f=  12";  ce  qui  donne 
T=  1,048  et  6 À = o“,78.  La  formule  (m)  devient 
simplement  ainsi (/) 


Q = 253 1 l/- 


J1I)1 
I.  + 42 


22.  Pour  appliquer  la  formule  (m)  au  cas  des  con- 
duites ouvertes,  il  ne  suffit  pas  d’y  faire  d=  D,  il  faut 
encore,  d’après  l’expérience,  substituer  au  coefficient 
2011  le  coefficient  1989;  on  a donc («) 

2 1/35  • 

ce  qui  peut  se  réduire  A (r) 

— H/3& 

en  donnant  à T et  A 6 -f-  A les  valeurs  moyennes  ci- 
dessus. 

a3.  D’après  le  principe  du  n"  6 et  les  considérations 
du  n”  i5,  si  nous  désignons  toujours  parq»  la  pesanteur 
spécifique  d’un  gaz  quelconque  par  rapport  A l’air,  la 
dépense  Q'  de  ce  gaz  sera  donnée  par  la  relation 


dans  laquelle  Q sera  la  dépense  d’air  dans  les  mêmes 
conditions  de  conduites  , d’ajutages  et  de  pression. 

24.  Pour  présenter  tout  à la  fois  un  exemple  d’ap- 
plication et  comparer  le  calcul  A l’expérience,  nous 
choisirons  la  question  suivante,  traitée  par  M.  d’Au- 
busson. 

A un  gazomètre  rempli  de  gaz  d’éclairage , on  a adapté 
une  conduite  de  o", 01879  de  diamètre  et  de  126", 58  de 
long;  la  hauteur  du  manomètre  d eau  établi  sur  le  gazo- 
mètre est  de  o**,o3383  : on  demande  quelle  sera  la  dépense 


Digitized  by  Google 


366  POI 


POl 


par  seconde.  Le  baromètre  est  à <>“,754  et  le  thermo- 
mètre d 1 jj\ 

Ou  a 

b = o", 754;  T=  1,076  ; D = o“,oi579;  L=  ia6“,58  ; 
?=o,559; 

la  hauteur  du  manomètre  à eau,  réduite  ù celle  du  ma- 
nomètre à mereure,  est  • 


..  0,00080 

H — -V-,  u—  = o",  002  ', 88. 
13,589 


Ces  valeurs,  mises  dans  l'expression  (u)  divisée  par  \/f, 
donnent 


1989  \/  1*0761  / 0,003/188  (0,01579)* 

^ 0,7564»^  ja6,58^|-4aXo,oi579 

= ü"  *,000^4° 

I 

l’expérience  a donné  o"c,ooo4ao. 

En  employant  la  formule  réduite  (0),  on  aurait 

, a3o5  I y 0,(102488  (0,01579)* 

V _ i/o, 559  *'  ia(i,58-f  4aXo,oiS;y 

==  o"%ooo4a7i, 


ce  qui  s’accorde  encore  mieux  avec  le  fait. 

a5.  Les  principes  théoriques  qui  servent  de  base  à 
la  déduction  des  formules  pratiques  que  nous  venons 
d’exposer  sont  dus  à Daniel  Bcrnouilli.  Tous  les  géo- 
mètres qui  s’étaient  occupés  de  l’écoulement  des  flui- 
des, jusqu’à  ces  derniers  temps,  les  avaient  adoptés,  en 
s’efforçant  de  faire  coïncider  les  calculs  avec  l’expé- 
rience par  l’emploi  des  coefliciens  de  correction  ; mais 
dans  un  mémoire  publié  parmi  ceux  de  l’Académie  des 
sciences  pour  i83u,  Navier  a établi  une  théorie  toute 
nouvelle  et  beaucoup  plus  générale  que  celle  de  Bcr- 
nouilli. Nous  renverrons  ù cet  ouvrage  très-remarqua- 
ble, dont  nous  n’avons  pas  cru  devoir  présenter  ici  les 
résultats,  parce  qu’ils  ne  diffèrent  pas  sensiblement  de 
ceux  de  M.  d’Aubusson,  pour  les  cas  qui  intéressent  la 
pratique , et  que  les  formules  de  ce  dernier  sont  plus 
simples  et  plus  faciles  ù calculer.  Voyez,  pour  d’autres 
objets  relatifs  aux  mouvemens  des  fluides  élastiques,  les 
mots  RésimscB  et  Soufflet. 


POIDS.  {Mie.)  Le  poids  d’un  corps  est  proportion- 
nel à la  quantité  absolue  de  matière  qu’il  contient,  car 
il  est  produit  (tom.  II,  png.  537)  par  la  force  de  la  gra- 
vité qui  agit  également  sur  toutes  les  molécules  de  la 
matière  (roy.  Foi»ce).  Pour  se  former  une  idée  exacte 
de  l’action  de  la  gravité  , on  doit  considérer  tous  les 
points  ou  élémens  matériels  d’un  meme  corps  comme 


étant  sollicités  par  des  forces  égales  et  parallèles  agis- 
sant dans  la  direction  de  la  verticale.  La  résultante  de 
toutes  ces  forces  forme  proprement  le  poids  du  corps, 
et  il  est  important  de  ne  pas  confondre  la  pesanteur 
avec  le  poids,  parce  que  la  pesanteur  est  la  force  qui 
imprime  des  impulsions  égales  à toutes  les  particules 
élémentaires  des  corps,  tandis  que  le  poids  n’est  que  la 
résultante  de  toutes  ces  impressions.  Si  la  composition 
des  corps  était  homogène,  deux  corps  égaux  cil  volume 
contiendraient  le  même  nombre  de  particules  maté- 
rielles également  pesantes,  et  auraient,  par  conséquent, 
le  même  poids  ; mais  on  sait  que  tous  les  corps  sont 
poreux  et  qu’ils  renferment  ainsi  des  quantités  de  ma- 
tière très-différente  sous  des  volumes  égaux.  La  quan- 
tité absolue  de  matière  dont  un  corp9  est  composé  se 
nomme  sa  masse  (uoy.  ce  mot). 

D’après  la  théorie  des  forces  parallèles,  si  nous  dési- 
gnons par  M le  nombre  des  particules  élémentaires  ou 
la  masse  d’un  corps;  chacune  de  ces  particules  étant 
sollicitée  par  la  pesanteur,  qu’on  représente  par  la  vi- 
tesse y,  que  cette  force  peut  imprimer  dans  l’unité  de 
temps,  la  résultante  des  forces  agissant  sur  le  système 
ou  corps  M aura  pour  expression  M g {voy.  Résultante), 
et  comme  cette  résultante  est  le  poids  du  corps , en 
nommant  P ce  dernier,  nous  aurons  la  relation  fonda- 
mentale 

P = M g, 

qui  permet  de  substituer  les  poids  aux  masses  dans 
toutes  les  questions  de  mécanique  où  entrent  ces  der- 
nières. 

Deux  corps  ont  des  masses  égales,  et  par  suite  des 
poids  égaux,  lorsque,  suspendus  aux  extrémités  d’un 
levier  du  premier  genre  à bras  égaux,  ils  se  font  équi- 
libre. En  effet,  si  nous  désignons  par  M et  M' les  masses 
de  deux  corps  et  que  nous  imaginions  qu’ils  soient  sus- 
pendus par  des  fils  sans  pesanteur  aux  deux  extrémités 
d’un  levier  dont  les  bras  égaux  aient  une  longueur  = a, 
nous  pourrons  faire  abstraction  de  ces  corps  et  consi- 
dérer seulement  le  levier  comme  s’il  était  sollicité  par 
deux  forces  My  et  M'y;  or,  pour  qu’il  y ait  équilibre, 
il  faut,  d’après  la  théorie  du  levier,  qu’on  ait 

aMy  = aM'y, 

relation  qui  entraîne  nécessairement  l’égalité  M = M\ 

C est  sur  ce  principe  qu’est  fondée  l’évaluation  du 
poids  des  corps,  au  moyen  de  la  balance  (roy.  ce  mot), 
instrument  qui  n’est  qu’un  levier.  On  prend  pour  unité 
de  mesure  un  corps  d’un  volume  déterminé  et  d’une 
composition  homogène,  et  cc  que  l’on  nomme  le  poids 
d un  corps  en  général  est  le  nombre  qui  exprime  com- 
bien il  faut  d unités  de  poids  pour  lui  faire  équilibre 
dans  une  balance.  Dans  notre  système  métrique,  Tuoité 
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de  poids,  sous  le  nom  de  gramme,  est  un  centimètre 
cube  d’eau  distillée  ramenée  A son  maximum  de  con- 
densation ; ainsi  lorsqu’on  dit,  par  exemple,  qu’un  cer- 
tain corps  pèse  20  grammes,  on  entend  qu’en  le  plaçant 
dans  le  plateau  d’une  balance,  il  faudrait  placer  dans 
l’autre  plateau  20  centimètres  cubes  d’eau  distillée  pour 
lui  faire  équilibre. 

On  donne  en  particulier  le  nom  de  poids  aux  corps 
qui  serrent  A mesurer  ou  à peser  les  autres  corps. 
Ainsi,  le  morceau  de  cuivre  capable  de  faire  équilibre  à 
un  centimètre  cube  d’eau  distillée  est  le  poids  d’un 
gramme , qu’on  peut  employer  ensuite  A la  place  de  ce 
centimètre , soit  pour  peser,  soit  pour  former  des  mul- 
tiples de  Y unité  primitire  ou  des  poids  plus  grands, 
comme  le  décagramme,  Y hectogramme,  le  kilogramme,  etc. 
Voy.  Mesure,  tome  II. 

P03IFE.  ( Hydraul .)  Nous  exposerons,  dans  cet  ar- 
ticle, la  théorie  des  diverses  espèces  de  pompes  dont 
nous  n’avons  qu'indiqué  les  dispositions  principales, 
tome  II,  page  346. 

1.  Pompe  aspirante.  La  figure  i3,  Pl.  XVII,  repré- 
sente une  pompe  de  ce  genre,  la  Cgure  »4  est  sa  coupe 
verticale. 

e est  le  tuyau  d’aspiration,  ou  celui  qui  plonge  dans 
l’eau,  hh  le  corps  de  pompe,  b le  piston  qui  se  meut 
dans  le  corps  de  pompe  par  un  mouvement  de  va-et- 
vient,  imprimé  à l’aide  d’un  levier  coudé  rf.  La  figure  2 
montre  le  jeu  de  l'appareil  au  moment  où  le  piston  re- 
monte ; alors  il  pousse  au-dessus  de  lui  l’eau  contenue 
dans  le  corps  de  pompe  et  la  jette  dans  le  dégorgeoir; 
dans  le  même  temps,  le  vide  sc  formant  au-dessous  du 
piston,  la  pression  atmosphérique  qui  agit  sur  l’eau  du 
puisard  la  fait  monter  dans  le  tuyau  d'aspiration;  elle 
pousse  la  soupape  f , nommée  soupape  dormante , et  sc 
répand  dans  le  corps  de  pompe  en  suivant  le  piston. 
Lorsque  celui-ci,  parvenu  au  haut  de  sa  coursejcom- 
mcnce  à descendre,  le  poids  de  l’eau  ferme  la  soupape/1, 
et  l’eau  contenue  dans  le  corps  de  pompe  sc  trouve  iso- 
lée ; la  résistance  qu'elle  oppose  à la  descente  du  piston 
soulève  la  soupape  c du  piston,  de  sorte  que  lorsqu’il 
est  arrivé  au  bas  de  sa  course,  l’eau  qu’il  avait  sous  lui 
sc  trouve  au-dessus.  Dans  une  nouvelle  ascension , il 
trouve  devant  lui  une  masse  d’eau  à enlever,  sa  soupape 
se  ferme, la  soupape  dormante  /«c  rouvre, et  ainsi  de  suite. 
Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que  le  tuyau 
d’aspiration  ainsi  que  le  corps  de  pompe  étaient  déjà 
pleins  d’eau  au  moment  où  le  piston  sc  meut;  pour 
mieux  nous  rendre  compte  de  la  manière  dont  cette 
premièro  action  s’effectue,  imaginons  le  piston  à son 
point  le  plus  bas  et  tous  les  tuyaux  vides.  Il  reste  ordi- 
nairement entre  le  piston  et  la  soupape  dormante  un 
espace  plus  ou  moins  grand,  et  que  les  hydrauliciens 
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allemands  nomment  Veepace  nuisible,  pour  des  raisons 
que  nous  verrons  tout-à-l’heure;  l’air  dont  cet  espace 
est  rempli  lorsque  le  piston  s’élève  pour  la  première 
fois  se  dilatant  à mesure  que  le  piston  monte,  et  finissant 
par  remplir  toute  la  capacité  du  corps  de  pompe,  dimi- 
nue de  densité  et  de  force  élastique,  de  sorte  qu’il  ne 
peut  plus  faire  équilibre  A la  pression  constante  que  l’air 
extérieur  exerce  sur  la  surface  nn  de  l’eau  du  puisard, 
et  qui  est  transmise  à la  soupape  dormante  par  l’air  con- 
tenu dans  le  tuyau  d’aspiration  : cette  soupape  est  donc 
ppussée  de  bas  en  haut,  elle  s’ouvre,  et  l’air  du  tuyau 
d’aspiration  sc  mêle  avec  celui  du  corps  de  pompe, 
pendant  qu’une  colonne  d’eau  monte  dans  le  tuyau  as- 
pirateur jusqu’à  une  hauteur  telle  que  sa  pression  aug- 
mentée de  celle  qui  est  duc  A l’air  intérieur  fasse  équi- 
libre 4 1°  pression  atmosphérique.  Si  maintenant  on 
abaisse  le  piston,  la  soupape  dormante  se  ferme,  celle 
du  piston  s’ouvre,  l’air  contenu  dans  le  corps  de  pompe 
passe  sur  le  piston , et  lorsqu’il  remonte  de  nouveau , la 
masse  d’air  comprise  entre  lui  et  la  colonne  d’eau  se 
trouvant  diminuée,  cette  colonne  acquiert  une  plus 
grande  hauteur  en  vertu  de  la  pression  toujours  cons- 
tante que  l’air  extérieur  exerce  en  dehors  sur  la  surface 
de  l’eau  du  puisard.  Ainsi,  à chaque  montée  du  piston, 
l’eau  monte  dans  le  tuyau  d’aspiration,  jusqu’à  ce  que  la 
densité  de  l’air  contenu  dans  le  corps  de  pompe  soit 
égale  A celle  de  l’air  extérieur,  et  comme  à chaque  des- 
cente une  partie  de  cet  air  intérieur  passe  au-dessus  du 
piston  qui  le  chasse,  en  remontant,  dans  le  tuyau  de  dé- 
charge , il  en  résulte  qu'après  un  certain  nombre  de 
coups  de  piston  le  corps  de  pompe  et  le  tuyau  d’aspi- 
ration seront  vides  d’air,  et,  par  conséquent,  que  la  co- 
lonne d'eau  acquerra  la  plus  grande  hauteur  à laquelle 
la  pression  atmosphérique  puisse  faire  équilibre  dans 
le  vide;  en  admettant  donc  que  la  distance  verticale  du 
piston,  au  niveau  nn  de  l’eau  du  puisard  ne  dépasse  pas 
cette  hauteur,  lorsqu’il  est  au  plus  liant  de  «a  course,  le 
jeu  de  la  pompe  sc  trouvera  définitivement  établi , 
comme  nous  l’avons  exposé  en  premier. 

2.  La  première  condition  essentielle  du  jeu  d’une 
pompe  aspirante  consiste  donc  en  ce  que  la  plus  grarnlc 
hauteur  du  piston  au-dessus  du  niveau  de  l’eau  du  pui- 
sard soit  tout  au  plus  égale  ü la  hauteur  de  la  colonne 
d’eau  que  la  pression  atmosphérique  est  capable  de  sou- 
tenir dans  le  vide  ; or,  en  désignant  par  h la  hauteur 
moyenne  du  baromètre  dans  le  lieu  où  la  pompe  est  éta- 
blie, et  par  K.  celle  de  cette  colonne  d’eau,  on  sait  que  le 
rapport  des  quantités  A et  K est  égal  au  rapport  inverse 
des  densités  du  mercure  et  de  l'eau  ( voy.  Hydrodyna- 
mique, tome  II),  c’est-à-dire  qu’un  a 

A : K = 1 : 13,598, 
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d’où 


POM 


K = i3,5g8A. 

Ainsi , au  niveau  de  la  mer,  où  l’on  a h = oa,?fo , la 
hauteur  R ne  peut  dépasser  i o",4  , mais  en  observant 
que  la  pression  atmosphérique  varie  d’un  jour  à l’autre 
dans  le  même  lieu,  il  faut  admettre  que,  pour  les  pom- 
pes aspirantes,  la  limite  que  le  piston  ne  doit  pas  dé- 
passer dans  son  ascension  ne  saurait  être  à plus  de  la  A 
au-dessus  du  puisard,  A étant  la  hauteur  moyenne  du 
baromètre  dans  la  localité  où  est  la  pompe;  ce  sera  de 
9 à 8 mètres,  selon  que  l’élévation  du  lieu  au-dessus 
du  niveau  de  la  mer  sera  de  100  u 1000  mètres. 

3.  Une  autre  circonstance  tend  à diminuer  la  hau- 
teur K,  c’est  l’espace  qui  reste  entre  le  piston  parvenu 
au  bas  de  sa  course  et  la  soupape  dormante.  En  effet, 
désignons  par  e cet  espace,  par  E la  capacité  totale  du 
corps  de  pompe,  et  nommons  A'  la  hauteur  de  la  co- 
lonne d’eau  = i3,5g8A,  qui  représente  la  pression  at- 
mosphérique. Soit,  de  plus,  k la  hauteur  à laquelle  l’eau 
est  parvenue  dans  le  tuyau  d’aspiration,  après  quelques 
coups  de  piston,  et  y la  force  élastique  de  l’air  compris 
entre  la  surface  de  cette  eau  et  la  soupape  dormante,  ou 
plutôt  y la  hauteur  d’une  colonne  d’eau  dont  le  poids 
mesurerait  cette  force  élastique;  comme  celle-ci,  plus 
le  poids  de  la  colonne  d’eau  k fait  équilibre  à la  pression 
atmosphérique,  nous  avons 

d’où 

Ÿ = A*  — k . 


D’autre  part,  le  piston  étant  suppose  au  bas  de  sa  course, 
la  masse  d’air  qui  remplit  l’espacera  lamémc  force  élasti- 
que que  l’air  atmosphérique  et  par  conséquent  égale  à A'. 
Ceci  posé,  lorsque  le  pistou  se  lève,  cette  masse  d'air 
se  dilate  et  finit  par  remplir  l’espace  E ; sa  deusité  di- 
minue dans  le  rapport  | , et  sa  force  élastique  devient 


A’  ^ ; si  la  force 


de  l’air  au-dessus  de  la  soupape  dor- 


mante est  plus  grande  que  cette  dernière,  elle  ouvrira 
la  soupape,  dont  nous  ne  considérons  point  ici  le  poids, 
une  partie  de  l’air  inférieur  entrera  dans  le  corps  de 
pompe,  ? diminuera  et  deviendra  , et  l’eau  s’élèvera 
d’une  nouvelle  quantité  dans  le  tuyau  d’aspiration. 
Lorsque  le  piston  descendra , la  masse  d’air  qui  vient 
de  s’introduire  dans  le  corps  de  pompe  s’échappera  en 
soulevant  la  soupape  c,  de  sorte  qu’à  la  fin  de  sa  course 
il  ne  restera  entre  lui  et  la  soupape  dormante , dans 
l’espace  e qu’une  quantité  d’air  égale  à la  première, 
ayant  toujours  la  force  A'.  Quand  le  pistou  remontera , 
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la  soupape  dormante  ne  pourra  se  rouvrir  qu’autant 
qu’on  aura 

de  sorte  qu’après  un  nombre  p d’oscillations  du  piston  à 
partir  de  celle  où  la  colonue  élevée  était  A,  si  les  deux 
forces  au-dessus  et  au-dessous  de  la  soupape  dormante 
se  font  équilibre,  cette  soupape  ne  s’ouvrira  plus  et 
l’eau  ne. s’élèvera  pas  davantage,  quoique  le  jeu  du  pis- 
ton continue.  On  aurait  alors 


d’où  l’on  peut  déduire 


à cause  de  la  relation  = A'  — kp.  Cette  expression 
indique  la  plus  grande  hauteur  kp  que  l’eau  puisse  at- 
teindre dans  un  long  tuyau  d’aspiration.  Ce  sera  donc 
seulement  lorsque  la  plus  grande  hauteur  R du  piston 
au-dessus  du  niveau  du  puisard  ne  dépassera  pas  que 
l’effet  utile  de  la  pompe  pourra  avoir  lieu,  et  l’on  voit 
que  R digérera  d’autant  plus  de  A'=  i3,5g8A  que  t 
sera  plus  grand  par  rapport  à E,  ce  qui  rend  sensible 
combien  cet  espace  e est  préjudiciable  à l’effet  de  l’as- 
piration. Il  est  donc  important  de  le  rendre  le  plus  pe- 
tit possible,  tout  en  lui  laissant  assez  de  grnudeur  pour 
que,  par  suite  du  jeu  que  prennent  toutes  les  pièces  du 
mécanisme  qui  meut  le  piston,  celui-ci  n’aille  pas  frap- 
per la  soupape  dormante.  Pour  un  piston  dont  la  course 
excède  5o  centimètres , on  peut  donner  à cet  espace 
5 centimètres  de  hauteur,  et  c’est  avec  cette  condition 
qu’on  admet  l’expression  ci-dessous 

R = îaA. 

Il  faut  en  général,  pour  éviter  V arrêt,  placer  la  soupape 
dormante  et  conséquemment  le  fond  du  corps  de 
pompe  de  manière  que  le  piston,  en  descendant,  s’en 
approche  le  plus  possible. 

4-  L’arrêt  pourrait  encore  avoir  lieu  si  la  vitesse  du 
piston  en  montant  était  plus  grande  que  celle  de  l’eau 
qui  s’élève  dans  le  corps  de  pompe,  car  alors  l’eau  ne 
pouvant  suivre  immédiatement  le  piston  dans  sa  course, 
il  s’établirait  uu  vide  entre  eux  qui  augmenterait  à cha- 
que aspiration  et  qui  finirait  par  devenir  si  grand,  que 
le  piston  ne  pourrait  plus  atteindre,  dans  sa  descente, 
la  colonne  d’eau , ce  qui  arrêterait  le  travail  de  la 
pompe.  On  évite  cet  inconvénient  en  donnant  au  piston 
une  vitesse  modérée  et  en  n’employant  pas  des  tuyaux 
d’aspiration  trop  étroits. 

5.  Lorsque  le  jeu  de  la  pompe  est  bicu  établi,  cha- 
que coup  de  piston  fait  monter  un  volume  d’eau  équi- 
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raient  à an  cylindre  dont  la  base  est  celle  du  piston,  et 
la  hauteur  celle  de  l’espace  parcouru.  Nommons  r le 
rayon  de  la  base  du  piston,  {la  longueur  de  sa  course,  et 
r.  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre,  le  volume 
d'eau  fourni  par  un  coup  de  piston  sera 

*r*l, 

et , si  m est  le  nombre  de  coups  de  piston  donnés  dans 
un  temps  déterminé,  tnnr*l  exprimera  la  quantité  d'catl 
qui  s’écoulera  pendant  ce  même  temps  par  le  tuyau  de 
décharge  de  la  pompe. 

6.  Quant  à la  hauteur  où  cette  quantité  d’eau  peut 
être  ensuite  portée  dans  un  tuyau  d'ascension  (ï  placé 
au-dessus  du  corps  de  pompe,  elle  est  illimitée.  On  cite 
une  pompe  aspirante  établie  dans  les  mines  de  sel  de  la 
Bavière,  qui  verse  son  eau  d’un  seul  jet  à 3;o  mètres  de 
hauteur  ; il  ne  s'agit  donc  que  d’avoir  une  force  mo- 
trice suffisante.  Lorsqu’une  pompe  aspirante  est  sur- 
montée d’un  long  tuyau  d’ascension,  elle  prend  le  nom 
de  pompe  élévatoire. 

7.  Pour  évaluer  la  force  nécessaire  ù l'élévation  du 
piston , il  faut  observer  qu'il  remplit  alors  deux  fonc- 
tions différentes  : il  aspire,  d’une  part,  l’eau  qui  est  au- 
dessous  de  lui  et  soulève,  de  l'autre,  celle  qui  est  au-des- 
sus; de  sorte  qu’il  subit  deux  pressions,  l'une  de  haut 
en  bas,  produite  par  le  poids  de  l'eau  supérieure  et  par 
le  poids  de  d’atmosphère,  l’autre  de  bas  en  haut,  pro- 
duite par  le  poids  de  l’atmosphère  diminué  de  celui  de 
la  colonne  d’eau  qui  est  au-dessous  de  lui.  Ainsi,  dési- 
gnant par  d,  à un  instant  quelconque  de  son  mouve- 
ment, la  distance  verticale  du  piston  au  point  de  verse- 
ment, par  d’ sa  distance  au  nÎTeau  de  l’can  du  puisard, 
et  nommant  comme  ci-dessus  r le  rayon  de  la  base  du 
piston  et  A' la  pression  atmosphérique,  nous  aurons, 
pour  l'expression  numérique  de  la  pression  exercée  de 
haut  en  bas...  (a) 

looor’jr  (A'-{-  d), 

et  pour  celle  de  la  pression  exercée  de  bas  en 
haut ....  (6) 

iooor*ff  (V  — d*). 

En  effet , la  pression  duc  h l’eau  supérieure  ne  dépend 
que  de  sa  hauteur  verticale  et  de  la  surface  de  la  base  du 
piston  (eoy.  Hydrostatique,  n°  10,  tom.  Il)  ; elle  se  me- 
sure donc  par  le  poids  d’un  cylindre  d’eau  dont  le  vo- 
lume est  égal  à 

rVd. 

Ainsi,  en  exprimant  r et  d en  mètres,  la  quantité 
rVd  représente  un  nombre  de  mètres  cubes  d’eau 

Toi.  iii. 
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dont  chacun  pèse  iooo  kilogrammes,  et,  par  consé- 
quent, 

tooorVd 

représente,  en  kilogrammes,  le  poids  du  cylindre  d’eau 
ou  la  pression  supportée  par  la  base  du  piston.  De  plus, 
A'  étant  la  pression  atmosphérique  sur  l'unité  de  sur- 
face, r*i:h'  est  la  pression  atmosphérique  sur  la  surface 
r*r,  et 

looorW 

cette  même  pression  exprimée  en  kilogrammes. 

Or,  les  deux  pressions  (a)  et  (b)  agissant  en  sens  in- 
verse, leur  résultante  ou  la  charge  effective  du  piston 
sera 

iooo  r*77  [li  d) — î ooo  r*7r  [h‘  — d')  = î ooo  rar  [d -j-  èt) . 

Observant  que  d-\-d'  est  la  distance  verticale  du  uiveau 
du  puisard  au  point  de  versement,  on  en  conclura  : 
Quelle  que  toit  la  hauteur  d laquelle  une  pompe  verte 
ton  eau , quels  que  toient  le  diamètre  et  l'inclinaison  des 
tuyaux  d'atpiration  et  d’ascention , le  piston  parte  tou- 
jours «ne  charge  d'eau  égale  au  poids  d’une  colonne  de 
ce  fluide , qui  aurait  pour  base  celle  du  pittct>  même  et 
pour  hauteur  la  différence  de  niveau  entre  la  surface  du 
puisard  et  le  point  de  versement. 

8.  Cette  charge,  qui  en  faisant  d-\-d'=  H aura  pour 
expression 

(i)  tooorVH, 

n’est  pas  la  seule  résistance  que  le  moteur  ait  à vaincre 
pour  faire  agir  la  pompe,  il  doit  surmonter  de  plus  les 
résistances  passives  suivantes  : 

i*  Le  frottement  du  piston  contre  la  paroi  du  corps 
de  pompe; 

a*  Le  frottement  de  l’eau  contre  ces  mêmes  parois 
et  contre  celles  des  tuyaux  ; 

y La  résistance  que  le  liquide  éprouve  lorsqu’il  entre 
dans  le  tuyau  d’aspiration  et  qu’il  passe  par  l’ouverture 
de  la  soupape  dormante; 

4*  Le  poids  de  la  soupape  ; 

5*  Enfin  l’inertie  de  la  masse  d’eau  à mettre  en  mou- 
vement. 

Ces  diverses  résistances  ne  peuvent  être  encore  éva- 
luées rigoureusement;  mais,  A défaut  de  formules  exac- 
tes, nous  allons  rapporter  les  déterminations  approxi- 
matives qui  résultent  des  recherches  de  M.  d’Auhuisson, 
clics  sont  suffisantes  pour  guider  dans  tous  les  cas  or- 
dinaires de  pratique. 

9.  La  résistance  duc  au  frottement  du  piston  dépend  : 
16  du  nombre  des  points  du  pourtour  du  piston  en  con- 
tact avec  les  parois  du  corps  de  pompe,  nombre  qui  est 

41 
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proportionnel  au  rayon  r , 2“  de  la  pression  de  chacun 
de  ces  points  contre  les  parois,  laquelle  est  proportion- 
nelle à la  hauteur  totale  H do  la  charge;  3°  du  poli  et 
de  la  nature  des  surfaces  frottantes. 

Désignant  par  p un  nombre  à déterminer  par  l’expé- 
rience, et  qui  dépendra  principalement  du  poli  des  sur- 
faces, nous  aurons  donc  pour  l’expression  de  cette  pre- 
mière résistance  passive 

(») 

la  valeur  approximative  de  p est,  d’après  les  hydrauli- 
ciens  allemands,  pour  des  corps  de  pompe,  en 

Laiton  bien  poli iV 

Fonte  simplement  force. . . 3o 

Bois  assez  lisse 5o 

Bois  dégradé  par  l’usage.  . 1 00 

Il  n’existe  encore  aucune  observation  positive  à ce  sujet. 

Pour  évaluer  la  résistance  due  au  frottement  de  l’eau, 
nommons 

I)  le  diamètre  du  corps  de  pompe  ; 

L sa  longueur; 

D' le  diamètre  du  tuyau  d’aspiration  ; 

L'  sa  longueur  ; 

D' le  diamètre  du  tuyau  d’ascension  ; 

L'  sa  longueur  ; 

v la  vitesse  du  piston. 

Remarquons  d’abord  que  la  vitesse  de  l’eau  n’est  pas 
la  même  dans  les  divers  tuyaux;  un  même  volume 
d’eau  devant  passer,  dans  un  mên^c  temps,  par  chacune 
des  sections  (voy.  Courant  d’eau,  n°  18),  et  les  aires  de 
ces  sections  étant  entre  elles  comme  les  carrés  de  leurs 
diamètres,  les  vitesses  sont  cuire  elles  dans  le  rapport 
inverse  de  ces  carrés;  de  sorte  qu’en  nommant  u la  vi- 
tesse de  l’eau  dans  le  tuyau  d’aspiration  et  0 sa  vitesse 
dans  le  corps  de  pompe,  nous  avons 


De  même,  «'  désignant  la  vitesse  de  l’eau  dans  le  tuyau 
d’ascension, 


Or,  V étant  en  général  la  vitesse  de  l’eau  qui  parcourt 
une  conduite  dont  la  longueur  est  L,  l’aire  de  la  sec- 
tion S et  la  circonférence  de  cette  même  section  P,  la 
résistance  duc  nu  frottement  contre  les  parois  est  ex- 
primée par  (voy.  Courait  d'eat1,  n°  a3) 

I P 

o,ooo34a5-g-  ( V*  — o,o55V), 


formule  que  les  relations  connues  entre  le  diamètre  I), 
la  circonférence  P et  l’aire  S, 

P = ttD,  S = 77rD* 

permettent  de  transformer  en (c) 

0,00137  jj  (V’  + o,o55V); 

mais,  pour  appliquer  cette  expression  aux  pompes,  il 
faut  observer  que  la  vitesse  V qui  y entre  est  la  vitesse 
moyenne  du  fluide  dans  une  conduite,  laquelle  est  plus 
grande  que  la  vitesse  des  molécules  voisines  des  parois 
et  d’où  dépend  le  frottement.  Dans  les  pompes  où  les 
molécules  se  meuvent  avec  une  vitesse  à peu  près 
égale,  il  faut  donc  donner  à y une  valeur  plus  grande 
que  celle  de  la  vitesse  réelle  dans  le  rapport  de  la  vi- 
tesse près  des  parois  à la  vitesse  moyenne  des  conduites. 
M.  d’Aubuisson  admet,  d’après  les  observations  de  Pu- 
bliât, que  si  v désigne  la  vitesse  réelle  de  l’eau  dans  le 
corps  de  pompe,  vitesse  qui  est  celle  du  piston,  il  faut 
donner  A la  quantité  V de  la  formule  ( c ) la  valeur 

V = e -{-  0, 1 71/0  ; 

l’expression  du  frottement  de  l’eau  dans  le  corps  de 
pompe,  c’est-à-dire  la  hauteur  de  la  colonne  d’eau  dont 
le  poids  exprime  la  résistance  duc  à ce  frottement,  de- 
viendrait ainsi  , 

0,00137  J'  r(o  + o,i7i/e),  + o,o55(i’4-o,i7l/r)J, 

ou,  plus  simplement,  mais  avec  un  peu  moins  d’exac- 
titude   (d) 

0,00143  ^ 

Dans  le  tuyau  d’aspiration,  on  aurait,  par  suite  du  rap- 
port des  vitesses, 

0,00143  ip  (0  + 0,17^0)’.  , 

et  dans  celui  d’ascension,  lorsqu'il  s’agit  d’une  pompe 
clévatoire , 

0,00143  Jj-,  (0+ 0,171/0}’.  . 

La  somme  de  ces  résistances  partielles  est (e) 

0, 00.43(0  + 0,  i7l/«)  [g + £•(£•)  + 

Comme  c’est  le  piston  qui  doit  vaincre  cette  résistance 
totale,  et  que  c’est  sur  sa  base  ) ttD*  que  pèse  la  colonne 
d'eau  dont  l’expression  (e)  donne  lu  hauteur,  nous 
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avons  définitivement,  pour  le  poids  en  kilogrammes 
qui  représente  la  valeur  absolue  des  résistances  prove- 
nant du  frottement  de  l’eau (3) 


o,3575jrD*(«  -}-  0,1 


+ 


1/ 

I)' 


Pour  la  résistance  due  chacun  des  étranglcmcns  que 
la  colonne  fluide  éprouve  dans  les  pompes,  conservons 
les  dénominations  précédentes,  et  nommons  en  outre 


m le  coefficient  de  contraction  à l’entrée  du  tuyau 
d’aspiration.  (Sa  valeur  varie  de  o,8a  h 0,95,  sui- 
vant la  forme  de  l’évascmcnt.  Voy.  Écoilemest 
des  Fluides,  n"  i3); 

s la  section  ou  l’aire  de  l’ouverture  de  la  soupape 
dormante  ; 

m'  le  coefficient  de  contraction  relatif  à cette  ouver- 
ture, lequel  sera  généralement  = 1 (çoy.  Cou- 
hast  d’eau,  n“  3o)  lorsque  le  diamètre  de  l’ouver- 
ture dépassera  la  moitié  de  celui  du  tuyau  d’aspi- 
ration ; 

y le  rapport  entre  la  vitesse  dans  le  tuyau  d’aspira- 
tion et  celle  du  piston  == 
g la  force  de  la  gravité. 


La  résistance  totale  des  deux  étranglemens  sera...  (4) 

,5o*d'^[Mït)  + {$?) 

La  déduction  de  cette  formule  repose  sur  le  principe 
que  hi  résistance  gu  éprouve  une  colonne  fluide  en  pas- 
sant d'un  tuyau  plus  large  dans  un  tuyau  plus  étroit  est 
représentée  par  la  hauteur  duc  à ta  vitesse  de  l’eau  tors  de 
son  passage  par  l'étranglement , diminuée  delà  hauteur 
due  à la  vitesse  que  le  fluide  avait  immédiatement  avant . 
Ainsi,  représentant  par  S l’aire  de  la  section  du  corps  de 
pompe  et  par  S' l’aire  de  la  section  du  tuyau  d’ascen- 
sion, et  observant  que  cctlc  dernière’sc  réduit  à inS’  à 
Feutrée  de  ce  tuyau  par  l’effet  de  la  contraction . nous 
aurons,  pour  la  vitesse  au  moment  de  l’entrée  de  l’eau, 


puisque  la  vitesse  de  l’eau  avant  son  entrée  est  nulle. 
Nous  lui  donnerons  la  forme 


en  remplaçant  le  rapport  des  aires  par  celui  des  carrés 
des  diamètres. 

A11  passage  de  IVau  par  la  soupape  donnante,  a vi- 
tesse dans  le  tuyau  d’ascension,  que  nous  représente- 
rons par  yv,  devient 


car  ^ jt  D*  est  la  section  du  corps  de  pompe  et  m'S  la 

section  contractée  de  la  soupape.  La  différence  des  hau- 
teurs dues  à ces  vitesses,  savoir  : 


? ( *U'  V VV 

ig  \4»i'S / ay 

est  donc  la  résistance  de  ce  second  étranglement.  Ob- 
servant île  nouveau  que  ces  résistances  agissent  sur  la 

base  1 r D2  du  piston,  nous  aurons  pour  leur  valeur  ab- 

4 

soluc  exprimée  en  kilogrammes. 


ce  qui  est  identique  avec  la  formule  (4).  Dans  une 
pompe  élévatoirc  il  faudrait  tenir  compte,  en  outre,  de 
l'étranglement  qu’éprouve  la  colonne  fluide  en  passant 
du  corps  de  pompe  dans  le  tuyau  d’ascension.  La  résis- 
tance due  au  poids  de  la  soupape  dormante  doit  se  cal- 
culer de  deux  mauières  différentes,  suivant  que  cctlc 
soupape  est  ù clapet  ou  à coquille  (voy.  SorrArc).  Dans 
le  cas  d’une  soupape  à clapet,  soient  P son  poids,  X la 
distance  de  son  centre  de  gravité  ;»  l’axe  de  rotation . 
S l’aire  de  l’ouverture , X'  la  distance  de  son  centre  au 
même  axe  et  x la  hauteur  de  la  colonne  d’eau  dont  le 
poids  représente  la  résistance  cherchée  : P>  sera  le  mo- 
ment (uoy.  ce  mot)  de  la  résistance  duc  au  poids  du  cla- 
pet, et  iooosxX'  sera  celui  de  la  force  opposée;  ainsi, 
comme  ces  deux  actions  sont  égales,  on  a l’équation 


PX  = 1 ooosxX', 


laquelle  correspond  à une  hauteur  (eoy.  Uacteuh), 


celle-ci  représentera  la  résistance  de  l’élrauglemcnt , 


d’où  l’on  tire 


PX 


Multipliant  cctto  hauteur  par  îooo1  %D*  pour  avoir, 
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exprimé  en  kilogrammes,  l’effort  à exercer  sur  le  piston, 
il  vient (5) 

p*pn 

4«i'“* 

Si  la  soupape  est  à coquille,  sa  résistance  sera  sim- 
plement..... (6) 

« D* 


d étant  le  diamètre  de  1’orificc  circulaire  qu’elle  re- 
couvre. 

Enfin . pour  évaluer  la  résistance  provenant  de  l’i- 
nertie de  l’eau , observons  que  si  le  piston  était  libre  et 
que  la  f rcc  capable  de  balancer  cette  résistance  lui  fût 
appliqué  cl  agît  constamment  sur  lui,  il  prendrait  un 
mouvement  uniformément  accéléré;  de  sorte  qu’en 
parcotiKuit  la  longueur  totale  de  sa  course  l dans  un 

temps  t . la  vitesse  acquise  par  unité  de  temps  serait  ^ , 
ai 

et  par  suite  représenterait  lu  force  accélératrice. 

Ainsi,  M représentant  la  masse  du  fluide  mis  en  mou- 
vement, 

représente  la  force  motrice  cherchée.  Désignant  par  II 
le  poids  de  ccttc  masse  d’eau,  cette  expression  devien- 
<>” (7) 


al 
? * 


et  l’on  aura , en  réduisant  les  diverses  parties  de  l’eau  à 
la  vitesse  du  piston , 

n = .ooo‘.i*D'[L  + L'j£j. 

Il  faut  observer  que  toutes  les  fois  que  le  piston  sera 
mis  en  jeu  par  une  machine  qui  règle  les  circonstances 
de  son  mouvement,  lorsqu’il  tient,  par  exemple,  à la 
manivelle  d'une  roue  animée  d’un  mouvement  uni- 
forme, l'inertie  n’cntraiiicra  aucune  dépense  de  force  : 
le  piston  se  mouvant  avec  une  vitesse  accélérée  pendant 
la  première  moitié  de  sa  course  cl  retardée  pendant  la 
seconde,  l’inertie  rend  è la  force  motrice,  dans  celte  se- 
conde partie  du  mouvement,  l’effort  qu’elle  a exigé  dans 
la  première. 

10.  Nous  prendrons  pour  exemple  d’application  de 
ces  diverses  formules  celui  qu’en  a donné  M.  d’Au- 
buisson  sur  une  pompe  dont  il  avait  déterminé,  par 
des  expériences  directes,  toutes  les  espèces  de  ré- 
sistances. 


Cette  pompe  avait  les  dimensions  suivantes  : 

Diamètre  du  corps  de  pompe D = o*,5a48 

Longueur  de  ce  corps L = i",8o 

Rayure  de  la  base  du  piston  = - D.  . r = o",i6a4 

Diamètre  du  tuyau  d’aspiration.  . . . D'=  o“,  1 3535 

Longueur  de  ce  tuyau L’==  7“, 65a 

Différence  du  niveau  du  puisard  au 

point  de  versement,  L -f-  L' H = 9“, 45a 

Longueur  de  la  course  du  piston. ...  1 = i*,453 

Vitesse  moyenne  du  piston  (4  - levées 

en  line  minute) v =o",ai8 

Poids  de  la  soupape P =.  »l 

Coeflicient  de  contraction  à l’entrée  du 

tuyau  d’aspiration m = o,  85 

Coeflicient  à la  soupape  dormante.  . . m'—  1,  00 

(L’eau  sortant  du  tuyau  d’aspira- 
tion n’éprouve  pas  de  contraction  à 
sa  sortie.) 

Section  effective  de  l’ouverture  de  la 

soupape s = ^ TT  D1 

(Par  approximation,  on  a pris  les 
^ de  la  section  du  tuyau  d’aspi- 
ration.) 

La  vitesse  de  l’eau  dans  le  tuyau  d’as- 
piration étant  à sa  vitesse  dans  le 
corps  de  pompe  ou  à la  vitesse 
moyenne  du  piston  dans  le  rapport 

, elle  arrive  à la  soupape  dor- 

. • /D  V 

mante  avec  la  vitesse  t)  I —,  J , et 

l'ona ? = (£)’• 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  précéden- 
tes, on  trouve  : 

i°  Poids  de  la  eoloune  d’eau  à élever  (1). 

1000.  (3, 1.416) . (o,i6a4)*.  (9»45a)  = . • 783l,a 
a*  Frottement  du  piston  (a). 

3o . (o,i(3a/|)  . (9,45a)  = 4<>>  • 

On  fait  p = 3o,  parce  que  les  tuyaux  sont 
en  fonte. 

3*  Frottement  de  l’eau  (3). 

a5o(3, 1 4 1 6)  (o,3a48)’  £0, 2 1 8 -f-  o,  1 7^ o, 2 1 8 J 

x r '’8°- + ...  .o, 

L°>3»5^  °>'355  \o,i35/  J J ' 

Total 85ol,o 


Digitized  by  Google 


POM 

Total  ci-contre. 


85o  ,o 
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4*  étranglement  de  la  colonne  fluide  (4)* 

Obserrant  que  (^^  §('>,)*  et 


que 


®)‘ 


se  trouve  dans  tous  les  termes  du 


facteur  complexe,  on  a 
a5op,.4.6)(ol3,48).  . 

x (^35)  [(537  + ! " ']  = 

5*  Résistance  due  au  poids  de  la  soupape  (6). 


*7,  5 


V f°»5a5V  v °’>S|  — 5 8 

\o,i35 / s o,t3i  * 


6*  Pour  l’inertie,  la  pompe  étant  mue  par  une 
roue  hydraulique 


Total  des  résistances 873,3 


Retranchant  de  cette  somme  le  poids  de  l’eau  dépla- 
cée par  le  piston,  il  reste,  pour  l'ensemble  des  résis- 
tances active  et  passives,  858  ,3. 

L'expérience  avait  donné  860  , et  l’on  peut  considé- 
rer ces  deux  résultats  comme  parfaitement  identiques. 

il.  Les  résistances  passives  sont  de  deux  espèces: 
les  unes,  les  plus  considérables,  sont  indépendantes  de 
la  vitesse  ; les  autres  varient  avec  cette  vitesse  : mais  elles 
sont  généralement  si  petites,  comparativement  à la  ré- 
sista nce  totale,  qu'on  peut,  dans  les  cas  ordinaires,  con- 
sidérer le  rapport  du  poids  de  la  colonne  d’eau  élevée  à 
la  somme  des  résistances  passives  de  tontes  espèces 
comme  un  nombre  constant.  D’après  les  expériences 
faites  par  M.  d’Aubuisson  pour  déterminer  ce  nombre 
[Journal  des  Mines , tome  ai),  il  sufllrait  de  multiplier 
par  le  facteur  1,08  le  poids  de  la  colonne  d’eau  donnée 
par  la  formule  (1)  pour  obtenir  immédiatement  la  ré- 
sistance totale  au  mouvement  d’une  pompe  aspirante , 
celle  enfin  que  le  moteur  doit  surmonter  pour  la  mettre 
en  jeu;  on  aurait  ainsi,  en  désignant  par  R celte  résis- 
tance totale 

H =*  1,08  X £iooor*»rll 

ce  qui  se  réduit  à 

R = 848  D*  II , 
en  remplaçant  rr  par  sa  valeur  numérique  et  r par  ^ D. 

On  peut  adopter,  pour  plus  d’exactitude (7) 

U = 85üD*1I, 
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et  cette  expression  éminemment  simple  dispensera, 
dans  presque  tous  les  cas,  des  longs  calculs  que  nous 
venons  d’indiquer.  Par  exemple,  avec  les  données  pré- 
cédentes, on  aurait 

R = 85o  . (o,3a48)*  . (9,15a)  = 847S6, 

résultat  peu  différent  de  858l,3.  On  doit  observer  que 
le  tuyau  d’aspiration  de  la  pompe  en  question  était 
plus  étroit  que  d’ordinaire,  ce  qui  a donné  lieu  à une 
résistance  pour  le  frottement  de  l’eau,  beaucoup  plus 
forte  que  celle  qu’on  a habituellement;  de  sorte  qu'on 
peut  espérer,  en  général,  de  l’emploi  de  la  formule  (7) 
des  résultats  tout  aussi  exacts  que  de  celui  des  formules 
relatives  à chaque  résistance. 

Il  faudra  toujours  ajouter  à la  résistance  totale  cal- 
culée le  poids  du  piston  et  de  sa  tige. 

la.  Lorsque  le  piston  descend,  la  force  motrice  n’a 
ù surmonter  que  son  frottement  contre  le  corps  de 
pompe  et  l'étranglement  de  la  colonne  fluide  qui  tra- 
verse sa  soupape.  Do  sorte  que,  dans  les  pompes  bien 
faites,  il  devrait  suffire  du  seul  poids  du  piston  et  de 
son  attirail  pour  vaincre  ces  résistances,  qui  n’exigent 
d’ailleurs  qu’un  effort  du  moteur  comparativement 
très-petit  avec  celui  qu’il  doit  déployer  pour  lever  le 
piston.  Il  en  résulte  que,  pendant  In  moitié  du  temps 
que  dure  le  jeu  de  la  pompe,  la  force  motrice  n’a  pres- 
que pas  d’emploi  ; aussi,  pour  mieux  l'utiliser,  on  réunit 
souvent  deux  pompes  , de  manière  qu’à  l’aide  d’un  ba- 
lancier, un  piston  monte  tandis  que  l’autre  descend. 
En  faisant  verser  l’eau  des  deux  pompes  dans  uuc  même 
auge,  on  obtient  un  jet  à peu  près  continu,  qu’on  ne 
pourrait  produire  avec  une  seule  pompe  qu’en  y ajou- 
tant un  réservoir  d’air,  comme  aux  pompes  d’incendie. 

i3.  Nous  avons  vu  (n"  5)  que,  lorsque  le  jeu  de  la 
pompe  est  établi,  chaque  coup  de  piston  fournit  un  vo- 
lume d’eau  égal  à jrr*f,  expression  que  nous  ramène- 
rons à la  forme  (8) 

0.785  D*f, 

pour  n’avoir  ù considérer  que  le  diamètre  du  pis- 
ton = ar.  A lu  vérité,  pendant  que  le  piston  monte,  le 
volume  d’eau  qu’il  soulève  n’est  pas  précisément  celui 
qui  correspond  à l’espace  engendré  par  sa  base,  et  il 
faudrait  diminuer  celui-ci  de  l’espace  occupé  par  la 
tige;  mais,  dans  la  descente,  lorsque  l’eau  qui  était 
sous  le  piston  passe  dessus,  la  tige  en  déplace  et  en  fait 
verser  un  même  volume  ; de  sorte  qu’en  résultat,  la 
quantité  d’eau  fournie  par  une  oscillation  entière  du 
piston  est  toujours  celle  de  l’expression  (8). 

Mais  quand  une  pompe  0 servi  quelque  temps,  elle 
est  loin  de  donner  ce  produit.  La  garniture  du  piston 
et  les  soupapes  laissent  redescendre  une  partie  de  l’eau 
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aspirée,  ce  qui  occasionne  un  déchet  qu’on  peut  éva- 
luer moyennement  a o,i5  du  produit  théorique.  Le 
produit  réel  n’est  donc  plus  qu’environ  0,051)*/,  et  il 
peut  encore  devenir  beaucoup  moindre,  si  le  mouve- 
ment du  piston  est  très-lent.  Cependant  il  est  essentiel, 
d’ailleurs,  de  ne  pas  donner  au  piston  une  vitesse  ca- 
pable d’occasionner  un  arrêt  (n°  4)-  La  vitesse  des 
grandes  pompes  qui  travaillent  d’un  mouvement  con- 
tinu est  communément  de  o",  iti  à o",24  par  seconde; 
c’est  4 ù (>  levées  par  minute  pour  une  course  de 
i-,ao. 

13.  Pompe  foulante.  Dans  la  pompe  aspirante,  le 
corps  de  pompe  et  la  soupape  dormante  sont  placés  à 
une  certaine  hauteur  au-dessus  du  niveau  de  l’eau  du 
puisard;  dans  la  porupe  foulante,  au  contraire,  le  corps 
de  pompe,  le  piston  et  la  soupape  sont  immergés.  Lors- 
qu’on élève  le  piston  a(PI.  XVII,  fig.  1 5),  l’eau  soulève  la 
soupape  dormante  6,  et  monte  dans  l'intérieur  du  corps 
de  pompe  pour  prendre  le  niveau  MN  de  l’eau  du  pui- 
sard, qui  est  la  limite  de  rélévatiou  du  piston,  pour 
qu'il  n’y  ait  jamais  lieu  à aspiration.  Quand  le  piston 
redescend,  la  soupape  6 se  ferme,  l’eau  foulée  ouvre  la 
soupape  cf  nommée  soupape  de  retenue , et  pénètre  dans 
le  tuyau  d’ascension  D.  Lorsque  la  course  descendante 
du  pistou  est  achevée,  la  soupape  de  retenue  se  referme, 
isole  le  piston  de  la  masse  d'eau  chassée  dans  le  tuyau 
d’ascension;  de  sorte  qu’à  chaque  levée,  les  circon- 
stances du  jeu  de  la  machine  sont  les  mêmes. 

La  masse  d’eau  refoulée,  à chaque  descente  du  pis- 
ton, dans  le  tuyau  d’ascension  est  toujours  celle  qui  ré- 
pond au  volume  engendré  par  la  base  de  ce  piston,  et 
sc  calcule  par  la  formule  (R).  Quand  le  tuyau  d’ascen- 
sion est  rempli  jusqu’au  point  de  dégorgement,  une 
oscillation  entière  du  pistou  fournit  une  quantité  d’eau 
exprimée  théoriquement  par  o,?85D */,  mais  qui, 
dans  la  pratique,  va  de  0,^0*/  à o,(iD*/.  Il  est  évident 
que  la  charge  du  piston,  quand  il  foule,  est  équivalente 
au  poids  d’une  colonne  d’eau  qui  aurait  pour  base  la 
base  même  du  piston,  et  pour  hauteur  la  différence  de 
niveau  entre  le  puisard  cl  le  point  où  l’eau  est  élevée. 
Cette  différence  de  niveau  peut  être,  d’ailleurs,  aussi 
grande  que  le  besoin  le  requiert,  et  n’a  d’autre  limite 
que  celle  que  pourrait  y mettre  la  force  dont  on  peut 
disposer.  , 

14.  Tout  ce  qui  concerne  les  résistances  des  frotte- 
mens,  des  ctranglcmens  et  de  l’inertie,  s’applique  aux 
pompes  foulantes  comme  aux  pompes  aspirantes;  seu- 
lement il  y a une  résistance  particulière  dans  les  pompes 
foulantes;  c est  celle  de  la  soupape  de  retenue  c,  qui, 
pour  porter  la  masse  d’eau  contenue  dans  le  tuyau  d’as- 
çcusion,  doit  avoir  une  surface  supérieure  plus  grande 
que  celle  de  l’ouverture  qu’elle  recouvre.  Cependant 
cette  cause  de  résistance  ne  parait  pas  devoir  être  éva- 
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luée  h plus  d’un  vingt-cinquième  de  la  charge  sur  le 
piston. 

15.  Pompe  aspirante  et  foulante.  Elle  est  composée 
(IM.  XVII,  fig.  16)  d’un  corps  de  pompe  dans  lequel  se 
meut  un  piston  plein,  d’un  tuyau  d’aspiration,  d’un 
tuyau  d’ascension  et  de  deux  soupapes.  Quelquefois  les 
tuyaux  d’aspiration  et  d’ascension  sont  sur  la  même 
ligne,  comme  dans  la  ligure. 

Lorsque  le  piston  monte,  il  aspire,  et  le  moteur  doit 
développer  un  effort  équivalent  au  poids  d’une  co- 
lonne d’eau  qui  aurait  pour  base  le  piston  et  pour  hau- 
teur la  distance  entre  le  point  le  plus  élevé  de  la  course 
du  piston  et  le  niveau  de  l’eau  dans  le  puisard  (n“  7). 
Lorsqu’il  descend,  il  refoule  l’eau  dans  le  tuyau  d’as- 
cension, et  doit  alors  surmonter  le  poids  d’une  colonne 
d’eau  qui  aurait  toujours  pour  ba«e  le  piston  et  pour 
hauteur  la  distance  verticale  comprise  entre  sa  surface 
inférieure  et  le  point  de  versement. 

16.  Pour  faire  un  emploi  judicieux  de  la  force  du 
moteur,  les  pompes  aspirantes  foulantes  devraient  être 
construites  de  manière  que  les  efforts  fussent  égaux 
dans  la  descente  comme  dans  la  montée  du  piston.  Ou 
obtient  cc  résultat  en  accouplant  deux  pompes,  dont 
l’un  des  pistons  monte  peudant  que  l’autre  descend. 
L’effort  total  du  moteur  se  compose  alors  de  l’effort  né- 
cessaire pour  faire  monter  un  seul  piston,  ajouté  ù ce- 
lui qu’il  faut  déployer  pour  le  faire  descendre. 

Faisons  abstraction  pour  un  moment  des  résistances 
passives,  et  nommons  d la  distance  verticale  du  piston 
i la  surface  du  puisard , lorsqu'il  est  parvenu  au  point 
le  plus  haut  de  sa  course,  et  d' 5a  distance  verticale 
ou  point  de  versement,  l’effort  de  la  montée  exprimée 
en  kilogrammes  sera 

1 000  r*nd, 

r étant  le  rayon  du  piston  ; et  l’on  aura  pour  l’effort  île 
la  descente 

1 000 

L’effort  total  est  donc 

1 000  r* TT  (</-f  d ), 

ou 

îooor^rH, 

H désignant  la  hauteur  verticale  du  point  de  versement 
au-dessus  du  niveau  du  puisard.  Remplaçant  r par 

et  r par  sa  valeur,  nous  aurons,  pour  la  charge  cor- 
respondante à une  demi-oscillation  du  balancier  qui 
met  en  jeu  les  deux  pistons, 

785  PH, 
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expression  qui,  en  tenant  compte  des  résistances  pas- 
sives, devient,  d’après  M.  d’Àubuisson  .....  (9) 

900  D*H. 

Si  nous  désignons  par  v la  vitesse  du  piston , 
900  D*Ht>  sera  la  quantité  d’action  dépensée  par  le 
moteur  dans  l’unité  de  temps  pour  tenir  les  deux 
pompes  en  activité.  Gomme  du  estime  ordinairement 
la  vitesse  v par  le  nombre  d'oscillations  que  fait  chacuu 
des  pistons  en  une  minute,  nous  avons,  en  désignant 
ce  nombre  par  N : l étant  la  largeur  de  la  course, 


Ainsi,  la  force  dépensée  ou  l’effet  dynamique  (roy. 
Effet)  produit  en  une  seconde  de  temps  est  ....  (10) 

3o  NDWK 

Pour  comparer  cet  effet  dynamique  avec  l’effet  utile, 
observons  que  celui  des  deux  pistous  qui  parcourt  l’es- 
pace v en  s’abaissant  fait  entrer  dans  le  tuyau  d’ascen- 
sion un  volume  d’eau  égal  à 

7 n DH  = o,7ë5D*c, 

4 

que  nous  réduirons  moyennement  à 
o,65  D’c, 

5 cause  des  déchets  (n*  la).  C’est  là  le  produit  réel  de 
l'appareil;  en  le  multipliant  par  1000,  nous  aurons  son 
poids  exprimé  en  kilogrammes;  ainsi,  05oDH  repré- 
sente le  nombre  de  kilogrammes  d’eau  que  donne  la 
pompe  eu  une  seconde;  et  comme,  par  le  fait,  cette 
eau  sc  trouve  élevée  à une  hauteur  II , l’effet  utile  est 
représenté  par 

ôSoDHII**. 

Remplaçant  v par  sa  valeur  en  fonction  de  la  course  du 
piston,  cette  expression  devient (11) 

Comparant  avec  (10),  on  voit  que  le  rapport  de 
l’effet  utile  à la  quantité  d’action  dépensée  est  celui  des 
nombres  21,7  et  3o;  c’cst-à-dirc  que  l’appareil  n’uti- 
lise que  les  0,7a  environ  de  la  force.  Ce  résultat  s’ac- 
corde assez  bien  avec  la  pratique;  car  l’expérience  a 
prouvé  que  l’effet  utile  des  pompes  les  mieux  faites 
s'élève,  au  plus,  aux  0,8  a de  la  force  dépensée.  D’après 
M.  Boistard  (Expérience*  sur  la  main  d'œuvre  de  diffé- 
rent travaux) , les  pompes  employées  aux  épuisemeos 
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et  mises  en  jeu  par  des  hommes  agissant  sur  un  balan- 
cier, consumeraient  en  pure  perle  près  de  la  moitié  de 
la  force. 

17.  Un  des  assemblages  les  plus  utiles  et  les  plus  re- 
marquables des  pompes  aspirantes  et  foulantes  est  la 
pompe  d'incendie.  Nous  emprunterons  au  Portefeuille 
du  Conservatoire  la  description  du  meilleur  appareil  de 
ce  genre  qui  soit  encore  connu. 

Les  deux  corps  depompe  vus  en  plamTig.  1 , PL  XVIII) 
et  vus  en  coupe  (fig.  2)  portent  deux  pistons  kk  mus 
par  deux  doubles  bielles  ou  tringles  attachées  en  e au 
balancier  aa,  et  en  « aux  deux  pistons.  Les  bielles  sont 
mobiles  autour  de  ces  deux  points,  et  elles  peuvent 
ainsi  soulever  verticalement  les  deux  pistons.  Pour  as- 
surer complètement  cette  verticalité,  les  pistons  portent 
entre  les  doubles  bielles  une  tige  fixe  dd  qui  monte  et 
descend  dans  un  guide,  e.  La  fig.  a montre  ce  mouve- 
ment, et  elle  indique  aussi  en  ghhq  les  points  les  plus 
hauts  et  les  plus  bas  atteints  par  les  points  e dans  leur 
montée  et  leur  descente. 

L’eau  est  fournie  à la  pompe  par  le  tuyau  d’aspira- 
tion d (fig.  1),  et  se  distribue,  après  avoir  été  aspirée, 
dans  un  double  fond  uu  commun  aux  deux  pompes. 
La  fig.  a montre  le  mouvement  alternatif  des  sou- 
papes : du  côté  gauche,  où  monte  le  piston,  la  soupape 
dormante  s’ouvre,  la  soupape  «le  retenue  se  ferme;  do 
l’autre  côté,  le  contraire  a lieu;  de  sorte  qu’il  entre 
constamment  de  l’eau  dans  le  grand  réservoir  commun 
de  refoulement,  primitivement  rempli  d’air.  Cet  air, 
refoulé  par  l’eau  afilucnle,  qui  arrive  en  plus  grande 
quantité  qu’elle  n’en  peut  sortir,  sous  une  petite  pres- 
sion, par  le  tuyau  d'injection,  réagit  sur  l’eau,  la  cha«Se 
dans  le  tuyau  d'injection  mnp,  qui  sc  recourbe  en  p 
(fig.  i),  et  présente  sur  un  des  côtés  de  la  pompe  soh 
extrémité,  sur  laquelle  on  visse  les  tuyaux  à corps  de 
cuir  et  ajustemens  en  cuivre,  au  moyen  desquels  on 
dirige  l’injection  où  le  besoin  l’exige. 

Les  traverses  rr  (fig.  2)  servent  à empêcher  que  le 
balancier  ne  soit  poussé  trop  bas  par  les  efforts  «les 
manœuvres,  dans  lequel  cas,  d’un  côté,  le  piston  vien- 
drait sc  heurter  contre  la  soupape  dormante,  tandis 
que  de  l’autre  il  sortirait  du  corps  de  pompe.  Les 
chaînes  attachées  en  wtr  (fig.  1)  servent  à maintenir 
dans  le  balancier  les  allonges  tca,  qui  se  terminent  par 
un  double  bras  portant  à chacune  de  ses  extrémités  un 
anneau  dans  lequel  on  glisse  un  levier  tt  (fig.  1)  qui 
est  assez  long  puur  être  pris  et  manœuvré  par  plusieurs 
hommes  à la  fois. 

La  pompe  est  très-facilement  portative.  Sur  deux 
de  scs  'côtés  parallèles,  elle  porte  deux  crochets  mo- 
biles zz  autour  de  clous  à tête  g.  Un  relève  les  cro- 
chets jusqu’à  ce  qu’ils  viennent  buter  contre  le  clou  r, 
et  l'on  y passe  un  levier  rr  (fig*  1).  La  infime  opération 
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sc  répète  de  l’autre  coté,  et  la  pompe  est  ainsi  armée 
comme  de  deux  bras  de  brancard,  avec  lesquels  elle 
peut  être  portée  où  >1  est  nécessaire.  Les  deux  patins 
sur  lesquels  elle  porte  sc  replient  en  deux  autour  des 
charnières  eo\  oo.  On  voit  sur  la  gauche  le  patin  dé- 
ployé en  d'e,  et  replié  sur  la  droite  en  d'b\  Quand  la 
pompe  manœuvre,  les  hommes  montent  sur  le  patin 
déployé,  ce  qui  contribue  à la  stabilité  de  l'appareil. 

Celte  pompe,  mon  ce  livrée  par  huit  pompiers  bien 
exercés,  reçoit  Go  coups  de  balancier  par  minute;  la 
course  des  pistons  est  de  o",  la.  Elle  peut  jeter  par  mi- 
nute 6/|8  litres  d’eau  al  ao  mètres  de  hauteur.  Abstrac- 
tion faite  de  tout  déchet,  c’c«t  a?1®  d’effet  utile  par 
pompier  et  par  seconde.  Outre  les  hommes  employés 
à mettre  le  balancier  en  mouvement  cl  à diriger  les 
tuyaux  d’injections,  le  service  d’une  pompe  d'incendie 
exige  un  nombre  de  travailleurs  assez  grand  pour  qu’il 
y soit  versé  continuellement  de  l'eau  avec  des  seaux  en 
cuir  faits  pour  un  tel  usage. 

18.  Pompes  rotatives.  Depuis  Ctésihius,  auquel  on 
attribue  l’invention  des  pompes,  jusqu’à  ccs  derniers 
temps,  les  efforts  des  hydrauliciens  s’étaient  bornés  à 
perfectionner  leurs  dispositions;  mais,  tout  récem- 
ment, deux  mécaniciens  très-distingués,  Bramait  en 
Angleterre,  et  M.  Dictz  en  France,  sc  sont  frayé  des 
routes  nouvelles,  en  construisant  des  appareils  dans 
lesquels  le  mouvement  de  rotation  continu  est  substi- 
tué au  mouvement  alternatif.  Nous  donnerons  une 
idée  du  mode  d’action  de  ccs  ingénieuses  machines,  en 
empruntant  à M.  d’Aubuisson  la  description  de  la 
pompe  de  Dietz. 

• Le  corps  de  pompe  y est  remplacé  par  un  tambour 
ouboitecylindrique(PI.XVII,  fig.  17)00  cuivre  A,  ayant, 
dans  œuvre,  de  o",aoà  O", 4 O de  diamètre,  et  de  o",o4 
à o",  îa  d’épaisseur,  selon  la  force  de  la  machine.  Elle 
contient,  entre  ses  dewe  fonds,  une  seconde  boîte  BB', 
également  en  cuivre  et  cylindrique,  mais  d’un  moindre 
diamètre  et  sans  couvercle  : elle  est  mobile  autour 
d’un  arbre  tournant  C muni  d’une  manivelle.  Dans 
l’intérieur  de  la  boite  ou  roue  BB',  et  joignant  son  bord 
concave,  on  a un  excentrique  D fixé  ù vis  sur  le  tam- 
bour. Celui-ci  renferme  encore,  du  côté  des  tuyaux  E 
et  F,  une  large  lame  de  fer  GèH , qui  est  pressée,  en  b , 
contre  les  convexités  de  la  roue , et  qui  est  percée  de 
deux  ouvertures  : par  l’une  c,  l’eau  pasSc  du  tuyau 
d’aspiration  E dans  l’intervalle  aaaa  qui  existe  entre 
les  deux  boîtes;  et  par  l’autre  d,  elle  entre  dans  le 
tuyau  d’ascension  F.  Enfin,  la  boite  BB',  dans  toute  son 
épaisseur  et  jusque  auprès  de  l’arbre  tournant,  présente 
quatre  entailles  en  croix,  dans  lesquelles  sont  et  glissent 
quatre  languettes  en  fer  I,  I*,  I*  et  I**  : leur  largeur 
(parallèlement  à l’arbre),  comme  celle  de  la  bande  GéH, 
est  égale  à la  distance  qu’il  y a entre  les  deux  fonds 
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du  tambour  : une  de  leurs  extrémités  est  constamment 
appuyée  contre  le  bord  extérieur  de  l’excentrique  D, 
et  l’autre  l’est  contre  la  paroi  concave  de  l’intervalle  aaa; 
detorte  que,  pareilles  à des  cloisons,  elles  divisent  cet 
intervalle  en  cases  séparées. 

* Lorsqu’on  met  la  machine  en  mouvement,  que  la 
roue  BB'  va  de  b vers  B',  la  languette  I,  après  avoir 
passé  le  point  6,  laisse  derrière  elle  un  vide,  et  dès 
qu’elle  est  au-delà  de  l’ouverture  c,  l’eau  entre  pour  la 
remplir;  In  languette  I',  qui  vient  ensuite,  pousse  de- 
vant elle  cette  eau,  lui  fait  parcourir  l’intervalle  aaa,  la 
force  à passer  par  l'orifice  d et  à monter  dans  le  tuyau  F. 
Ainsi  successivement,  et  l’on  a un  mouvement  et  un 
jet  continus. 

» D’après  ce  qui  vient  d’être  dit , pour  que  la  ma- 
chine élève  toute  l'eau  possible,  il  faut  que  le  fluide  soit 
très-exactement  retenu  dans  les  cases,  qu’il  ne  puisse 
passer  de  l’une  à l’autre,  et,  par  conséquent,  que  la 
boite  mobile  et  les  languettes  joignent  parfaitement  les 
deux  fonds  du  tambour,  sans  toutefois  y occasionner 
un  frottement  considérable;  et  pour  qu'il  en  soit  ainsi, 
il  faut  une  grande  perfection  dans  l’ajustage  des  pièces 
de  la  machine.  Lors  même  que  cette  perfection  existe- 
rait à la  sortie  des  mains  de  l'artiste,  il  est  à craindre 
qu’elle  ne  soit  altérée  par  un  long  travail,  par  l’éléva- 
tion des  eaux  sales,  etc.,  et  qu’au  bout  d’un  certain 
temps,  l’effet  utile  ne  devienne  bien  inférieur  à ce  qu’il 
était  primitivement  : celui-ci,  dans  une  expérience 
faite  par  MM.  Molard  et  Mallet,  aurait  été  les  0,44  de 
la  force  employée  à le  produire.  » 

Ce  résultat  est  inférieur  à celui  des  pompes  ordi- 
naires, iors  même  qu’elles  ont  déjà  un  assez  long  ser- 
vice; mais  nous  devons  ajouter  que  la  machine  sur 
laquelle  MM.  Molard  et  Mallet  ont  fait  leur  expérience 
n’avait  probablement  pas  toute  la  perfection  de  celles 
qu’on  trouve  maintenant  dans  les  ateliers  de  M.  Stolz; 
car,  ayant  eu  plusieurs  fois  l’occasion  d’employer  ccs 
dernières,  nous  avons  pu  reconnaître  que  l’efîct  utile, 
qui  s’élevait  aux  0,66  de  la  force  appliquée  quand  l’ap- 
pareil était  neuf,  ne  descendait  pas  au-dessous  de  o,5o 
après  un  service  journalier  et  continuel  d’une  année. 

Ouvrages  d consulter.  Bélidor,  Archit.  hydraul. , 
t.  II.  — Hachette,  Traité  élim.  des  machines.  — De 
Prony,  Nouvelle  architect.  hydraul.  — D’Aubuisson, 
Traité  d’ hydraulique. 

PONT,  (ireàif.  hydraul.)  Construction  faite  sur  un 
fleuve,  une  rivière,  un  torrent  ou  même  un  fossé,  pour 
en  faciliter  le  passage. 

On  distingue  deux  espèces  de  ponts,  les  ponts  fixes 
et  les  ponts  mobiles.  Les  premiers,  qu’on  nomme  aussi 
ponts  durmanSy  sont  des  bâti  mens  en  pierre,  en  bois  ou 
Cil  fer,  assis  sur  des  fondations  inébranlables,  et  dont 
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toutes  les  parties  sont  liées  de  manière  à ne  former 
qu'une  seule  masse  capable  de  résister  pendant  une 
longue  suite  d'années  aux  injures  du  temps  et  à toutes 
les  autres  causes  de  destruction.  Les  seconds  sont  des 
constructions,  ordinairement  en  bois,  qui  peuvent  être 
déplacées  à volonté,  pour  livrer  ou  refuser  le  passage, 
comme  les  pont s levis  dans  les  places  fortifiées,  et  les 
ponts  tournons  sur  les  canaux  de  navigation.  Il  existe 
encore  une  autre  espèce  de  ponts  dont  l’usage  n’est  que 
momentané  ; elle  se  compose  des  ponts  de  bateaux  ou 
ponts  flottons,  qu’on  jette  sur  une  rivière  pour  faire 
passer  une  armée. 

La  construction  des  ponts  fixes  est  une  des  parties 
les  plus  importantes  de  la  science  des  ingénieurs  ; elle 
embrasse  une  foule  de  détails  théoriques  et  pratiques 
dont  l'exposition,  même  très-succinctc , dépasse  nos 
limites  et  sort  d’ailleurs  de  notre  plan.  Dans  l’impossi- 
bilité  où  nous  sommes  de  résumer  ici  l’ensemble  des 
connaissances  actuelles  sur  un  genre  de  construction 
qui  intéresse  au  plus  haut  degré  le  bien-être  public , 
nous  essaierons  du  moins  de  mettre  à la  portée  des 
étudiaus  les  questions  élémentaires  d’hydraulique,  de 
géométrie  et  de  mécanique,  inhérentes  ù ce  sujet. 

i.  Un  pont  de  pierre  se  compose  généralement  de 
plusieurs  massifs  de  maçonnerie  qui  supportent  une  ou 
plusieurs  voûtes  sous  lesquelles  l’eau  de  la  rivière  s’é- 
coule. 

a.  Parmi  ces  massifs,  ceux  qui  sont  établis  aux  deux 
bords  de  la  rivière,  comme  MN  et  MN  (PI.  XVIII,  fig.  3), 
portent  le  nom  de  culées.  Ceux  qui  sont  établis  au  mi- 
lieu des  eaux,  comme  AABB,  se  nomment  pries. 

3.  L'espace  voûté  qui  est  entre  deux  piles  ou  entre 
une  pile  et  une  culée  est  une  arche.  On  donne  aussi  le 
nom  d'arche  h la  voûte  elle-même,  laquelle  est  formée 
de  pierres  taillées  qu'on  nomme  voussoirs. 

Les  points  A et  D,  où  commence  la  courbure  de  la 
voûte,  se  nomment  les  naissances  de  l’arche.  Le  vons- 
soir  du  milieu  de  la  voûte  porte  le  nom  de  clef. 

4*  Pour  construire  une  arche,  on  établit  entre  deux 
piles  un  assemblage  de  charpentes  nommé  cintre,  dont 
la  partie  supérieure  est  convexe,  et  présente  la  même 
surface  courbe  que  celle  que  doit  avoir  l’arche  dans  sa 
concavité.  C'est  sur  ce  cintre  qu’on  établit  successive- 
ment les  divers  voussoirs,  en  commençant  par  ceux  des 
naissances;  le  dernier  qu’on  place  est  la  clef,  et  l’on  dit 
alors  que  Y arche  est  bandée.  Après  la  pose  de  la  clef, 
les  voussoirs  qui  n'étaient  supportés  que  par  le  cinlfc 
se  soutiennent  les  uns  les  autres,  et  l’on  comble  avec 
une  maçonnerie  de  moellons  les  espaces  vides  CEC , 
nommés  les  reins,  jusqu'au  niveau  MM  qu’on  veut 
donner  ù la  chaussée  du  pont. 

5.  Les  piles  de  la  figure  3,  dont  la  figure  4 donne  la 
coupe  horizontale,  sont  de  simples  prismes  à base  de 
To*.  in. 


rectangle  offrant  une  face  plane  au  courant.  Ordinaire- 
ment on  leur  donne  la  forme  d’un  prisme  hexagonal 
(fig.  5 et  6),  et  alors  la  partie  en  pointe  BCB,  tournée 
du  côté  du  courant,  reçoit  le  nom  d'avant-bec;  l’autre 
partie  opposée  se  nomme  l'arrière-bec. 

6.  Lorsque  l’emplacement  que  doit  occuper  un  pont 
a été  fixé  par  des  raisons  de  convenance,  il  se  présente 
trois  questions  principales,  que  nous  allons  examiner  : 
1*  le  débouché  qu’il  faut  laisser  i la  rivière,  a*  la  forme 
des  arches,  a*  la  grandeur  des  arches. 

7.  Le  débouché  d’un  pont,  ou  l’espace  libre  que  les 
arches  doivent  laisser  au  passage  de  l’eau,  se  détermine 
d’après  la  vitesse  que  prendra  naturellement  l'eau  sous 
ces  arches.  Si  ce  débouché  est  moins  grand  que  la  sec- 
tion qu'avait  la  rivière  avant  la  construction  du  pont, 
la  vitesse  de  l'eau  sous  le  pont  sera  plus  grande  que  la 
vitesse  primitive  ; si,  au  contraire,  le  débouché  est  plus 
grand  que  la  section,  la  vitesse  sera  plus  petite  (voy. 
CovBAirr,  n*  18).  Le  premier  cas  arrive  lorsque  le  lit 
primitif  de  la  rivière  se  trouve  resserré  par  l'établisse- 
ment des  culées  et  des  piles;  le  second,  lorsque  le  lit 
se  trouve  élargi,  parce  qu'on  a fait  rentrer  les  culées 
dans  les  terrains  au-delù  des  bords,  et  qu’on  a retran- 
ché de  ces  bords  un  espace  plus  grand  que  celui  qui 
est  occupé  par  les  piles. 

8.  Le  resserrement  et  l'élargissement  du  lit  d’une 
rivière  peuvent  présenter  l’un  et  l’autre  de  graves  in- 
convéniens. 

Lorsque,  par  un  trop  grand  resserrement,  les  eaux 
sont  forcées  de  prendre  brusquement  une  vitesse  beau- 
coup plus  grande  que  leur  vitesse  primitive,  il  se  forme 
un  remous  {voy.  ce  mot)  en  amont  de  chaque  pile  et 
une  chute  en  aval  ; de  sorte  que  l'eau  réagit  contre  le 
fond  de  son  lit,  et  tend  à le  creuser  jusqu’à  ce  qu’elle 
ait  gagné  proportionnellement  en  profondeur  ce  qu’on 
lui  a ôté  en  largeur.  Or,  le  point  essentiel  est  d’éviter 
que  la  vitesse  augmente  assez  pour  que  les  eaux  puis- 
sent attaquer  le  fond  de  la  rivière  et  affouillcr  les  fon- 
dations des  piles,  ce  qui  est  une  des  principales  causes 
de  la  ruine  des  ponts.  D’un  autre  côté,  la  diminution 
de  la  vitesse  primitive  occasionne  des  dépôts  de  ma- 
tières ou  des  atterrissemens  qui  deviennent  dan- 
gereux. 

Pour  pouvoir  fixer  son  opinion  sur  la  vitesse  qu’on 
doit  adopter,  il  faut  examiner  avec  soin  la  nature  du 
terrain  qui  compose  le  fond  de  la  rivière.  Si  ce  terrain 
est  dur  et  compacte,  et  qu’on  n’ait  point  à craindre  que 
le  pont  soit  affouillé,  il  faut  seulement  observer  que  le 
débouché  ne  soit  pas  resserré  au  point  d'occasionner  des 
remous  assez  considérables  pour  gêner  la  navigation  et 
produire  des  inondations  dans  la  partie  supérieure  du 
fleuve;  si,  au  contraire,  le  fond  est  composé  d’une  ma- 
tière que  l’eau  puisse  attaquer  facilement,  il  est  néces- 
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saire  de  donner  au  débout  hé  des  dimensions  telles  que 
la  vitesse  ne  soit  pas  sensiblement  augmentée. 

<)•  La  détermination  du  débouché  d'un  pont  exige 
donc  deux  élémrns  dont  on  ne  peut  fixer  la  valeur  que 
d’après  des  expériences  et  des  observations  faites  sur  le 
lieu  où  l’on  veut  l’établir.  Ces  élémens  sont  la  vitesse 
moyenne  de  l’eau  dans  ce  lieu  et  la  vitesse  moyenne 
qu’elle  prendra  après  la  construction  du  pont.  Quand 
ces  deux  élémens  sont  connus,  l’aire  du  débouché  s’e» 
déduit  très-facilement. 

En  effet,  nommons  U la  vitesse  moyenne  primitive 
de  l’eau,  et  fl  l’aire  de  la  section  de  la  rivière,  section 
qu'on  a dû,  avant  tout,  mesurer  très-exactement;  la 
quantité  d’eau  qui  passe  dans  l’unité  de  temps  par  la 
section  ft,  ou  la  dépense  de  cette  .section  (« ?oy.  Cov- 
bakt),  est  ni).  Nommons  actuellement  t>  lu  vitesse 
moyenne  qu’on  veut  laisser  à l’eau  sous  le  pont,  et  u 
l’aire  du  débouché  de  ce  pont;  la  dépense  de  la  sec- 
tion «a,  dans  l’unité  du  temps,  sera  a* v.  Hais  les  quan- 
tités d’eau  qui  passrut  dans  un  même  temps  par  les  di- 
verses sections  d’une  même  masse  fluide  eu  mouve- 
ment sont  égales;  ainsi 

nU  = tv.j, 

d’où  l’on  tire 


Il  suffit  donc  de  multiplier  la  section  primitive  u par  le 
rapport  des  deux  vitesses  pour  obtenir  l’aire  du  débou- 
ché, qui  donnera  la  vitesse  adoptée  t*. 

Observons  toutefois  que  l’expression  de  la  dépense 
du  débouché  n’est  pas  exacte  daus  la  pratique  ; car  les 
eaux  subissent  une  contraction  en  pénétrant  sous  les 
arches  qui  diminuent  la  sectiou  « (voy.  Ecoulement  des 
fluides);  de  sorte  que  la  section  réelle  du  débouché 
n’cst  pas  6>,  mais  une  quantité  plus  petite,  wm.  m étant 
un  coefficient  de  contraction  à déterminer  par  l’expé- 
rience. U résulte  de  cette  observation  que  l’expression 
de  la  dépcusc  par  la  section  contractée  est  mvv,  et 
qu’on  a en  réalité 


les  eaux  sous  les  arches  dans  le  cas  d’une  valeur  donnée 
de  l’aire  du  débouché. 

10.  La  valeur  du  coefficient  de  contraction  m n’est 
point  encore  connue  avec  une  exactitude  suffisante: 
Eytdwein  l’estime  à o,855  pour  les  piles  dont  les  avant- 
becs  présentent  carrément  leur  face  antérieure  au  cou- 
rant, et  à o,i)5  lorsqu’ils  lui  présentent  un  angle  aigu. 
Quelques  expériences  de  Dubuat  semblent  indiquer, 
pour  ce  dernier  cas,  la  valeur  «1  = 0,91 . Comme  l'épais- 
seur de»  piles  et  la  forme  des  avant-becs  influe  Irès-scn- 
siblenient  sur  la  manière  dont  la  contraction  s’opère , 
cette  question  réclame  une  suite  d’observations  plus 
précises  et  plus  directes  que  toutes  celle»  qui  oqt  été 
faites  jusqu’à  ce  jour. 

11.  En  laissant  de  côté  la  grandeur  du  remous,  sur 
laquelle  nous  reviendrons  tout-à-l'beure , la  détermina- 
tion du  débouché  dépend  seulement  des  deux  vitesses 
U et  r,  et  se  trouve  donnée  par  la  formule  (1).  Il  s’a- 
git donc  avant  tout  de  trouver  les  valeurs  de  ces  vitesses 
et  principalement  la  valeur  de  1 , puisque  celle  de  v 
doit  être  adoptée  d'après  la  nature  du  terrain  du  fond 
de  la  rivière  (n*  9). 

Rappelons -nous  que  11  représente  la  vitesse  moyenne 
de  la  livière  ù la  section  tt  de  son  lit  au  lieu  où  l’on  veut 
construire  le  pout  : or  la  seule  vitesse  facilement  obser- 
vable est  la  vitesse  à la  surface , cl  c’est  de  cette  der- 
nière qu’il  serait  très-utile  de  pouvoir  conclure  la  vi- 
tesse moyenne,  dont  l’évaluation  directe  présente  de 
grandes  difficultés.  Nous  avons  rapporté  ailleurs  (Cor- 
rart)  la  formule  de  Dubuat,  qui  donne  le  rapport  «Je 
la  vitesse  du  fil  de  l’eau  avec  la  vitesse  jnqyennc , ainsi 
que  la  formule  de  ÜJ.  de  Prony  conclue  des  mêmes 
expériences , 


(3)  .... 


i,  _ V(»4-».37i87) 
V+3,i53i»  ’ 


dans  laquelle  V désigne  la  vitesse  du  fil  de  Peau.  Cette 
dernière,  dont  on  peut  se  servir  très-utilement,  dans 
les  cas  ordinaires  de  pratique,  sc  réduit  à l'expression 
très-simple 

(4)  U = o,8aV 


nU  = mt>w, 


relation  qui  fournit  les  deux  expressions 


(0 u = a. 


_U 

nit>’ 


w 


= u.— , 

WlM 


dont  la  première  fait  connaître  le  débouché  au  moyen 
des  deux  vitesses  U et  v,  et  dont  la  seconde  peut  être 
employée  pour  déterminer  la  vitesse  rjuc  |»rrndraicut 


pour  des  vitesses  V comprises  entre  les  limites  V = o, 
V = 3 mètres.  Ainsi,  après  avoir  mesuré  la  vitesse  du 
fil  de  Peau  avec  un  flotteur  (toy.  IIydromètre),  il  serait 
très-facile  d’en  conclure  la  vitesse  moyenne  si  la  for- 
mule (3)  s’étendait  à tous  les  cas  ; mais  cette  formule 
suppose  que  la  rclatiou  des  vitesses  U et  V est  indépen- 
dante de  la  grandeur  et  de  la  figure  du  lit  du  courant, 
ce  qui  ne  parait  guère  admissible  et  ne  permet  pas  d’es- 
pérer qu’une  détermination  ultérieure  des  cocfficiens 
numériques,  d'après  de  nouvelles  expériences,  puisse 
jamais  lui  donner  un  plus  fiaut  de^ré  do  certitude, 
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M.  de  Prony,  dans  ses  Recherches  sur  la  théorie  des  eaux 
courantes,  a donné  la  formule  suivante,  qui  fait  con- 
naître la  vitesse  moyenne  au  moyen  de  la  pente  de  la 
rivière 

(5) U s=b  — 0,07  1/  £o,oo5  -+-  3a33  - p~J* 

Il  est,  comme  ci-dessus,  l’aire  de  la  section  ; 

P le  périmètre  mouillé,  ou  la  partie  du  périmètre  de 
la  section  en  contact  avec  la  paroi  renfermant 
le  fluide; 

1 la  pente  par  mètre. 

Cette  équation  suppose  essentiellement  que  la  gran- 
deur de  la  section  et  la  valeur  de  la  pente  sont  sensi- 
blement les  mêmes  sur  une  assez  grande  longueur  du 
lit  pour  que  la  vitesse  moyenne  y puisse  être  regardée 
comme  constante.  Dans  tous  les  cas  de  pratique  qui  ne 
s’écarteront  pas  trop  de  cette  hypothèse,  on  pourra 
donc  en  tirer  la  valeur  de  la  vitesse  moyenne  avec  une 
exactitude  suffisante. 

1 a.  M.  de  Prony  a déterminé  les  valeurs  de  scs  cocf- 
ficiens  uumériques  d’après  trente-une  expérience,  choi- 
sies et  discutées  avec  beaucoup  de  soin,  mais  il  ne  les  a 
considérées  que  comme  provisoires  et  devant  naturel- 
lement subir  des  modifications,  par  suite  d’expériences 
ultérieures.  Depuis , Eytelwcin , en  combinant  quatre- 
vingt-onze  expériences  faites  sur  divers  canaux  et  ri- 
vières, a obtenu  d’autres  valeurs,  qui  changent  l’equa- 
tion  (5)  en 

(6) U — — o,o33»  -j- 1/ |j>,ooi  1 -f-  p-j  • 

Nous  avons  donné  la  déduction  de  cette  dernière  au 
mot  Çotmurr. 

i3.  Il  nous  reste  à faire  une  observation  très-impor- 
tante ; c'est  que  le  débouché  d’un  pont  ne  doit  jamais 
être  fixé -d’après  la  quantité  moyenne  d’eau  que  conduit 
le  lit  de  la  rivière,  mais  bien  d’après  celle  qu’il  contient 
à l’époque  des  grandes  eaux.  Ainsi,  la  mesure  de  la  sec- 
tion il  et  la  détermination  de  la  vitesse  moyenne  U,  soit 
par  les  formules  précédentes,  soit  par  des  procédés  di- 
rects doivent  être  effectuées  au  moment  où  le  niveau 
de  la  rivière  a atteint  sa  plus  grande  hauteur;  et, 
comme  à ce  moment  les  eaux  sont  ordinairement  dé- 
bordées et  s’étendent  des  deux  côtés  sur  une  grande  sur- 
face où  elles  coulent  lentement,  tandis  qu’elles  ont  une 
grande  vitesse  au  milieu  du  courant,  on  s’exposerait  à 
commettre  de  grandes  erreurs  dans  1 évaluation  de  la 
vitesse  moyenne,  si  l’on  employait  aveuglement  les  for- 
mules (4)  ou  (f>)  Il  faut  alors  choisir,  s’il  est  possible, 
un  endroit  de  la  rivière  où  les  eaux  sc  trouvent  encais- 
sées et  où  pendant  les  crues  clics  ne  débordent  pas  sen- 
siblement; après  avoir  mesuré  avec  soin  la  section  de  la 


rivière  à cet  endroit  et  la  vitesse  moyenne  correspon- 
dante, on  connaîtra  la  dépense  de  cette  section,  et  par 
conséquent  la  dépense  de  la  section  au  lieu  du  pont 
projeté  ; on  n’aura  donc  plus  qu’à  diviser  ccttc  dépense 
par  l’aire  de  cette  dernière  section  pour  connaître  la 
vitesse  moyenne  cherchée,  en  admettant  toutefois  qu’au- 
cun affluent  ne  vienne  augmenter  la  quantité  des  eaux 
entre  les  deux  sections,  car  dans  ce  cas  il  serait  néces- 
saire de  tenir  compte  de  l’augmentation  de  la  dépense 
qui  aurait  lieu  à la  dernière  section. 

Supposons,  pour  éclaircir  la  question,  qu’on  projçttc 
un  pont  en  AB  (PI.  XIX,  fig.  1)  où  la  section  de  la  ri- 
vière a été  trouvée  de  1 aoo  mètres  carrés  ; le  Ut  n’étant 
point  encaissé  et  sa  largeur  AB  = 4°°  mètres  étant  con- 
sidérable par  rapport  à sa  profondeur  moyenne  3 mè- 
tres, il  serait  difficile  de  connaître  la  vitesse  moyenne 
avec  une  sulllsante  exactitude  ; mais  à une  lieue  au-des- 
sus, en  ab,  la  rivière  passe  entre  deux  rochers  à pic  et 
dans  cet  endroit  sa  largeur  u’est  que  de  i5o  mètres  et 
sa  hauteur  moyenne  de  4“?85.  Sa  vitesso  moyenne  me- 
surée en  ab  étant  de  4“> 1 0 par  seconde , il  en  résulte 
que  la  dépense  par  la  section  ab  est 

i5o  X 4>85  X 4>lO  — a983  mètres  cubes. 

Ainsi,  s’il  n’y  avait  pas  d’affluent,  la  vitesse  moyenne 
à la  section  AB  serait 


taoo 


— a*>49- 


Mais,  entre  les  deux  sections  AB  et  ab,  une  petite 
rivière  vient  jeter  ses  eaux  dans  le  lit  de  la  grande , et 
l’on  a trouvé  parles  mesures  de  sa  section  mr*  et  de  sa 
vitesse  moyenne,  à cette  section,  que  la  dépense  de  celte 
petite  rivière,  c’est-à-dire  la  quantité  d’eau  qu’elle  verse 
dans  la  grande,  par  seconde  de  temps,  est  de  i5o  mètres 
cubes.  Ainsi,  le  volume  d’eau  qui  passe  en  AB  par  se- 
conde est  égal  à 


2j)83  *(-  i5o  = 3i33  mètres  cubes. 


ce  qui,  ppur  une  section  de  1200  mètres  carrés,  donne 
une  vitesse  moyenne 


U = 


3i33 


a",  61. 


Admettons  maintenant  que  le  fond  de  la  rivière  soit 
composé  de  matières  peu  consistantes  et  qu’il  soit  dan- 
gereux de  resserrer  son  lit;  il  faudra,  dans  ce  cas,  que 
le  débouché  du  pont  11’augmcntc  pas  sensiblement  la 
vitesse  moyenne  a",6i;  de  sorte  que  nous  poserons 
dans  la  formule  (1)  0=  a-,(>i  et  nous  aurons,  en  em- 
ployant le  coefficient  de  contraction  m»  0,90,  parce 
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que  les  avant-bccs  doivent  présenter  un  angle  aigu  au 
courant, 

3,61  1300 

w — 1 300  • . nr  w „ />,  — - — F = 1 a63  mètre# carrés. 
°j95  X a,oi  0,95 

Le  pont  projeté  devra  donc  offrir  un  débouché  de 
ia63  mètres  carrés.  Nous  ferons  observer,  en  passant, 
que  si  les  naissances  des  voûtes  étaient  placées  au-des- 
sous du  niveau  des  grandes  eaux,  il  faudrait  employer 
le  plus  petit  coefficient  de  contraction  w=  o,85. 

Dans  le  cas,  au  contraire,  où  le  fond  du  lit  se  rap- 
procherait de  la  nature  du  roc  et  où  l’on  croirait  pou- 
voir sans  danger  laisser  prendre  aux  eaux,  sous  le  pont, 
une  vitesse  moyenne  plus  grande  que  a“,6i,  par  exem- 
ple, une  vitesse  moyenne  de  3“,5o,  ce  qui  permet  de 
donner  moins  de  développement  au  pont  et  diminue  les 
dépenses  de  son  établissement,  on  ferait  v = 3,5o,  et  la 
formule  (i)  donnerait 


« = 1 aoo 


3,61  ^ 

o,q5  X3,5o 


14.  C’est  lorsqu’on  veut  resserrer  le  lit  de  la  rivière 
qu’il  devient  important  de  considérer  si  les  remous  ne 
seront  pas  assez  considérables  pour  gêner  la  navigation 
cl  produire  des  inondations  en  amont  du  pont.  Le  pro- 
blème à résoudre  est  donc  de  trouver  la  hauteur  des  re- 
mous pour  une  valeur  particulière  du  débouché.  En 
voici  une  solution,  d’après  Dukuat , qui  peut  être  utile 
dans  la  pratique , quoique  plusieurs  circonstances  y 
soient  négligées;  elle  est  rapportée  par  Gauthcy  dans 
son  beau  Traité  de  la  construction  det  ponts. 

Supposons  que  ACDB  (PI.  XIX,  fig.  a)  représente  la 
face  latérale  d’une  pile,  et  EF  la  pente  naturelle  de  la 
rivière  avant  la  construction  du  pont.  Le  courant  sc 
trouvant  resserré  sur  toute  la  longueur  CD,  la  vitesse 
et  conséquemment  la  pente  de  In  rivière  y seront  plus 
considérables , et  la  surface  de  l’eau  , en  faisant  abs- 
traction des  résistances  particulières  produites  par  les 
avant-bccs,  prendra  une  inclinaison  qui  pourra  être 
représentée  par  la  ligne  I1L.  Cette  surface  en  amont 
s’élèvera  nécessairement  au-dessus  du  point  II,  et  nous 
la  représenterons  par  la  ligne  MG,  qui,  sur  une  petite 
longueur,  est  sensiblement  horizontale. 

Nommons 


L la  longueur  des  piles  = CD  ou  AB  ; 

II  la  hauteur  GK  du  remous; 
g la  force  de  gravité. 

Les  vitesses,  dans  un  même  fleuve,  étant  en  raison  in- 
verse de  l’aire  des  sections  correspondantes,  on  aura 


et,  conséquemment,  les  hauteurs  dues  aux  vitesses  L 
et  v seront  respectivement 

~ et  — — 

a g 3 g' 

Mais  la  partie  GII  de  la  hauteur  du  remous  correspond 
à l'augmentation  delà  vitesse;  ainsi 

W*  a g 3 g 


Toutefois,  comme  le  rapport  — n’est  pas  exactc- 

ment  égal  au  rapport  inverse  des  vitesses  , à cause 

de  la  contraction  de  la  veine  fluide  et  des  frottemens 
sur  les  parois  des  orifices,  nous  lui  substituerons  la 

quantité  p--,  dans  laqueltc  p est  un  coefficient  de  cor- 
rection si  déterminer  par  l'expérience  ; nous  aurons  alors 


Quant  si  la  partie  KH  de  la  hauteur  du  remous,  elle 
dépend  de  la  pente  qui  se  formera  sur  la  longueur  des 
piles  : or,  avant  la  construction  du  pont,  celte  pente 
était  égale  à L . I ; elle  doit  donc  être,  après, 


car  les  pentes  augmentent  dans  le  rapport  des  hauteurs 
dues  aux  vitesses,  et  il  résulte 

KH  = LIj.*  — — LI. 

* « 


fl  l’aire  de  la  section  naturelle  de  la  rivière  ; 
w de  la  section  après  la  construction  du  pont, 
ou  la  surface  du  débouché; 

U la  vitesse  moyenne  de  l’eau  ; 

t>  la  vitesse  moyenne,  que  prendra  l’eau  sous  les  ar- 
ches après  la  construction  du  pont  ; 

1 la  pente  par  mètre  de  la  rivière; 


Prenant  la  somme  des  deux  parties  GII  et  KH,  nous 
aurons  définitivement  pour  la  hauteur  totale  GK  = II, 
ù laquelle  les  eaux  s’élèvent  en  amont,  puisque  leur 
niveau  doit  rester  le  même  en  aval 

M “ ~ S +,L)  (£“')• 

Appliquons  cette  expression  à l’exemple  précédent, 
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dans  le  cas  d'un  débouché  = g4  a*  “S  et  admettons  de 
plus  que  la  pente  I ait  été  trouvée  de  o",ooi,  et  que  la 
longueur  L des  piles  doive  être  de  10  mètres.  Substi- 
tuant ces  valeurs  dans  l'expression  (7)  en  observant  que 
U* 

la  hauteur  — due  à la  vitesse  U = a", 61  se  trouve 
*9 

toute  calculée  dans  la  table  des  hauteurs  (voy.  Hau- 
teux),  et  qu'elle  est  égale  à o“,34?a  ; nous  aurons 


n - (..,»■  + .....  X ..)  - •) 


Cette  grandeur  étant  peu  considérable , on  pourrait 
en  conclure  que  le  débouché  adopté  est  suffisant  ; mais, 
en  général , la  formation  d’un  remous  ne  pouvant  ja- 
mais être  que  préjudiciable,  il  est  très-essentiel  de  le 
rendre  le  plus  petit  possible.  Si  la  hauteur  trouvée  II 
paraissait  trop  grande , il  faudrait  augmenter  la  section 
u du  débouché,  et  par  conséquent  diminuer  la  vitesse  t>, 
ou  bien  prendre  pour  H la  valeur  qu’on  jugerait  con- 
venable et  la  substituer  dans  l'équation  (7)  dont  on  ti- 
rerait alors  la  valeur  de  tu. 

i5.  Lorsqu’il  s’agit  seulement  de  calculer  H et  qu'on 
veut  faire  usage  de  la  table  des  hauteurs  dues  aux  vi- 
tesses , on  peut  donner  à l’expression  (7)  une  forme 

il* 

beaucoup  plus  commode,  en  remplaçant  par  le 
rapport  égal  ^ ; il  vient  ainsi 

et,  développant  le  produit, 

-e-s+“(s-> 

Par  exemple,  avec  les  données  ci-dessus, 
t>  = 3*,5o ; 11  = a*, 61;  I = o*,ooi;  L=-io"; 
on  n’a  d’autre  calcul  é faire  que  .celui  du  second  terme 

IL  (£  - .)=  0,0.  [(g)’  - .]  = 0,00798, 

car  la  table  fait  immédiatement  connaître 

— = o,6a44  i s®  o,34?*- 

a g ’ a g 

D'où 

Il  ==  0,6*44  — o,347a  + <*>0798  o*,*85. 


PON 

16.  Si,  pour  plus  de  simplicité,  nous  désignons  par 
h la  hauteur  due  à la  vitesse  11  ou  la  valeur  de  la  quan- 
111 

tité  — , nous  obtiendrons,  en  dégageant  tu  de  l’cqua- 
a 9 

tion  (7),  l’expression 


(8) 


a 

m 


4 


h + lL  1 

H-f-  À-j-ILj* 


qui  fera  connaître  l’aire  du  débouché  pour  une  valeur 
adoptée  de  la  hauteur  H du  remous.  Par  exemple,  tou- 
jours dans  l’exemple  précédent  ort  nous  avons 


U* 

h = — •=  0,347s  ; n = 1 ano"  ; m = 0,95  ; 

I = o“,ooi;  L = ioj 

si  l’on  ne  voulait  pas  que  ia  hauteur  du  remous  dépas- 
sât o“,»,  on  ferait  H = o’,a  et  l’on  aurait 

1200  j"  0,347a -|-o,oi 1 

“ — 0,95  ' l/[o>î  + ‘>>34"a  + 0,,”J 

0,95  v Lo,  557*J 


Ainsi  l’aire  du  débouché  devrait  s’élever  » 1011  mètres 
carrés. 

Dans  le  cas  ail  l'on  adopterait  ce  débouché  et  qu’on 
voulut  connaître  la  vitesse  que  l’eau  prendrait  sous  lo 
pont,  il  faudrait  faire  u=  101 1,  et  la  formule  (a)  don- 
nerait pour  cette  vitesse 


» = 2,6.  . F’TT” 3-,2fi. 

’ 0,95  X ton 


17.  Les  moyens  de  calcul  que  nous  venons  d’eipo- 
ser  ne  donnent  en  réalité  que  des  valeurs  approxima- 
tives , mais  ils  n’en  sont  pas  moins  très-utiles  pour  éta- 
blir le  projet  d'un  pont.  Lorsque  l'ingénieur  a Blé  la 
grandeur  du  débouché,  il  doit  procéder  au  choir  de  la 
forme  des  arches,  dont  on  distingue  trois  espèces  prin- 
cipales : 

J.  Les  arches  en  plein  cintre,  décrites  par  une  demi- 
circonférence  de  cercle  (PL  XIX,  fig.  3)  ; 

2*  Les  arches  en  anse  de  panier  (ooy.  ce  mot,  tornl), 
décrites  par  plusieurs  arcs  de  cercle  de  différera  rayons 
(PL  XIX,  Og.  4); 

33‘  Les  arches  en  arc  de  cercle,  qui  sont  formées 
d’un  seul  arc  de  cercle  (PL  XIX,  fig.  5)  d’un  nombre 
plus  ou  moins  grand  de  degrés. 

Chacune  de  ces  espèces  d’arches  présente  des  avan- 
tages et  des  inconvéniens  particuliers. 

1 8.  Les  arches  en  plein  cintre  sont  les  plus  faciles  & 
construire  et  celles  qui  offrent  le  plus  de  solidité,  mais 
elles  obstruent  considérablement  le  passage  de  1 eau  et 
occasionnent  la  plus  grande  contraction  de  la  masse 
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fluide.  On  place  ordinairement  leurs  naissances  à la 
hauteur  des  fondations  ou  au  niveau  AB  (Og.  3)  des 
basses  eaux,  de  sorte  que,  dans  ce  dernier  cas,  le  dé- 
bouché, au  temps  des  grandes  eaux  ab , se  compose 
d'un  espace  mixtiligne  CaAE,  dont  on  peut  calculer 
l'aire  de  la  manière  suivante  : 

Soit  O F = h la  hauteur  des  basses  eaux,  GF  = A‘ 
celle  des  grandes  eaux,  AB  = aa  le  diamètre  de  l’arche. 
Faisons  OG  = A' — A = B et  menons  le  rayon  On. 

Le  demi-débouché  CAaGP  sera  composé  d’un  rec- 
tangle CAOF  dont  Faire  est  égale  à AOXOF,  c’est- 
ù-dire  à ah. 

Plus  d’un  secteur  de  cercle  AOa,  dont  Faire  a pour 


dans  laquelle  l'arc  ? qu’il  faut  exprimer  en  secondes  est 
donné  pdr  la  Relation 


Tous  les  termes  de  cette  expression  peuvent  être  éva- 
lués au  moyen  des  logarithmes,  ce  qui  rend  les  calculs 
très-simples. 

Soient,  par  exemple,  AB  = aa  = 20  mètres; 
OF  = A = 1 V-*o;  GO  = fl  = 3“,55.  On  aura,  eü  te- 
nant compte  du  rayon  des  tables  = 10, 

Log  sin  y = 10  -f-  Log  3,55  — Log  10  =9,5502283; 


expression  (1 wy.  Sf.ctf.i  r,  loin.  II)  ~ AO  Xarc  Ama,  ou 
— fl  X arc  A ma. 

Plus  enfin  d’un  triangte  rectangle  aGO , dont  la  sur- 
face est  égale  à - ûC  X GO.  Nous  avons  pour  ce  der- 
nier aG  .\/ aO*  — GO*  = l /a1  — fl*  ; ainsi  son  aire  est 
représentée  par  ^ ?J\/ a*  — 0*  = ~ Ol/  ( a -}-  0)  (a  — fl) . 

Doublant  toutes  ces  quantités  pour  avoir  Faire  en- 
tière du  débouché  Ca6E,  nous  aurons  donc,  en  nom- 
mant cette  aire  S, 

S ==  2 ah  -ffll/(a  0)  (a  — fl)  -f-  a X arc  Ama , 

expression  dans  laquelle  tout  est  connu,  excepté  Farc 
A ma,  dont  il  faut  exprimer  la  longueur  en  unités  linéai- 
res de  même  nature  que  celles  employées  pour  mesurer 
le  rayon  a.  Pour  cet  effet,  observons  qu’en  menant  la 
perpendiculaire  aQ  =GOs=fi,  le  triangle  rectangle  aQO 
donne 

• » OQ  fl 
sin  Ama  = - ,,  ==  - . 

AO  a 

Ayant  calculé  à l’aide  de  cette  expression  le  sinus  de 
Farc  Ama,  les  tables  des  sinus  feront  connaître  le  nom- 
bre des  degrés  de  Farc  Ama  ; et  en  désignant  par  f le 
nombre  des  secondes  de  cet  arc,  comme  le  nombre  des 
secondes  comprises  dans  une  demi-circonférence  est 
648000,  nous  aurons,  pour  la  longueur  de  l’arc  Apat 

,rcima  = a*g^s> 

7r  étant  la  dcmi-circonférencc  du  cercle  dont  le 
rayon  = i,ou  le  nombre  3,1415926.  Ainsi  l’expres- 
sion générale  de  Foire  du  débouché  de  l’arche 

(y) 


ce  logarithme  fera  connaître 


d’où 


f = 20a47'3G',4  ; 


f = 74856*, 4. 


Ayant  ainsi  la  valeur  de  toutes  les  quantités  qui  en- 
treut  dans  l’expression  (9),  on  trouvera 

20  X 1,30  = 24, 

3,551/73755  ><6^5  = 33,188, 

74856, 4 „ 

'°°*  648W  = 3C>a9J- 

La  somme  de  ces  valeurs  donnera  définitivement 


S=93-«,48.  % 

19.  On  peut  arriver  au  même  résultat  en  calculant 
séparément  Faire  totale  CADBE  de  l’arche,  celle  du  seg- 
ment aD6 , et  en  prenant  leur  différence.  L’aire  totale 
CADBE,  qu’il  peut  être  utile  d’ailleurs  de  connaître,  sc 
compose  du  rectangle  AGEB  et  du  demi-cercle  ADB  ; 
elle  a pour  expression,  en  conservant  les  dénominations 
précédentes,  et  en  la  désignant  par  n, 


(to) n = aaA  -f-  - a’jr. 

2 

L aire  du  segment  aDA  est  égale  à l’aire  du  secteur 
DaOA  moins  celle  du  triangle  aOb;  pour  obtenir  Faire 
du  secteur,  il  faut  observer  que  le  triangle  rectangle 
OaG  donne 


(H) 


COS  i> 


OG fl 

Oa  ~~a’ 


Ÿ désignant  l’angle  aOD  ou  l’arc  aD.  Calculant,  au 
moyen  de  cette  relation,  la  valeur  de  ÿ en  secondes  de 
degré*  on  a ensuite 


S = aaA  0\Z(a  -f-  0)  (a  — o)-j-  aV  . — 

648000 


Aire  du  sactour  aOD 


V 

648000’ 
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et,  par  conséquent, 

Aire  du  secteur  DaOé  = a*ir  . 

Quant  à l’aire  du  triangle  aOé,  comme  on  connaît  les 
deux  côtés  aO  = 60  =*  fl  et  l’angle  compris  a06  = a }, 
on  a immédiatement  (ooy.  T»icorom£t»ib,  tom.  Il) 

Aire  du  triangle  0O6  = -a* . sin  a^. 

Ainsi,  l’aire  du  segment  aD6,  que  nous  désignerons  par 
fl',  aura  pour  expression 

<»•> = 0,1  -5a,rin*+- 

et  nous  aurons,  pour  l'aire  du  débouché  Ca6K, 

S — n — n\ 


Appliquons  ces  formules  aux  données  de  l’exemple 
précédent.  Nous  avons  d’abord 


Il  « ao  X 1,30  + ^ . »oo  X 3,i$»6  = i8i"*,o8. 

La  formule  (i  i)  donne 

Log  cos  ÿ =a  î o + Log  3,55  — Log  i o = g,55oaa83  ; 

d’oû 

\J»  = 69*ia'a5*,fl 


et 


{*'  = 249145', 6. 


Substituant  ces  xaleurs  dans  la  formule  (ia),  en  obser- 
vant que  le  sinus  de 

2$  ss  1 58**4  47*>a 


est  le  même  que  celui  du  supplément  de  cet  arc 
»8o*  — 2$  = 4 **55'»  a', 8, 
nous  trouveront 

100 . sin  (4**35' 1 a*, 8)  = 33,i88, 


et,  par  suite, 

IT  = 120,788  — 53,|  88  =?  87*%6o. 


ao.  Les  arches  en  anse  de  panier,  dont  l’usage  ne  s’est 
introduit  en  France  que  vers  la  fin  du  dix-septième 
siècle,  offrent  presque  autant  de  solidité  et  de  facilité 
dans  la  construction  que  les  arches  en  plein  cintre, 
lorsque  leurs  deux  diamètres  ne  sont  pas  très-inégaux. 
Elles  ont  sur  ces  dernières  l’avantage  de  donner  un  plus 
grand  débouché,  sans  qu’on  soit  obligé  d'augmenter 
considérablement  la  hauteur.  On  les  forme  de  5,  5,  7 
ou  d'un  plus  grand  nombre  d’urcs  de  cercle,  mais  il  est 
presque  toujours  inutile  d’employer  plus  de  cinq  arcs. 

La  largeur  et  la  hauteur  d’une  anse  de  panier  ne  suf- 
fisent pas  poiir  déterminer  sa  forme , car  il  est  toujours 
possible  de  décrire  sur  deux  diamètres  donnés  une  infi* 
nitéde  courbes  différentes.  La  seule  condition  générale 
à laquelle  toutes  ces  courbes  soient  assujéties  est  que  la 
tangente  au  sommet  soit  .horizontale  et  que  les  tan- 
gentes aux  naissances  soient  verticales.  On  se  donne, 
dans  tous  les  cas  particuliers,  des  conditions  particuliè- 
res qui  servent  à déterminer  les  rayons  de  chaque  arc. 

Lorsque  la  voûte  n’est  pas  très-surbaissée  et  qu’on 
peut  se  contenter  de  décrire  l’anse  de  panier  avec  trois 
arcs,  on  s'assujettit  à la  condition  que  les  trois  arcs 
soient  égaux  chacun  à la  sixième  partie  de  leur  circon- 
férence respective  ou  soient  tous  de  Go",  ou  bien  eucorg 
à ce  que  les  trois  rayons  diffèrent  entre  eux  le  moins 
possible.  Ges  deux  conditions  doonent  des  courbes  peu 
différentes  entre  elles. 

at.  Dans  le  premier  cas,  celui  de  trois  arcs  de  60% 
soient  I)M  (Pi.  XIX,  fig.  6)  la  hauteur  de  l’arche, 
CE  sa  largeur  et  AB  le  niveau  des  naissances.  Suppo- 
sons l’anse  de  panier  décrite,  et  désignons  par  II  le  rayon 
OD  de  l’arc  du  sommet  C'DC',  par  r les  deux  rayons 
égaux  AR  et  QB  des  deux  autres  arcs  égaux  AC'  et  C B. 
La  question  sc  réduit  h trouver  l’un  quelconque  des 
centres  R,  O,  Q ; car,  connaissant  par  exemple  le  cen- 
tre R , on  décrira  de  ce  point,  avec  le  rayon  A r un  arc 
AG  de  60%  puis  des  points  C'  et  R on  mènera  la  droite 
C'R,  dont  le  prolongement  coupera  Dm  en  un  point  O, 
qui  sera  le  centre  de  l’arc  OC'  ; quant  au  troisième  cen- 
tre Q , il  est  naturellement  déterminé  par  la  condition 
AR  = QB. 

Or,  l’angle  C'OC'  étant  de  6o°,  le  triangle  ROQ  est 
équilatéral,  et  l’on  a 

RO  = OR  ; 

donc,  A cause  de 

AR  = RC' 


La  valeur  du  débouché  S est  donc,  comme  ci-dessus, 

S = 181,08  — 87,00  = 90“  1,48. 

On  peut  employer  concurremment  ces  (jeu*  procédé* 
pour  la  vérification  des  calculs. 


et  de 


OC'  = OD , 


on  a aussi 

AR  -f  RQ  OR  -f>  RC  •» ON  + ND. 
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Ceci  posé , prenons  pour  inconnue  la  distance  RN  du 
centre  R au  milieu  N de  AB,  et  désignons  AB  par  20,  et 
DN  par  6;  nous  aurons 

RQ  = aRN  ==  *x  f 

le  triangle  rectangle  ORN  nous  donnera 

ON  = l/SS7" — RN*  = l/3**, 
d’où  nous  conclurons 

l/fcc5  -J-  6 = * 4"  a- 
La  valeur  de  X , tirée  de  celte  équation,  est 

on  peut  la  calculer  ou  la  construire  graphiquement 
avec  beaucoup  de  facilité.  Pour  la  construire,  on  pren- 
dra N F = a — 6,  et  après  avoir  construit  sur  cette  base 
le  triangle  équilatéral  NEF,  on  abaissera  la  perpendi- 
culaire EG , puis  du  point  G comme  centre  avec  GE 
pour  rayon,  on  décrira  un  arc  de  cercle  qui  coupera  AB 
en  un  point  Q tel  qu’on  aura  NQ  = X.  Le  point  Q sera 
donc  l’un  des  centres  et  servira  à déterminer  les  deux 
autres,  comme  nous  l’avons  dit  ci-dessus. 

aa.  La  description  de  l’anse  de  panier  soumise  à la 
condition  de  trois  arcs  de  6o#  ne  présente  donc  aucune 
difficulté.  Pour  avoir  la  valeur  des  deux  rayons  OD  et 
AR  ou  R et  r,  il  faut  observer  que 

r = AN  — NR  = a — x 


PON 

chaque  secteur  est  le  sixième  du  cercle  dont  il  fait  par- 
tie. On  a donc 

Secteur  RC'Aou  QC'B=  g*4*» 

Secteur  OC'C'=  p R*v. 

o 

Quant  au  triangle  ROQ,  son  aire  a pour  expression 
OR  . OQ  . sin  . ROQ, 

cc  qui  se  réduit  à ~ ( R — r )*l/3  , à cause  de 

OR  = OQ  es  R — r et  de  sin  G*  = - [/3  (voy.  Stacs , 
tom  II). 

Nommant  n l’aire  totale  CADBE , h la  hauteur  AC  du 
rectangle  ABEC  et  rassemblant  toutes  les  aires  partiel- 
les, il  vient (14) 

n = 10A  + + g R’*  — ^ (R  — r)> . v/3. 


24.  Pour  donner  un  exemple  d’application  de  ces 
formules,  prenons  en  hauteur  et  en  largeur  les  dimen- 
sions de  l’arche  en  plein  cintre  n*  18,  c’est-à-dire;  fai- 
sons AB  ou  aa  = 20“,  DM  = 1 i*,ao,  et  supposons  DN 
ou  b = 7",  ce  qui  nous  donnera  AG  ou  h = 4“,  ao. 

Ces  valeurs  substituées  d’abord  dans  les  formules  ( 1 5), 
nous  ferons  connaître  les  rayons  r et  R 


17  — 3i/3  _ 

r = = 5-, 90 19a, 

„ î3  — V3  o 

R = = 14*, 09807, 


et  que 

R = OR  + RC  = aa?  + r = a -|-  x. 

On  a donc,  en  donnant  à a?  sa  valeur  précédente (»3), 

a 4-  b — (a  — 6)i/3 
r “ 2 » 

„ Sfl-à-Hfl-^ 

R== t » 


et  leur  différence  R — r = 8“,  19615;  puis,  évaluant 
les  quatre  termes  de  l’expression  (14),  nous  trouverons 

20  X 4»ao  =*  84",,oo, 

j(5, 9019a)* . 3,i4i6=  36-’,48, 

^(14,09807)* . 3,i4i6  = 104*1,07, 
i(8, 19615)*.  v/3  = ag-’.og, 


expressions  dans  lesquelles  il  n’y  a plus  qu’à  substituer 
à la  place  de  a et  de  6 les  valeurs  relatives  à chaque  cas 
particulier. 

23.  Si  l’on  voulait  connaître  l’aire  de  l’arche  CADBE, 
il  faudrait  évaluer  séparément  l’aire  du  rectangle  ABEC 
celle  de  l’espace  mixtiligne  AE’DE'B , et  prendre  leur 
somme.  Pour  ntenir  l’aire  AC'DC'B,  il  faut  observer 
qu’elle  est  composée  des  trois  secteurs  RAC',  OC'C', 
QC'B  moins  le  triangle  équilatéral  ROQ,  et  comme 
chaque  arc  est  la  sixième  partie  de  la  circonférence , 


d’où  définitivement 

n = ig5"*,5& 

Comparant  avec  l’aire  trouvée  ci-dessus  (n4 19)  pour 
l’arche  en  plein  cintre  de  même  largeur  et  de  meme 
hauteur,  nous  voyons  que  l’arche  en  anse  de  panier 
offre  i3 mètres  carrés  déplus.  S’il  s’agissait  de  calculer 
le  débouché  que  cette  dernière  présente  aux  grandes 
eaux , dont  la  hauteur  supposée  est  de  4*>/5,  on  parta- 
gerait l'aire  mixtiligne  de  ce  débouché  en  rectangles , 
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triangle»  et  secteurs,  comme  nous  l’avons  fait  pour 
I arche  en  plein  cintre.  On  voit  d'ailleurs  qu'en  plaçant 
Ica  naissances  au  niveau  des  grandes  eaux  on  a le  plus 
grand  débouché  possible,  ce  qu’on  peut  faire  avec  une 
anse  de  panier,  sans  augmenter  la  hauteur,  et  seulement 
en  la  surbaissant  un  peu  plus,  tandis  qu’avec  le  plein 
cintre  ce  mojren  entraîne  nécessairement  une  élévation 
d arche  qui  ne  peut  s'adapter  ù toutes  les  localités. 

□5.  Examinons  maintenant  le  cas  où  l’on  adopte 
pour  condition  que  les  rayons  R et  r diffèrent  le  moins 
possible.  Nommons  toujours  la  moitié  de  l'ouverture 
de  l’arche  AN  = a (P.  XIX,  fig.G),  sa  montée  DN  = 6, 
r le  rayon  ARde  l’arc  des  naissances,  et  R celui  de  l’arc 
du  sommet  DO.  Le  triangle  rectangle  OR  N donne 

(R-r)’  = («-r)’-f-(R-A)*, 

et  telle  est , dans  tous  les  cas  possibles  , l’équation  de 
condition  entre  les  rayons  inconnus  R,  r et  les  quantités 
données  a et  b. 

Résolvant  cette  équation  par  rapport  à R,  on  trouve 
!(a>+ô»)-ar 

r» 


il  vient 


(i5) 

bc 

r~ïT çr=ry 

n = “ . 

c — (a  — b) 


On  construit  très-facilement  ces  deux  expressions  en 
menant  la  droite  AD,  lui  retranchant  la  partie  DP  = a — b 
et  élevant  une  perpendiculaire  CO  sur  le  milieu  H du 
reste  AP;  les  points  R et  Q,  où  cette  perpendiculaire 
coupe  les  deux  axes  de  la  courbe,  sont  les  centres 
cherchés. 

îG.  L’évaluation  de  l’aire  mixtiligne  ACDC'B  s’effec- 
tuera, comme  nous  l’avons  indiqué  ci-dessus,  en  re- 
tranchant de  la  somme  des  aires  des  trois  secteurs  ARC , 
COC',  C'QB , l’aire  du  triangle  ROQ.  On  calculera 
préalablement  le  nombre  des  degrés  des  arcs  AC  et  CC', 
au  moyen  de  la  relation  suivante,  donnée  parle  trian- 
gle rectangle  ORN 


sin  RON 


RN 

OR 


a — r 
U — r; 


nommant  y la  valeur  en  degrés  de  l’angle  RON  , on  a 


Ainsi  l’expression  du  rapport  des  deux  rayops  est 


n " («’  + é1)  — or 


Or,  r devant  toujours  être  plus  petit  que  R,  ce  rapport 
est  un  minimum  lorsque  les  deux  rayons  diffèrent  le 
moins  possible.  Égalant  donc  à téro  la  différentielle 
(roy.  Mâxihà,  tome  II)  du  second  membre,  prise  par 
rapport  à la  variable  r,  on  aura 

er » — («5  + 6>)r  -1-  ^ (a*  -J-  b')b  = o , 

d’où,  tirant  la  valeur  de  r 

r = o1  + <■’  — («  — h) + . 

30  * 

mettant  cette  valeur  dans  celle  de  R,  on  obtient 
U =.  °*+  **  + 

3 b 

On  peut  donner  à ces  expressions  des  formes  plus  sim- 
ples en  multipliant  les  deux  termes  de  la  première  par 
^ b*  -f-  (a  — 6),  et  les  deux  termes  de  la  seconde 
par  V a*  -\-l?  (o  — b)  ; toutes  réductions  faites  et 
en  posant  pour  abréger 

l/HTf  6’  = c, 

TOX.  HL 


f>  — arc  CC  , et  C)0*  — p = arc  AC , 

car  l’angle  RON  est  la  moitié  de  l’angle  COC'  et  le 
complément  de  l’angle  ARC. 

37.  Tontes  les  fois  que  la  montée  DN  n’est  pas  plus 
petite  que  le  tiers  de  l’ouverture  AB,  on  peut  se  conten- 
ter de  décrire  l’anse  de  panier  avec  trois  arcs  de  cercle  ; 
mais  dans  les  autres  cas,  comme  le  passage  d’un  arc  à 
l’autre  deviendrait  trop  sensible,  il  faut  employer  cinq 
arcs.  Voyez , pour  les  anses  de  panier  ù cinq  arcs,  notre 
premier  volume,  page  93. 

38.  Les  arches  en  arc  de  cercle  sont  d’uue  construc- 
tion plus  facile  que  les  arches  en  anse  de  panier.  L’arc 
de  la  voûte  aD6  (PI.  XIX  , fig.  5)  est  entièrement  dé- 
terminé par  la  position  des  naissances  et  par  sa  flèche  DH, 
car  un  seul  arc  de  cercle  peut  passer  par  les  trois  points 
a,  D,  b. 

Cette  forme  donne  un  débouché  moins  grand  que 
l’anse  de  panier,  lorsque  les  naissances  sont  plongées 
dans  l’eau,  et  devient  dès  lors  désavantageuse;  aussi 
dans  la  plupart  des  ponts  où  elle  a été  employée  on  a 
eu  le  soin  de  placer  les  naissances  au  niveau  des  grandes 
eaux.  Quand  il  est  possible  d’adopter  cette  dernière 
disposition,  sans  que  la  voûte  soit  trop  surbaissée  pour 
que  l’ouvrage  puisse  présenter  la  solidité  nécessaire,  on 
doit  préférer  les  arches  en  arc  de  cercle  à toutes  les 
autres. 

Le  calcul  de  l’aire  totale  d’une  telle  arche  se  réduit  ù 
l’évaluation  de  l’aire  du  rectangle  aCE6  et  à celle  du 
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segment  <zD6.  On  obtient  le  rayon  DO  de  l'are-  «D , au 
moyen  des  deux  quantités  données  ab  et  DH,  par  l’ex- 
pression 

r e+r 

7/  ’ 

dans  laquelle 

r = DO,  A = aH,  f = ü H; 


ou  bien  encore,  en  calculant  d’abord  l'angle  dOD  » r 
et  en  substituant  sa  valeur  donnée  par  l'expression 

dans  la  formule 

— k 
>iu  u ’ 


(Voy.  TxrLExion.)Connaissant  le  rayon  DO,  la  détermi- 
nation de  Taire  du  segment  s'effectue  comme  il  a été  in- 
diqué ci-dessus. 

Quant  à l’aire  du  débouché  offert  aux  grandes  eaux, 
c’est  celle  du  rectangle  aGKA,  et  elle  est  par  conséquent 
la  plus  grande  possible. 

aç).  Les  trois  espèces  d’arches  que  nous  venons  de 
considérer  sont  les  seules  dont  on  fasse  maintenant 
usage  en  France.  L’anse  de  panier  a remplacé  la  demi- 
eltipec,  qui  offre  une  courbure  plu»  uniforme  et  plu* 
agréable  ù Tœil,  mais  qui  a le  désavantage  de  compli- 
quer la  coupe  des  voussoirs  et  de  ne  pas  donner  autant 
de  débouché.  L’arche  gothique  ou  en  ogitl,  formée  de 
deux  arcs  de  cercle  (P\.  XIX,  fig.  7),  n’a  pas  été  em- 
ployée par  les  modernes,  malgré  la  «implicite:  de  sa. 
qoustruction  et  son  extrême  solidité;  l'élévation  quelle 
exige  dans  la  voie  du  pont,  jointe  à son  peu  de  débou- 
ché, sont  des  inconvéniens  qui  ont  paru  plus  grands  que 
ses  avantages. 

30.  Le  choix  qu’on  doit  faire  entre  res  différentes  es- 
pèces d’arches  ne  saurait  être  assujetti  à des  règles  gé- 
nérales. La  surface  du  débouche  qu’il  faut  douner  à la 
rivière,  fa  différence  des  niveaux  des  plus  basses  et  des 
pîus  grandes  eaux,  Ta  hauteur  à laquelle  on  est  le  maître 
d’élcver  la  surface  du  pavé  du  pont,  la  nature  des  ma- 
tériaux qu’on  a à sa  disposition  et  fe  degré  de  résistance 
dont  ils  sont  capables,  en  un  mol,  toutes  les  circon- 
stances locales  devront  être  consultées  avec  soin,  car  b 
forme  la  plus  convenable  est  celle  qui  s’accorde  le 
mieux  avec  ces  circonstances. 

31.  II  en  est  de  même  de  la  grandeur  a donner  aux 
arches,  cette  question  dépend  de  la  localité  ; cependant 
on  peut  poser  en  principe  que  les  grandes  arches  doi- 
vent être  employées  de  préférence  pour  Tes  fleuves  et 
les  grandes  rivières,  et  les  petites  pour  les  rivières  tran- 
quilles dont  les  eaux  ne  s’élèvent  pas  à une  graude  ham 
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leur.  Afin  de  laisser  un  passage  libre  au  fil  de  Peau,  le 
nombre  des  arches  doit  être  toujours  impair;  on  peut 
foire  l’arche  dtt  milieu  pin*  grande  qne  les  autres,  et  di- 
minuer progressivement  Tou vertnre  de  ces  dernières, 
de  manière  que  les  deux  plus  petites  joignent  les  cu- 
lées ; on  bien  00  petit  faire  toute*  les  arches  égales  en- 
tre elles,  ce  qui  permet  de  les  cintrer  toutes  avec  les 
bois  qnl  ont  servi  pour  les  deux  premières.  Cette  der- 
nière disposition  augmente  la  hauteur  des  abords  du 
pont  et  oblige  ordinairement  de  faire  des  levées  plus 
considérables  et  plus  dispendieuses.  Quel  que  soft  le 
parti  qu’on  prenne  à cet  égard,  il  est  essentiel  de  don- 
ner aux  arrhes  une  hantenr  suffisante  pour  que,  dans 
les  grandes  crues,  le?  corps  étrangers  que  la  rivière 
peut  entraîner  trouvent  une  libre  issue  sous  les  arches. 
Quand  les  arches  sont  égales,  leur  hauteur  au-dessus 
des  grandes  eaux  ne  doit  pas  être  moindre  d’un  mètre; 
quaud  elles  sont  inégales , cette  hauteur  peut  être  de 
i",4»  pour  la  plus  grande,  et  de  0",7o  pour  les  deux 
plus  petites. 

3i  bis.  Les  questions  précédentes  ne  sont,  pour  ainsi 
dire , que  préliminaires  , et  lorsqu'on  a déterminé  la 
courbure  des  arches,  il  se  présente  trois  difficultés  très- 
graves,  que  la  science  ne  peut  encore  résoudre  rigou- 
reusement. 11  s’agit  : 

i*  De  fixer  l’épaisseur  des  culées  à proportion  de  la 
grandeur  des  arches  et  des  poids  qu’elles  doivent  sup- 
porter; 

a"  De  trouver  la  largeur  des  piles  ; 

3*  Et  enfin,  de  déterminer  l’épaisseur  des  voûtes  à la 
clef. 

3a.  La  dernière  question  domine  les  deux  premières, 
car  la  grandeur  et  la  direction  de  1a  poussée,  et  par  suite 
la  résistance  que  doivent  opposer  le»  points  d’appui 
dépendent  de  l'épaisseur  de  la  voûte  à la  clef.  Or,  en 
supposant  que  le*  voussoirs  soient  incompressibles, 
qu’ils  Soient  posés  les  uns  sur  les  autres  sans  cales  ni 
mortier,  et  que  la  voûte  ne  puisse  prendre  a ucuu  tasse- 
ment, il  est  évident  qu’il  suffirait,  pour  l'équilibre,  que 
la  hauteur  dff  ht  clef  fût  assc*  grande  pour  que  la  pierre 
ne  s’écrasât  pas  sous  la  pression  qu’elle  aurait  à suppor- 
ter, les  culées  ayant  d’ailleurs  l’épaisseur  convenable. 
Dans  celte  hypothèse,  il  faudrait  calculer,  par  le  pro- 
cédé exposé  ph»  loin,  la  pression  koritontale  que  les 
deux  demKvoftrcs  exercent  t’nnc  sur  Pautre,  et  connaî- 
tre la  résistance  de  la  pierre  qu’on  doit  employer;  la 
hautes*  de  la  clef  »’e«  conclurait  de  la  manière  soi- 
xante; soient 

P la  pression  par  métré  de  longueur; 

Q la  résistance  de  la  pierre  par  centimètre  carré  de 
surface  ; 

x la  hauteur  de  la  clef,  exprimée  en  mètres. 
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La  surface  qui  supporte  la  pression  P ayant  uu  métro 
de  longueur  sur  une  hauteur  x,  a pour  expression  i X# 
ou  X"  % chaque  centimètre  carré  de  cette  surface  offrant 
une  résistance  R,  la  surface  entière  offre  une  résistance 
représentée  par 


'S  0001 


mais  cette  résistance  doit  faire  équilibre  à la  pression 
P,  ainsi  l’on  a l'équation 

— — Q = P, 

0,0001 


d’où  l’on  tire 


x **s  0,0001 


P 

* Q 


Supposons,  par  exemple,  que  la  pression  ait  été  trouvé* 
de  if|iooo  kilogrammes,  et  que  la  voûte  doive  être 
construite  en  pierre  de  Saillancourt  qui  s'écrase  tous 
un  poids  de  ixqc$  kilog.  par  a5  centimètres  de  surface  ; 
comme  on  ne  doit  pas  faire  porter  aux  pierres  (ooy. 
IUsistakcb)  un  poids  plus  grand  que  le  Itéra  de  celui 
sous  lequel  elles  s’écrasent,  on  admettra  que  la  résis- 
tance est  de  toook  par  a5  centimètres  carrés  ou  de  4<>k 
par  centimètre  carré  ; on  fora  donc 

Q»4ol,  P=«i4ioooV, 


et  on  trouvera 


X s=  0,0001 


,4.000  8ia5 

4o 


33.  Cette  détermination  repose  sur  des  hypothèses 
qui  ne  sc  rencontrent  jamais  exactement  dans  la  pra- 
tique;  on  ne  doit  donc  la  considérer  que  comme  don- 
nant une  limite  dont  on  peut  essayer  d’approcher,  mais 
qu'il  serait  dangereux  d’atteindre.  Les  données  du  cal- 
cul précédent  sont  prises  sur  le  pont  de  Neuilly,  que 
l’on  compte  au  nombre  des  plu»  hardis,  et  qui  a cepen- 
dant i",6a4  de  hauteur  èla  clef. 

34.  Jusqu’ici  les  ingénieurs  ont  employé  diverses 
règles  empirique»  pour  déterminer  l’épaisseur  des  voû- 
tes. Voici  celle  que  donne  le  célèbre  Perronet,  auteur 
du  pont  de  Neuilly  et  do  plusieurs  autres  non  moins  re- 
marquables par  leur  hardiesse.  Soit  a l’ouverture  de 
l’arche  exprimée  en  mètres,  et  a)  la  hauteur  de  la  clef» 
il  faut  faire 

®~â+0‘,5aS~ïï3’ 


c’est-à-dire,  retrancher  du  vingt-quatrième  de  l’ouver- 
ture, la  cent  quarante-quatrième  partie  de  cette  môme 
ouverture,  et  ajouter  3a5  millimètres  au  reste.  Les  ré* 


sultati  donnés  par  cette  règle  s’accordent  avec  les  hau- 
teurs employées  dans  les  ponts  connus,  surtout  pour  le» 
ponts  en  plein  cintre  ; mais  ils  diffèrent  tellement  en 
plu»  de  ceux  de  la  théorie,  qu’on  pourrait,  sans  aucun 
doute,  exécuter  des  ponts  beaucoup  plus  hardi»  et  plus 
léger»  que  tous  ceux  qui  ont  été  construits  jusqu’à  pré- 
sent. Telle  est  du  moins  l’opinion  de  Gauthey,  à qui  l'on 
doit  accorder  une  grande  autorité  dansccs  matières. 

35.  La  question  de  l'épaisseur  des  culées  n'admet  pas 
encore  de  solution  rigoureuse,  mais  elle  a été  considé- 
rablement éclaircie  par  le»  expériences  de  Gauthey  et 
de  fioistard  sur  la  rupture  des  voûtes.  « Lorsque  la  clef 
est  posée  (Gauthey,  Traité  de  la  construction  des  ponts ) 
et  que  le  dècintremcnl  est  fait,  les  parties  supérieures 
de  la  voûte  DE  et  dE  (PL  XIX,  fig.  8)  ne  sont  plus 
soutenue»  que  par  leur  pression  réciproque  et  à raison 
du  tassement  qui  sc  produit,  leur  point  d'appui  commun 
se  trouve  nécessairement  porté  en  E à l’extrados  : les 
joints  tendent  donc  à s’y  resserrer,  ainsi  qu’on  l’a  ob- 
servé constamment , et  quelques  constructeurs  ajoutent 
même  à cet  effet,  en  y chassant  des  coin»  de  bois  dont 
l’objet  est  d’augmenter  la  solidité  de  la  voûte  en  même 
temps  que  l’énergie  de  la  pression  que  ces  deux  parties 
exercent  l’une  »ur  l’autre,  et  au  moyen  de  laquelle  elle» 
se  soutiennent  mutuellement.  » 

« Cependant  l’effort  de  cette  pression  se  reporte  né- 
cessairement vers  les  culées  et  les  parties  inférieures  de 
la  voûte,  qu’il  tend  à renverser  en  les  faisant  tourner  au- 
tour de  leurs  arêtes  extérieures  K et  k.  Chaque  moitié 
de  la  voûte  se  sépare  en  deux  parties  à de  certains  points 
D et  d,  qui  servent  de  points  d’appui  aux  parties  supé- 
rieures, et  par  lesquel»  leur  effort  so  transmet  aux  cu- 
lée» ; ces  point»  d’appui  se  trouvent  nécessairement  pla- 
cé» à l’intrados;  si  les  culée»  n’ont  pas  assez  de  stabilité 
pour  résister  ù l'effort  de  la  roûto,  les  quatre  parties 
s’écroulent  en  tournant  autour  des  points  K,  D,  E, 
d et  k.  Si  elles  sont  capables  de  le  soutenir,  l’ef- 
fet du  tassement  se  borne  à faire  resserrer  les  joints  à 
l’extrados  près  du  point  E et  à l’intrados  près  des  points 
d et  D,  et  à le»  faire  ouvrir  à l’intrados  près  du  point  t 
et  A l’extrados  pré»  des  points  d ' et  D . * 

On  suppose  ioi  qu’il  y a un  joint  vertical  EF  au 
sommet  de  la  voûte,  tandis  qu’il  s’y  trouve  un  vous- 
aoir  en  réalité  ; mais  cette  hypothèse  ne  produit  pas 
d’erreur  sensible  pour  la  détermination  des  points  D 
et  d,  qu’on  nomme  le»  points  de  rupture , et  qu’il  est 
principalement  essentiel  de  connaître. 

36.  D’après  ces  considérations,  déduites  d’un  grand 
nombre  d’expériences,  on  peut  réduire  les  diverse»  par- 
ties d’une  voûte  à un  système  de  quatre  levier»  KD, 
DE,  Ed,  dA,  chargés  chacun  des  poids  respectifs  des 
parties  qui  leur  correspondent  et  susceptibles  de  tour- 
ner autour  des  points  d’appui  K,  D,  E , d,  A,  où  ils  sont 
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Substituant  cette  valeur  et  réduisant,  il  vient.  ...(17) 
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liés  entre  eux  par  des  charnières.  De  cette  manière,  la 
question  de  l’équilibre  do  la  voûte  se  trouve  ramenée  à 
celle  de  l’équilibre  de  ces  leviers. 

Or,  si  les  points  N , M , m,  n sont  ceux  oû  les  leviers 
sont  rencontrés  par  les  verticales  qui  passent  par  les 
centres  de  gravité  des  parties  correspondantes  de  la 
voûte,  on  peut  imaginer  que  les  poids  respectifs  de  ces 
parties  sont  réunis  à ces  points,  et  comme  la  voûte  se 
trouve  partagée  en  deux  parties  symétriques  par  la  ver- 
ticale EC , il  suffit  do  considérer  les  deux  leviers  KD 
et  DE  dont  le  premier,  chargé  en  N d’un  poids  a,  a son 
point  d'appui  cn'K,  et  dont  le  second,  chargé  en  M d’un 
poids  r,  a son  point  d’appui  en  D. 

En  effet,  il  n’y  aura  évidemment  rien  de  changé  au 
système,  si  à la  place  du  poids  r on  substitue  deux  au- 
tres poids,  l’un  applique  en  D et  représenté  par  (roy. 
RcSClTiHTt) 

EM  EF 

*•  DÉ’0U  parn-  ËQ’ 


et  l’autre  applique  en  E et  représenté  par 


DM 

*•  DE  9 °U  par 


KQ 

EQ 


Mais  si  l’on  décompose  ce  dernier  en  deux  forces,  la 
première  horizontale 


(>6) 


FQ  DQ 

* ' EQ  ' EQ’ 


et  la  seconde,  agissant  dans  le  sens  du  levier  DE, 
FQ  ED 
ÈQ  ' EQ  ’ 


la  première  sera  détruite  par  la  force  horixontale  égale 
et  opposée  de  l'autre  partie  supérieure  E d de  la  voûte, 
et  la  seconde  seule  agira  en  D sur  le  levier  KD.  Ce  le- 
vier sera  donc  sollicité  par  trois  forces  différentes , le 

EF 

poids  p qui  agit  en  N,  la  force  verticale  qui  agit 

f , FQ  ED  . . 

en  D,  et  enfin  la  pression  n . . — qui  agit  en  D 

dans  la  direction  ED.  Ainsi,  pour  qu’il  y ait  équilibre, 
il  faut  que  la  somme  des  momens  de  ces  trois  forces 
prise  par  rapport  au  point  d’appui  K,  soit  nulle  (roy. 
Momivt).  Abaissant  donc  du  point  K des  perpendicu- 
laires sur  les  directions  ED,  DR,  NS,  et  multipliant 
chaque  force  par  la  perpendiculaire  à sa  direction,  nous 
aurons  pour  l’équation  d’équilibre 


FQ  ED  KF 

ËQ  • ËQ  • K'  =*•  ËQ  ' KK  + • KS- 


On  peut  donner  ù cette  équation  une  forme  plus  sim- 
ple, en  observant  que  la  perpendiculaire  KV  est  égale  à 

K U . DQ  — DU  . EQ 
KD 


FQ  DQ 

r ’ EQ  ’ EQ  * K 


ir . KR  -f-  p . KS. 


Telle  est  l'équation  générale  de  l’équilibre  des  voûtes. 

3y.  L’équation  (17)  offre  le  moyen  direct  de  déter- 
miner l’épaisseur  des  culées,  lorsqu’on  connaît  la  posi- 
tion des  points  de  rupture  D et  d;  mais  elle  donne  lieu 
ù des  calculs  très-compliqués  dont  il  n’est  guère  pos- 
sible d’enseigner  la  marche  générale  autrement  que  par 
des  exemples.  Nous  choisirons  le  suivant  comme  le 
plus  simple  et  le  plus  propre  à servir  de  guide. 

Soit  (fig.  9,  PI.  XIX)  KBDGEi  la  moitié  d'une 
voûte  en  arc  de  cercle,  ayant  une  ouverture  aBC  ou 
aDQ  de  ao  mètres  et  une  épaisseur  EG  ù la  clef  de  un 
mètre.  Supposons  de  plus  DB  de  5 mitres  et  l’arc  DG 
de  3o  degrés. 

Dans  une  arche  de  cette  espèce  , les  points  de  rup- 
ture sont  aux  naissances;  ainsi  la  position  du  point  D 
est  connue,  et  il  est  facile  de  trouver  la  longueur  de 
toutes  les  lignes  de  la  figure.  Les  quantités  ù chercher, 
qui  entrent  dans  l’équation  d’équilibre,  sont  : n,  «,  FQ, 
DQ,  EQ,  KR,  KS  ; et  comme  ici  KR  se  confond  avec 
BK,  que  FQ  fait  connaître  EQ,  et  que  DQ  =BC=  io“, 
il  ne  reste  ù évaluer  que  «r,  p,  FQ  et  KS. 

Considérons  en  premier  lieu  la  partie  agissante  de  la 
voûte  comprise  dans  la  figure  EHIDG.  Cette  partie  se 
trouve  décomposée  par  les  lignes  horizontales  le  et  bG 
et  par  la  verticale  aD  en  deux  rectangles  a&GE  et  HIca, 
un  triangle  rectiligne  IDc  et  un  triangle  mixtiligne  6DG. 
Pour  avoir  son  aire  totale,  il  faut  donc  calculer  séparé- 
ment les  aires  de  ces  diverses  figures. 

Or,  dans  le  triangle  rectangle  IDc  on  a ID=EG  = i* 
et  l’angle  IDc  = angle  DOE  = 3o*;  ces  données  font 
trouver  le  = o",5  et  De  = o“,87;  on  connaît  en  outre 
èD  égal  à la  flèche  GQ  = a", 68  ; ainsi  tous  les  côtés  des 
figures  sont  connus,  et  l’on  trouve 


Aire  du  rectangle  aôGK  = I0"%0C0 
Aire  du  rectangle  H ïeo  = 1,  4°/ 

Aire  du  triangle  IDc  = O,  217 
Aire  du  triangle  mixtiligne  D&G  » 8,  678 


Aire  totale  = ao-%3oa 

L’aire  du  triangle  mixtiligne  D6G  s'obtient  en  retran- 
chant l’aire  du  segment  DGm  de  celle  du  triangle  rec- 
tangle DG  6. 

Pour  trouver  maintenant  le  poids  de  la  partie  agis- 
sante de  la  voûte  par  mitre  de  longueur,  il  faudrait  mul- 
tiplier l’aire  que  nous  venons  d’obtenir  par  le  poids  du 
mètre  cube  des  matériaux  employés  ù sa  construction  ; 
mais  comme  nous  avons  seulement  besoin  de  connaî- 
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tre , pour  l’objet  de  notre  recherche,  le  rapport  des 
poids  des  deux  parties  de  la  voûte  et  que  ces  poids  sont 
entre  eux  comme  les  aires,  nous  pouvons  poser 

r.  = ao“q,3oa. 

Cette  valeur  de  t va  nous  faire  trouver  MF  ou  la 
distance  du  poids  de  la  partie  agissante  de  la  voûte  à la 
ligne  EC,  en  observant  que  le  moment  de  n par  rapport 
ùEC,  c’est-  à-dire,  le  produit  de  l’aire  HIDGK  parla 
distance  de  son  centre  de  gravité  ù l’axe  EC , est  égal  ù 
la  somme  des  momens  de  toutes  les  aires  composantes. 
Calculant  donc,  pour  chacune  des  aires,  la  distance  de 
son  centre  de  gravité , nous  formerons  le  tableau 
suivant  : 


IXDtftTloR  OU  114  Cllt. 

Aiait 

Jn  fijurn. 

Dtiftwii 
«Irt  rrntrra 
d*  gravite 
■1  la  ligne  EC- 

Moore. 

par  rapport 
a U liftée  Et:. 

Rectangle  ab GE 

mit.  rarrri 
10,000 

5,00 

5o,ooo 

Rectangle  H Ira 

1,407 

io,95 

14,433 

Triangle  IDe 

0,917 

10,17 

9,907 

Triangle  mixtiljgnc  D6G 

8,678 

7,53 

65,345 

Sommes,  . . 

90,309 

•81,974 

Nous  avons,  en  conséquence, 

FM  X 90,309  = 131,974, 


d’où 


FM  a 


■Si, 9,4 

90,302 


= 6",5o. 


11  est  facile  d’en  conclure,  à cause  de  la  proportion 
IM*  : MF  = GQ  : EF, 

EF  = a-, 39  et  FQ  = EQ  — EF  = 1V9. 


Procédons  maintenant  au  calcul  de  la  partie  résis- 
tante de  la  voûte  comprise  dans  la  figure  AKBDIII. 
Cette  figure  est  partagée  en  un  rectangle  ABDtf,  un 
triangle  dDl  et  un  rectangle  AKAH.  Tous  les  côtés  sont 
connus,  excepté  K A , dont  la  valeur  dépend  de  BK  par 
la  relation 


KA  = BK  — AB  = BK  — o“,5; 

ainsi,  désignant  BK  par  x,  la  surface  du  rectangle  aK  AU 
sera  exprimée  par 

8,68  ( x — o,5)  = 8,68a:  — 4*34* 

Quant  aux  deux  autres  figures,  nous  en  formerons  sans 
difficulté  le  tableau  suivant  * 


PON  389 


ItautTina  ut  Mevau. 

■li  a ligure*. 

Durâmes 

lira  rralrr. 
•U  gravite 
a la  liane  oit. 

|*ar  rap|M>rt 
* la  ligne  ail. 

mil.  carré*. 

mrlrr*. 

mil.  carre». 

Rectangle  ABDrf.  . . . 

9,500 

0,a5 

0,695 

Triangle  Idf) 

0,917 

0,33 

0,079 

Sommes 

",697 

L’aire  de  la  figure  ABDI  est  donc  de  9,717  mètres  car- 
rés, et  la  distance  de  son  centre  de  gravité  à la  ligne  oA 

est  ^ o“,aü;  la  surface  totale  de  la  partie  ré- 

9,717  r 

sistantc  est,  en  conséquence, 

I»  = *» 7 » 7 4“  M&r  — 4>34 
— 8,68x — i,6a3, 

et  comme  RS  représente  dans  la  figure  la  distance  du 
centre  de  gravité  de  u i la  ligue  AK,  si  nous  prenons 
les  momens  par  rapport  à cette  dernière  ligne,  nous 
aurons,  en  observant  que  la  distance  du  centre  de  gra- 
vité de  l’aire  ABDI  à la  ligne  AK  est  x — 0,96 

f. . KS  = , 1 ,(*-  0, ü6)  + (8,68x  - 4,34) . 

Substituant  dans  l’équation  d’équilibre  (17)  les  dif- 
férentes valeurs  que  nous  venons  de  trouver,  elle 
devient 

an,3oa.  • 5 = »o,3o3x-f  3,717'x—  0,36) 

+ (4,34x  — 1, 1 7}  (*  — o,5). 


ce  qui  se  réduit  A 

4,34*>  -f-  18,679a  = 96,916. 

On  en  déduira,  pour  la  valeur  de  l’inconnue  4?  ou  BK  , 
3", 09.  Ce  calcul  effectué  avec  un  plus  grand  nombre 
de  décimales  dans  toutes  les  quantités  donne 

BK  = 9*, 95. 

58.  La  détermination  des  distances  des  centres  de 
gravité  ne  présente  aucune  difficulté  tant  qu’il  s’agit  de 
figures  rectilignes  qui  sont  toujours  ici  des  rectangles 
ou  des  triangles  rectangles  ; il  suffit  de  ne  pas  oublier 
que  le  centre  de  gravité  d'un  rectangle  est  au  point  où 
ses  diagonales  se  coupent,  et  que  celui  d’un  triangle 
quelconque  est  au  point  d’intersection  des  droites  me- 
nées par  ses  sommets  aux  milieux  des  côtés  opposés. 
De  sorte  que  la  distance  du  centre  de  gravité  d’un  rec- 
tangle à l'un  de  ses  côtés  est  la  moitié  du  côté  adjacent, 
et  que  la  distance  du  rentre  de  gravité  d’un  triangle 
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rectangle  à l’un  de*  côté*  de  l’angle  droit  est  le  tiers  de 
l’autre  côté  de  l'angle  droit.  Quant  aux  triangles  mix- 
tilignes,  le  calcul  en  est  assez  pénible,  et  dans  les  voûtes 
en  «me  de  panier,  où  l’on  est  obligé  d’en  former  plu- 
sieurs, il  est  utile  de  recourir  eux  constructions  graphi- 
ques qui,  lorsque  les  figures  sont  tracées  avec  soin, 
peuvent  donner  des  approximations  suffisantes.  Le  pro- 
cédé le  plus  simple  consiste  ù mener  dans  l’intérieur 
d’un  triangle  mixtiligne  une  suite  de  lignes  parallèles  à 
l'un  de*  côté*  rectilignes,  du  les  partager  toutes  en  deux 
parties  égales  et  de  faire  passer  une  courbe  par  tous  les 
points  de  division;  on  recommence  la  même  opération 
par  rapport  à l'autre  côté  rectiligne,  et  le  point  d’inter- 
section des  deux  courbes  est  le  centre  de  gravité  du 
triangle.  Voici,  d’ailleurs,  le  calcul  rigoureux. 

Le  triangle  mixtiligne  frDmG  de  la  figure  9,  est  ce 
qui  reste  du  triangle  rectangle  èDG  , quand  on  en  re- 
tranche le  segment  de  cercle  DGm,  et,  par  conséquent, 
son  moment  par  rapport  ô l’axe  EC  est  la  différence  des 
momens  de  ces  deux  dernières  figures  par  rapport  aü 
même  axe.  Or,  la  surface  du  triangle  rectangle  6DG  est 

^ M)  . hG  = ^ . 0,6795  X 10  = 1 3,3975, 

et  la  distance  de  son  centre  de  gravité  & la  ligne  EC  est 
égale  aux  | de  6G  on  a 6,6667  ; son  moment  est  donc 
« 69,3167. 

La  surface  du  segment  DGm,  obtenue  en  prenant  la 
différente  des  aires  du  secteur  DOGm  et  du  triangle 
DG  O est  « La  distance  de  son  centre  de  gra- 

vité au  centre  O,  mesurée  sur  le  rayon  qui  passe  par 
ces  deux  centres  et  qui  partage  l’arc  DmG  en  deux  par- 
ties égales,  a pour  expression  générale 

1 C» 

ia*  A ’ 


C désignant  !o  corde  et  A l’aire  du  segment  ; on  Iroute 
pour  cette  valeur  19", 391 3,  et  il  est  facile  d’en  conclure 
que  la  distance  du  centre  de  gravité  du  segment  a l’axe 
EC  = 5,0707;  d’où  l'on  obtient,  pour  son  moment, 
a3,<)3a3.  Le  moment  du  triangle  mixtiligne  est  donc 


89,0167  — a5,9323  = 65,38^1  » 

et  comme  son  aire  est  =»  8“  s >6777,  il  en  résulte  que  la 
distance  de  son  centre  de  gravité  à l’axe  KC  est 


65,38.11 

«,«777 


7,5348. 


Nous  l’avons  fait  seulement  « 7,53  dans  les  calculs 

précédons. 

3g.  La  grandeur  de  la  pression  horiaontaie  que  les 
deux  demi- voûtes  exercent  l’une  sur  l’outre  antre 


comme  paclia  constituante  dans  les  élément  de  l'éva- 
luation des  culées,  de  sorte  que  celte  grandeur  se 
trouve  connue  sans  calculs  ultérieurs.  Eu  effet,  sua 

expression  (n“  36) 

„ *3  ?Q 

EQ  ’ EQ 

est  le  coefficient  de  KU  dans  le  premier  membre  de  l’é- 
qualion  d’équilibre  (>7);  sa  valeur  numérique,  arec 
les  donnée*  de  notre  exemple,  est 

3o,3oï  . = i»-\339, 

et  il  ne  s’agit  plus  que  de  multiplier  cette  quantité  par 
le  poids  du  mètre  cube  de  la  pierre  employée  pour 
avoir  la  grandeur  absolue  de  la  pression  horizontale  par 
mètre  du  longueur.  Eu  admettant  que  cette  pierre  soit 
celle  de  Saillancourt,  dont  le  mètre  cube  pèse  3361  ki- 
logrammes, on  aurait  pour  l'effort  réciproque  des  deux 
demi- voûtes 

aaGi  X 19,339  *=437a5  kil. 

On  voit  que  l'épaisseur  de  la  voûte  â la  clef  est  un 
des  élémens  qui  entre  dons  la  détermination  de  la  pres- 
sion horizontale,  et  que  la  règle  donnée  n"  5a  n’a  d’autre 
utilité  que  de  faire  connaître  si  la  longueur  adoptée 
pour  la  clef  convient  à la  résistance  particulière  de  la 
pierre  employée. 

4o.  Les  divers  calculs  que  nous  venons  d’indiquer, 
ainsi  que  toutes  les  applications  de  l’équation  d’équi- 
libre (17)  reposent  sur  la  détermination  préalable  des 
points  de  rupture,  détermination  que  la  théorie  seule  ne 
peut  encore  donner  et  pour  laquelle  il  faut  avoir  recours 
à l’expérience.  Ainsi,  lorsqu’il  s’agit  d’établir  un  projet 
d’arche,  il  faut,  après  avoir  tracé  sa  courbe,  foira  diffé- 
rentes hypothèses  sur  la  position  du  point  D (fig.  8) 
et  calculer  pour  chacune  la  valeur  correspondante  de 
BK , cri  se  guidant  d'ailleurs  sur  les  résultats  d’expé- 
rience et  par  l’exemple  des  ponts  connus,  dont  la  forme 
sc  rapproche  de  celui  qu’on  projette.  La  plus  grande  Va- 
leur de  BR  sera  celle  qu*on  devra  adopter,  et  la  posi- 
tion du  point  de  rupture  sera  déterminée  par  la  valeur 
correspondante  de  l’arc  BD.  Gaulhey  donne  le  tableau 
suivant,  qui  renferme  les  résultats  de  ces  calculs  pour 
les  voûtes  le  plus  fréquemment  employées: 


l«BICtTIO*  Ml  IIHCII  Ht  tut  Tl*. 

I, 

Pocitiora 
dif»  point. 

d*  mpluf*. 

mrlrr*. 

drfré». 

Anse  de  panier  surbaissée  au  tiers. . 

o,Go 

45 

Anse  de  panier  surbaissée  au  quart. 
Arc  de  cercle  de  6o*  élevé  sur  des 

0,8a 

54 

piédroit?  de  5 mètres  de  hautenr.  | 

*.fl5 

0 
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O»  nombres  se  rapportent  à de#  tééfef  oxtr  adossée-* 
rfe  niveau,  de  »o  mètre»  d’onvertnre  et  d'un  mètre  d’é- 
paisseur à la  clet  Le»  nombres  Ae  degré»  compris  <f»n» 
b dernière  colonne  sont  compté»  à partir  des  naissances 
et  sur  le  petit  arc  dans  les  anses  de  panier,  en  supposant 
ce»  anse»  de  panier  décrite»  avec  trois  arcs  égaux  cha- 
cun au  sixième  de  la  circonférence. 

4».  Ce»  résultats,  dans  ce  tprt  concerne  l'épaisseur 
de#  culée»,  sont  trè*-inférieirr»  aox  dimension»  adoptée» 
parles  meilleurs  architectes;  mais  comme  la  théorie 
suppose  que  le»  diverse#  partie»  de»  voôte»  sont  parfai- 
tement liée»  entre  elle»  et  ne  peuvent  éprouver  aucun 
tassement,  on  ne  doit  pa»  s'étonner  de  voir  Tex périmée 
réclamer  de#  épaisseur»  plu.»  forte».  Cette  théorie  sup- 
pose en  outre  que  la  roptnre  de»  vofltes  ne  peut  avoir 
Hou  qn’aotant  que  leur»  culée»  tournent  autour  de  leur 
arête  extérieure  ; et  cependant  il  pourrait  arriver  que  b 
partie  supérieure  glissât  sur  la  partie  inférieure  et  qu’il 
#e  fit  une  disjonction  horizontale.  La  résistance  que  la 
calée  oppose  » cette  seconde  espèce  de  mouvement  dé- 
pend en  grande  partie  de  l’adhérence  de»  mortiers  et 
de»  frottemen»,  dont  U n’est  pa»  farile  t T évalner  le»  effets. 

îl  résulte  toutefois  de»  expérience»  de  M.  Bnistard 
que  l’adhérence  do  mortier  est  proportionnelle  i la 
surface,  et  qu’elle  peut  être  é rainée  moyenntmenf  à 
Ggf>t>  kilogramme»  par  mètre  carré  pour  le  mortier  de 
chaux  et  de  saMe,  et  é 5yoo  kilogramme»  pour  le  mor- 
tier  de  cbwn  et  ciment.  La  valeur  de  cette  adhérence 
raric  très-peu  avee  le  temps;  elle  est  presque  aussi 
grande  «près  ht  premier  mois  qu’aprés plusieurs  année». 
La  supériorité  d«  mortier  de  sable  sur  cdoi  de  ciment, 
n’a  pfcw*  lien  quand  ce»  mortier»  sont  employé»  sou» 
Teao  } d««#  ce  dernier  cas,  le  mortier  de  ciment  cen- 
traefe  très-promptement  «ne  forte  consistance,  tandis 
que  le  mortier  de  sable  demeure  A Pétât  mou.  M.  Bois- 
tard  a également  trouvé  qwe  le  rapport  du  frottement  à 
la  pression  est  une  quantité  constante,  et  que  ce  rapport, 
pour  eue  pierre  piquée  ou  bouehardée,  glissant  sur  une 
pierre  semblable  ou  sur  une  superficie  de  mortier  dar- 
de é Pair,  est  moyennement  deo,j^. 

B»  introdirâaof  ce»  donnée»  dans  la  question  triritée 
9009  hr  point  d«  vue  d’une  «ttvfoncfron  horixontale,  mr 
parvient  «rf  équation  d' 'équilibre. 

«•  ^--^-=6980.  + 

quf  «forme  des  résultats  plus  rapprochés  des  valeurs 
adoptées  par  les  constructeurs  ; si  l’on  uc  tient  pas 
compte  de  la  pression  verticale  résultant  du  poids  des 
parties  supérieures  delà  voûte,  l'équation  d’équilibre  sc 
réduit  a (18) 

*•  = 69*5o.  KR + o,-«,. 
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Dan»  ces  deux  dernière»,  le»  quantité»  » et  a ne  peuvent 
plu»  être  considérée#  comme  de  simples  aire»,  à cause 
du  poids  absolu  6960  qui  entre  dans  le  terme  relatif  à 
l’adhérence  du  mortier,  mais  on  peut  leur  conserver 
cette  signification  en  introduisant  le  poids  spécifiqne  de 
fa  pierre,  ou  le  poids  de  son  mètre  enhe.  Désignant  par 
9 ce  poids,  l'équation  (t8)  devient (19) 

*J . — 696»  • RH  -j-  o,?6J.«, 

*I,V  * ‘■•v 

et  alors  r représente  l’aire  de  Ta  partie  agissante  de  la 
voûte  et  u l'aire  de  la  partie'résrstante.  Cette  équation, 
appliquée  au  calcul  de  voûtes  semblables  à celles  du 
tableau  précédent , en  supposant  qne  la  disjonction  se 
fait  toujours  an  niveau  des  naissances,  et  en  prenant 
pour  le  poids  du  mètre  cube  de  la  maçonnerie  le  nom- 
bre de  2600  kilogrammes,  a donné  & Gaulhey  les  ré- 
sultats strivans  : 

% 


lamaTii»  tu  Lsrtct*  m von»*- 

i i ........ 

Je»  ntlre* 

PouITlOW 
j H*  tvtjvlmv. 

1,3a 

dr^trè*. 

i3*3o' 

Anse  de  panier  surbaissée  au  tiers.. 

1,62 

3i  3o 

Anse  de  panier  surbaissée  au  quart. 

2,2$ 

4o  5o 

Arc  de  cercle  de  6o°.  . * 

3,09 

0 0 

Les  épaisseurs  des  culées  de  ce  tableau  sont  encore 
au-dessous  des  dimensions  ordinaires  ; mais  en  admet- 
tant qu’il  soit  essentiel  de  les  augmenter  dans  la  pra- 
tique , il  n’en  résulte  pas  moins  que  les  règles  empi- 
riques des  constructeurs  donnent  généralement  des 
grandeurs  trop  considérables. 

Aa.  La  dernière  question  dont  nous  arons  à dire 
quelques  mois  est  oclle  de  l’épaisseur  des  pUcs.  Cette 
épaisseur  peut  être  déterminée  de  deux  manières  diffé- 
rentes, suiraut  qu’on  destine  le*  pilesà  supporter  sim- 
piemeot  1*  poids  des  arches,  ou  bien  è servir  de  culée» 
et  à résister  é la  poussée  des  voûtes.  Dans  les  ponts 
dont  les  voûtes  doivent  être  cintrées  l'une  après  l’autre, 
il  serait  peut-être  imprudent  de  ne  pas  donner  i chaque 
pile  la  force  nécessaire  pour  faire  l’office  de  culée  ; mais 
tout  eu  admettant  qu’une  large  pile  est  toujours  plus 
avantageuse  qu’uuc  étroite  sous  le  rapport  de  la  soli- 
dité, comme  elle  occasionne  une  plus  grande  contrac- 
tion de  l’eau,  il  est  au  moins  avantageux  de  réduire 
ses  dimensions  à ce  qu'il  J a de  strictement  nécessaire. 
Lorsque  le  but  d’une  pile  est  uniquement  de  porter 
la  poids  des  arches,  la  résistance  de  la  pierre  qui  doit 
entrer  dans  sa  construction  est  la  chose  principale 
4 laquelle  il  faut  avoir  égard.  Nous  devons  renvoyer, 
pour  tous  les  détsilsde  la  pratique,  aux  ouvrages  spé- 
ciaux. Vcya  Cauthcy. Traire  tir  la  construction  du  ponti, 
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— Bois  tard.  Expérience*  sur  la  main-d'œuvre  de  différent 
travaux; — Perronct,  OEuvres  complète s; — Frezicr, 
Coupe  des  pierres;  — Rondelet,  Traité  de  l'art  de  bâtir. 

PONTS  SUSPENDUS.  Ta  construction  des  ponts 
en  maçonnerie  est  généralement  très-dispendieuse  et 
présente  en  outre  des  difficultés  et  des  dangers  qu'on 
ne  peut  pas  toujours  surmonter.  Dans  certaines  loca- 
lités, la  nécessité  d'entasser  des  masses  énormes  au  sein 
de  fleures  larges  et  rapides,  entraîne  des  frais  accessoires 
de  transport  et  de  main-d'œuvre  grossière  qui  forment 
toujours  la  plus  grande  partie  de  la  dépense  totale. 
Aussi,  depuis  que  l'impérieux  besoin  de  communica- 
tions promptes  et  faciles  a fait  construire  un  grand 
nombre  de  ponts  en  des  lieux  où  l'emploi  de  la  pierre  seule 
aurait  absorbé  des  capitaux  trop  considérables,  on  a 
dû  chercher  et  employer  diverses  dispositions  plus  ou 
moins  avantageuses  sous  le  rapport  de  l’économie  et  de 
la  solidité.  Te  bois  a d'abord  été  mis  en  œuvre,  soit 
seul , soit  combiné  avec  la  pierre  ; puis  on  lui  a substi- 
tué le  fer;  mais  ce  n’est  que  tout  récemment  que  l’em- 
ploi de  ce  inétal  a acquis  le  plus  haut  degré  d’utilité 
par  le  développement  du  système  des  ponts  suspendus, 
système  dont  les  nombreux  avantages  sont  maintenant 
incontestables. 

L’idée  d’ouvrir  une  voie  de  communication , en  sus- 
pendant par  des  cordes  ou  des  chaînes  un  plancher  à 
îles  points  d’appuis  supérieurs,  n’est  pas  nouvelle;  on 
la  trouve  en  usage,  pour  le  passage  des  torrens  et  des 
vallons  escarpés,  aux  Grandes-Indes,  en  Chine  et  dans 
l'Amérique  méridionale;  cependant  il  n’y  a pas  plus  de 
trente-six  ans  (pic  le  premier  pont  suspendu  capable  de 
donner  passage  aux  voitures  a été  construit  aux  États- 
Unis  par  M.  Finlcy.  Le  succès  de  cette  construction  et 
d’un  grand  nombre  d’autres  semblables,  exécutées  dans 
le  même  pays,  ayant  appelé  l’attention  des  ingénieurs 
anglais,  on  vit  bientôt  s'élever  en  Angleterre  et  en 
Écosse  plusieurs  ponts  suspendus  dont  l’utilité  ne  tarda 
pas  à être  appréciée  par  le  gouvernement  français.  En 
i8ai , la  direction  des  ponts  et  chaussées  chargea  Navier 
d’examiner  les  avantages  et  les  inconvéniens  de  ce  nou- 
veau système  et  de  recueillir  les  docuraens  nécessaires 
pour  le  compléter  et  l’introduire  en  France.  Après  deux 
voyages  en  Angleterre,  ce  savant  consigna  les  résultats 
de  scs  nombreuses  recherches  dans  un  mémoire  très- 
remarquable  que  l’Académie  des  sciences  a justement 
considéré  comme  un  traité  aussi  nouveau  que  complet 
sur  la  matière,  et  dont  nous  ne  saurions  trop  recom- 
mander l’étude  aux  constructeurs.  Les  notions  suivantes 
sont  destinées  à leur  faciliter  l'intelligence  de  ce  beau 
travail. 

i.  Un  pont  suspendu  se  compose  d’un  plancher  hori- 
tontal,  ou  à peu  de  chose  près  horizontal,  MN  (fig.  m, 
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PI.  XIX)  suspendu  par  des  tiges  verticales  AM,  am,  amf 
etc.,  à des  chaînes  AB  courbes  et  flexibles,  dont  les  extré- 
mités A et  B sont  attachées  à des  points  fixes. 

On  voit  aisément  qu’il  y a à considérer  dans  un  tel 
système  : 

i°  La  figure  de  la  courbe  que  doit  prendre  la  chaîne 
AB  en  vertu  du  poids  dont  elle  est  chargée; 

a"  Les  eflorls  exercés  aux  points  d’appuis  A et  B, 
efforts  auxquels  ces  points  doivent  opposer  une  résis- 
tance suffisante; 

3*  Les  modifications  apportées  dans  la  courhurc  des 
chaînes  par  les  surcharges  momentanées  ducs  au  pas- 
sage des  voitures  et  des  piétons; 

4*  La  résistance  des  chaînes,  tant  au  poids  permanent 
du  pont  qu’aux  surcharges  accidentelles. 

a.  Si  le  poids  supporté  par  la  chaîne  AB,  supposée 
inextensible  et  parfaitement  flexible,  était  distribué  uni- 
formément sur  sa  longueur,  elle  se  trouverait  dans  le 
même  cas  que  si  elle  était  uniquement  chargée  par  sou 
propre  poids,  et  sa  figure,  lorsque  l'équilibre  serait  éta- 
bli, devrait  être  celle  de  la  chaînette  ( voyez  ce  mot, 
tome  I ) ; mais  en  admettant , ce  qui  a lieu  dans  le  plus 
grand  nombre  des  cas,  que  le  plancher  soit  horizontal 
et  que  tontes  scs  parties  soient  égales  entre  elles,  ou 
que  le  poids  de  l’unité  des  longueurs  soit  partout  le 
même,  la  charge  de  la  chaîne  peut  être  censée  distri- 
buée uniformément  sur  une  ligne  horizontale , car  son 
poids  propre  et  celui  des  tiges  de  suspension  ne  forment 
jamais  qu'une  petite  partie  de  la  charge  totale.  Exami- 
nons d’abord  quelle  sera  la  forme  de  la  courbe  dans 
cette  dernière  hypothèse,  qu’on  peut  prendre  pour  base 
des  calculs  servant  aux  projets  des  ponts  suspendus. 

3.  Soit  AOB  la  chaîne  (PI.  XIX,  fig.  n ),  A et  B 
scs  points  d’attache  que  nous  supposerons  d'abord, 
pour  plus  de  simplicité,  placés  dans  une  même  ligne 
horizontale  AB,  et  MN  la  droite  horizontale,  ou  le  plan- 
cher, sur  laquelle  la  charge  est  uniformément  distribuée. 
Le  système  étant  supposé  en  équilibre  et  la  chaîne  ayant 
pris  la  forme  qu'elle  doit  avoir  en  vertu  des  poids  dont 
elle  est  chargée,  il  est  évideut  que  rien  ne  sera  changé 
dans  les  conditions  d’équilibre  si  l’on  substitue  au  point 
d’attache  B une  force  égale  et  opposée  A l’effort  que  la 
chaîne  exerce  contre  ce  point,  ou  même  encore,  si  l’on 
remplace  celte  force  par  ses  composantes  verticale  et 
horizontale,  que  nous  désignons  respectivement  par  P 
et  Q.  Ceci  posé,  prenons  le  point  A pour  origine  des 
ordonnées  verticales  y de  la  courbe  AOB,  et  de  ses 
abscisses  horizontales  X,  que  nous  compterons  sur  la 
droite  AB. 

La  tension  particulière  supportée  par  un  élément  quel- 
conque mm  de  la  courbe,  considérée  comme  une  force 
agissant  au  point  m dans  la  direction  "de  cet  élément,  ou 
dans  celle  de  la  tangente  de  la  courbe  en  m,  doit  faire 


Digitized  by  Google 


PON 


PO.N  ' 


393 


équilibre  à toutes  les  forces  appliquées  à la  partie  mOB  de 
la  chaîne,  c’est-à-dire  aux  forces  P et  Q et  au  poids  dis- 
tribué le  long  de  DN;  cette  tension,  que  nous  désigne- 
rons par  T , est  conséquemment  égale  et  directement 
opposée  à la  résultante  de  toutes  ces  forces , en  suppo- 
sant qu'on  les  applique  immédiatement  au  point  m sans 
changer  leurs  grandeurs  et  leurs  directions  respectives. 
Or,  désignant  les  coordonnées  du  point  m,  A p et  pm 
par  x et  y;  l’arc  Am  par  »,  l’élément  mm’  par  d»,  l'ac- 
croissement mr  de  l'abscisse  par  dx,  l’accroissement  rm 
de  l’ordonnée  par  rfy,  et  l’angle  rmm’  par  9,  nous  au- 
rons.... (a) 


mr 

cos  9 = — -, 
r mm 


dx 

rfi 


la  valeur  de  U tangente  trigonométrique  de  l'angle  de 
la  courbe  avec  l’axe  AB  au  point  À ; cette  valeur  sera , 
en  désignant  l’angle  par  u , 


tang  « 


ce  qui  nous  permet  de  donuer  à l’équation  (e)  la  forme 


= tang  a 

Intégrant  cette  équation  , en  observant  qu’il  n’y  a pas 
de  constante  à ajouter,  parce  qu’on  doit  avoir  y =s  o ; 
lorsque  x = o,  il  vieht (rf) 


dy_ 

dx 


pxl 

y = xtang«  — 


Maintenant,  si  nous  décomposons  la  tension  T en  deux 
forces,  l’une  horizontale  et  l’autre  verticale,  la  compo- 

dx 

santé  horizontale  aura  pour  expression  T^-  et  la  com- 


posante verticale  T^;  et  comme  d’après  ce  qui  pré- 


cède la  composante  horizontale  doit  être  égale  à Q et 
que  la  composante  verticale  doit  être  égale  à la  somme 
des  poids  suspendus  aux  points  de  la  courbe  depuis  m 
jusqu’à  B,  diminuée  de  la  force  P,  qui  agit  en  sens  con- 
traire de  ces  poids,  nous  aurons  les  équations (6) 


= />(*>-*)  -P, 

p désignant  le  poids  de  l’unité  de  longueur  de  l’hori- 
zontale MN  et  sa  la  longueur  totale  de  cette  ligne.  En 
effet,  la  somme  des  poids  de  la  partie  DN  — îa  — x a 
pour  expression  p X DN  ou  p (aa  — x). 

Divisant  la  dernière  équation  par  la  première,  nous 
obtiendrons,  pour  l’équation  différentielle  de  la 
courbe (c), 


rfy p(aa  — x)  — P 

dx  Q ~ 


Or,  on  sait  que  la  quantité  ^ désigne  généralement 

la  tangente  trigonométrique  de  l’angle  formé  par  l’axe 
des  x avec  la  tangente  de  la  courbe  au  point  dont  les 
coordonnées  sontx,  y (tx>y.  Takcentb,  tome  II);  ce 
qui  résulte  d’ailleurs  ici  des  relations  (a),  dont  le  quo- 
tient donne 


dx 


sm  f 
cos  9 


= tang  y, 


ainsi,  en  supposant  x — o,  l’équation  (c)  nous  donnera 
Tom.  ni. 


4.  On  peut  faire  disparaître  la  quantité  tang  a de  cette 
dernière,  en  observant  qu’elle  doit  être  satisfaite  par  les 
valeurs  y = 0,  x — aa  ; d’où 

. * fa* 

o = aa  tang  a 

ce  qui  doune (e) 

pa  • 

tang  « = g- 

Substituant  cette  valeur  dans  (rf),  l’équatfbn  de  la  courbe 
devient  définitivement [f) 

pfiax  — x*) 

— ôq — » 

et  il  est  facile  de  reconnaître  que  cette  courbe  est  une 
parabole. 

5.  La  distribution  uniforme  des  poids  sur  l’horizon- 

tale MN  indique  suffisamment  que  les  deux  parties  AO 
et  OB  de  la  courbe  de  chaque  côté  du  point  le  plus 
bas  O sont  égales  et  symétriques  ; ce  point  O est  donc  le 
sommet  de  la  parabole,  et  il  faut  y transporter  l’origine 
des  coordonnées,  si  l’on  veut  avoir  l’équation  de  la 
courbe  sous  sa  forme  la  plus  simple.  Démarquons  d’a- 
bord que  l’abscisse  AC  du  point  O est  égale  à la  moitié 
a de  la  corde  AB,  et  qu’en  faisant  x = a,  dans  l’équa- 
tion (/),  nous  obtiendrons  la  valeur  de  l’ordonnée  OC 
ou  de  la  flèche  de  la  courbe;  cette  valeur  est  donc,  en 
désignant  OC  par  f (y), 


Ceci  posé,  les  nouvelles  abscisses  horizontales  x étant 
comptées  à partir  du  point  O sur  l’axe  MN , avec  le 
signe  -}-  à droite  et  le  signe  — à gauche,  et  les  nouvelles 
ordonnées  verticales  y étant  comptées  de  bas  en  haut, 

î>0 
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nous  ayons  entre  ces  nouvelles  coordonnées  et  les  an- 
ciennes x et  y,  lés  relations 

x = a+x,  y = ^ÿ'ouÿ  — 1', 

lesquelles,  substituées  dans  (f),  donnent,  toutes  réduc- 
tions faites  ....  (A) 

y'  = jB-  x*. 

y aQ 

6.  Les  grandeurs  de  la  corde  2d  et  de  la  flèche  f 

étant  généralement  les  premières  données  de  rétablis- 
sement d’un  pont  suspendu,  substituons  dans  (A)  à la 
place  de  Q sa  valeur  tirée  de  la  relation  (y) , sa- 
voir  (i) 

Q -P— 

a f 

nous  ramènerons  notre  équation  à la  forme  ( k ) 

qui  ne  renferme  plus  que  des  constantes  données  immé- 
diatement. Cette  dernière  donne  le  moyen  de  résoudre 
toutes  les  questions  relatives  à la  longueur  de  la  chaîne 
et  à celles  des  tiges  dç  suspension. 

7.  Déterminons  maintenant  en  fonction  des  données 
a et  fia  tension  qui  a lieu  en  un  point  quelconque  de  la 
courbé)  sort  «pression  est*  d’après  l’équation  (ft)* 


[■+«• 
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Ou  obtient  une  autre  expression  de  la  tension 
mum  en  observant  que,  (y), 

1 w.> 

d’uù,  en  vertu  de  l'expreesiun  (e), 


4 f p>iP 


Ainsi , 


^[l  + -■ ✓[•  + '"*■]=•  ah» 

et  l’on  a pour  la  tenalon  maximum (n) 


Ql/[i  + iaüf*»J,  ou 


Q 

cos  «’ 


à CTUM  da  ix*=dx\  Or,  dt  =»  -f  dy'1  ) «nsi 

Substituant  dans  cette  expression  la  valeur  dé  (£)'■ 
tirée  de  l’équation  (A)  diflérenliée,  ou  obtient  (i) 

T-Q^+lCq. 

aux  points  extrême»  À et  B,  où  la  tension  est  la  plus 
grande,  et  correspond  aux  valeurs  « = a,  x=  a, 
on  a pour  ccttc  tension  maximum (m) 


La  composante  verticale  de  cette  tension  maximum 
est  évidemment (0) 

Q lang  a,  ou  pa. 

C’est  d’après  ces  diverses  tensions  qu’il  faut  régler, 
ainsi  que  nous  le  verrons  plus  loin,  la  résistance  des 
points  d’appui  À et  B. 

8.  Comme  il  est  essentiel  do  connaître  la  longueur 
do  la  courbe,  nous  rappellerons  qu’un  arc  1 de  parabole, 
compté  à partir  du  sommet  O jusqu’au  point  dont  les 
coordonnées  sont  x et  y'  a pour  expression  (coy.  Rec- 
tification, tome  II) 

, = I*v[i  + 4p**'*J 

+ Lo*  [ v*' + ✓ [ ' 1 -+■  **’*■]  ] » 

p désignant  le  paramètre,  et  la  caractéristique  Lûy  üfl 
logarithme  naturel.  Le  paramètre  étant  ici  nous 
avons 

— H’+^l 

+Wÿ+ 4 +«£-]]• 

et,  par  conséquent,  la  longueur  de  l’arc  OA  ou  de  la 
moitié  de  la  chaîne,  longueur  que  nous  désignerons  par 
Cf  est (p) 


Qi/ 


Au  point  le  plus  bas  O,  on  voit,  en  faisant  x = o,  que 
la  tension  est  égale  à Q,  ce  qui  est  d’ailleurs  évident. 


+ 


S-tf+4+S)} 
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Cette  expva.sion,  développée  en  série,  derient (7} 


Il  sera  toujours  plus  facile  de  calculer  c par  celte  série, 
dans  les  cas  ordinaires  où  elle  est  très-convergente,  que 

par  l'expression  (/>).  Lorsque  la  Déclic  f est  ^ de  la 

corde  aa,  rapport  asses  généralement  employé,  les 
deux  premiers  termes  donnent  une  approximation  suf- 
fisante. 

9.  Pour  donner  un  exemple  d'application  de  ces  di- 
verses formules,  supposons  les  données  suivantes  : 

AC  *=  fl  = 33-,  CO  = f=4*. 

L’équation  (4)  devient,  avec  ces  valeurs. 


nous  retranchons  les  accens  ',  qui  ne  sont  plus  d'aucune 

utilité. 

Cette  équation , réduite,  par  la  suppression  des  fac- 
teurs communs , à 


est  donc  celle  de  la  parabole  particulière  AOB  ; ainsi , 
en  admettant  que  le  plancher  M.N  (lig.  t»)  doive  être 
«outenu  par  des  tigos  verticales  am,  am,  « etc.,  dis- 
tantes l’une  de  l’autre  de  un  mètre  è partir  du  point  O, 
on  obtiendra  les  longueurs  de  ces  tiges  en  faisant  suc- 
cessivement X = 1*,  X — 3",  X = 3*,  etc-,  jusqu  à 
x = 3 a”.  On  trouvera,  d«  cette  maoière,  y,,  y,, 
y, , etc. , désignant  les  tiges 

= 556  = °'’oo39> 

V,  = Ï5ê  «’  =*  °'»0,56> 

y*==ï5S(3),  = 0‘’°35’’ 

y.  = 55g  = 0',o6'j5’ 

t 

etc.  = etc. 

La  longueur  de  la  tige  qui  fixe  la  plancha  au  point  O 
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est  considérée  comme  nulle,  parce  qti'ici  ce  point  touche 
le  plancher.  La  longueur  de  la  demi-chainc  AO  se  cal- 
culera en  faisant  dans  la  série  (g)  a = 3a,  f 4*  On 
trouvera,  au  moyen  seulement  des  deux  premiers 
termes 

‘ = 3a  [■+§(£)’ ] = îa-’35- 

La  chaîne  entière  aura  donc  64“,66. 

On  conclura  des  mêmes  données 

f 8 r 

• tanga  =--£  = ^ = o,a5, 

ce  qui  fera  connaître  * =*  >4°  a?  l°*l  c’e8t  l’angle  que 
feit  la  chaîne  A ses  deux  extrémités  A et  B arec  i’ho- 
riton. 

Connaissant  les  longueurs  de  la  chaîne  et  des  tiges 
de  suspension,  on  déterminera,  comme  nous  le  verrons 
plus  loin,  les  autres  dimensions  qu’il  faut  leur  donner 
pour  qu’elles  puissent  supporter  sans  se  rompre  le  poids 
du  plancher.  On  connaîtra  ainsi  le  poids  total  du  pont, 
et  par  suite  la  charge  par  mètre  de  longueur,  charge  au 
moyen  de  laquelle  on  calculera  ensuite  les  tensions 
extrêmes  aux  points  d’attache  des  chaînes , et  consé- 
quemment les  résistances  dont  ces  points  doivent  être 
susceptibles.  Admettons  que  la  charge  totale  par  unité 
de  longueur,  c’est-à-dire  la  charge  permanente  due  au 
poids  du  plancher,  augmentée  de  la  surcharge  momen- 
tanée due  au  passage  des  voitures  et  piétons,  ait  été 
trouvée  de  45m  kilogrammes,  on  fera  p = 45aa , et  la 
formule  (»)  donnera 

0 = 45aa  ’ = SySSiG1. 

Celte  valeur  et  celle  de  tang  a,  substituées  dans  la 
formule  («),  donnent  pour  la  tension  des  chaînes  aux 
extrémités  supérieures,  ou  pour  leur  tension  maximum, 

5y88 161/  j\  +(o,35)’J  = 5g66Î0  kil. 

EnGn  la  tension  verticale  aux  points  d’attache  sera , 
d’après  U formule  (0), 

pa  ==  45m  X 5a  = i44?°4  hil. 

Dans  le  cas  où  la  plancher  ne  Serait  soutenu  que  par 
deux  chaînes , la  charge  totale  sc  partageant  également 
entre  elles , la  tension  maximum  de  chacune  serait 

i . 5g6G3p  = 0fl83i5l. 
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Chaque  point  d’attache  subirait  une  tension  horizon- 
tale de 

^ . 578816  = «8f>'|û8l 
et  une  pression  verticale  de 

j • i44r»4  = ya35a\ 

S’il  y avait  deux  chaînes  de  chaque  côté  dn  pont,  leurs 
tensions  respectives  ù leurs  points  d’attache  seraient  les 
moitiés  des  précédentes. 

10.  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  les  points 
d'appui  A et  B avaient  le  même  niveau,  et  conséquem- 
ment que  la  courbe  était  composée  de  deux  parties  sy- 
métriques. Ce  cas  n’est  pas  le  plus  général,  et  nous 
devons  indiquer  les  modifications  qu’on  doit  faire  subir 
aux  formules  précédentes,  pour  les  rendre  immédiate- 
ment applicables  ù toutes  les  positions  possibles  des 
points  d’attache. 

Soient  A et  E (PI.  XX,  fl  g.  1)  ces  points  d’attache, 
dont  on  connaît  la  distance  horizontale  AD  = A et  la 
différence  de  niveau  DE=d.  La  portion  AOE  de  l’arc 
parabolique  AOB  ne  pouvant  évidemment  changer  de 
nature  par  le  transport  du  point  d’appui  B en  E,  puis- 
que ce  transport  ne  fait  que  rendre  fixe  le  point  E sans 
altérer  en  rien  la  relation  des  autres  points,  l’équation 
de  la  courbe  AOE,  rapportée  au  sommet  O,  sera  tou- 
jours, abstraction  faite  des  accens,  (A), 


dans  laquelle  f=OC  et  a=AC.  Or,  ici  on  connaît 
bien  OC  = AM,  mais  AC  n’est  pas  au  nombre  des  quan- 
tités données,  et  il  faut  préalablement  en  déterminer  la 
valeur.  Observons  que  l’équation  (A)  doit  donner 
x = ON  = AD  — AC  = k — a,  lorsqu’on  y fait 
V = EN  = DN  — DE  = f — d,  et  qu’on  a par  consé- 
quent 

f-*= £(*-«)■• 

Développant  le  carré  et  réduisant,  nous  obtiendrons 
l’équation  du  second  degré  en  a 


dont  les  deux  racines  sont 
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a devant  être  plus  petit  que  A,  la  seconde  racine  satis- 
fait seule  A la  question  ; ainsi 

Kf-vT—ÿ) 

d 

On  peut  mettre  cette  expression  sous  une  forme  plus 
simple  en  multipliant  les  deux  termes  du  second  mem- 
bre par  le  facteur  f- f V /p  — df;  on  a alors (r) 

— . 

au  moyen  de  cette  formule,  le  paramètre  de  la  pa- 
rabole  se  trouve  connu. 

11.  La  tension  horizontale  Q en  chaque  point  de  la 
chaîne  est  toujours (s) 


et  la  tension  particulière  au  point  dont  les  coordonnées 
sont  .r,  y a de  même,  pour  expression (t) 

T = Ql/[t  + 

La  composante  verticale  de  cette  tension  particulière 

est («) 


ou  simplement («) 

px, 

en  remplaçant  Q par  sa  valeur  (#). 

Ainsi,  la  tension  maximum  ou  celle  qui  a lieu  au  point 
A,  où  l’on  a x = a,  a pour  expression (*) 

T-Q^f.+Ç], 

et  la  tension  à l’autre  point* d’attache  E,  où  l’on  a 
x = A — a,  a pour  expression (y) 

r -«✓[.  + 40^. 

Les  composantes  verticales  de  ces  dernières  tensions  ou 
les  efforts  exercés  verticalement  sur  tes  points  d'attache 
A et  E,  sont  respectivement (t) 

pa  et  p(k  — a). 

■ a.  Enfin,  pour  détetminer  la  longueur  AOE  de  la 
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chaîne , on  calculera  séparément  l’arc  AO  par  la  for- 
mule (q)t  puis  l’arc  OE  par  la  série («) 


5_  /W. 

9 . ,»8  \a’  J 

+ «tc 1 


dans  laquelle  on  fera  * = k — a.  La  somme  des  résul- 
tats  c -f-  s sera  la  longueur  totale  AOE. 

i3.  Appliquons  ces  diverses  formules  aux  données 

A = 7 5 métros,  f =6  mètres,  d «=a  4">5. 


La  première  chose  & faire  est  de  calculer  la  Taleur  de  a 
ou  de  AC  par  la  formule  (r),  qui  donne  ici 


a 


?5X6  _ 

6 -f  l/36  — vj 


= 5o  mètres. 


Substituant  cette  valeur  de  a,  ainsi  que  la  valeur  donnée 
de  f dans  la  formule  (A),  nous  aurons  l’équation 

6 . 3 . 

r “ (5ô)*  **’ 00  y “ îï5ô 


qui  se  rapporte  à la  parabole  particulière  AOE,  dont  le 
sommet  O est  situé  sur  l’horizontale  NN  ù une  distance 
de  5o  mètres  de  l’extrémité  M,  et  conséquemment  & une 
distance  de  a5  mètres  de  l’autre  extrémité  N. 

Si  le  plancher  MN  doit  être  suspendu  par  des  tiges 
distantes  entre  elles  de  un  mètre  à partir  du  point  O, 
on  fera  successivement  x = i,  x = a,  x = 3,  etc.,  et 
l’on  trouvera  pour  les  longueurs  de  ces  tiges 

ïi  = 7^5  (0*  = 0*»°°»4. 

5 

y.  = W*  “ o<>96, 

»•  “ 7^5 (3)’ = °> oa,6> 

etc.  = etc.  . . = etc. 


Il  est  visible  que  les  a 5 tiges  qui  doivent  supporter  la 
partie  ON  du  plancher  ont  respectivement  les  mêmes 
longueurs  que  les  a5  premières  des  5o  tiges  qui  doivent 
supporter  l’autre  partie  OM. 

On  trouvera  la  longueur  de  la  partie  AO  de  la  chaîne 
au  moyen  des  deux  premiers  termes  de  la  série  (ç),  en 
y faisant  îa,  a = 5o;  le  calcul  donnera 

« = 50[.  + g(iî)’]  = 5o-,48. 


PON 

Pour  avoir  l’autre  partie  OE,  on  fera  dans  la  série  (a) 
x = A — a = a5“,  et  l’on  obtiendra,  en  se  contentant 
de  deux  termes. 


s 

Ainsi, 


»5  + 


(5o)« 


AOE  = e -J-  i = y5“,52. 


Dans  le  cas  d’une  charge  de  55oo  kilogrammes  par 
unité  de  longueur,  on  aurait  pour  la  tension  horizontale 
des  chaînes 


55ooX^o]_*m  , 

X 13 


Puis,  au  moyen  de  cette  valeur,  on  trouverait  pour  la 
tension  extrême  en  A,  d’après  la  formule  (ar), 

T = 1 i45833l/[.  + = I i7837,  kiL  , 

et , pour  la  tension  extrême  en  E , d’après  la  for- 
mule (y), 

r=  1 1 45833 i/[i  +4fa|^]=  ,.54053  kiL 

Les  tensions  verticales  en  ces  points  extrêmes  seraient, 
d’après  les  formules  (x), 

pa  = 5 5 00  X 5o  = ay5ooo  kil. , 
p(A — a)  = 55oo  X = i3y5oo  kil. 

14.  Les  efforts  exercés  par  les  chaînes  de  suspension 
contre  leurs  points  d’attache  se  trouvant  suffisamment 
déterminés  dans  ce  qui  précède,  il  nous  reste  seulement 
à examiner  les  diverses  dispositions  que  peuvent  pré- 
senter ces  points.  Toutes  les  fois  que  les  localités  n’of- 
frent pas  des  points  fixes  à une  hauteur  convenable,  il 
devient  nécessaire  d’élever  des  supports  pour  y attacher 
les  chaînes.  Dans  plusieurs  ponts  de  l’Écosse , ces  sup» 
ports  sont  de  simples  poteaux  en  bois  ou  des  colonnes 
de  fer  fondu  qui  ne  présentent  qu’une  très-faible  résis- 
tance aux  efforts  horizontaux,  de  sorte  qu’il  est  essen- 
tiel de  les  arebouter  par  une  chaîne  de  retenue  dont 
l’action  horizontale  détruise  celle  de  la  chaîne  de  sus- 
pension . Soit  AM  (PI.  XIX,  fig.  la)  un  tel  support, 
AB  la  chaîne  de  suspension  du  plancher,  et  AD  la  chaîne 
de  retenue  attachée  au  sol  par  son  extrémité  inférieure 
et  supposée  tendue  de  manière  à maintenir  AM  dans 
la  position  verticale.  Désignons  par  l'angle  que  forme 
la  chaîne  AD  avec  l’horizon,  et  par  H sa  tension.  La 
composante  horizontale  de  cette  tension  sera  exprimée 
par  R cos  m,  et  sera  l’effort  exercé  par  la  chaîne  de  retenue 
contre  le  support  AM  pour  le  renverser  dans  le  sens  MD. 
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Mai#  O représente  l'effort  horizontal  Je  la  ehainc  Je 
suspension  AB  pour  renverser  AM  dans  le  sens  opposé 
MN,  ainsi,  pour  que  ces  Jeux  efforts  se  détruisent  et 
que  le  support  AM  ne  reçoive  aucune  action  transver- 
sale, il  faut  qu'on  ait 

R cos  « = Q. 

Cos u diminuant  à mesure  que  w augmente,  et  sa 
valeur  maximum  étant  l'imité,  celle  équation  nous 
montre  que  la  tension  B de  la  t haine  de  retenue  ne  peut 
jamais  être  plus  petite  que  la  tension  horizontale  Q dé 
la  chaîne  de  suspension,  et  qu’elle  doit  être  d’autant 
plus  grande  que  l'angle  « est  plus  grand,  ou  que  la  di- 
rection de  la  chaîne  de  retenue  se  rapproche  de  la  ver- 
tfcale. 

On  fait  ordinairement  l'angle  *>  égal  à l'angle  « de  1# 
courbe  avec  l’horizon  au  point  A;  alors 


COS  fa  cos  « * 


c’est-à-dire  que  la  tension  de  la  chaîne  de  retenue  esf 
égale  à la  tension  maximum  de  la  chaîne  de  suspen- 
sion. 

15.  Quel  que  soit  l’angle  si  nons  admettons  que  la 
tension  d"  lé  «haine  dé  retenue  spii  réglée  de  BtfPÎéré 
qu’on  ait 

R-X. 

COS  w 

Le  support  AM  ne  recevra  aucun  effort  horizontal,  et  il 
s*ogit  seulement  de  lui  donner  la  solidité  nécessaire 
pour  qu’il  puisse  résister  à la  pression  verticale  qu'il 
supporte.  Or,  cette  pression,  que  nous  nommerons  P, 
est  évidemment  égale  à la  somme  des  composantes  ver- 
ticales des  tensions  des  deux  chaînes. 

R siu  w et  Q tang  «; 

son  expression  générale  est  donc 

P = R «in  u -f  Q long  a 

(?) 

P = Q (tang  w -f-  tang  «) , 

A cause  de 

_ . _ sin  «.»  * 

R t|i)  w =»  Q «s»  Q Ung  h. 

11  en  résulte  que  la  pression  P augmento  h mesure  que 
la  direction  de  la  chaîna  de  retenue  se  rapproche  dp  la 
verticale. 

16.  Proposons-nous  de  déterminer  la  pression  ver- 


PON 

ticale  des  supports,  dans  le  cas  de  l’exemple  du  n*  9, 
nous  avons  les  données 

a — i/|*a  io*,  tang  « =5  o,a5  ; A&l  f =*  4- • 

, 0 = 578816'. 

Si  le  pont  n’est  soutenu  que  par  deux  chaînes,  la  ten- 
sion horizontale  dp  chacune  d'elles  est 

^ . 578816  = a894o8k, 

et  en  admettant  que  «u=«,  la  pression  verticale  qui 
tend  à écraser  chaque  support,  est 

P i.-=  3894.08^0,35  -(-  0,35^  sss  14470^. 

Il  serait  donc  nécessaire  que  la  résistance  de  chaque 
support  fût  supérieure  ù i44/°4  kilogrammes. 

On  peut  diminuer  la  pression  en  diminuant  l’angle  w 
et  en  augmentant  par  conséquent  la  longueur  de  la 
chaîne  de  retenue.  Mais  les  looalités  ne  permettent  pas 
toujours  de  donner  uijg  longueur  arbitraire  ù cette 
chaîne.  En  supposant  ici  l’angle  u de  10",  ce  qui  donne 
tang  1760,  on  aurait 

P = 389408  X o,4a65  = ia3375  kil. 

17.  La  longueur  de  la  chaîne  de  retenue  est  donnée, 
dans  tous  les  cas,  par  l’expression....  (y) 

, _ JL 

* Hn  « * 

Il  désignant  la  hauteur  AJM  4»  support#  cl  l U longueur 
AO  de  la  chaîne, 

18.  J-prsque  le  support  est  construit  en  maçonnerie 
pu  qu’il  est  formé  par  une  charpente  en  bois  ou  en  fer, 
ayant  une  large  hase,  il  devient  susceptible  de  résister 
à une  action  horizontale,  et  il  en  résulte  une  diminu- 
tion dans  la  tension  des  chaînes  de  retenue;  alors,  au 
lieu  d'attacher  à l’extrémité  de  l’appui  les  extrémités 
des  chaînes  de  retenue  et  de  suspension,  ces  deux 
chaînes  n’en  forment  qu’une  seule  qui  repose  seule- 
ment sur  l’appui  et  peut  glisser  dans  un  sens  et  dans 
l’autre,  sans  que  le  support  prenne  aucun  mouvement. 
Il  se  présente  deux  cas  dans  cette  disposition  : ou  la 
chaîne  peut  glisser  sans  frottement  sur  l'appui  dont  la 
surface  supérieure  est  circulaire  (PI.  XX,  fi  g.  a),  et 
alors  sa  tension  est  la  même  dans  toutes  ses  parties  et 

égale  à » ou  le  frottement  est  assez  considérable 

pour  empêcher  la  tension  de  1a  partie  AB  de  se  trans- 
mettre toute  entière  à la  partie  AB.  Dans  le  premier 
cas,  le  pilier  supporte  un  effort  horizontal  égal  à 

v \ coi./ 
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et  une  charge  verticale  égale  à 


(sin  a *4"  sin  y\ 
cos  k y 


Dam  lé  second  cas»  l'effort  bdrixonUl  est 

Q — R cos  w, 

et  la  charge  verticale 


plancher  et  des  tiges  de  suspension  par  unité  de  lon- 
gueur, a -j-  ttIi  sera  le  poids  total  de  l'unité  de  longueur 
de  ta  eohstfiicüori  ou  la  quantité  que  nous  avons  dési- 
gnée ci-dessus  paf  p.  Or,  eh  remplaçant  p par  ® ttü 
dans  la  formule  (*),  ori  obtient,  pour  l’expression  de  1a 
tension  horizontale, 

« _ (cT-f-ril)^ 

Q — . 


Q tang  « -f-  R sin  u. 


et  par  suite,  pour  celle  de  la  tension  maximum  (tfc), 


R étant  tel  la  tension  de  la  partie  AD  de  la  chaîne,  don- 
née par  ^expression 


R = Q • 


U5 

g 7 p 

COS  a 


dans  laquelle  e est  la  base  des  logarithmes  naturels,  y le 
rapport  du  frottement  à la  pression,  p le  rayon  de  l’arc 
de  cercle  ABC,  et  S la  longueur  de  cet  arc.  Le  dévelop- 
pement de  cette  expression  donne  la  série 


et  l'on  a généralement , ABC  étant  toujours  supposé  un 
arc  de  cercle , 


S 

P 


K 4“  AJ 

i$o° 


On  trouvera  la  déduction  de  ces  formules  daiis  le  mé- 
moire de  Navicr,  auquel  nous  renverrons  pour  tout  ce 
qui  concerne  les  moyens  de  fixer  au  sol  l’extrémité  des 
chaînes  de  retenue. 

19.  On  détermine  le  diamètre  des  chaînes  de  suspen- 
sion d’après  la  règle  pratique  de  ne  leur  faire  supporter 
que  des  charges  inférieures  ù celles  qui  commenceraient 
à altérer  leur  élasticité.  Ces  charges  ne  doivent  donc  ja- 
mais dépasser  le  tiers  des  chargés  capables  de  détermi- 
ner la  rupture  (t»ÿ.  Résistance)  ; ainsi,  ch  admettant 
comme  la  moyenne  des  expériences  les  plus  exactes 
qu'une  barre  de  fer  forgé  se  rompt  sous  un  poids  de 
43l,84  par  millimètre  carré  de  surface,  la  tension  maxi- 
mum des  chaînes  de  stispcnsioti  ne  devra  pas  être  plus 
grande  que  i3  ou  au  plus  14  kilogrammes  par  millimè- 
tre carré  de  leur  section  transversale,  qu’il  s’agit  con- 
séquemment de  fixer  de  manière  ù ne  pas  dépasser  cette 
limite. 

Désignons  par  n Taire  dé  là  section  transversale  des 
chaînes  et  par  ir  le  poidl  de  l’unité  de  volume  du  fer 
forgé  ; iril  représentera  le  poids  de  l’unité  de  longueur 
des  chaînes,  et  al  t*  représente  eu  particulier  le  poids  du 


(°  + »n)a* ./ 
*f  v 


ce  qui  ee  réduit  à ....  (3) 


i+-l)îi2i±iû. 


Mais  s!  p désigne  la  plus  grande  tension  à laquelle 
puisse  être  exposée  l’unité  de  surface  de  la  section  trans- 
versale des  chaînes,  pii  exprimera  la  plu»  grande  charge 
qu’on  peut  faire  supporter  à ces  chaîne»,  et  comme  1a 
Imisioh  maximum  (A)  iie  doit  pas  dépasser  celte  charge* 
on  aura  l’équation 


pli  = (d  îtil) 


«!/(«"  + ) 


qui  donne  pour  la  valeur  de  il  l’expression  ( c ) 

n _ » . ayV-Hf1) 

Lorsque  les  chaînes  sont  en  fer  forge,  substance  qu’on 
ne  doit  pas  exposer  A une  tension  de  plus  de  14  kilo- 
grammes par  millimètre  carré  de  la  section  transver* 

sale,  on  a les  données 


m = 7788  kilogrammes, 
p 14000000  kilogrammes, 

le  mètre  étant  l’unité  linéaire. 

ao.  On  doit  comprendre  dans  le  poids  a du  plancher 
et  des  tiges  de  suspension  les  surcharges  momentanées 
que  les  chaînes  sont  exposées  A supporter  par  l’effet  du 
passage  des  voitures,  des  hommes  et  des  animaux.  D’a- 
près l’évaluation  de  Navicr,  la  limite  supérieure  de  ces 
surcharges  est  de  ig5  kilogrammes  par  mètre  carré  de 
superficie  du  plancher.  Ainsi,  L désignant  la  largeur  du 
plancher  qui  sert  au  passage,  la  quantité (p) 

195  L 

exprime  la  surcharge  par  mètre  de  longueur  qu’il  faut 
ajouter  au  poids  du  plancher  et  des  tiges. 
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1 1 . Quant  aux  tiges  de  suspension,  si  nous  désignons 
par  n leur  nombre  et  par  n le  poids  du  plancher,  y com- 
pris celui  de  la  surcharge  maximum,  le  poids  supporte 
parchacuue  d’elle  en  particulier  sera  évidemment 

II 

de  sorte  qu’en  nommant  $ leur  section  transversale  et 

II 

î la  charge  par  millimètre  carre,  nous  aurons  ty  = - » 
d’où (v) 


Les  secousses  qu’éprouvent  les  tiges  de  suspension 
par  l’effet  du  passage  des  voitures  ne  permettent  pas 
de  les  exposer  ù une  charge  au-dessus  de  i ,5o  par 
millimètre  carré  de  leur  section  transversale  ; on  fera 
donc  t = i,5o,  et  la  formule  (v)  fera  connaître  l’aire 
de  la  section  des  tiges  exprimée  en  millimètres  carrés. 

Connaissant  l’aire  de  la  section,  on  aura  facilement 
son  diamètre  en  se  rappelant  que  l’aire  d un  cercle 
est  égale  au  produit  du  carré  de  son  rayon  par  le  rap- 
port de  la  circonférence  au  diamètre  ou  par  le  nombre 
3,  t b i6.  On  a ainsi,  en  nommant  D le  diamètre (ç) 

d = 

aa.  Nous  éclaircirons  l'emploi  de  ccs  dernières  for- 
mules en  les  appliquant  ù l’cnemplc  du  n-  9,  pour  le- 
quel  nous  avons 

a = 5a  mètres,  f=  4 mètres. 

Nous  supposerons  de  plus  que  la  largeur  du  pont  est  de 
8 mètres  et  que  le  poids  de  son  plancher  seul  s'élète  à 
1661 65  kilogrammes. 

La  longueur  du  pont  étant  de  04  mètres  et  sa  lar- 
geur de  8,  son  aire  est  64  X 8 = 5 1 a mètres  carrés,  et, 
conséquemment,  la  surcharge  totale  a pour  râleur 

5ta  X I951  = 9984o\ 


et  pour  son  diamètre, 

° = v PSfi  ~ 41  miuimèt™- 

On  devra  donc  donner  à chaque  tige  un  diamètre  de 
o",o4a. 

La  connaissance  de  la  section  des  tiges  nous  conduit 
directement  ù celle  de  leur  poids.  En  effet,  celte  sec- 
tion , ramenée  au  mètre  carré  pour  unité , étant 
o*1,ooi38544,  nous  la  multiplions  par  7788  kilo- 
grammes, poids  du  mètre  cube  de  fer  forgé,  nous  ob- 
tiendrons le  poids  d’un  mètre  de  longueur  des  tiges;  il 
ne  faudra  plus  que  multiplier  ce  poids 

o, ooi38544  X 7788  = 10S7898 

par  la  somme  des  longueurs  des  tiges,  pour  avoir  leur 
poids  total.  Or,  la  somme  des  longueurs  des  3a  tiges 
y,,  ys,  ytt  etc.,  que  nous  avons  calculées  n*9,  est 
44“>6875  • ainsi,  abstraction  faite  des  tiges  du  milieu  du 
pont,  qui  sont  perdues  ici  dans  l’épaisseur  du  plancher 
et  font  partie  de  son  poids,  la  longueur  totale  des  ta8 
tiges  est 

4X44,8875  = 178-, 75, 

et,  par  conséquent,  nous  avons  pour  leur  poids  total 
178,75  X 10,7898  = 1929  kilogrammes. 

Ceci  trouvé , procédons  au  calcul  de  l’aire  des  chaî- 
nes de  suspension  par  la  formule  (t). 

Le  poids  du  plancher  i66i65l  ajouté  à celui  des 
chaînes  19391  et  à la  surcharge  maximum  déterminée 
ci-dcssus  99840^  est  égal  à 3G79341.  Divisant  ce  poids 
parla  longueur  du  pont  = 64",  nous  avons  le  poids  de 
l’unité  de  longueur,  savoir  : 


TT 


267934 

64 


4190  kil. 


Ainsi,  la  section  demandée  a est 

_ 4«9°X  3ay/[(5a)a-f-  4 X » 8] 

11  14000000X8  — 7788X521/  [(3a)*  -f*  4 X18] 


d’où 

H = 1661 65  -f-  99840  = a66oo5  kilogrammes. 


Réalisant  les  calculs  et  observant  que  l’unité  de  surface 
est  ici  le  mètre  carré,  nous  trouverons 


Les  liges  de  suspension  sont  au  nombre  de  65  pour 
chaque  côté  du  plancher  ; leur  nombre  total  est  donc 
i3o.  et  le  poids  supporté  par  chacune  d'elles  en  parti- 
culier 


u66ou5 

~j5o 


=3078^  16. 


il  = o“'l,o4a6i5. 

Mais  cette  airo  est  celle  de  la  somme  des  sections  des 
deux  chaînes  entre  lesquelles  se  partage  la  charge; 
ainsi,  la  section  d’une  seule  chaîne  est 

o"  %oa  13075, 


Il  en  résulte,  pour  la  section  de  la  lige, 

.i  __  1^?!—  s=  1 385,44  millimètres  carrés. 
r i,5o 


ce  qui  nous  donne  pour  son  diamètre 

.fo, oai3o75T  _ AC 
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Si  le  ponl  était  soutenu  par  une  double  chaîne  de 
chaque  côté,  ce  qui  est  toujours  préférable , la  section 
de  chaque  chaîne  simple  serait  le  quart  de  fl,  et  ainsi 
de  suite. 

Pour  avoir  maintenant  le  poids  des  chaînes,  obser- 
vons que  le  poids  d’un  mètre  de  longueur  sur  une  sec- 
tion fl  est 

o,o4a6i5  X 77881  = 33ik,886. 

La  longueur  des  chaînes,  trouvée  n*  9,  étant  de  64“,66, 
leur  poids  total  est  égal  à 

35»k,886  X 64,66  = a 1460  kil. 

Ainsi,  le  poids  de  toute  la  construction,  y compris 
la  surcharge  maximum,  s’élève  à 28909^  kilogrammes, 
et  la  charge  p sur  un  mètre  de  longueur  du  plancher 
est,  par  conséquent, 

04 

c’est  la  donnée  que  nous  avons  prise  n*  9,  et  d’après 
laquelle  nous  avons  trouvé  que  la  tension  maximum 
est  équivalente  à 5q663o  kilogrammes.  En  comparant 
celte  tension  maximum  avec  la  somme  des  aires  des 
sections  des  chaînes  = 496i5  millimètres  carrés,  on 
voit  que  la  charge  par  millimètre  carré  de  la  section  est 

596600  __  . kilogrammes, 

4201 5 


ce  qui  sert  de  vérification  aux  derniers  calculs. 

a3.  L’hypothèse  de  l’égale  répartition  de  la  charge 
sur  une  ligne  horizontale  est  la  plus  simple  de  toutes 
celles  dont  on  peut  partir  pour  déterminer  la  forme  de 
la  courbe  des  chaînes  ) mais  elle  n’est  pas  rigoureuse- 
ment exacte,  car,  en  réalité,  le  poids  du  plancher  est 
le  seul  que  l’on  puisse  considérer  comme  distribué  uni- 
formément sur  la  ligue  horizontale  liée  aux  chaînes,  et 
l’unité  de  longueur  de  celte  ligne  sc  trouve  d’autant 
plus  chargée  qu’on  la  prend  plus  près  des  extrémités,  où 
les  tiges  de  suspension  sont  plus  longues,  ainsi  que  les 
parties  correspondantes  des  chaînes.  Il  en  résulte  que 
si,  en  construisant  un  pont,  on  avait  donné  la  forme 
parabolique  aux  chaînes,  cette  forme  sc  modifierait 
lorsque  la  construction  serait  abandonnée  à elle-même 
et  prendrait  une  figure  intermédiaire  entre  celles  de  la 
parabole  et  de  la  chaînette,  de  manière  que  la  courbure 
des  chaînes  augmenterait  aux  extrémités  et  diminuerait 
au  milieu , ce  qui  ferait  élever  le  milieu  du  plancher. 
Ravier  donne  la  formule  suivante  pour  calculer  la 
grandeur  de  cette  élévation 


5xg  -f-  2gf*\ 
3o(tt  / 


Tom.  ni. 


dans  laquelle 

a est  la  demi-corde, 
f la  flèche  de  la  courbe  parabolique, 
f la  nouvelle  flèche  ou  celle  de  la  courbe  modifiée, 
t le  poids  total  des  tiges  de  suspension, 
n le  poids  par  mètre  courant  du  plancher, 

<r  le  poids  par  mètre  courant  des  chaînes. 

Si  nous  prenons  pour  exemple  les  données  du  nu- 
méro précédent,  qui  sont 

a = 3a-,  f=  4*,  r = igagS  * = — = aog(>S 
u = 33aL, 


nous  aurons 

„ ___ , / 3X1929X39  -|-aX35aX»6\ 

' ^ \ 5o  (2596 -j- 33a)  (3a)*  /* 

= 3-, 991, 

d’où  nous  conclurons  pour  la  différence  des  deux  flèches 

— = 4 — 3,991  = 0-, 009. 

Ainsi,  dans  le  cas  de  notre  exemple,  lorsque  la  con- 
struction serait  abandonnée  ù elle-même,  le  change- 
ment subi  par  la  flexion  des  chaînes  ferait  remonter  le 
plancher  au  milieu  de  0^,009  seulement,  ce  qui  serait 
à peine  sensible.  Il  est  facile  de  voir,  en  général,  que 
la  différence  entre  f et  f sera  toujours  très-petite,  et 
d’autant  plus  que  l’ouverture  de  l’arche  sera  plus 
grande. 

i\.  Les  longueurs  des  tiges  calculées  par  l’équation 
de  la  parabole  ne  correspondant  pas  exactement  arec 
les  ordonnées  de  la  courbe  modiûée,  il  résulterait  en- 
core de  l’emploi  exclusif  de  cette  équation  que  les 
tiges  ne  se  maintiendraient  pas  verticales  et  également 
espacées,  ce  qui  pourrait  aroir  des  inconrénicns.  Dans 
la  pratique,  meme  en  sc  conservant  la  facilite  de  régler 
par  des  vis  la  longueur  des  tiges,  il  sera  toujours  plus 
prudent,  après  avoir  déterminé  provisoirement  tous  les 
élémens  d’un  pont  suspendu  d’après  l’équation  de  la 
parabole 


tiges  au 


dont  les 
On  doit 


recommencer  le  calcul  de  la  longueur  des 
oycn  de  l’équation  de  la  courbe  modifiée 

j 1 3rflj4“ 

ii  contient  les  mêmes  quantités  a et  f,  et 
lires  constantes  ont  la  signification  ci-dessus. 

SI 
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consulter  pour  cet  objet  un  mémoire  de  M.  l'ingénieur 
Stapfer  inséré  dans  la  seconde  édition  de  l’ouvrage  de 
Navicr. 

a5.  Une  autre  catise  tend  à modifier  la  courbe  des 
chaînes  lorsque  le  pont  est  abandonné  à lui-même  ; 
mais  celle-ci  agit  d'une  manière  régulière  et  progres- 
sive, et  fait  varier  seulement  la  longueur  des  tiges  sans 
qu’elles  cessent  d'être]  verticales  ; c'est  l’élasticité  du 
fer.  « Puisqu’une  barre  de  fer,  dit  Navicr,  s’étend  né- 
cessairement quand  élit  est  tirée  par  les  deux  extré- 
mités, l’effet  de  la  charge  du  plancher  d’un  pont  sera 
d'allonger  les  chaînes  qui  le  tiennent  suspendu,  et  par 
conséquent  d'augmenter  la  flèche  de  la  courbe  qu’af- 
fecteraient ces  chaînes  si  elles  étaient  formées  par  des 
verges  inextensibles.  Des  charges  additionnelles  pla- 
cées sur  le  plancher  produiront  encore  dans  la  flèche 
de  courbure  de  nouvelles  augmentations,  qui  cesseront 
en  même  temps  que  l'action  de  ccs  charges.  Il  est  né- 
cessaire de  soumettre  ccs  effets  au  calcul,  et  d’être  à 
même  de  prévoir  l’abaissement  durable  qui  se  mani- 
festera à l’instant  où  les  chaînes  sa  trouveront  chargées 
pour  la  première  fois  du  poids  du  plancher,  et  les 
abaissemens  momentanés  produits  par  les  charges  ac- 
cidentelles. » Voici  les  résultats  de  l’analyse  de  ce  sa- 
vant. Soit  c la  longueur  de  la  demi-chaîne  avant  son 
extension,  et  c sa  longueur  après,  on  a (i) 


alors  p comme  représentant  la  charge  additionnelle 
placée  sur  chaque  unité  de  longueur. 

*6,  Une  conséquence  très-importante  de  ces  résul- 
tats, c’est  qu’il  ne  faut  pas,  dans  le  projet  d’ua  pont, 
donner  à le  flèche  f\ a grandeur  qu’on  veut  qu’elle  ait 
lorsque  la  construction  sera  terminée,  cette  flèche  de- 
vant nécessairement  augmenter  par  l’effet  de  l’extension 
des  chaînes  sous  la  charge  permanente.  Par  exemple, 
le  pont  dont  nous  avons  calculé  les  élémens  n"  aa  et 
a3,  daus  l'hypothèse  d’üne  flèche  f *=  4“*  trouverait 
avoir  une  flèche  f — 4%  1 • a après  le  tassement.  En 
effet,  nous  avons  trouvé  pour  le  poids  total  de  la  con- 
struction 189554  kilogrammes.  Ce  nombre,  divisé  par 
04",  longueur  du  plancher,  nous  donne  pour  la  charge 
permanente,  sur  un  mètre  de  longueur,  396a1.  De  plus, 
l’aire  de  la  section  des  chaînes  est  de  4a6i  5 millimètres 
carrés,  d’où 

E mm  aoooo  X 4a6i5  = 85s3ooooo. 

Ainsi,  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (1)  avec 
les  autres  données,  nous  aurons 


: 3i,33  + 

8 X ooaoooooo 


f,+  l 


ce  qui  nous  donnera,  sans  avoir  besoin  de  tenir  compte 
du  dernier  facteur, 


c — 3a", 544  î 


pétant  le  poids  total  de  la  construction  par  mètre  cou- 
rant de  longueur,  et  E une  constante  dont  la  valeur  est 

E = aoooo11 . n , 

dans  laquelle  fi  désigne  Paire  de  la  section  tranversale 
des  chaînes  exprimée  en  millimètres  carrés. 

Pour  calculer  la  nouvelle  flèche  f , on  a la  formule 
approximative (a) 

r-l/1j  («-«)«, 


dont  on  peut  se  contenter  dans  le  plus  grand  nombre 
des  cas.  Si  l’on  veut  plus  d’exactitude,  on  doit  em- 
ployer la  série 


La  formule  (1)  peut  servir  également  pour  calculer 
rallongement  résultant  d’une  charge  additionnelle  uni- 
formément répartie  sur  le  plancher,  en  considérant 


l’allongement  de  la  moitié  de  la  chaîne  sera  donc 
= o",  01 4,  et  celui  de  la  chaîne  entière  *==  o",oa8. 

Cette  valeur  de  c,  mise  dans  la  formule  (a),  donne 

r-l/[*  (3ï, 344  — 3a)3aJ  =4*,n«, 

d'où  nous  voyons  que  l’effet  de  l'extension  des  chaînes 
est  de  donner  à U flèche  primitive  un  accroissement 
deo“,  1 la.  L’effet  de  la  modification  de  la  courbe  para- 
bolique, due  à l’inégale  répartition  de  la  cbarge  (n*a3), 
étant,  au  contraire,  de  diminuer  la  flèche  f de  la  quan- 
tité de  o*,oo9,  la  flèche  réelle  aura  donc  en  définitive 
4",io3  de  longueur,  et  ce  n'est  qu'autant  qu*on  aurait 
voulu  lui  donner  cette  dimension  qu'il  aurait  fallu 
employer  la  valeur  /■=  4*  dans  le  calcul  des  élémens 
du  pont. 

37.  Ce  n’est  guère»  que  dans  les  ponts  d'une  très- 
petite  longueur  que  le  plancher  est  horitontal  ; dès  que 
cette  longueur  est  un  peu  considérable,  on  lui  donne 
la  forme  d’un  arc  de  cercle  00  d'un  aTC  de  parabole; 
de  sorte  que  les  tiges  de  suspension  ne  sont  plus  sim- 
plement les  ordonnées  d’une  courbe,  mais  bien  les 
distances  de  deux  points  situées  sur  deux  courbes  dif- 
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fêrentcs.  Le  calcul  de  leurs  longueurs  se  compose  alors 
de  deux  parties  comme  nous  allons  l'expliquer.  Soit 
AO  B (fig.  3»  pl.  XX)  la  courbe  des  chaînes , MON 
celle  du  plancher,  U'N'  la  ligne  horizontale  tangente 
commune  aux  deux  courbes  au  point  O.  C'est  sur  cette 
ligne  que  nous  compterons  les  abscisses  à partir  du 
point  O.  A chaque  abscisse  Om  =*  X correspondra  une 
ordonnée  mp  appartenant  à la  courbe  des  chaînes,  et 
«ne  ordonnée  mq  appartenant  à la  courbe  du  plancher. 
La  somme  de  ces  ordonnées  pm  -| - mq  = pq  sera  la 
distance  des  deux  points  p et  q des  courbes,  et,  par  con- 
séquent, la  longueur  de  la  tige  qui  lie  ces  points.  Ainsi, 
après  avoir  calculé,  au  moyen  des  équations  des  deux 
courbes,  les  deux  ordonnées  pm  et  mq , correspondantes 
i un  point  m de  l'horizontale,  par  lequel  doit  passer 
une  tige,  on  formera  leur  somme,  pour  avoir  la  lon- 
gueur de  cette  tige.  Supposons  la  courbe  du  plancher 
circulaire;  nommons  y sa  flèche  OD  M’M,  et  y'  ses 
ordon nées  mq.  L’équation  du  cercle  rapportée  au  point  O 
et  h l’axe  MTi'  étant 

œ ary'  — y'*, 

dans  laquelle  r désigne  le  rayon,  observons  que  cette 
équation  doit  donner  x » OM'  «a  a,  lorsqu’on  y fait 
y «MM  » ?;  ainsi. 


Substituant  cette  valeur  à la  place  de  ar,  l’équation  de 
Parc  MON  devient 


o’  + V1  . 


at  ne  renferme  plu»  que  de»  constantes  données  « et  f. 
En  la  résolvant  par  rapport  à y',  on  obtient  l’expression 


qui  servira  à calculer  les  ordonnées  y'  correspondant 
A des  abscisses  données  X.  Dans  les  cas  ordinaires,  la 
(lèche  y est  très-petite  par  rapport  4 la  demi-corde  a, 
et  l’on  peut  se  contenter  des  deux  premiers  terme»  du 
développement  du  radical.  On  a alors  simplement 


ou  même,  avec  une  exactitude  suffisante,  car  l’arc  de 
cercle  en  question  ne  diffère  pas  sensiblement  d’un  aro 
de  parabole, (3) 


Ayant  donc  calculé  la  partie  pm  ou  y'  de  la  tige  par 
cette  dernière  formule,  on  l’ajoutera  i la  partio  qm, 
calculée,  comme  nous  l’avons  enseigné  oi-dossus,  pour 
un  plancher  horizontal  M'N'.  Les  premières  évaluations 
devant  toujours  être  faites  dans  l’hypothèse  d’une 
courbe  AOB  parabolique,  dont  l’équation  est (4) 


f désignant  la  flèche  CO,  on  peut  se  dispenser  de  cal- 
culer séparément  les  deux  parties  y'  et  y,  car  la  somme 
des  équations  (3)  et  (4)  donne 

y+y=7-^- 


Ainsi,  désignant  par  t la  longueur  pq  de  la  tige,  on  a 
immédiatement (5) 

* =■ 

o5 

Supposons,  par  exemple,  qu’on  ait  les  données 
ÀC  = a«8%5;  CO«f«i%4)  OD«y  — o-,S, 

et  que  le  plancher  doive  être  soutenu  de  chaque  côté 
par  18  tiges  distantes  l’une  de  l’autre  de  i";  de  ma- 
nière que,  pour  une  moitié  AO  de  la  chaîne,  la  pre- 
mière tige  soit  à o“,5o  de  distance  du  point  a,  la  se- 
conde & i*,5o,  la  troisième  4 a“,5o,  et  ainsi  do  suite 
jusqu’à  la  neuvième  et  dernière  AM,  dont  la  longueur 
est  fixée  à l’avance  par  la  condition  AM*  -|-  M'M  = 
CO  -{-  OD  «s  i “,7-  Substituant  les  nombres  4 la  place 
des  lettres  dans  la  formule  (4),  clic  devient 


= — -;»1,  OUi  = AA*1. 
7»,  a»  >445 


Ainsi,  désignant  les  tiges  aucceasitea  par  *„  et 

jusqu' iV  a,,  on  a 

34 

x,  — ^f5  (o,5o)‘  « o-,oo«, 

»i  *»  °>  o5î> 

**  “ îHs  "*  °«  *A> 

*.  “ (3|5o)*  =>  o,  a88, 

*‘~ï§s(4,5o)’  = 0*^ 

*.  ~ J^5*50)’”0'  7'  *’ 

= C6»5°i*  = 994. 

‘•“lësk-50)’-11 3l4> 

*.=Tâ(8’5o)‘”''  70°- 
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Ces  valeurs  étant  connues,  on  pourra  ensuite  déter- 
miner tous  les  autres  élémcns  de  la  construction,  tels 
que  le  diamètre  et  le  poids  des  tiges  et  des  chaînes  par 
les  procédés  indiqués. 

Voyez,  pour  tout  ce  qui  concerne  la  théorie  des 
ponts  suspendus,  le  mémoire  de  Navier  déjà  cité  ; voyez 
aussi  l’ouvrage,  sur  le  même  sujet,  de  M.  Séguin  aillé. 
C’est  à ce  dernier  ingénieur  que  la  France  doit  son 
premier  pont  suspendu. 

POSITION  APPARENTE.  (jirt.)Non  seulement  les 
astres  ne  paraissent  pas  dans  leur  lieu  réel,  par  l’effet 
de  la  réfraction,  mais  ils  en  sont  encore  un  peu  écartés 
par  l’effet  de  l’aberration,  parce  que  nous  voyons  les 
corps  célestes  dans  la  direction  de  la  résultante  de  deux 
vitesses,  celles  de  la  lumière  et  de  la  terre.  Lorsqu'on 
cherche  dans  les  tables  astronomiques  l’ascension  droite 
et  la  déclinaison  d’une  étoile,  on  n’y  trouve  ordinaire- 
ment que  son  ascension  droite  et  sa  déclinaison  moyenne, 
qui  s’observeraient  sans  l’aberration  et  la  nutation  (coy. 
ces  mots).  Cette  position  moyeunc  sc  rapporte  au 
t"  janvier  de  l’année  pour  laquelle  le  catalogue  a été 
dressé.  Il  faut  alors,  pour  avoir  celte  position  à toute 
autre  époque,  évaluer  le  mouvement  de  précession  en 
ascension  droite  et  en  déclinaison  pour  le  temps  écoulé 
depuis  l’époque  du  catalogue  jusqu’à  celle  proposée; 
mouvement  qui,  pour  un  court  intervalle,  est  propor- 
tionnel au  temps,  et  qui  sc  calcule  au  moyen  de  la  ra- 
riation  annuelle  donnée  par  le  catalogue  (coy.  Pbéces- 
sïoî»).  Ensuite  on  détermine  la  petite  quantité  duc  au 
phénomène  de  la  nutation,  qu’on  ajoute  à l’ascension 
droite  et  à la  déclinaison  moyenne  pour  avoir  le  lieu 
vrai.  Enfin  l’on  évalue  les  petits  termes  dépendant  de 
l’aberration,  qu’on  ajoute  également  au  lieu  vrai  pour 
avoir  le  lieu  apparent  ou  l’ascension  droite  et  la  décli- 
naison apparentes. 

M.  Baily  a publié  dans  le  tome  II  des  Mém.  de  la 
Société  astron.  de  Londres , des  tables  assez  simples 
pour  un  très-grand  nombre  d’étoiles;  mais  celles  insé- 
rées à la  page  a 1 5 des  additions  à la  6’onn.  des  temps 
pour  i833,  et  calculées  par  les  formules  que  nous 
avons  fait  connaître,  sont  encore  plus  commodes,  en 
ce  qu’elles  dispensent  de  l’usage  des  logarithmes  et 
qu’elles  sont  relatives  aux  étoiles  qu’on  observe  le  plus 
souvent.  On  n’a  même  plus  aucun  calcul  à faire  à ce 
sujet  depuis  que  le  Bureau  des  longitudes,  à l’instar  des 
auteurs  du  Nautical  almanac  et  des  Éphémérides  de 
Gotha,  insère  chaque  année  dans  la  Conn.  des  temps 
les  positions  apparentes  des  principales  étoiles.  Ces  po- 
sitions entrent  comme  élémens  essentiels  dans  le  calcul 
du  temps  sidéral,  dans  celui  de  la  latitude  d’un  lieu  de 
la  terre  par  l’observation  de  la  hauteur  des  étoiles  au- 
dessus  de  l’horizon,  etc.  ( Voy.  Hei  ke,  Latitude,  Azimut. ) 


POU 

POUSSÉE  DES  TERRES.  (Archit.prat.)  On  nomme 
poussée  des  terres  l’effort  qu’exercent  contre  les  murs  de 
revêtement  destinés  à les  soutenir,  les  terres  coupées 
à pic. 

L’expérience  a démontré  que  toutes  les  terres  nou- 
vellement remuées  prennent  un  talus  naturel  dont  la 
surface  est  plane,  et  dont  l'inclinaison  sur  le  plan  hori- 
zontal varie  en  raison  de  l’adhérence  et  du  frottement 
des  molécules.  Imaginons  qu’on  ait  coupé  à pic,  sur  la 
hauteur  BE,  une  masse  de  terre  dont  ABËF  (PI.  XX, 
fig.  4)  représente  le  profil;  cette  masse  n’étant  pas 
un  véritable  corps  solide,  mais  bien  un  agrégat  de  mo- 
lécules solides  imparfaitement  adhérentes  entre  elles , 
ses  parties,  qui  ne  seront  plus  soutenues  du  côté  de  BË, 
et  qui  tendent  à descendre  par  l’effet  de  leur  pesanteur, 
s'ébouleront  dans  l’espace  vide  qui  leur  est  offert,  de 
manière  qu’après  leur  chute  et  lorsque  l'équilibre  de  la 
masse  sera  établi,  cette  masse  offrira  du  côté  du  déblai 
une  pente  ou  talus  AB  plus  ou  moins  incliné  par  rap- 
port à la  ligne  horizontale  ED.  Si  l’adhérence  des  mo- 
lécules terreuses  était,  comme  dans  les  pierres,  plus 
grande  que  leur  pesanteur,  il  est  évident  qu’aucun 
éboulemcnt  ne  pourrait  avoir  lieu  et  que  la  masse  con- 
serverait le  talus  vertical  BE  ; tandis  que  si  cette  adhé- 
rence était  nulle,  comme  dans  les  fluides,  la  masse  en- 
tière s'affaisserait  jusqu'à  ce  que  sa  surface  supérieure 
fût  devenue  horizontale.  Entre  ces  deux  limites  extrê- 
mes d’adhérence,  il  est  facile  de  voir  que  le  talus  AB 
sera  d’autant  plus  incliné  que  l’adhérence  sera  plus  pe- 
tite; mais  cette  force  ne  détermine  pas  seule  la  forme 
et  l’inclinaison  du  talus,  qui  dépendent  principalement 
de  la  résistance  due  au  frottement  des  molécules  les 
unes  contre  les  autres;  ainsi,  en  supposant  que  la 
masse  ABEF  soit  composée  de  sable  sec,  dont  on  peut 
considérer  la  cohésion  comme  nulle,  l’inclinaison  du 
talus  AD  sera  parvenue  à son  degré  naturel  lorsque  la 
molécule  m,  qui  tend  à glisser  sur  le  plan  incliné  «nD, 
demeurera  en  repos  par  le  seul  effet  du  frottement 
(roy.  ce  mot).  Dans  ce  cas,  l’inclinaison  du  plan  du 
talus  est  indépendante  de  la  hauteur  du  déblai,  et  se 
trouve  uniquement  donnée  par  la  valeur  du  frottement  ; 
de  sorte  que  l’angle  d'inclinaison  ADF  est  en  réalité 
Y angle  du  frottement  (coy.  ce  mot),  et  sa  tangente  le 
rapport  du  frottement  à la  pression.  Dans  tous  les  autres 
cas,  où  il  est  nécessaire  de  faire  entrer  l’adhérence  en 
considération,  l’angle  d’inclinaison  ADF  diminue  à me- 
sure que  la  hauteur  du  déblai  augmente,  parce  que  les 
diflérentes  espèces  de  terres  sc  soutiennent  d’elles- 
mêmes  quand  elles  sont  taillées  à pic  sur  une  certaine 
hauteur,  qui  dépend  uniquement  de  leur  force  de  co- 
hésion. 

Il  résulte  de  ces  notions  générales  que,  si  l’on  élève 
un  mur  en  BE  pour  empêcher  le  mouvement  des  terres, 
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ce  mur  supportera  l’effort  ou  pression  du  prisme  de 
terre  ABC,  qui  se  détacherait  sans  l'obstacle  opposé  à 
son  mouvement.  La  même  chose  aurait  évidemment 
lieu  pour  un  mur  BCDE  (PI.  XX,  fig.  5)  derrière  le- 
quel on  ferait  un  remblai  de  terre. 

La  recherche  des  principes  d’après  lesquels  doivent 
être  construits  les  murs  de  revêtement  qui  doivent  ré- 
sister à la  poussée  des  terres,  a beaucoup  occupé  les 
savans  du  dernier  siècle;  mais  leurs  travaux  ne  présen- 
tent plus  aucun  intérêt  depuis  que  Coulomb  a fait  en- 
trer dans  l’analyse  de  la  question  les  diverses  circon- 
stances physiques  que  nous  venons  de  signaler,  et  sur- 
tout depuis  que  M.  de  Prony  en  a donné  une  théorie 
très-simple  et  très-générale,  dont  l’expérience  a con- 
firmé tous  les  résultats.  C’est  cette  dernière  que  nous 
allons  exposer. 

i.  Soit  BCDE  (Gg.  5,  PI.  XX)  un  mur  de  revête- 
ment derrière  lequel  on  a fait  un  remblai  de  terre  dont 
une  partie,  le  prisme  FBE,  s'éboulerait  sans  la  résis- 
tance de  ce  mur.  11  s'agit,  i*  d’évaluer  la  force  ou 
poussée  qui  tend  à renverser  le  mur,  a*  de  déterminer 
la  forme  et  les  dimensions  qu’il  est  nécessaire  de  donner 
au  mur  pour  résister  à la  pression. 

Observons  d'abord  que  le  prisme  FBE  déterminé  par 
le  talus  naturel  BF,  que  prendraient  les  terres  aban- 
données à elles-mêmes,  n’est  pas  celui  dont  l’effort 
contre  le  mur  est  le  plus  considérable;  car  l’inclinaison 
du  plan  du  talus  est  telle  que  le  frottement  et  la  cohé- 
sion seuls  y retiennent  les  terres  en  équilibre.  Si  nous 
concevons  une  suite  de  plans  moins  inclinés  que  celui 
du  talus,  et  passant  tous  en  B par  l’arête  inférieure  du 
prisme,  chacun  de  ces  plans,  BH,  séparera  un  prisme 
BHE  qui  tend  aussi  à s'écrouler,  puisque  le  prisme  FBR 
ne  forme  pas  une  masse  solide,  et  parmi  tous  ces  pris- 
mes il  s’en  trouvera  nécessairement  un  qui  aura  besoin 
d’une  plus  grande  force  qu’aucun  autre  pour  s'opposer 
à son  glissement.  Or,  nommons 

P la  force  horixontale  qui  soutient  le  prisme  BHE, 

Q le  poids  de  ce  prisme  ; 

Y l’angle  HBF. , forme  par  le  plan  incliné  H B et  la 
verticale  ; 

y la  force  de  cohésion  sur  l’unité  de  surface; 

f le  coefficient  du  frottement,  ou  le  rapport  de  la 
pression  normale  au  frottement  ; 

r le  complément  de  l'angle  du  frottement  ou  l’angle 
dont  la  cotangente  = f; 

h la  hauteur  EB  du  remblai; 

6 la  longueur  de  la  ligne  H B sur  laquelle  la  cohésion 
a lieu  ; 

n la  pesanteur  spécifique  des  terres. 

Nous  avons,  d’après  la  théorie  du  plan  incliné,  pour 
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l’équation  d’équilibre  du  prisme  HBË  sur  le  plan  in- 
cliné HB  (Koy.  Plan  ixclixé,  tom.  II,  et  Fbottimekt.) 

p ~ Q(cos?  — foin  y)  — h 

sin  V 4"  feos  f 

Ainsi,  il  ne  s'agit  plus  que  de  déterminer  la  valeur  de  f , 
qui  convient  au  prisme  de  la  plus  grande  poussée,  et 
rend  conséquemment  P un  maximum. 

Observons  d’abord  que  le  triangle  HBE  rectangle  en 
E fournit  les  relations 

EH  = EB  . tang  EBH  = h tang  y, 

un  EB  * * 

HB  = ïtstï,  OU  b— , 

cosLBIl  cos  y 

d’ort  nous  avons  pour  l’aire  de  ce  triangle  l’expression 
- A*  tang  y.  Si  nous  représentons  le  poids  du  prisme 
par  sa  base,  nous  aurons  donc 

Q — ~ t»A*tang  f. 

Substituant  ces  diverses  valeurs  dans  l'équation  d'équi- 
libre, elle  deviendra 

P = i ah'  tang»  — /il? h , 

a sin  y -f-  /cos  y cos  y($iny  fC09f) 

Remplaçant  dans  cette  dernière  f par  cot  r = — - — , 

tang  t 

on  pourra  la  ramener  à une  forme  beaucoup  plus  sim- 
ple, au  moyen  des  réductions  suivantes  : 

sin  ® 

cos  f — r- 

tang  r tang  r — tang  f 

sin  * -U  co*f  ~~  1 + t.  tang  y 
• ' tang  r 

= tang  (r  — ,) 

/.  , cos  r \ cosofsinosinT-f-cosoCOSr) 

cos®  sin o 4-  - — cos® ] = — — — I—  - — ! -ï L 

T\  7 1 sin  t TJ  sin  r 

cos  y « cos  (r  -f-  y) 

sin  r 


tang  f 4~  tang(r  — y)’ 

Nous  avons  ainsi  .....  (a) 

P s ^oA’tang? . tang(v — y)  — Ayj^tangy 

+ tang  (t  — y)  J , 

ce  qu’on  peut  encore  mettre  SOU9  la  forme (b) 

P = I -orA*-f-  Aytangr  I tang  y . tang  (t — y) 

L J i , 

— *7  tang  r. 
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Pour  avoir  maintenant  fa  valeur  de  y qui  rend  I*  un 
maximum,  il  faut  égaler  à zéro  la  différentielle  du  se- 
cond membre  de  cette  équation  (roy.  Maximum, 
tom.  II),  prise  en  faisant  varier  la  seule  quantité  y.  On 
a donc 

o = d £tang  y . tang  (r  — y) J, 
ou 

6 = tang  (t  — y)  . d tang  y -f-  tang  y . d tang  (r  — y)  ï 
mais 

d tang  f = ^.  à taog(T  - 1)  — ' 

Ainsi 

o a 'cos*  (t  — y)  • tang  (r  — y)  — cos*y  . tang  y. 

Remplaçant  chaque  tangente  par  le  sinus  divise  par  le 
cosinus,  il  vient 

cos  (t  — y) . sio  (t  — y)  **  00s  y . sin  y, 
ce  qui  se  réduit  à 

sina  (7  — y)  = sin  s y, 
et  donne  déûniti veinent 


Cette  valeur  étant  indépendante  de  la  cohésion  y,  on 
voit  que  le  prisme  de  la  plus  grande  poussée  est  le 
même,  pour  la  même  terre,  qu’elle  ait  été  oü  non  nou- 
vellement remuée.  En  la  substituant  dans  (a),  ou  ob- 
tient pour  l’expression  de  la  force  P 

P = ioAMang’^r)  — .Aytang^r), 
ou,  représentant  pour  abréger  tang  par  I,  ....  (e) 
P a=s  Ar^ciAf  — ayJ. 

a.  Il  entre  dans  l’expression  de  P deux  quantités  à 
déterminer  par  des  expériences;  l’une  est  tou  tang  Q 7^, 

qui  dépend  du  rapport  f du  frottement  à la  pression,  et 
l’autre  est  y ou  la  force  de  cohésion  sur  l’unité  de  sur- 
face. La  quantité  f peut  être  observée  directement; 
quant  ù la  quantité  y,  si  l’on  observe  à quelle  hauteur  H 
l’espèce  de  terre  dont  il  est  question  sc  soutient  d’clle- 
même  quand  elle  est  taillée  à pic,  et  qu’on  substitue  II 
à la  place  de  h dans  l’équation  (1),  on  aura 

• *7]» 
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puisque  la  poussée  P est  nulle  pour  cette  hauteur.  Or» 
en  déduira 


et  conséquemment  y sera  connu  lorsqu’on  connaîtra 
I ou  f. 

S.  Dans  la  pratique,  comme  les  murs  de  rov&tement 
sont  presque  toujours  destinés  à soutenir  des  terres 
nouvellement  remuées  et  dont  la  cohésion  est  peu  con- 
sidérable, il  est  nécessaire  de  faire  abstraction  de  cette 
force  dans  l’évaluation  de  la  poussée  P,  pour  ne  pas 
s'exposer  à donner  des  dimensions  insuffisantes  aux 
murs.  Ainsi,  en  nous  bornant  aux  résultats  susceptibles 
d'une  application  immédiate , nous  aurons  simple- 
ment   (d) 

P ~ oÀMang3  ^ tV  ou  P = - ah't1, 

et  l’angle  t sera  ici  l’angle  dn  talus  naturel  des  terres 
avec  la  verticale.  Nous  ferons  observer  que  dans  cette 
hypothèse  d’une  cohésion  nulle,  comme  on  a toujours 

1 

le  prisme  de  plus  grande  poussée  HBE  est  donné  par 
le  plan  incliné  qui  partage  l’angle  du  talus  naturel  FBE 
en  deux  parties  égales.  , 

4.  Il  est  fecile  de  déduire  de  l’équation  (d)  le  point 
de  la  hauteur  du  mur  où  la  puissance  P peut  être  censée 
appliquée.  En  effet,  menons  par  un  point  quelconque  è, 
de  KB,  une  droite  hb  parallèle  à HB,  et  désignons  E b 
par  x,  la  somme  des  pressions  horisontales  dues  au 
triangle  Kéé  sera 


dont  la  différentielle  nst'dz  exprimera  la  pression  élé- 
mentaire ou  celle  qui  a lieu  au  point  quelconque  b situé 
i»  la  distance  h — z du  point  B.  Le  moment  de  cette 
pression  élémentaire,  pris  par  rapport  au  point  B,  sera 
donc 

£0  t'z(h — x)dzy 

et,  en  intégrant  cette  expression  depuis  X=  0 jusqu’il 
2 ss  A,  on  trouvera  pour  la  somme  des  momens  de 
toutes  les  pressions  horizontales  du  triangle  HBE,  ou 

pour  le  moment  de  leur  résultante (e) 

* 

O 

Divisant  cette  somme  par  celle  des  masses,  ^ oA’f1,  od 
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obtient  - h;  c’est  la  distance  du  point  B à la  résultante 

des  pressions.  Ainsi,  le  point  d’application  de  la  force 
qui  résulte  de  la  poussée  des  terres  est  situé  au  tiers  de 
la  hauteur  du  remblai,  à partir  de  sa  base. 

5.  Procédons  i\  la  détermination  des  dimensions  qu’il 
faut  donner  au  mur  de  revêtement  pour  rendre  sa  ré- 
sistance suffisante.  Nommons 

X l'épaisseur  ED  du  mur  au  sommet, 
n le  rapport  entre  la  base  CK  et  la  hauteur  CD  du 
talus  du  parement  extérieur, 
n la  pesanteur  spécifique  de  la  maçonnerie; 

la  surface  du  profil  EBRD  sera  exprimée  par 

A*  + -nA«, 

1 2 

et  l’on  aura  pour  le  poids  du  mur,  en  le  représentant 
par  la  surface  EBRD, 

Or,  si  la  résistance  du  mur  n’est  pas  suffisante , il 
peut  céder  de  deux  manières  à la  poussée  des  terres  : 
il  peut  être  repoussé  horizontalement  en  glissant  sur  sa 
fondation,  ou  bien  être  renversé  en  tournant  autour  de 
l’arête  extérieure  de  sa  base.  Dans  le  premier  cas,  con- 
sidérant comme  nulle  l’adhérence  de  l’assise  inférieure 
avec  la  surface  qui  la  supporte,  et  désignant  par  p le 
rapport  du  poids  du  mur  au  frottement  qu’il  exercerait 
en  glissant  sur  cette  surface,  l'expression 
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talion.  Ainsi,  observant  que  l’aire  EBKD  se  compose, 
i"  du  rectangle  EBCD,  dont  la  surface  est  hx , et  dont 
la  distance  du  centre  de  gravité  au  point  K est 

R1K  = - * -j-  nA;  a*  du  triangle  DCK,  dont  la  surface 
est  - nA’,  et  dont  la  distance  du  centre  de  gravité  au 

même  point  K est  NK  * ^ «A  (eoy.  ci-devant,  p.  389), 
nous  aurons  pour  le  moment  du  mur 

~ A -f-  2 nfcr  + ^n’A1  J il. 

Celui  de  la  poussée  (e)  étant  le  même  par  rapport  au 
point  K que  par  rapport  au  point  B,  puisque  BK  est 
une  droite  parallèle  û la  direction  de  la  résultante  de 
toutes  les  poussées  horizontales  du  prisme  I1BE,  nous 
avons 

5*[**  + 3nA*-f-|«>A!J  n = g0A‘«’, 

d’où  nous  tirerons 

* = A [-,  + ✓(!?  + £)]. 

La  quantité  n étant  généralement  très-petite,  on  peut, 
sans  erreur  sensible,  négliger  sa  seconde  puissance  souj 
le  radical,  et  l’on  a simplement (») 

•-*[—+✓§9]. 

ce  qui,  dans  le  cas  d’un  parement  extérieur  vertical,  se 
réduit  à (A) 


représentera  la  résistance  du  mur,  et  en  l’égalant  à celle 
de  la  poussée  (d),  nous  aurons  l’équation  d’équilibre. 

A ^ ^ nA^o n = i oA’l1. 

Dégageant  x de  cette  équation,  nous  obtiendrons ....  (f) 


Lorsque  le  parement  antérieur  du  mur  est  vertical, 
ainsi  que  son  parement  Intérieur,  on  a n = o,  et  la  râ- 
leur de  x devient (A) 

Arr  t* 

3j.Il  * 

Dans  le  cas  où  l’on  considère  le  mur  comme  prêt  ù . 
tourner  autour  de  «on  arête  extérieure,  il  faut,  pour 
former  l’équation  d'équilibre  entre  sa  résistance  et  la 
poussée,  égaler  les  momens  de  ces  deux  forces  pris  par 
rapport  au  point  K considéré  c uni  me  le  centre  de  ro- 


6.  Les  exemples  suivans  vont  donner  une  idée  de 
l’usage  de  ces  formules. 

I.  On  demande  quelle  épaisseur  il  faut  donner  à un 
mur  de  pierre»  de  taille  destiné  <2  soutenir  un  remblai  de 
terre  végétale  de  8 mètres  de  hauteur. 

La  pesanteur  spécifique  de  la  pierre  employée  est  a, 4 ï 
celle  de  la  terre  végétale  est  i,5  ; et  l’on  sait,  de  plus, 
que  le  talus  naturel  des  terres  végétales  nouvellement 
remuées  est  de  45*. 

Nous  avons  les  données  4 = 8";  a = 1,5  ; n = a, 4 ; 
t es  45%  d’où  tang  ^ rj  = 0,4  i4a  et  t1  = 0,1716. 

Admettant  que  le  rapport  {lu  frottement  à la  pression 
est  0,8  pour  les  pierres  (t*oy.  Rlsistakce),  nous  ferons 
p = 0,8,  et  la  formule  (A)  nous  donnera 


x 


B Xi.5  X"-T»6 
a X 0,8  X a,  4 


— o*,  55. 
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Les  mêmes  valeurs  substituées  dans  la  formule  (i)  pro- 
duiront 
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lume,  on  peut  poser  o = i34»,  n = 1^50.  Substituant 
toutes  ces  valeurs  dans  (4),  il  vient 

X = .SX  »>677033l/II3^. 


C'est  à cette  dernière  valeur  qu'il  faut  s'arrêter,  afin 
que  le  mur  ne  soit  exposé  ni  ù se  mouvoir  horizontale- 
ment, ni  à être  renversé  ; et  comme  la  formule  (4)  don- 
nera toujours  des  épaisseurs  plus  grandes  que  celles 
indiquées  par  la  formule  (k),  on  peut  se  dispenser  d’ef- 
fectuer le  calcul  de  cette  dernière. 

Si  le  mur  devait  avoir  un  parement  extérieur  en  talus, 
il  faudrait  employer  la  formule  (t),  en  y donnant  à n la 
valeur  convenable.  Par  exemple,  les  données  précé- 
dentes restant  les  mêmes,  si  la  base  du  talus  du  pare- 
ment extérieur  devait  être  la  douzième  partie  de  sa  hau- 
teur 8",  on  ferait  n — — , et  on  trouverait 
la 


l'épaisseur  du  mur  au  sommet  serait  alors  o",84,  et 
son  épaisseur  ù la  base  o“,84  -f-  — 8*  = i*,5».  On 

voit  qu'il  est  avantageux  de  construire  les  murs  en  ta- 
lus, et  que  la  forme  triangulaire  serait  la  plus  conve- 
nable, si,  pour  résister  aux  causes  de  destruction  aux- 
quelles il  est  exposé,  le  sommet  du  mur  ne  devait  pas 
toujours  avoir  une  certaine  épaisseur,  qui  dépend  de  la 
nature  de  ses  matériaux.  Dans  tous  les  cas,  on  fera  bien 
de  donner  ù son  parement  extérieur  le  plus  grand  talus 
possible. 

II.  Le  remblai  haut  de  la  mètres  étant  de  table  dont 
le  mitre  cube  pèse  i34»  kilogrammes,  et  le  mur  devant 
être  construit  en  briques,  dont  le  mètre  cube  pèse  i~5o  ki- 
logrammes, on  demande  l'épaisseur  du  mur,  sachant  que 
le  rapport  du  frottement  à lapression  est , pour  le  sable , o,$. 

La  première  chose  à déterminer  pour  pouvoir  em- 
ployer la  formule  (t),  c’est  la  valeur  de  t ou  de  tang  ^ 

La  quantité  donnée  est  ici  / = o,4,  et  comme  /=cot  r, 
on  a cot  t = o,4  î d’où  Log  cot  r = 9,6030600.  Ce  lo- 
garithme, cherché  dans  les  tables,  fait  connaître 

r s=G8*i  1 '54f)9a;  ainsi  ~ r =34"5'57',46  ; et  l’on  trouve 
dans  les  tables 

Log  tang  ^ = 9,8306098  ; 

On  en  conclut  tang  ou  < = 0,677033. 

Observant  ensuite  que  le  rapport  des  pesanteurs  spé- 
cifiques est  le  même  que  celui  des  poids  d’un  même  vo- 


En  opérant  au  moyen  des  logarithmes,  ce  qui  est  tou- 
jours plus  prompt,  et  convient  d'autant  mieux  ici  que 
la  formule  ne  comprend  ni  addition  ni  soustraction,  et 
qu’on  a déjà  le  logarithme  de  0,677033,  on  obtient 

. x = 4",tt- 

7.  Les  dimensions  calculées  d’après  les  formules  (i) 
et  (k)  pourront  être  employées  avec  confiance  dans  la 
pratique,  parce  qu’on  y a fait  abstraction  de  la  cohésion 
des  terres  ; d’où  il  résulte  que  la  résistance  du  mur  ne 
fait  pas  seulement  équilibre  à la  poussée,  mais  qu'elle 
lui  est  supérieure.  Cependant,  comme  ces  formules 
supposent  que  la  base  sur  laquelle  le  mur  est  élevé  est 
incompressible,  ce  qui  n’â  jamais  lieu,  et  en  outre  que 
toutes  les  parties  de  ce  mur  sont  assez  bien  unies  entre 
elles  pour  faire  une  seule  masse  qui  ne  peut  céder  qu’en 
glissant  horizontalement  ou  qu’en  tournant  autour  d’une 
des  arêtes  de  sa  base,  hypothèse  très-peu  exacte,  on 
devra  toujours,  pour  plus  de  sécurité,  augmenter  un 
peu  les  épaisseurs  données  par  le  calcul. 

8.  M.  Mayniel,  ù qui  l'on  doit  un  grand  nombre 
d’expériences  sur  la  poussée  des  terres,  a calculé,  d’a- 
près leurs  résultats,  les  épaisseurs  suivantes  pour  les 
murs  de  revêtement  ù deux  parcmcns  verticaux  : x ex- 
prime partout  1 ’paisseur  et  h la  hauteur. 

i*  Si  le  remblai  est  en  terre  végétale  soigneusement 
damée  ou  foulée,  dont  le  mètre  cube  pèse  moyenne- 
ment 1 108  kilogrammes,  l’épaisseur  sera 


Pour  un  mur  en  briques x = 0,16k, 

en  moellons ......  x = o,  1 5 k , 


en  cailloux  roulés,  x = 0, 14k, 
eu  pierres  de  taille  X = 0, 1 3A  ; 

en  admettant  ici , comme  plus  loin , que  le  mètre  cube 
de  la  maçonnerie  en  briques  pèse  1750  kil. , en  moel- 
lons 31 58  kil.,  en  cailloux  roulés  a363  kil.,  et  en 
pierres  de  taille  37 1 a kil. 

3*  Si  le  remblai  est  formé  en  terres  mêlées  de  gros 
gravier,  damées,  dont  le  mètre  cube  pèse  i546  kil., 
l’épaisseur  sera 


Pour  un  mur  en  briques... ....  X = 0,19k, 

en  moellons X = o,  1 7k , 


en  cailloux  roulés,  x = 0,17*, 
en  pierres  de  taille  X = 0,1 6k. 
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3*  Si  le  remblai  est  formé  en  sable  pesant  1 54 1 kil. 
par  mètre  cube,  l’épaisseur  sera 

Tour  un  mur  en  briques .......  X = o,33A , 

en  moellons X = o,3o h , 

en  cailloux  roulés.  X = o,3ok  , 
en  pierres  de  taille  X = 0,a6k. 

4*  Si  le  remblai  est  formé  en  décombres  ou  débris 
de  roche , dont  le  mètre  cube  pèse  i ?5o  kil. , l’épais- 
seur sera 


Pour  un  mur  en  briques. x — o,a4 k, 

en  moellons a:  = 0,33k, 


en  cailloux  roulés,  x = o,3ik, 
en  pierres  de  taille  X = 0,17k. 

5*  Knfin,  si  le  remblai  est  en  terres  argileuses  soi- 
gneusement damées,  dont  le  mètre  cube  pèse  1 aa5  kil., 
l’épaisseur  sera 

Pour  un  mur  en  briques x — o,  1 7A , 

en  moellons X—  0,17k,  • 

en  cailloux  roulés.  X = o,t5A, 
en  pierres  de  taille  x ==  o,i4A. 

Ces  épaisseurs  devront  être  un  peu  augmentées  dans  la 
pratique , d’après  l’observation  du  paragraphe  pré- 
cédent. 

M.  Magniel  prescrit  encore  de  donner  aux  murs  de 
revêtement  destinés  à supporter  un  remblai  de  terres 
savonneuses  susceptibles  d’être  pénétré  par  les  eaux, 
les  épaisseurs  suivantes  : 

Pour  un  mur  en  briques. . . . v . X = o,54A , 
en  moellons. . ...  X = 0,49k, 
en  cailloux  roulés.  X = 0,47k, 
en  pierres  de  taille  x = 0,44k. 

Si  ces  terres  n’étaient  point  sujettes  à être  presque  sa- 
turées entièrement  par  les  eaux,  ces  dimensions  se- 
raient trop  fortes,  et  U suffirait  de  donner  les  épaisseurs: 


Pour  un  mur  en  briques x =*  0,34k , 

en  moellons......  X = 0,39k, 


en  cailloux  roulés.  X = 0,37k, 
en  pierres  de  taille  x = 0,34k. 

Dans  le  cas  d’un  terrain  susceptible  de  sc  délayer 
par  les  eaux  et  de  prendre  un  talus  naturel  approchant 
de  l’angle  droit,  il  faut  faire  r =3  90*,  et  les  formules 
(*)  et  (A:)  deviennent 

*=*[-*+i/(si)]. 
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elles  expriment  alors  les  épaisseurs  d’un  mur  qui  doit 
résister  à la  poussée  d’un  fluide. 

9.  L’expérience  a montré  qu’à  épaisseurs  égales  les 
murs  les  plus  longs  avaient  moins  de  résistance  que  les 
autres,  il  est  donc  nécessaire,  lorsque  la  longueur  du 
mur  est  un  peu  considérable  , d’établir  des  contreforts 
intérieurs  ou  extérieurs  qui  soient  liés  avec  soin  à la 
maçonnerie.  Ces  contreforts  offrent  des  points  d’appui 
dont  la  résistance  est  beaucoup  plus  grande  que  l’effort 
qu’ils  supportent,  et  divisent  en  quelque  sorte  le  mur  en 
parties  indépendantes  les  unes  des  autres.  Il  est  évident 
que  plus  ils  sont  rapprochés,  moins  l’épaisseur  du  mur 
doit  être  considérable. 

10.  Quelquefois  le  mur  de  revêtement  doit  soutenir, 
outre  la  poussée  des  terres,  celle  d’autres  matières  su- 
perposées sur  le  terrain  rapporté,  comme  un  pavé,  un 
bâtiment,  etc.  Il  devient  alors  nécessaire  d’évaluer 
l'augmentation  de  poussée  qui  en  résulte.  En  supposant 
le  poids  distribué  uniformément  sur  la  surface  du  ter- 
rain et  nommant  p la  pression  sur  l’unité  de  surface, 
le  poids  porté  par  le  prisme  de  plus  grande  poussée 

HBE  est  exprimé  par  ph  tang^r^  ; il  faut  donc  sub- 
stituer Q -Hpk  tang  ^ la  placc  de  Q dans  les 
équations  d’équilibre , ou , ce  qui  est  la  même  chose , 
^ ok1!  + pht  à la  place  de  ^ ak*t.  L’expression  de  la 
poussée  devient  ainsi 

l*  = (j 

celle  de  son  moment , déduite  au  moyen  des  considé- 
rations indiquées  ci-dessus,  est 

et  l’on  a,  pour  l'épaisseur  x du  mur, 


Voyez  ; Coulomb,  Recueil  de  Mémoires.  — Prony, 
Recherche*  sur  la  poussée  des  terres.  — Magniel , 
Traité  de  la  poussée  des  terres. 

PRÉCESSION  DES  ÉQUINOXES.  ) La 

cause  et  les  effets  de  ce  phénomène  ayant  été  suffisam- 
ment expliqués  dans  le  deuxième  volume  de  ce  diction- 
naire, nous  nous  bornerons  à rappeler  les  formules  qui 
sont  le  plus  en  usage  parmi  les  astronomes  pour  assi- 
gner les  variations  qu’éprouvent  les  ascensions  droites 
et  les  déclinaisons  des  astres  par  suite  de  ce  mouvement 
rétrograde  de  la  ligne  des  équinoxes. 

32 
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Lorsque,  dans  la  théorie  du  mouvement  de  la  terre 
dans  son  orbite,  l’on  considère  le  déplacement  fort  lent 
de  cette  courbe,  et  qu'on  la  rapporte  à une  écliptique 
fixe,  telle  que  celle  de  i ~5of  on  trouve  que  son  obliquité 
sur  celle-ci  s’accroît  proportionnellement  au  carré  du 
temps,  mais  d’une  quantité  si  petite,  qu’il  est  absolu- 
ment inutile,  pour  l’objet  que  nous  nous  proposons, 
d’y  avoir  égard.  Il  n’en  est  pas  de  même,  de  la  varia- 
tion séculaire  de  l’angle  que  l’équateur  céleste  fait  avec 
le  plan  de  l’écliptique  variable;  car,  depuis  iy5o  jus- 
qu’à ce  jour,  il  a diminué  progressivement  de  o'48  par 
an.  Kn  general,  soit  « l’obliquité1  moyenne;  celle  de 
1760  s’étant  trouvée  de  28*28' 1 8*,  on  a,  au  bout  de 
t années, 

««  = 20*28' 18’  — t . o#, 48068, 

en  négligeant  toutefois  le  terme  dépendant  du  carré  du 
temps,  et  dont  le  coeilicicnt  négatif  est  extrêmement 
petit. 

Le  mouvement  de  précession  annuelle  luni-solaire , 
estimé  sur  l’écliptique  fixe,  étant  désigné  par  dC , on  a, 
ù partir  de  iy5o, 

di  = 5or, 37572  — t . o*, 0002435890, 

tandis  que  la  précession  générale  annuelle  mesurée  sur 
l’écliptique  actuelle  ou  variable  est 

dl  ==  âo',21 129  -{-  t . o',  00 024^29^6. 

Maintenant,  si  l’on  a recours  aux  formules  différen- 
tielles (a)  (1)  obtenues  à l’art.  Notation,  lesquelles  ex- 
priment généralement  les  variations  en  ascension  droite 
et  en  déclinaison,  lorsque  la  longitude  d’un  astre  et 
l'obliquité  de  l'écliptique  changent  d’une  très-petite 
quantité,  on  aura,  en  faisant  ici  du  = 0,  puisque  l’obli- 
quité moyenne  peut  être  censée  constante  pendant  un 
petit  nombre  d’années,  on  aura,  disons-nous, 

d A — (cos  u -f-  sin  u tang  D siu  A )dl , 
dD  — sin  u cos  A . dl. 

Cependant  il  est  à remarquer  que  la  variation  dA 
étant  comptée  à partir  de  l’écliptique  de  1750,  il  est 
nécessaire  de  lui  faire  une  légère  correction  pour  la 
rapporter  à l’origine  actuelle  des  ascensions  droites;  ce 
qui  s’effectuera  en  diminuant  cette  variation  de  la  petite 
quantité  y.  = 0%  1 7926 . t. 

11  résulte  de  là  que  si  l’on  fait 

fn  na  CO§  w . dl  — | u , 
n = sin  w . dlt 

les  formules  de  précession  en  ascension  droite  et  en  dé- 
clinaison seront  respectivement 

dA.  = fi»  -f-  «sin  A tang  D, 
dD  — «cos  A. 
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Les  ooelücicns  «1,  n,  sont  ce  qu’on  appelle  les  constantes 
de  la  précession,  quoique,  daus  la  réalité,  elles  varient 
un  peu  avec  le  temps.  En  effet,  M.  Iiessel  a trouvé  qu'à 
partir  de  1750 

m = 46*, 02814  -f-  o*,ooo3o865  . f, 
n = 20', 0644^  o', 0000970a  . t. 

Voy.  la  Connaissance  des  temps  pour  1829. 

Dans  le  catalogue  contenant  les  positions  moyennes 
des  étoiles,  le  mouvement  de  précession  est  compris 
sous  la  dénomination  de  variation  annuelle , à partir  du 
»"  janvier  de  l’année  à laquelle  sc  rapporte  ce  catalo- 
gue, et  il  a été  calculé  pour  chaque  étoile  au  moyen 
des  formules  précédentes. 

En  terminant,  nous  ferons  observer  que  l’obliquité 
apparente  de  l’écliptique  est  égale  à l’obliquité  moyenne 
augmentée  du  terme  9*,43^  cos  K,  en  appelaul  M la  lon- 
gitude moyenne  du  nœud  ascendant  de  la  lune.  (Foy. 
Notation.) 

(*•  Puissant.) 

PRESSION.  (Aféc.)  Les  moyens  généraux  de  déter- 
miner la  pression  des  solides  contre  les  surfaces  qui  les 
supportent  ayant  été  exposés  au  mot  Frottement,  nous 
nous  occuperons  seulement  dans  cet  article  de  la  pres- 
sion des  Guides  dont  l’évaluation  est  importante  pour 
diverses  questions  d’hydraulique.  Quant  à l’emploi  des 
pressions  comme  moteurs,  il  en  a été  question  aux  mots 
Force,  Mouvement  et  Machine. 

1.  Considérons  un  liquide  homogène  renfermé  dans 
un  vase  de  forme  quelconque  et  abandonné  à lui-même. 
Il  est  évident  quo  l’équilibre  ne  peut  exister  dans  la 
masse  liquide  qu’autant  que  chaque  molécule  en  parti- 
culier subit  des  pressions  égales  dans  tous  les  sens  de  la 
part  des  molécules  environnantes;  car,  si  la  pression 
était  plus  forte  dans  une  certaine  direction  que  dans  la 
direction  opposée,  la  molécule  se  mettrait  nécessaire- 
ment en  mouvement.  Or,  lorsqu'une  masse  liquide  est 
en  repos,  on  peut  toujours  supposer,  sans  rien  changer 
aux  conditions  d’équilibre,  qu’une  de  ses  parties  soit 
solidifiée;  ainsi,  en  admettant  que  toute  la  masse  de- 
vienne solide,  à l’exception  d’un  petit  canal  vertical  cd 
(fig.  6,  PL  XX)  qui  contient  une  seule  file  de  molé- 
cules, les  pressions  supportées  par  la  dernière,  d , de 
ces  molécules, resteront  les  mêmes;  mais  la  molécule  d 
supporte  le  poids  total  de  la  filccd  des  molécules;  donc, 
avant  la  solidification,  elle  supportait  la  même  pression 
verticale,  et* puisque  alors  elle  restait  eu  repos,  c’est 
qu’elle  était  pressée  par  le  liquide  inférieur  de  manière 
à faire  équilibre  à la  pression  verticale.  Imaginons 
maintenant  un  petit  canal  ede  toujours  composé  d'une 
seule  file  de  molécules  et  allant  aboutir  sur  une  des 
parois  latérales  du  vase  ; la  pression  des  molécules  ren_ 
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fermées  dans  le  bras  horizontal  de  sur  la  molécule  d sera 
évidemment  égale  au  poids  des  molécules  renfermées 
dans  le  bras  vertical  ed,  et  il  en  serait  encore  de  meme 
si  le  bras  de,  au  lieu  d’être  horizontal,  était  ineliné.  On 
peut  donc  conclure  qu’une  molécule  quelconque  d une 
masse  liquide  éprouve  dans  tous  Us  sens  une  pression 
égale  au  poids  d'une  colonne  verticale  du  liquide  qui  au- 
rait pour  base  cette  molécule  et  pour  hauteur  sa  distance 
d la  surface  libre  du  liquide.  Il  résulte  de  cette  proposi- 
tion plusieurs  conséquences  remarquables  : 

i*  Tons  les  points  d’une  tranche  horizontale  quel- 
conque d*  une  masse  fluide  supportent  la  même  pression. 

La  somme  des  pressions  supportées  par  une  tranche 
horizontale  est  égale  au  poids  d’un  prisme  liquide  qui 
aurait  pour  base  la  surface  de  la  tranche  et  pour  hau- 
teur la  distance  de  cette  tranche  ait  niveau  du  li- 
quide. 

3"  La  pression  normale  fg  exercée  par  le  liquide  sur 
un  point  g d’une  paroi  inclinée  BN  est  égale  au  poids 
de  la  colonne  liquide  verticale  hg , qui  a pour  hauteur 
la  distance  du  point  g au  niveau  du  liquide.  En  effet, 
cette  pression  normale  fg  est  celle  que  supporte  la  mo- 
lécule g en  contact  avec  la  paroi,  et  à laquelle  la  résis- 
tance de  la  paroi  fait  équilibre;  et  l’on  vient  de  voir 
que  les  pressions  d’une  molécule,  dans  tous  les  seus,  sont 
le9  mêmes  que  sa  pression  verticale. 

Si  la  paroi  est  horizontale,  comme  AB,  il  est  visible 
que  la  pressiou  exercée  en  un  de  ses  points  b est  tou- 
jours égale  au  poids  de  la  colonne  liquide  verticale  ab. 

a.  Nommant  « l’aire  d’une  paroi,  du  son  élément, 
z la  distance  de  cct  élément  au  niveau  du  liquide,  et  n 
le  poids  de  l’unité  de  volume  de  ce  liquide,  le  poids  de 
la  colonne  verticale  qui  a pour  hase  du  aura  pour  ex- 
pression 

e jzdü>, 
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fonction  de  z et  à effectuer  ensuite  l'intégration  in- 
diquée. 

Examinons  d’abord  le  cas  le  plus  simple.  Soit,  la 
surface  pressée,  le  parallélogramme  ABCD  (PI.  XX, 
fig.  7)  incliné  d’une  manière  quelconque  par  rapport 
à l’horizon,  mais  dont  les  deux  côtés  AB  et  CD  sont  des 
lignes  horizontales.  Par  un  point  quelconque  Q de  la 
base  AB,  menons  une  perpendiculaire  QG,  cctto  per- 
pendiculaire mesurera  la  distance  des  côtés  opposés  AB 
et  CD  et  l’angle GQN  qu’elle  formera  avec  l’horizontale 
MN,  sera  l’inclinaison  de  ABCD  sur  le  niveau  inférieur 
du  fluide.  Nommons 

a le  côté  AB  ; 

b la  longueur  GQ  de  la  perpendiculaire; 

x la  distance  GO  d’un  point  quelconque  O de  la  per- 
pendiculaire à son  extrémité  supérieure  G ; 

z la  distaîiee  OE  de  ce  même  point  O au  niveau  su- 
périeur rnn  du  fluide  ; 

« l’angle  GQN. 

Si  nous  partageons  le  parallélogramme  ABCD  en  une 
infinité  de  tranches  horizontales  d’une  largeur  infini- 
ment petite,  la  pression  sera  la  même  sur  tous  les  points 
d’une  même  tranche,  et  nous  pourrons,  conséquem- 
ment, considérer  ces  tranches  comme  les  élémens  de  la 
surface.  Or,  la  tranche  abcd , qui  correspond  au  point  O, 
a pour  aire  ab  X Dp  ou  adx ; car  <16  = AB  =a,  et 
Op  est  l’accroissement  infiniment  petit  de  GO  = x; 
ainsi 

du  = adx. 

Nommons  A la  distance  FG  de  la  base  supérieure  CD' 
au  niveau  supérieur  du  fluide,  et,  menant  GH  parallèle 
à mi»,  observons  que  le  triangle  rectangle  G HO,  dans 
lequel  l’angle  HGO  — GQN  — &,  donne 


et  comme,  d’après  ce  qui  précède^  ce  poids  est  égal  à 
la  pression  normale  que  le  liquide  exerce  contre  l’élé- 
ment du  de  la  surface  u,  la  pression  totale  supportée 
par  la  surface  u sera 

J'oîiw, 

de  sorte  qu’en  désignant  cette  pression  totale  par  P, 
nous  aurons  l’expression  fondamentale (a) 


dont  nous  avons  donné  ailleurs  la  déduction  analytique. 
(Foy.  IItdiosîatiqce,  tome  IL) 

3.  Ceci  posé,  il  est  facile  de  voir  que  le  "problème 
d'évaluer  la  pression  d’un  fluide  contre  une  surface  qui 
en  est  recouverte  se  réduit  à trouver  la  valeur  de  du  en 


HO  = OG  . sin  « = arsin  «, 
d’où  il  résulte 

EO  s=  z = FG  -j-  HO  =3  A + X sin  «. 


Substituant  ces  valeurs  de  du  et  de  Z dans  l'équa- 
tion (a),  elle  devient 

P = et  | ^A  + x sin  <^adx, 

et  l’on  obtient,  en  prenant  l’intégrale  depuis  x=o  jus- 
qu’à x = b, 


P =•  n (abh  ^ ab1  sin  a j , 

expression  dans  laquelle  il  n’y  a plus  qu’à  substituer  les 
valeurs  particulières  des  quantités  a,  b,  A,  et  et  a , pour 
obtenir  la  valeur  numérique  de  P. 
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3.  Si  la  surface  ABCD  était  horizontale,  l’angle  « se- 
rait nul  et  la  valeur  de  P deviendrait 

P = aabh , 

c’est-à-dire  qu'elle  serait  égale  au  poids  du  prisme  de 
fluide  qui  aurait  ah  pour  base  et  h pour  hauteur  ; ré- 
sultat déjà  obtenu  quelle  que  soit  la  forme  de  la  paroi 
(toy.  tome  II,  p.  g3),  et  dont  nous  avons  signalé  les 
conséquences  extrêmement  importantes. 

4-  Si  la  surface  était  verticale,  l’angle  « serait  de  90% 
et  comme  sin  90*  = 1 , il  viendrait 

r=n  (abh+  i 

Dans  le  cas  où  le  côté  supérieur  CD  serait  à fleur  d’eau, 
c’est-à-dire  au  niveau  de  la  surface  supérieure  du 
fluide,  on  aurait  h = o,  et  la  pression  se  réduirait  à 

P = - aa b', 
a 

Elle  serait ^lonc  alors  équivalente  au  poids  de  la  moitié 
d'un  prisme  de  fluide  ayant  la  surface  ab  pour  base  et  h 
pour  hauteur. 

5.  Proposons-nous,  comme  application,  de  déter- 
miner la  pression  qui  a lieu  sur  les  parois  rectangu- 
laires d’un  réservoir  d’eau  ABCD  (PI.  XX,  fig.  8]  ; en 
supposant  que  ce  réservoir,  constamment  plein,  soit 
un  parallélipipède  rectangle  ayant  10  mètres  de  long 
sur  1 5 de  large  et  8 de  hauteur.  Les  dimensions  des 
deux  plus  petites  parois  seront  ainsi  a=  10,  6r=8,  et 
celles  des  deux  plus  grandes  a = 1 5 et  b = 8 ; le  mètre 
étant  l’unité  linéaire,  nous  avons  de  plus  0=  1000  ki- 
logrammes, et,  par  conséquent. 

Pression  sur  la  plus  petite  paroi  = - • 1 000  X * O X 8* 

= 3aooool, 

Pression  sur  la  plus  grande  paroi  = - . 1000  X X 8* 

= 480000*. 

Dans  la  construction  d’un  pareil  réservoir,  il  faudrait 
donc  donner  aux  murs  formant  les  parois  des  épais- 
seurs suflisantes  pour  résister  à ces  pressions.  ( Foy. 
Poi  ssée  des  teekes.) 

6.  On  nomme  centre  de  prettion  le  point  où  la  résul- 
tante des  pressions  de  tous  les  élémens  de  la  paroi  vient 
la  rencontrer,  et  où,  par  conséquent,  la  pression  totale 
peut  être  censée  appliquée.  Ce  centre  se  confond  avec 
le  centre  de  gravité  pour  les  parois  horizontales  dont 
tous  les  points  sont  également  pressés  \ mais  pour  les 
parois  latérales,  comme  la  pression  augmente  avec  la 
distance  au  niveau  du  fluide,  le  centre  de  pression  est 
toujours  plus  bas  que  le  centre  de  gravité.  On  déter- 
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mine  sa  position  au  moyen  de  la  théorie  des  forces 
parallèles,  en  opérant  de  la  manière  suivante.  Repre- 
nons l'expression  générale 

P = acrj* (A  -f-  x sin  a)dx, 

dont  la  différentielle 

<fP  =*  do  (A  -f-  x «in  a)dx 

représente  la  pression  élémentaire  qui  a lieu  sur  l’élé- 
ment abcd  (ûg.  7).  Or,  si  l’on  multiplie  cette  pression 
élémentaire  par  la  distance  x de  l’élément  à la  droite 
CD,  et  qu’on  fasse  la  somme  des  produits  semblable 
pour  tous  les  élémens , cette  somme  sera  égale  à la 
pression  totale  P multipliée  par  la  distance  de  son 
point  d'application  À la  même  droite  CD.  Nommant 
donc  t cette  distance  inconnue,  on  aura 

Oat  | (A  -f-  x sin  a)dx  = an  |*(A  + * sin  *)xdx, 

les  deux  intégrales  étant  prises  depuis  x = o jusqu’à 
x = b.  Retranchant  les  facteurs  communs  a et  a et 
intégrant  entre  les  limites  prescrites,  on  obtient 

3A6  -f-  ai»1  sin  « 

6A 36  sin  R * 

Connaissant  la  valeur  de  f,  le  centre  de  pression  se 
trouve  déterminé  ; car  ce  centre  devant  se  trouver  né- 
cessairement sur  la  ligne  RS  qui  partage  tous  les  élé- 
mens du  parallélogramme  en  deux  parties,  si  l'on  prend 
Gt  = t et  qu'on  mène  to  parallèle  à CD,  le  point  0 où 
cette  parallèle  coupe  RS  est  le  centre  de  pression. 

7.  Quand  la  paroi  est  horizontale,  « est  nul  et  la 
valeur  de  t se  réduit  à 

t=~-A. 

a 

Il  est  facile  de  voir  que  cette  valeur  coïncide  avec  le 
centre  de  gravité,  ce  qui  devait  être. 

Si  la  base  CD  est  à flour  d’eau , cas  pour  lequel  A=o, 
on  a simplement,  quel  que  soit  l’angle  a,  dont  le  sinus 
disparaît. 


Ainsi  le  centre  de  pression  d'un  parallélogramme  dont 
un  des  côtés  est  à fleur  d’eau  se  trouve  aux  deux  tiers 
de  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  deux  bases  hori- 
zontales, à partir  de  la  base  supérieure.  Ce  résultat, 
dans  le  cas  d’un  rectangle,  est  identique  avec  celui  que 
nous  avons  obtenu  pour  la  potiUéc  des  terra.  (Foy. 
ce  mot.) 
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8.  Si  la  surface  pressée  avait  une  autre  forme  que 
celle  d’un  parallélogramme  , les  procédés  généraux  de 
la  détermination  de  la  pression  et  de  son  centre  déprés- 
sion seraient  toujours  ceux  que  nous  tenons  d’indiquer; 
il  n’y  aurait  de  différent  que  le  calcul  relatif  aux  expres- 
sions particulières  de  s et  de  d«  en  fonctions  d’une  va- 
riable commune.  Prenons  pour  exemple  le  trapèze  ABCD 
(PL  XX,  fig.  9),  dont  les  deux  bases  parallèles  AB  et 
CD  sont  horizontales.  Faisons  AB  = m,  CD  = »*,  pro- 
longeons les  deux  autres  côtés  AC  et  BD  jusqu’à  ce 
qu’ils  se  rencontrent  en  un  point  Q,  duquel  nous  abais- 
serons la  perpendiculaire  QH  sur  les  deux  bases  paral- 
lèles. Imaginons  par  cette  perpendiculaire  un  plan  ver- 
tical qui  coupe  le  fond  du  vase  suivant  l’horizontale  MN 
et  le  niveau  du  liquide  suivant  l’horizontale  *»m.  Enfin, 
partageons  le  trapèze  en  une  infinité  de  tranches  paral- 
lèles et  horizontales  d’une  largeur  inGniment  petite; 
nommons  dw  l’une  de  ces  tranches  ab,  z sa  distance  EO 
au  niveau  du  liquide,  x sa  distance  OH  à la  base  supé- 
rieure CD,  et  nous  aurons,  comme  ci-dessus  (n*  a), 
pour  l’aire  de  la  tranche,  ab  X dx,  «1  pour  la  pression 
qu'elle  supporte 

ab  X razdx. 

Il  reste  donc  seulement  à trouver  la  valeur  de  ab.  Or, 
faisant  QH  =y,  nous  avons 

ab  : CD  = QO  : QH, 
ou 

ab  : » =*y  — * : y, 

ce  qui  donne 

rt«5ÛL=fa. 

y 

Mais,  quand  X — GH  = 6,  on  a ab  — AB  = m;  ainsi 


Substituant  cette  valeur  de  y dans  celle  de  a(,  il  vient 

«A  — nx  4-  et® 

<*»= 1 • 

Ainsi  la  pression  sur  l’élément  ab  est  définitivement 
(nb  — nx  mx)  zdx , 

et  la  pression  totale  sur  le  trapèze  est  l’intégrale  de  cette 
quantité  prise  depuis  x = o jusqu’à  X =»  b. 
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Pour  pouvoir  effectuer  l’intégration,  il  faut  encore 
exprimer  x en  fonction  de  x.  Menons  donc  HR  paral- 
lèle à MN;  désignons  par  « l’angle  RHO  égal  & l’angle 
HGN  d'inclintfison  de  la  paroi,  et  par  A la  distance  FH 
de  la  base  CD  au  niveau  du  liquide.  Nous  aurons 

OR  ==  OH  . sin  « = * sin  et, 
t ==  ER  -f-  OR  as  h -J-  x sin  k , 

d’où,  définitivement,  nommant  P la  pression  totale 

p==ïJ(**  — nx  mx)  (h -f-x  sin  ec)dr. 

Intégrant  entre  les  limites  o et  b,  on  trouve  .....  (b) 

P = „ Q AA  (»  + m)  -f  g 4»  (»  + as»)  sin  « j . 

Signalons , avant  de  passer  outre,  les  conséquences 
de  ce  résultat.  Si  les  deux  côtés  n et  m étaient  égaux, 
le  trapèze  deviendrait  un  parallélogramme,  et  l’on  au- 
rait, comme  ci-dessus  (n*  a),  en  faisant  m = n ==  a 

P » o ^a6A  -j-  ^ ab  sin a^. 

Si  le  côté  AB  = m était  nul,  le  trapèze  se  changerait 
en  un  triangle  d’une  base  n et  d’une  hauteur  b,  et  la 
pression  deviendrait 

P =3  w ^nAA  + g «A*  sin  «J. 

Cette  dernière  formule  donne  le  moyen  de  calculer  la 
pression  sur  une  paroi  plane  rectiligne  quelconque;  car 
toutes  les  figures  rectilignes  peuvent  être  décomposées 
en  triangles. 

Si  l’on  veut  connaître  maintenant  le  csntrs  dépréssion 
du  trapèze,  il  faut  observer,  comme  nous  l'avons  fait 
au  n*  6,  que  la  somme  des  pressions  élémentaires  mul- 
tipliées par  les  distances  respectives  x des  élémens  au 
côté  CD,  est  égale  à la  pression  totale  P multipliée  par 
la  distance  de  son  point  d'application  à la  même  droite; 
de  sorte  qu’en  nommant  t cette  distance  inconnue,  on 
a l’équation 

IP  =s  (nb  — nx  -f-  mx)  (hx  -f- æ* sin  «)dx, 

ou,  en  intégrant  le  second  membre  entre  les  limites 
gsstO 

(P  = o 6’A(«  + ™)  + &'(»  + 3m)  Sin  «^. 

Substituant  à P sa  valeur  (6)  et  tirant  la  valeur  de  t,  il 
vient,  toutes  réductions  faite», 

aAA(n  -f-  am)  4~  4*  ["  -f~  3m)  sin  a 
* = t>A(»  m)  »A  (»  + 3m)  sin  ■ 
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Ainsi,  prenant  sur  G H,  à partir  du  point  11,  la  partie 
llf  =t.  et  menant  to  parallèle  À CD,  le  point  o où  cette 
droite  rencontrera  la  ligne  menée  par  les  milieux  des 
côtés  opposés  AB  et  CD  sera  le  centre  de  pression;  car 
ce  centre  doit  se  trouver  nécessairement  sur  la  ligne 
des  milieux  et  à une  distance  I de  CD. 

Lorsque  le  côté  CD  est  d fleur  d'eau  ou  que  h = o, 
on  a simplement 

. à ( n -f»  5m) 

. a (n  -j-  am) 9 

ce  qui  nous  montre  que  la  position  du  centre  de  pres- 
sion est  alors  indépendante  de  l'angle  d'inclinaison  u du 
trapèze. 

Si,  le  côté  CD  étant  toujours  supposé  à fleur  d'eau, 
l’on  avait  m = o,  et  dans  ce  cas  le  trapèze  deviendrait 
uu  triangle  ayant  sou  sommet  au  fond  du  vase,  la  va- 
leur de  t se  réduirait  û 


b 


c’est-à-dire  que  le  centre  de  pression  occupe  le  milieu 
de  la  droite  menée  du  sommet  au  milieu  de  la  hase. 

Dans  lo  cas  de  n=a  o,  où  le  triangle  a son  sommet  à 
fleur  d'eau,  on  a 


c’est-à-dire  que  le  centre  de  pression  est  situé  aux  trois 
quarts,  à partir  du  sommet,  de  la  droite  qui  joint  ce 
sommet  au  milieu  de  la  hase. 

11  est  facile  do  voir  que,  dans  tous  les  cas,  le  centre 
de  pression  d'une  paroi  inclinée  est  plus  ha9  que  le 
œntre  de  gravité  de  cette  paroi. 

9.  On  déduit  facilement  de  ces  résultats  que  lors- 
qu’un liquide  est  renfermé  dans  un  vase  prismatique  à 
base  horizontale,  les  centres  de  pression  de  toutes  les 
parois  latérales  sont  situés  sur  le  polygone  formé  par 
l'intersection  do  cos  parois  et  d'un  plan  parallèle  à la 

hase  distant  du  niveau  du  liquide  des  à partir  de  ce 

niveau,  de  la  hauteur  du  liquide  dans  le  vase.  Dans  un 
vase  cylindrique,  la  ligne  des  centre»  de  prossion  est  un 
cercle. 

Pour  un  vase  conique  dont  le  sommet  serait  en  bas, 
la  ligne  des  centres  serait  un  cercle  situé  à égale  dis- 
tance du  niveau  de  l'eau  et  du  fond.  Si  le  sommet  était 

.3 

en  haut,  la  ligne  des  centres  serait  placée  aux  y de  (a 

hauteur  à partir  du  niveau  du  liquide. 

10.  La  propriété  caractéristique  des  fluides  en  repos 
étant  de  transmettre  dans  tous  les  sens  les  pressions 
qu’on  exerce  sur  eux,  si  la  surface  libre  d’un  liquide 
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éprouvait  une  pression  quelconque,  le  centre  de  pres- 
sion d’une  paroi  ne  changerait  pas  ; mais  il  faudrait 
ajouter  à la  pression  due  au  poid»  du  liquide  et  consi- 
dérée comme  appliquée  à oe  centre  la  totalité  de  la 
pression  étrangère.  ( l’oy.  Htmoatatioux,  tome  II. 
Vo\f.  aussi,  dans  ce  supplément,  les  mots  Réaction  et 
Résistance.) 

PROJECTIONS  DES  SURFACES  PLANES.  La 
liaison  qui  existe  entre  les  propriétés  des  ynomrm  (voy. 
ce  mot)  et  celles  des  projections  rend  la  considération 
de  ces  dernières  très-utile  dans  les  questions  de  haute 
mécanique.  Nous  indiquerons  ici  les  propositions  les 
plus  importantes  qui  les  concernent.  Elles  reposent  sur 
le  théorème  fondamental  suivant  : 

1.  Théorème.  La  projection  d'une  sur  face  plane,  tur 
un  plan,  est  égale  d l'aire  de  cette  tur  face  multipliée  par 
le  cosinus  de  son  inclinaison  sur  le  plan  de  projection. 

Lue  surface  plaoe  quelconque,  rectiligne,  curviligne 
ou  mixtiligne,  pouvant  toujours  être  décomposée  en 
triangles  rectilignes  finis  ou  indéfiniment  petits,  il  suflit 
de  démontrer  que  ce  théorème  a lieu  pour  un  triangle. 
Soit  donc  ABC  ce  triangle  (fig.  10,  PI.  XX)  et  A'B'C'  sa 
projection  sur  un  plan  situé  d’une  manière  quelconque 
dans  l’espace.  On  sait  que  l’aire  A'B'C' se  trouve  déter- 
minée par  les  pieds  des  perpendiculaires  AA',  BB',  CC' 
abaissées  des  sommets  du  triangle  ABC  sur  le  plan  de 
projection  ; ainsi  cette  projection  A'B'C'  peut  être  con- 
sidérée comme  la  hase  d’un  prisme  triangulaire  tron- 
qué, dont  les  trois  arêtes  sont  AA'BB'CC'.  Or,  le  volume 
d'un  prisme  tronqué  (toy.  ce  mot)  est  équivalent  au 
tiers  du  produit  de  sa  hase  par  la  somme  des  perpendi- 
culaires abaissées  des  trois  sommets  opposés  sur  celte 
hase  ; donc,  comme  ici  les  arêtes  sont  perpendiculaires 
à la  base  A’B'C',  nous  avons 

volume  aire  A'B  C X ^ (A  A -f-  BB  -f-  CC'). 

itlais  si  nous  renversons  le  prisme  de  manière  que  ABC 
devienne  sa  base  (fig.  1 1,  PI.  XX),  nous  aurons  encore, 
pour  l’expression  de  son  volume, 

volume  = aire  ABC  X ^ (A'a  -f-  B'6  -|-  C'c), 

A'a.  B'6,  C'c  étant  les  perpendiculaires  abaissées  des 
sommets  A'B'C'  sur  la  base  ABC.  Il  en  résulte  évidem- 
ment   (a) 

âire  A B C'  X £ ( AA'  -f  BB'  -f  CC'  ) 

= aire  ABC  X ^ (A  a -}-  B b C'e). 

Observons  maintenant  que  les  angles  respectivement 
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formés  par  les  arêtes  AA',  BB',  CC  et  les  perpendicu- 
laires A'd,  B 6,  C e sont  les  mêmes,  et  que  l’un  quel- 
conque de  ces  angles,  aA'A,  mesure  l’inclinaison  des 
deux  plans  ABC,  A BC’  (eoy.  Gbo*.  àuxTtois  *»»■•» 
n*3o);  de  sorte  qu’en  désignant  par  * oet  angle  d’in- 
clinaison, nous  axons 

u mgle  «A  A = angle  AB  B — angle  cC  C. 

Menant,  daus  le  plan  ABC,  les  droites  Ad,  B6,  Ce,  les 
triangles  A'aA,  B'6B,  C'cC,  respectiTemcnt  rectangles 
en  a,  en  b et  en  c , nous  donneront 

A’a=  AA',  cos  «,  B 6 = BB'.  cos«,  C'c«=  CC'.  cos  a, 

d’où  nous  conclurons 

A a + B b -f  C e = (AA'  -f  BB'  -f  CC)  cos  «. 

Comparant  celle  égalité  avec  (o),  il  viendra 

«ire  A'B'C'  X ^ ( A A’  + BB'  -j-  CC  ) 

= aire  ABC  X ^ (AA'  -{-  BB'  -f-  CC  ) cos  a, 

et  nous  obtiendrons  définitivement,  en  supprimant  les 
facteurs  communs, 

aire  A'B  C = aire  ABC  . oos  y, 

ce  qui  est  le  théorème  cil  question. 

a.  On  déduit  immédiatement  de  celte  propriété  un 
théorème  très -remarquable  sur  les  projections,  et  dont 
voici  l’énoncé  : 

La  projection  d'une  turface  plane  sur  un  plan  est 
égale  à la  somme  des  projections  de  cette  même  surface 
sur  trois  plans  coordonnés,  multipliées  respectivement 
par  les  cosinus  des  angles  qui  mesurent  les  inclinaisons 
du  plan  de  projection  sur  les  plans  coordonnés. 

Eu  effet,  désignons,  pour  ne  pas  les  confondre,  par 
A et  A'  deux  plans  situés  dans  l’espace,  et  nommons 
«,  ]3,  7 les  angles  que  le  plan  A fait  avec  trois  plans  rec- 
tangulaires coordonnés,  et  fi,  y'  les  angles  que  le 
plan  A'  fait  avec  les  mêmes  plans  coordonnés.  Si  de 
l’origine  des  coordonnées  nous  abaissons  une  perpen- 
diculaire sur  chacun  des  plans  A et  A',  l'angle  de  ces 
deux  perpendiculaires  mesurera  l’inclinaison  des  deux 
plans  ; et  comme,  en  outre,  les  angles  d’un  plan  avec 
les  axes  sont  les  mêmes  que  les  angles  de  sa  normale, 
nous  aurons  (G  ko*.,  n*  16),  en  nommant  y l’angle 
d’inclinaison  des  plans  A et  A', 

COS  f ass  cos  a . COS  ec'  -(-  COS  $ . COS  fi  -j-  COS  y . COS  y. 

Or,  si  nous  représentons  par  X l’aire  d’une  surface  plane 
renfermée  dans  le  plan  A,  et  que  nous  multipliions 


PRO  415 

par  X les  deux  membres  de  l’équation  précédente,  il 
viendra (6) 

Xcosy  = Xcos«  . coset'-f-Xcosp  . cos  Ji'-f- Xcosy . cos*/, 

relation  qui  constitue  le  théorème  énoncé;  car,  en  vertu 
du  théorème  fondamental  (i),  X cos  y est  la  projection 
de  l’oire  X sur  le  plan  A',  ct5  cos  a,  ).  cos  |$,  X cos  y,  ses 
projections  sur  les  trois  plans  coordonnés. 

3.  Pour  généraliser  ce  dernier  théorème,  nommons 
),  X',  X*,  etc. , des  aires  situées  sur  divers  plans  et  projetées 
toutes  sur  un  plan  formant  les  angles  «,  p,  y arec  les 
plans  coordonnés,  et  désignons  par 

y,  l'inclinaison  de  l'aire  X sur  le  plan  de  projection, 
a,  b,  c,  les  angles  de  l'aire  X avec  les  plans  coordonnés, 
y , l'inclinaison  de  l'aire  X sur  le  plan  de  projection, 
a , b 9 c,  les  angles  de  l’aire  X*  avec  les  plans  coordonnés, 

? , l'inclinaison  de  l'aire  X sur  le  plan  de  projection, 
a',  6',  c',  les  angles  de  l’aire  X'  avec  les  plans  coordonnés, 
etc etc. 

Nous  aurons,  en  vertu  de  la  loi  (6), 

X cos  y = X cos  a cos  a -f-  X cos  b cos  p -j-  X cos  c C09  y, 
X'  cos  y'  = X'  cos  a cos  a -j-  X' cos  b'  cos  p -j-  X'  cos  c cos  y, 
X'  cos  y — X'  cos  a*  cos  « X#  cos  6'  cos  jS  -4-  X*  cos  c cos  7, 
etc.  . = etc. , 

d’où  uous  tirerons,  en  additionnant, 

X cos  y -f-  X'  cos  y'  -J-  X*  cos  f -j-  etc.  =* 

= (X  cos  a X'  cos  a -j-  X*  cos  a"  -}-  etc.)  cos  «, 
•••(-  (X  cos  b -}-  X'  cos  6'  -}- X'  cos  A'  -f-  etc.)  cos  fi, 
+ (X  cos  c X'cos  c -J-  X'  cos  c'  -j-  etc.)  COS  y, 

-j-  etc. , 

expression  que  nons  pourrons  mettre  sous  la  forme 
plus  simple  .....  (c) 

P =■  À cos*  -f-  B cos  p -|-  C cos  y,  ( 

en  désignant  par  P la  somme  des  projections  des  aires 
X,  X',  X*,  etc.,  sur  le  plan  (Je  projection,  et  par  A,  B,  C 
la  somme  des  projections  de  ces  mêmes  aires  sur  les 
trois  plans  coordonnés.  Ainsi,  quel  que  soit  le  nombre 
des  aires  X,  X',  X',  etc.,  et  leurs  positions  dans  l’espace, 
la  somme  de  leurs  projections  sur  un  plan  quelconque 
est  équivalente  à la  somme  de  leurs  projections  sur  les 
trois  plans  coordonnés,  multipliées  respectivement  par 
les  cosinus  des  angles  qui  mesurent  les  inclinaisons  du 
plan  de  projection  sur  les  plans  coordonnés. 

4.  Supposons  que,  sans  rien  changer  à la  positioh 
des  plans  coordonnés,  ou  projette  encore  les  aires 
X,  1‘,  X*,  etc.,  sur  deux  autres  plans  formant. respective- 
ment avec  les  plans  coordonnés  des  angle»  «',  fi,  y1  et 
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p'f  y,  on  aura  évidemment,  en  nommant  P et  P’  les 
sommes  des  projections  sur  les  nouveaux  plans ....  (c') 

P'  = À cos  *’  -{-  B cos  p'  C cos  y, 

P'  = A cos  et*  4“  B cos  p 4“  C cos  y. 

Joignant  l'équation  (c)  à ces  deux  dernières,  les  élevant 
toutes  trois  au  carré  et  additionnant,  il  viendra (d) 

P*  -f  ?-*  -f  p;>  = A*  (cos*  <c  + COS*  p 4-  COS*  y) 

4“  B*  (cos*  p -f-  cos*  p’  -f-  cos*  f?) 

4“  C*  (cos*  y -f-  COS*  y -j-  COS*  7') 

4~  a AB  (cos  a cos  p — {-  cos  «'  cos  p' 

-f-  cos  a*  COS  4S') 

-f-  aAC  (cos  a COS  y COS  et'  COS  y’ 

4“  COS  a*  COS  y') 

4*  uBC  (cos  P COS  y 4*  COS  JS'  COS  y 

4-  COS  jS*  COS  y). 

Ccci  posé,  observons  que  si  les  plans  de  projection 
P,  P',  P'  étaient  rectangulaires,  on  pourrait  considérer 
leurs  intersections  comme  trois  nouveaux  axes  coor- 
donnés; mais  alors  les  angles  des  nouveaux  axes  avec 
les  anciens  mesurent  les  inclinaisons  des  nouveaux 
plans  coordonnés  sur  les  anciens  plans,  et  sont  consé- 
quemment, d'après  l'hypothèse  «,  |3,  y;  «*,  J3’,  y'; 
«*,  ff,  y : de  sorte  que 

l’ancien  axe  des  x fait  avec  les  nouveaux  axes  les  angles  *,  et',  et*, 


l’ancien  axe  des  y les  angles  j3,  p',  f% 

l’ancien  axe  des  S 1«  angles  y,  y',  y, 

et  l'on  a (Giou.,  n*  i3)  les  relations (e) 

COS*'»  COS*  et’  4“  cos*  a = 1 , 
cos*  p 4"  cos*  P'  4”  cos*  P*  = 1 , 

COS*  y 4~  cos*  y 4"  COS*  y = 1 . 


De  plus,  l'angle  formé  par  deux  quelconques  des  nou- 
veaux axes  étant  droit,  on  a encore  (Géom.,  n*  16) 

(fl 

rus  a COS  P 4*  COS  fit'  COS  P ' 4"  cos  U cos  p'  = o, 
ros  fit  COS  7 4"  CO*  fit'  COS  y 4“  COS  fil*  cos  y = O, 

«■os  P COS  y 4“  cos  P‘  COS  y'  4"  COS  p*  COS  y*  =s  O. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  (d),  elle  de- 
vient  (g) 

P*  4-  P'*  4-  P**  =*  A*  4-  B*  4-  C*, 

ce  qui  nous  apprend  que  la  somme  de  projection  de»  aires 
>,  X',  etc.,  sur  trois  plans  rectangulaires  est  toujours 
la  mime. 

5.  Lorsqu'on  projette  successivement  les  mêmes  aires 
*■>*,*.,  etc.,  sur  divers  plans,  la  somme  des  projections 
varie  nécessairement  de  grandeur  en  passant  d’un  plan 
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à un  autre,  et  il  doit  conséquemment  se  trouver  un  plan 
sur  lequel  elle  est  la  plus  grande  possible.  L’équation  (g) 
donne  les  moyens  de  déterminer  la  position  de  ce  plan 
de  la  plus  grande  projection,  et  qu’on  nomme  Itplan 
principal.  En  la  résolvant  par  rapport  à P,  on  trouve 

p^^jy+B'+c*— p»  — r»J. 

Or,  la  plus  grande  valeur  que  puisse  avoir  1a  somme  P 
des. projections  est  évidemment  lorsque  P’  et  P*  sont 
nuis  : ainsi  cette  plus  grande  somme  des  projections  des 
aires  X,  X',  X*,  etc.,  sera  donnée  par  l’expression  ....  (h) 

p = 1/[a»+b>  + c>], 

et  pour  déterminer  le  plan  sur  lequel  elle  a lieu , il  ne 
s’agit  plus  que  de  connaître  les  valeurs  des  inclinaisons 
»,  p,  y du  plan  P correspondant  à l’hypothèse  (h).  Ob- 
servons pour  ect  effet  qu’en  multipliant  respectivement 
les  deux  membres  des  égalités  (c)  et  (c')  par  cos  et, 
cos  cos  et'  , il  vient 

P COS  K ss=  A COS*  fit  4"  B COS  P COS  K C COS  y COS  fit , 

P'  cos  et'  = A cos*  fit' 4~  B cos  p' cos  et’  4”  C cos  y cos 
P*  COS  fit' = A COS*  fit' 4*  B cos  jâ'cos  et'-f-  C COS  y' cos  «*, 

d’où,  en  prenant  la  somme  et  en  réduisant  d’après  les 
relations  (e)  et  [f  ), 

P cos  « 4~  P*  cos  «'  4-  P’  cos  et’  = A, 

on  trouverait  de  la  même  manière,  en  multipliant  les 
expressious  (c)  et  (c')  par  cos  j9,  cos  p',  cos  p', 

P cos  p 4“  P'  cos  p'  4~  P'  cos  p'  = B ; 

et  eu  multipliant  les  mêmes  expressions  par  cos  y, 
cos  y , cos  y', 

P cos  y 4-  P'  COS  y 4"  P’  COS  y = C. 

Mais,  dans  l’hypothèse  P'=*o,  P'  = o,  ces  dernière» 
égalités  se  réduisent  A (t) 

A ass  p cos  fit,  B = p cos  p,  c = P COS  y. 

Ainsi, 

COS  « = ~ , COS  jS  = 5 , COS  y = -, 

ce  qui  devient,  en  substituant  à P sa  valeur  (A),....  (&) 

coj  ^ A 

l/A»  + B>  + C*  ' 

c°«  ? =f  j/Ak  + B»  -p  C*  ’ 

G 

COS  7 =*  ■ : 

Vb}  -f-  B»  + C* 
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Donc,  lorsqu’on  connaîtra  la  somme  des  projections 
A,  B,  C,  sur  trois  plans  rectangulaires  quelconques,  les 
expressions  (A)  détermineront  immédiatement  les  in- 
clinaisons du  plan  de  la  plus  grande  projection,  ou  du 
plan  principal  y par  rapport  à ces  trois  plans  coordonnés. 
Comme  cette  détermination  du  plan  priucipal  ne  dé- 
pend que  des  inclinaisons  «,  ]3,  y,  on  toit  qu’il  existe 
une  infinité  de  plans  principaux  parallèles  entre  eux,  et 
qu’en  général  la  somme  des  projections  d’un  nombre 
quelconque  d’aires  est  la  même  sur  tous  les  plans  pa- 
rallèles entre  eux. 

6.  Il  est  encore  facile  de  voir  que  la  somme  des  pro- 
jections des  aires  X,  X',  X%  etc.,  est  la  même  sur  tous  les 
plans  également  inclinés  sur  le  plan  principal;  car,  en 
nommant  Q la  somme  des  projections  sur  un  plan 
quelconque  dont  les  inclinaisons  par  rapport  aux  plans 
coordonnés  sont  a,  À,  c , on  a,  d’après  la  relation  (c), 

Q — A cosa  -fBcost-j-C  cosc. 

Mais  si  «,  £,  y désignent  toujours  les  inclinaisons  du 
plan  principal,  on  a aussi 

A = PC0S«,  B = PcOSj3,  C ss  P COS  y, 

d’où,  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  précé- 
dente, 

Q = P (cos  a cos  « -f-  cos  b cos  jS  -f-  cos  c cos  y). 

Or , la  quantité  cos  a cos  u -|-  cos  b cos  jS  -j-  cos  c cos  y 
est  équivalente  au  cosinus  de  l’angle  forme  par  le  plan 
principal  («,  /?,  y)  avec  le  plan  quelconque  (a,  6,  c)  ; 
donc,  nommant  ô cet  angle  d’inclinaison,  la  valeur  de 
Q se  réduit  à 

Q = P cos®, 

ou,  remplaçant  P par  sa  valeur  (A), 

Q = cos®  . V/A1  + C1, 

Cette  dernière  expression  nous  montre  que  la  somme  Q 
des  projections  est  la  même  pour  tous  les  plans  qui 
font  un  même  angle  ® avec  le  plan  principal,  et  que 
cette  somme  diminue  à mesure  que  l’angle  6 augmente. 
Lorsque  6 = 90%  on  a cos  ® = 0,  et,  par  conséquent, 

Q = o; 

c’est-à-dire  que  la  somme  des  projections  est  nulle  sur 
tous  les  plans  perpendiculaires  au  plan  principal. 

7*  Examinons  comment  toutes  les  propriétés  précé- 
dentes des  projections  et  du  plan  principal  peuvent 
s’appliquer  aux  momens. 

Soit  R une  force  représentée  en  grandeur  et  en  di- 
rection par  la  droite  AB  (PU  XX,  fig.  ta);  si  d’un  point 
Toxi  111. 
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quelconque  O on  abaisse  sur  AB  une  perpendiculaire 
OA  = r,  le  produit 

OA  X AB  ou  rR 

sera  le  moment  de  la  force  R par  rapport  au  point  O 
(voy.  Moment,  n*  1);  mais  en  menant  la  droite  OB 
on  forme  un  triangle  rectangle  OAB,  dont  l’aire  est 

égale  à ^ OA  X AB  ou  ^ rR  ; ainsi  l’aire  de  ce  triangle 

est  équivalente  à la  moitié  du  moment  de  la  force  R , 
et  il  en  résulte  qu’un  moment  peut  toujours  être  re- 
présenté par  le  double  de  l’aire  du  triangle  qui  a pour 
base  la  force  et  pour  sommet  le  centre  Mes  momens. 
Or,  la  projection  du  triangle  OAB  sur  un  plan  mené 
arbitrairement  par  le  centre  O des  momens  est  un  autre 
triangle  OA'B'  qui  a même  sommet  que  le  premier,  et 
dont  la  base  A'B',  projection  de  la  droite  AB,  peut  re- 
présenter une  force  R'  différente  de  la  force  R repré- 
sentée par  AB;  donc  la  projection  du  moment  de  la 
force  AB  est  équivalente  au  moment  de  la  force  A'B'. 
Par  le  point  B',  menons  B'a  parallèle  à AB,  et  suppo- 
sons que  la  force  R soit  transportée  parallèlement  A 
elle-même  au  point  B'  ; elle  sera  alors  représentée  par 
B’a  = AB  ; de  sorte  que,  si  on  la  décompose  en  deux 
autres  forces,  l’une  perpendiculaire  au  plan  de  projec- 
tion, et  l’autre  dirigée  dans  ce  plan,  la  dernière  compo- 
sante sera  évidemment  B'A',  et  nous  pourrons  dire  que 
la  projection  du  moment  d’une  force  quelconque  est 
équivalente  au  moment  de  sa  composante  suivant  le 
plan  de  projection.  C’est  sur  cette  propriété  qu’est  éta- 
blie la  liaison  des  momens  avec  les  projections  des  sur- 
faces planes. 

8.  En  effet,  soient  R,  R,,  Ra,  R,,  etc.,  des  forces 
quelconques  ; prenons  sur  leurs  directions  des  droites 
proportionnelles  à leur  intensité,  et  considérons  ces 
droites  comme  les  bases  d’autant  de  triangles  ayant 
pour  sommet  commun  le  centre  O des  momens,  que 
nous  prendrons  pour  origine  des  coordonnées,  et  pour 
hauteurs  les  perpendiculaires  r,  r|(  f, , r, , abaissées  du 
centre  sur  les  bases  R,  R, , Ra , etc.  : les  projections  de 
ces  triangles  sur  un  plan  formant  les  angles  a,  0 et  y 
avec  les  axes,  seront  d’autres  triangles  ayant  pour  bases 
les  projections  R',  R',,  R'a,  R'„  etc.,  des  côtés  R,  Rf, 
Ra,  etc.,  et  pour  hauteurs  les  perpendiculaires  r',  r/, 
ra ',  r,',  etc.,  abaissées  du  centre  O sur  ces  bases. 

Les  aires  des  triangles  dans  l’espace  seront  ainsi...  (!) 

irR,  if, R,,  ir,R„  etc., 

et  les  aires  de  leurs  projections  sur  le  plan  (*,  0,  y)  se- 
ront respectivement (m) 

ir  R-,  jr.'R,',  ;r,’R,',  etc. 

.131 
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Mais,  d’après  le  théorème  du  n*  3,  si  nous  dési- 
gnons respectivement  par  A,  B,  C les  sommes  des  pro- 
jections des  aires  (/)  sur  les  plaus  coordonnés,  nous 
aurons 


' 11  + ^r.iV  + ^r 


■.'R.'  + elc. 


-f-  B COS  |3  -f-  C COS  y , 


OU 


r'R'-j-.rl'Rt'-}-ra'R1'-f-ctc.  = aA  cos« 

-f-  aB  cos  p -j-  aC  cos  y. 

Ainsi,  observant  que  les  produits  r'H,  r,'R/,  etc.,  sont 
les  moutons  des  forces  B',  R/,  U',,  etc.,  et  que  les  quan- 
tités aA,  aB,  aC  représentent  les  sommes  du  double  des 
projections  des  aires  (I)  sur  les  plans  coordonnés,  uous 


en  conclurons  que  la  somme  des  moment  des  projections 
des  forces  sur  le  plan  (z,  p,  y),  qui  passe  par  l'origine, 
est  égale  aux  trois  sommes  des  moment  des  projections 
des  mêmes  forces  sur  Us  plans  coordonnés , multipliées 
respectivement  par  les  cosinus  des  inclinaisons  du  plan 
de  projection. 

9.  On  trouverait  par  des  substitutions  semblables 
dans  l’équation  (9)  que 

La  somme  des  carrés  des  momens  des  projections  des 
diverses  forces  par  rapport  à trois  plans  rectangulaires 
est  constante. 

Enfin  les  équations  (fi)  feront  connaître  la  position 
du  plan  sur  lequel  la  somme  des  momens  est  la  plus 
grande,  et  l’équation  ( h ) donnera  la  valeur  de  la  somme 
des  momens  sur  le  plan  principal.  Ou  nomme  cette 
dernière  somme  moment  principal. 
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QUADRATURE.  ( Calcul  intégral.  ) On  désignait 
jadis  sous  le  nom  de  méthode  des  quadratures  la  mé- 
thode de  trouver  les  intégrales  de  la  forme 

Jxdr, 

dans  lesquelles  X est  une  fonction  algébrique  de  x. 
Cette  dénomination,  employée  encore  par  quelques 
auteurs  modernes,  vient  probablement  de  ce  que  les 
premières  recherches  faites  sur  telles  intégrales 
avaient  pour  but  la  détermination  des  aires  terminées 
par  des  courbes.  Ainsi  l’on  disait  qu’une  solution  dé- 
pendait des  quadratures  lorsqu’elle  dépendait  de  l’inté- 
gration de  j\dx  : cette  intégrale  représentant  généra- 
lement une  aire  quand  X est  la  fonction  de  X qui  cx- 
P imc  l'ordonnée  y d’une  courbe.  (Voy.  Qvadratire, 
tome  II.) 


QUA 

QUANTITÉ  D’ACTION.  (Méc.)  C est  l’action  exer- 
cée par  une  force  dans  un  intervalle  déterminé  de 
temps.  On  la  représente  généralement  par  le  produit 
dSm  poids  et  d’une  hauteur,  parce  que  l’elTet  d’une 
force  mouvante  peut  toujours  être  comparé  à l’éléva- 
tion d’un  certain  poids  à une  certaine  hauteur.  Nous 
avons  déjà  suffisamment  exposé  les  principes  de  cette 
manière  d’évaluer  la  force  des  moteurs.  {Voyez  Force, 
n"  14  et  i5,  et  Cheval.) 

QUANTITÉ  DE  MOUVEMENT.  [Mie.)  Produit  de 
la  masse  d'un  corps  par  sa  vitesse  actuelle.  Ce  produit 
représente  l'intensité  de  la  force  qui  agit  sur  le  corps, 
(loyer  Force,  n‘  40  On  le  nomme  aussi  moment um. 
Nous  avons  exposé,  tome  II,  p.  398,  le  célèbre  prin- 
cipe de  d'Alcmbcrt  sur  les  quantités  de  mouvement,  au 
moyen  duquel  on  peut  ramener  les  problèmes  de  dyna- 
mique à de  simples  questions  de  statique.  ; 
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RAYON  DE  COURBURE.  {Géom.)  Pour  compléter 
ce  qui  a été  exposé  dans  nos  deux  premiers  volumes  sur 
la  courbure  des  ligpes  et  des  surfaces,  aux  mots  Coira- 
ui'HE,  Développée  et  Rayon,  nous  donnerons  ici  la  dé- 
duction de  la  formule  générale  du  rayon  de  courbure  des 
sections  planes  d’une  surface. 

Soit  M (PI.  XX,  fig.  i3),  un  point  quelconque  x,  y,  z, 
pris  sur  une  surface  représentée  pat-  l’équation, 

(>) s = K*,y), 

MT  une  tangente  de  la  surface  À ce  point  et  MO  sa 
normale.  Si  l’on  imagine  un  plan  passant  par  les  deux 
droites  MT  et  MO,  ce  plan  déterminera  par  son  inter- 
section avec  la  surface  (i)  une  courbe  AMB  dont  il  s’agit 
de  trouver  le  rayon  de  courbure  au  point  .M. 

Observons,  pour  cet  effet,  que  si  l’on  prend  sur  la 
courbe  AB  un  point  M'  infiniment  proche  de  M,  la  nor- 
male M'O  de  ce  point  M'  coupera  la  normale  MO  du 
point  M en  un  point  O qui  sera  le  centre  du  cercle  os- 
cillateur de  la  courbe  AB  en  M,  c’est-à-dire  que  MO 
sera  le  rayon  de  courbure  demandé,  et  qu’il  suffit,  pour 
connaître  sa  grandeur,  de  déterminer  les  coordonnées  x', 
y\  z'  du  centre  O,  car  la  distance  des  deux  points  M 
(x,  y,  z ),  O (xr,  y'  s')  est  donnée  par  la  formule  con- 
nue (Géométrie  aux  trois  dimensions,  n*  4)»  (a) 

MO  = 1/ (x  — x)1 4.  (y—  ÿy  4 (7 — IjÛ 

Or,  le  centre  O est  l’intersection  ils  trois  plans  , sa- 
voir du  plan  de  la  courbe  AB  et  des  deux  plans  ïior- 
maux  consécutifs  passant  par  les  normales  consécutives 
MO  et  M'O,  oU  simplement  l’intersection  de  la  normale 
MO  par  le  plan  normal  au  point  M'  ; Üinsi  les  valeurs 
dès  Coordonnées  x,  ÿ,  i qui  satisferont  à là  fois  aux 
équations  de  la  normale  et  à l’équation  de  ce  derHler  plan 
seront  précisément  les  toleùrsdc  x',  y',  z'. 

Représentons  par 

V = 

les  équations  de  la  courbe  AB,  les  équations  de  sa  tan- 
gente seront  (Foy.  Plan  tancent)  : 

. . dx , , . . 

X — X — ^(z  — *)» 

“lui  (*'-**>. 
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x',  y',  z'  désignant  les  coordonnées  générales  etx,  y,  z , 
les  coordonnées  particulières  du  point  M.  Mais  I équa- 
tion du  plan  normal  au  point  x,  y,  z,  étant  nécessaire- 
ment de  la  forme 

À (x*  — x)  -f-  B (y'  — y)  4“  C(z'  — -)  — 

on  a (Géométrib,  n*  at>) 

A dx  B dy 

C^dï’  G dz’ 

puisque  ce  plan  est  perpendiculaire  à la  tangente  ; son 
équation  devient  donc...  (3) 

(x  — x)dx  4-  (y'  — y)dy  4-  (*'  — z)dz  = o. 

Quant  à l’équation  du  plan  normal  infiniment  voisin,  ou 
passant  par  le  point  M'.  elle  se  déduit  très-aisément  de 
la  précédente,  car  il  suffit  d’y  changer  x en  X-f-  dx,  y 
en  y -j-Üy  et  i en  S dz,  ce  qui  donne...  (4) 

(x  — x)dx  4-  (y  — y)ày  4-  (z'  — z)$z  j 
(x'  — x)d*x  4-  (y'  — y)  d’y  4-  (-  — ZWZ  > ==  °- 
— dx1  — dy2  — dz 1 ) 

Nous  avons  en  outre  pour  les  équations  de  la  normalo 
au  point  M ..(5) 

(*■-*)  4 (-•-*)  = »» 

(y  — y)  + d/y  (*’  — *)  “ 

Maintenant,  si  nous  regardons  les  coordonnées  géné- 
râtes x y',  z'  comme  les  mêmes  dans  les  équations  (3), 
(4)  et  (5),  elles  représenteront  les  coordonnées  du  point  O 
Commun  aiix  deux  plans  normaux  consécutifs (3)  et  (4) 
et  à la  normale  (5).  Mais  en  vertu  de  l’équation  (3), 
l’équation  (4)  se  réduit  alors  à...  (6) 

(x  — x)«Px  4-  (y' — yîd’y  + (*'  — z)<Pz  1 

-dx'  — dy'  — dz'  J °‘ 

ainsi  cotnbinant  cette  dernière  avec  les  équations  (5)  on 
en  tirera  (7) 

, dur 

Z Z d*z  — pd2x  — q<Py  * 

— qdu 1 

y y ^ (Pz  — pd*x  — qd2  y * 

— pdu2 

X X d*z  — pd*x  — qdl y * 
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en  posant  pour  abréger 


àx1  4-  rfy*  -f  rfî*  = rf«*. 

Substituant  les  valeurs  (7)  dans  la  formule  (a),  on  ob- 
tiendra donc  pour  la  grandeur  du  rayon  de  courbure 
MO,  et  en  désignant  ce  rayon  para....  (8) 

c/uVr+TTT' 

p d7z  — pd'x  — qtP y * 

La  variable  q de  cette  expression  étant  fonction  des 
deux  variables  indépendantes  X et  y admet,  dans  les  di- 
vers ordres,  plusieurs  dérivées  partielles  qu'on  est  dans 
l'usage  de  désigner  par 

dz  dz 

iix  r > gÿ  ’==«’ 

d‘î_  (T£_ «Pt 

itx1  " r>  dxdy  **  rfy*  ’ 

de  sorte  que  ses  différentielles  totales  du  premier  et  du 
second  ordre  sont  : 

dz  =*  pdx  4 çrfy, 

d*x  = dpdx  4 4 ”1“  isdxdy  4 

remplaçant  dans  (8)  diz  par  sa  valeur  il  vient....  (9) 

- duPl/ 1 4 4 7* 

^ rrfa*  4 ?*dxdy  4 *rfy 

Telle  est  l’expression  générale  du  rayon  de  courbure  de 
la  ecction  normale  A MB  ; nous  verrons  plus  loin  com- 
ment on  en  déduit  la  valeur  du  rayon  de  courbure  d’une 
eection  oblique  ( Voy . Sectioji). 

On  peut  donner  A l’expression  (9)  une  autre  forme  en 
y introduisant  les  angles  «,  j3,  y,  que  fait  la  tangente 
MT  avec  les  axes  coordonnés.  Il  faut  observer  pour 
cela,  que  du  n’est  autre  chose  que  la  différentielle  ou 
l’élément  MM'  de  la  courbe  AB,  et  qu’aiosi  l’on  a les 
rapports 

dx  du  . dz 

3s=cos“>  a;  = c09P-  = cos 

divisant  doncparrfu1  lesdeux  termes  du  sccoud  membre 
de  l’égalité  (9)  et  remplaçant  les  rapports  par  leurs  va- 
leurs, on  obtient  (10) 



p r cos*  « 4 a*  cos  « c05  fi  4 * cô» *fi  * 

dans  laquelle  les  angles  a et  |3  sont  liés  par  une  relation 
particulière.  En  effet,  les  coordonnées  de  la  courbe  AB 
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doivent  satisfaire  non  seulement  à la  condition  géné- 
rale 

dx>-\-dy*  + iz'  = du*, 

mais  encore  à l’équation  différentielle  de  la  surface 
dz  pdx qdy , 

ce  qui  donne 

C1  4 4 zpçdxdy  4(i  4 çs)rfy*  = du*. 

Divisant  les  deux  membres  de  cette  dernière  équation 
par  du * et  substituant  les  cosinus  aux  rapports  des  dif- 
férentielles, on  trouve....  (11) 

(1  4P1)  cos*  « 4 *PŸ  cos  «cos  0 4 (s+î*)  cos*/3=  1, 

c’est-à-dire  que  l’angle  7 étant  arbitraire,  les  deux  autres 
angles  « etp  ne  peuvent  varier  qu’en  restant  soumis  ùla 
condition  (t  t). 

Lorsqu’on  veut  n’employer  qu’une  seule  indétermi- 
née dans  l’expression  (io)  on  pose...  (ta) 

= ^ = 
cos  a dx 

cette  valeur  substituée  dans  (10)  et  (11)  conduit,  par 
l’élimination  de  cos*  a,  à l’expression...  (i3) 

[(■+?’)+ w>+('+î’)m’] 
p r4  4 tm* 

c’est  cette  dernière  dont  nous  avons  fait  usage  au  mot 
Omiilic. 

RÉACTION.  ( Phyt .)  Lorsqu’un  corps  agit  sur  un 
autre  d’une  manière  quelconque,  ce  dernier  agit  sur  le 
premier  et  lui  rend  une  action  égale  et  en  sens  con- 
traire que  l’on  nomme  réaction. 

On  avait  admis  de  tout  temps,  comme  un  axiome  de 
physique,  qu’il  n’y  a pas  d’actioo  sans  réaction  ; mais 
on  ignorait  que  la  réaction  est  toujours  égale  à l’action. 
C’est  à Newton  qu’est  due  la  découverte  de  cette  loi, 
dont  l'existence  peut  être  facilement  constatée  dans  les 
phénomènes  du  choc  des  corps.  On  sait,  en  effet,  que, 
dans  la  communication  du  mouvement  par  le  choc , le 
corps  choquant  transmet  au  corps  choqué  une  certaine 
partie  de  la  quantité  de  mouvement  dont  il  est  animé; 
de  sorte  qu'en  désignant  par  M la  quantité  primitive  de 
mouvement  du  corps  choquant,  et  par  N celle  qu’il 
communique  au  corps  choqué,  ce  corps  choquant  n’a 
plus,  après  le  choc,  qu’une  quantité  de  mouvement  re- 
présentée par  M — N.  Le  résultat  est  donc  absolument 
le  même  que  si  le  corps  choqué  avait  imprimé  au  corps 
choquant  une  quantité  de  mouvement  — N , c’est-à- 
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dire  une  quantité  de  mouvement  égale  à N et  dans  un 
sens  opposé  à M ; mais  le  corps  choqué  a reçu  en  même 
temps,  dans  le  sens  de  M,  la  quantité  de  mouvement  N ; 
donc  faction  qu’il  a exercée  sur  le  corps  choquant  est 
égale  et  opposée  à celle  qu’il  a reçue  de  ce  corps.  Or, 
la  quantité  de  mouvement  acquise  par  le  corps  choqué 
est  dite  provenir  de  I’actiox  du  corps  choquant,  et  la 
quantité  de  mouvement  égale  perdue  par  ce  dernier  est 
dite  provenir  de  la  aéictioa  du  corps  choqué.  Ainsi  il 
est  vrai  que,  dans  toute  communication  de  mouvement 
par  le  choc,  la  réaction  est  égale  d l'action.  Il  est  facile 
de  voir  à priori  qu’il  ne  saurait  jamais  en  être  autre- 
ment; car,  de  quelque  manière  qu’un  corps  agisse  sur 
un  autre,  il  ne  peut  le  faire  qu’en  consommant  une 
partie  de  sa  force  précisément  égale  à celle  qu’acquiert 
le  second  corps. 

Macbikes  a bÉactio5.  On  désigne  sous  ce  nom  divers 
appareils  hydrauliques  mis  en  mouvement  par  la  réac- 
tion d’une  veine  fluide  qui  s’écoule. 

Pour  bien  comprendre  le  jeu  de  ces  machines,  il  faut 
se  rappeler  que,  lorsqu’un  liquide  est  en  repos  dans  un 
vase,  les  pressions  qui  ont  lieu  sur  les  parois  opposées 
étant  égales  et  contraires,  se  détruisent  mutuellement 
et  ne  peuvent  donner  aucun  mouvement  au  vase  (toy. 
Pression.)  Considérons,  pour  mieux  fixer  les  idées,  un 
vase  rectangulaire  (fig.  *4»  PI.  XX)  rempli  d’eau  jus- 
qu’au niveau  mn,  et  observons  que  la  pression  qui  a lieu 
eu  A sur  une  petite  partie  de  la  paroi  verticale  mp  est 
égale  au  poids  d’une  colonne  liquide  qui  aurait  cette 
petite  partie  de  paroi  pour  base,  et  pour  hauteur  la  dis- 
tance Am  du  point  A au  niveau  mn.  Si  cette  pression 
agissait  seule,  elle  tendrait  à entraîner  le  point  A,  et 
par  conséquent  le  vase,  dans  la  direction  de  la  ligne  AD 
normale  en  A à la  paroi  mp  ; mais  comme,  sur  la  paroi 
opposée  nq,  le  point  B placé  vis-à-vis  du  point  A est 
également  soumis  à une  pression  qui , si  elle  agissait 
librement,  entraînerait  le  vase  dans  la  direction  BC  op- 
posée a AD,  ces  deux  pressions  égales  et  contraires  se 
détruisent;  de  sorte  que  le  vase  n’éprouve  aucune  ten- 
dance ù se  mouvoir  horizontalement  dans  un  sens  ou 
dans  un  autre.  Ce  que  nous  venons  de  dire  du  point  A 
s’applique  évidemment  à tous  les  autres  points  de  la 
paroi  verticale  mp.  Supposons  maintenant  qu’on  pra- 
tique en  B un  orifice  par  lequel  le  liquide  puisse  s’é- 
chapper; la  pression  en  A,  qui  ne  sera  plus  contreba- 
lancée par  la  résistance  de  la  portion  de  la  paroi  sup- 
primée, tendra  à imprimer  au  vase  un  mouvement  dans 
la  direction  AD,  opposée  à celle  du  jet,  et  en  vertu  de 
cette  pression,  le  vase  glissera  sur  la  surface  horizontale 
qui  le  supporte,  si  toutefois  la  résistance  du  frottement 
n’est  pas  plus  grande  que  la  force  de  pression.  On  peut 
vérifier  ce  phénomène  en  faisant  flotter  sur  de  l’eau  tran- 
quille un  petit  vase  plein  d’un  liquide  quelconque  et 


RÉA  m 

percé  d’un  petit  trou  à l’une  de  scs  parois  latérales,  ou, 
mieux  encore,  en  employant  un  appareil  très-simple 
nommé  tourniquet  hydraulique  : à l’extrémité  d’un  tube 
de  verre,  on  soude  en  forme  de  T un  autre  tube  plus 
étroit  percé  à son  milieu  d'un  petit  trou  qu’on  fait  cor- 
respondre avec  l’ouverture  du  premier,  puis  on  recourbe 
les  bouts  de  ce  second  tube  perpendiculairement  et  en 
sens  opposé , en  les  aflllant  en  becs  très-fins,  et  après 
avoir  rempli  d’eau  le  premier  tube,  on  le  suspend  à un 
fil  par  son  extrémité  ouverte;  l’eau  coule  dans  le  tube 
horizontal,  jaillit  par  ses  extrémités,  et  l’on  voit  aussi- 
tôt tout  l’appareil  tourner  sur  lui -même  avec  une 
grande  rapidité.  Les  roues  hydrauliques  dites  à réac- 
tion ne  sont,  en  principe,  que  de  semblables  tourni- 
quets. 

Imaginons  un  gros  tuyau  vertical,  dont  MN  (PI.  XX, 
fig.  i5)  est  la  base,  et  qui  serait  mobile  autour  de  son 
axe  A;  à sa  partie  inférieure  est  adapté  un  tube  hori- 
zontal percé  en  a d’un  orifice.  Quand  cet  orifice  est 
fermé,  si  l'on  remplit  d’eau  le  tuyau  vertical,  le  liquide 
arrive  dans  le  tube  horizontal  ; mais  l’appareil  ne  prend 
aucun  mouvement,  parce  que  l’équilibre  des  pressions 
latéralcss’établit  immédiatement.  Lorsque,  au  contraire, 
l’orifice  a est  ouvert,  l’eau  s’écoule,  il  n’y  a plus  de 
pression  latérale  en  a,  et  la  pression  qui  s'exerce  en  b 
à l’opposite  pousse  le  tube  dans  la  direction  de  a en  b; 
le  jet  qui  sort  en  a fait  donc  tourner,  par  réaction,  la 
machine  autour  de  l’axe  C.  Si  nous  supposons  que  plu- 
sieurs tubes  semblables  ù BC  et  semblablement  percés 
soient  disposés  autour  de  MN  comme  les  rayons  d’un 
cercle,  nous  aurons  une  véritable  roue  à réaction. 

Daniel  Bernouilli  a constaté  par  l'expérience  que 
l’effort  de  la  réaction,  celui  qui  a lieu  sur  la  partie  b 
des  tubes,  est  parfaitement  égal  ù l’elTort  dont  le  jet 
sortant  est  capable,  c’est-à-dire  qu’il  a pour  mesure  le 
poids  d’un  prisme  d’eau  qui  aurait  pour  base  l'orifice  a 
et  pour  hauteur  le  double  de  la  hauteur  due  ù la  vitesse 
de  sortie.  Ce  résultat,  indiqué  d’ailleurs  par  la  théorie, 
est  une  vérification  directe  de  la  loi  de  l’égalité  entre 
l'action  et  la  réuction. 

Euler,  Bossu! , Navier,  et  d’autres  hydrauliciens,  se 
sont  livrés  à une  foule  de  recherches  sur  les  circon- 
stances du  mouvement  et  de  l’action-  des  molécules 
fluides  dans  les  diverses  parties  d’une  roue  à réaction. 
Comme  ce  qu’il  importe  le  plus  de  connaître  pour  la 
pratique,  c’est  la  limite  de  l’effet  utile,  nous  nous  con- 
tenterons ici  de  rapporter  les  considérations  théoriques 
au  moyen  desquelles  M.  d’Aubuisson  détermine  cette 
limite. 

Considérons  un  vase  cylindrique  ABCD  (PI.  XX, 
fig.  îG)  contenant  de  l’eau  jusqu’en  IK,  et  auquel  on 
imprime  un  mouvement  de  rotation  uniforme  autour 
de  l’axe  vertical  EF.  L’effet  de  ce  mouvement  étant 


Digitized  by  Google 


422  RÉA 

d’imprimer  une  force  centrifuge  aux  molécules  fluides, 
la  surface  de  l’eau  quittera  la  forme  plane  et  horizon- 
tale; elle  s'abaissera  vers  le  milieu  O,  s’élèvera  vers  les 
bords,  et  prendra  enfin  dans  sa  coupe  verticale  la  forme 
courbe  GOH,  dont  il  s’agit  de  reconnaître  la  nature. 

Observons,  pour  cet  effet,  que,  puisque  le  mouve- 
ment de  rotation  est  uniforme,  la  Mirface  fluide  aura 
une  figure  permanente,  et  par  conséquent  que  les  mo- 
lécules liquides  seront  en  équilibre.  Ces  molécules  se- 
ront donc  également  pressées  dans  tous  les  sens;  de 
sorte  que  si  l’on  prend  sur  l’horizontale  OR  une  mo- 
lécule quelconque  P,  elle  sera  autant  pressée  de  haut 
eu  bas  par  le  filet  vertical  BIP,  que  de  droite  à gauche 
par  le  filet  vertical  PR,  ou  de  gauche  à droite  par  le 
filet  vertical  OP  Or,  si  nous  imaginons  qu’à  l'exception 
des  deux  filets  MP  et  OP,  toute  la  masse  fluide  devienne 
solide,  rien  ne  sera  changé  aux  conditions  de  l’équi- 
libre, et  nous  n’aurons  plus  à considérer  que  les  actions 
de  ces  deux  filets  sur  la  molécule  placée  en  P à l’angle 
du  petit  canal  OPM,  qui  les  contient.  Pour  ce  qui  con- 
cerne le  filet  MP,  puisque  la  force  centrifuge  qui  agit 
sur  ses  molécules  est  dirigée  perpendiculairement  aux 
parois  du  petit  canal , elle  est  détruite  par  leur  résis- 
tance; ainsi  les  molécules  de  ce  filet  n’ont  d’autre  ac- 
tion en  P que  cciic  qui  résulte  de  leur  gravité,  et  par 
conséquent  la  pression  en  P est  égale  à la  somme  de 
leur  poids.  Si  nous  désignons  par  m la  masse  d’une  mo- 
lécule et  par  y la  force  de  gravité,  tng  représentera  son 
poids,  et  comme  la  hauteur  mP  = x peut  représenter 
la  somme  des  molécules  du  filet,  le  poids  total  sera 

ingx. 

Pour  ce  qui  concerne  maintenant  le  filet  OP,  puisqu'il 
repose  sur  un  plan  horizontal,  l’action  de  la  gravité  sur 
ses  molécules  est  détruite;  ainsi  il  ne  peut  agir  en  P 
que  par  l’effet  de  a force  centrifuge;  mais  cette  force 
anime  chaque  mo.ecule  liquide  du  filet  OP  d’une  ma- 
nière très-différente  ; elle  croit^  à partir  du  centre  O de 
rotation,  où  clic  est  nulle,  jusqu’au  P,  où  elle  est  la 
plus  grande  proportionnellement  à la  distance  au  centre. 
En  général,  si  y' représente  la  distance  au  centre  O d’une 
molécule  m,  et  « sa  vitesse  de  rotation,  l’expression  de 
sa  force  centrifuge  sera 

tnt'* 

7* 

ou  plus  simplement 

*nu>V, 

en  désignant  par  w la  vitesse  angulaire  du  filet  OP. 
Nonitnant  donc  y la  distance  totale  OP,  nous  aurons 
imtf’y  pour  la  force  centrifuge  de  la  molécule  placée  eu  P, 
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et  comme  les  forces  des  autres  molécules  décroissent  en 
progression  arithmétique,  ainsi  que  les  distances  aux- 
quelles elles  sont  proportionnelles,  la  somme  de  toutes 
ces  forces  sera 

m«i*u  x - y = * mvfhfl  y 

Cette  somme  étant  celle  des  efforts  que  font  les  molé- 
cules du  filet  OP  pour  se  porter  de  O en  P,  ou  pour 
presser  ce  dernier  point,  doit  être  équivalente  à la  pres- 
sion mgx  exercée  sur  le  même  point  P par  la  colonne 

verticale  MP;  donc  ~ mtft’y*  = mgx,  ou 


équation  qui  nous  apprend  que  la  courbe  OMH  est  une 

2 g 

parabole  conique  dont  le  paramétré  est 

Pour  appliquer  ce  résultat  aux  roues  à réaction,  sup- 
posons qu’au  point  R,  sur  le  prolongement  de  OP,  on 
ait  pratiqué  iin  orifice  par  lequel  l’eau  sort  du  vase  pen- 
dant qu’il  tourne;  supposons  en  outre  que  le  vase  re- 
çoive constamment  autant  d’eau  qu’il  en  perd.  Nom- 
mons A et  H*  les  coordonnées  OR  et  HR  du  point  R et 
t>  sa  vitesse  de  rotation,  qui  sera  égale  à Aie,  en  nom- 
mant toujours  te  la  vitesse  angulaire  du  rayon  OIt.  L’é- 
quation (i)  devant  être  satisfaite  lorsqu’on  y faily  = A, 
x=  fl',  nous  avons 

A1  = H', 

et  par  suite, 


C'est-à-dire  que  la  hauteur  à laquelle  la  force  centrifuge 
élève  l’eau  au-dessus  de  l’orifice  R ouvert  au  niveau  de 
O est  égale  à la  hauteur  duc  à la  vitesse  de  rotation  de 
cet  orifice;  mais  H est  aussi  la  charge  eu  R;  donc  la 
vitesse  de  l’écoulement  qui  est  due  à cette  charge,  sera 
égale  à la  vitesse  de  rotation  de  l’orifice. 

Si  l’eau  était  fournie  au  vase  par  un  tuyau  ayant 
même  axe,  d’une  section  horizontale  considérablement 
plus  grande  que  celle  de  l’orifice  de  sortie,  et  dans  le- 
quel le  fluide  se  maintiendrait  en  L,  pendant  la  durée 
du  mouvement  de  rotation,  l’eau  sortirait  en  R en 
vertu  de  la  hauteur  H*  et  de  la  hauteur  de  la  nouvelle 
charge  LO,  que  nous  désignons  par  H.  Ainsi  la  hauteur 
due  à la  vitesse  de  sortie  serait  H'-}-  H,  et  la  vitesse  d’é- 
coulcmcnl  serait 
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ou 

« 4-  i/^. 

puisque  l/ajH'  = v. 

Admettons  maintenant  qu’un  obstacle  physique,  tel 
qu’un  diaphragme  horizontal  placé  dans  le  vase  un  peu 
au-dessus  du  point  O mette  obstacle  à l’élévation  du 
fluide  au-dessus  de  l’orifice  II,  l’effort  H résultant  de  la 
tendance  à s’élever  ou  de  la  force  centrifuge  n en  aura 
pas  moins  lieu,  n’en  produira  pas  moins  sou  effet  sur  la 
vitesse  de  sortie,  qui  sera  toujours  V -\-\/ ay l|. 

Ceci  posé,  voici  les  conséquences  qu’en  tire  M.  d Au- 
buisson  pour  l'effet  des  roues  à réaction. 

On  sait  qu’en  nommant  1*  le  poids  de  l’eau  dépensée 
dans  l’uuité  de  temps  et  H la  hauteur  due  à la  vi- 
tesse de  cette  eau,  sa  force  est  représentée  par  PH  (coy. 
Kàt  MOiaicfi).  Or,  dit  M.  d’Aubuisson,  pour  que  la 
roue  prit  la  force  entière  PI1  du  moteur,  il  faudrait 
qu’après  qu’on  lui  aurait  donué  la  hauteur  H,  l’eau  y 
entrât  et  la  parcourût  sans  éprouver  de  changement 
brpsquc  de  vitesse.  Afin  qu’il  en  soit  ainsi,  on  évasera 
autant  que  possible  l’entrée  des  tubes,  on  les  courbera 
de  manière  que  leur  extrémité  soit  perpendiculaire  au 
rayon  de  la  roue,  et  l’on  fera  sortir  Peau  par  celle  ex- 
trémité, comme  on  le  voit  ù la  figure  17,  PI.  XX.  11 
faudrait,  en  second  lieu,  que  la  vitesse  absolue  du 
fluide,  au  moment  où  il  abandonne  la  roue,  fût  nulle, 
et  par  conséquent  que  sa  vitesse  relative,  dans  ce  même 
moment,  fût  égale  et]  directement  opposée  à celle  de 
l’orifice  de  sortie.  En  appelaut  v celte  dernière  et  ob- 
servant, d’après  ce  qui  vient  d’être  dit,  que  celle  du 
fluide  sortant  est  v l/ayH,  il  faudrait  que  l’on  eût 

V = v -{-l/ayll. 


d’eau  très-élevées;  dans  le  cas  contraire,  les  roues  à 
augets,  qui  produisent  en  général  un  plus  grand  effet 
utile,  seront  toujours  préférabtes.  La  dana  de  (eoy.  ce 
mut)  de  M.  Manoury  d'Hcclut  était  considérée  comme 
la  meilleure  machine  à réaction  avant  l’invention  de  la 
turbine  à réaction  ( toy . Tcrbixf.)  de  M.  Burdin. 

On  a essayé  d’appliquer  le  principe  de  la  réaction 
aux  machines  à vapeur,  mais  jusqu'ici  toutes  les  tenta- 
tives ont  été  sans  succès. 

RECEPTEUR.  ( Méc .)  On  nomme  en  mécanique  or- 
gane récepteur  celui  qui,  dans  une  machine  quelconque, 
reçoit  immédiatement  l’action  du  moteur. 

RECTIFICATION,  {Géodétie.)  La  différentielle  de 
d’un  arc  d’ellipse  en  fonction  de  l'abscisse  x prend  une 
forme  très-commode  pour  les  applications  de  la  géo- 
désie, lorsqu’on  exprime  cette  abscisse  en  fonction  de 
la  latitude  du  point  auquel  elle  appartient,  et  qu’on  veut 
assigner  la  longueur  d’un  arc  de  méridien.  D’abord,  en 
appelant  \ cette  latitude  ou  l’angle  que  la  normale  en 
ce  point  fait  avec  le  plan  de  l'équateur,  et  remarquant 
du 

que  — cot  > , on  a 

dt  = — ^ — dor\/i  cot’}* 

lorsqu’on  prend  l’origine  de  l'arc  s à l’équateur  même. 
D'un  autré  côté,  l’équation  de  l’ellipse  rapportée  ù son 
centre  étant 

0y  4-  b'a*  «=  o»  6% 

on  en  lire,  par  la  différentiation, 


Cette  condition  ne  saurait  être  remplie  qu’autant  que  H 
serait  nul,  ou  que  v serait  infiniment  grand.  Or,  le  pre- 
mier cas  ne  peut  exisfer  ; l’effiet  est  d'ailleurs  propor- 
tionnel à H ; le  second  ne  peut  encore  avoir  lieu,  mais 
on  peut  en  approcher.  Concluons  donc  que  l’effet  dy- 
namique d’une  simple  roue  à réaction  sera  d’autant 
plus  grand  qu’elle  sc  mouvra  plus  vile,  sans  que,  dans 
aucun  cas,  il  puisse  être  PII , valeur  qu’il  atteint,  en 
théorie,  dans  les  roues  à aubes  courbes. 

Ces  considérations  théoriques  sont  loin,  sans  doute, 
d’être  rigoureuses,  plais  elles  font  du  moins  connaître 
les  conditions  sous  lesquelles  on  peut  espérer  le  plus 
grand  effet  utile  possible;  et  il  eh  résulte  que  la  pro- 
priété caractéristique  des  roues  à réaction  est  entière- 
ment opposée  à celle  des  roues  à augets;  car,  dans  ces 
dernières,  le  maximum  d’effet  correspond  au  minimum 
de  vitesse.  On  ne  peut  donc  employer  avantageuse- 
ment les  roues  & réaction  que  lorsqu'on  a des  chutes 


dy Wx 

dx  a?  y 


cot  1 , 


et  l’on  a alors  deux  équations  entre  x et  y,  qui  don- 
nent , toutes  transformations  faites  et  à cause  de 


a cosX 

l/ 1 — e*rinvi 1 




* u^i  — é*  si  un 


e7  étant  par  conséquent  le  carré  de  l’excentricité  d’upc 
ellipse  dont  le  demi-grand  axe  est  l’unité. 

Maintenant,  si  l’on  différentie  la  première  de  ces  va- 
leurs, on  aura 


— a(i  — e*)d).  sinX 

: —j — 9 

(1  — é1  sin*X)* 
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et,  par  suite, 


REC 


d,  = a(‘  —«*)<*> 

(1  — e*  sin*i)’ 

Si  ensuite  on  intègre  entre  les  limites  zéro  et  1 , il 
Tiendra (i) 


» = a (1  — e’)  £mX  — ^ n sin  aX  -j-  ^ p sin4* J » 

série  dans  laquelle 


« 3 , . 45  . 
m=  i + -e*  -4-pye4.. 
4 (>4 

5 . . i5 




• 5 . 

P — 777  e4.. 

64 


ou  bien , prenant  l'intégrale  entre  les  limites  X et  V,  et 
faisant  pour  abréger  X — X*=f,  >-j-V  = *,  on 
aura (a) 


i = 0(1—6*)  Tm?  — fisiny  cos*-f-^j>sina?cosat...J. 

Pour  faire  servir  cette  formule  à la  rectification  d'un 
arc  de  méridien  mesuré  par  une  chaîne  de  triangles,  il 
faut  déterminer  exactement  Vamplitude  géodésique  de 
cet  arc,  c’est-à-dire  le  nombre  de  degrés  et  parties  de 
degré  qu’il  contient,  en  calculant  de  proche  en  proche, 
par  les  formules  de  la  Trigonométrie  sphéro'idique  (voy. 
ce  mot),  les  différences  de  latitude  des  sommets  des 
triangles  dont  il  s’agit  ; ce  qui  exige  alors  qu'on  pousse 
l’exactitude  jusqu’aux  termes  du  troisième  ordre  inclu- 
sivement, afin  d’avoir  ces  différences  à un  ou  deux  cen- 
tièmes de  seconde  près. 

Par  exemple,  les  opérations  géodésiquesde  MM.  Biot 
et  Arago,  faites  en  Espagne  pour  prolonger  la  méri- 
dienne de  France  jusqu’à  l’ile  de  Formentcra , ont 
donné  lieu  à de  très-grands  triangles  qui  ont  été  cal- 
culés par  nos  soins  au  Dépôt  de  la  guerre,  et  l’on  a eu 


en  degrés  centésimaux 

Latitude  géodésique  de  Montjouy 45°, 9699’, 3o , 

Latitude  géodésique  de  Formenlera 4a>  9636,  a4 


On  a eu,  en  outre,  par  parties  et  par  un 

milieu ? = »°»99"4*>®9 


le  tout  en  supposant  la  terre  un  ellipsoïde  de  révolution 
dont  l’aplatissement  = ; et  comme  la  formule  (a) 

peut  se  mettre  sous  cette  forme 

1 ss  Vf  — V' sin  • cos  ♦ -j-  V'sin  a?  cos  a*; 


que,  de  plus,  Log  a » 6.8046154,  « étant  exprimé  en 
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mètres,  il  est  facile  de  s’assurer  qu’en  prenant  le  degré 
centésimal  pour  unité,  il  vient 

Log  V = 5.oooo3i3, 

Log  V'==  4.9913309, 

Log  V = 1.4934300, 

logarithmes  auxquels  il  faut  ajouter  9.7101800  pour 
avoir  l’arc  a en  toises  , et  dont  le  premier  serait 
Log  V = 4-954a758  si  l’amplitude  f était  donnée  en 
degrés.  Faisant  le  calcul,  qui  ne  présente  aucune  diffi- 
culté, l’on  a enfin 

1=  i536;4t. 

Telle  est  la  valeur  que  nous  avons  assignée  définitive- 
ment à la  distance  méridienne  de  Montjouy  à Formen- 
tera,  contrairement  à celle  de  t536o5r,a,  rapportée 
dans  la  Base  du  système  métrique  décimal  par  suite  d’une 
erreur  de  calcul.  (Foy.  page  35  du  tome  II  de  la  Nou- 
velle description  géométrique  de  la  France,  ou  le  tome 
XVI  des  Mémoires  de  l’Institut,  page  457.) 

Si  dans  l’équation  (1)  l’on  nomme  Q ce  que  devient 

t lorsque  la  latitude  X est  de  90*  ou  ^7 r,  n désignant  la 

demi-circonférence  d’un  cercle  ayant  l’unité  pour 
rayon  ; le  quart  du  méridien  elliptique  aura  pour  ex- 
pression .....  (3) 

Q = a(i  — = i O*....) , 


et  en  divisant  celle-ci  par  (3),  il  viendra (4) 


Q = 


n • . , 1 p . 

f sin  y cos  ♦ -j — — sin  ay  cos  3^ 


autre  expression  dans  laquelle 


Ainsi,  lorsque  l’arc  « et  l’excentricité  e de  la  terre  sup- 
posée elliptique  seront  connus,  le  quart  du  méridien 
s’obtiendra  aisément.  Par  exemple  , la  valeur  ci-dessus 
de  cet  arc  étant  combinée  avec  celle  de  l’arc  du  méri- 
dien mesuré  sous  l’équateur,  on  trouve  l’aplatissement 

de  la  terre  de  et  le  quart  du  méridien  de 

5i3i658t.  (Foy.  Aplatissement.)  Ainsi,  d'après  cette 
dernière  détermination,  le  mètre,  considéré  comme  la 
dix-millionième  partie  de  la  distance  du  pôle  à l’équa- 
teur, serait  de  3p,o,K'i  il,,375,  c’est-à-dire  un  peu  plus 
long  que  le  mètre  légal  fixé  par  les  lois  françaises  ù 
3* "o*10!  1 ,396  de  l’ancienne  toise  de  l’Académie  prise  à 
i3  degrés  de  Réaumur. 
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Il  est  facile  de  s’assurer  que  si  l’ou  prend  le  loga- 
rithme de  chaque  membre  de  la  série  (3),  l’on  aura 

Log.^-Uga-pQ 

/*  = 0,434294^  étant  le  module  des  tables.  Ainsi,  ré- 
ciproquement, 

Log  a = Log  ^ ^ «* ), 


lorsqu’au  lieu  de  t1  on  met  sa  râleur  ia  — «*,  « étant 
l'aplatissement  delà  terre.  (Voy.  ce  mot.)  De  même,  à 
cause  de  b =»  fll/ 1 — e* , on  a 

Logt-Ug^-p(U  + i«* ), 

et  comme  le  rayon  terrestre  est  exactement 

,_^T_.l/ïH53P, 

on  obtient  arec  un  peu  d’attention  cette  série 

Logr=  LoS^-r^«,  + ^(“‘- 

— ^ pe*  sin1*  + ~f*e‘  8*D’^  — ^ sin*X... , 

laquelle  rentre  dans  les  deux  dernières,  en  faisant  suc- 
cessivement 1 = 0 et  1 ssas  90’. 

Le  rayon  p de  courbure  d’un  arc  de  méridien,  en 
un  point  dont  la  latitude  est  1,  étant  déterminé  de  gran- 
deur par  l’intersection  de  deux  normales  consécutives 
au  même  point,  il  est  évident  que  le  triangle  infinité- 
simal formé  par  ces  deux  lignes  et  par  l’arc  ds  donne 
d» 

^ = p;  partant 

q(»  — g1) 

(1—  e’sin*>)* 


et  si  l’on  désigne  par  M l’arc  d’un  degré  du  méridien , 
l’on  aura 


M 


Tf 


“(■  — «*) 

(1  — e*  sin*  1)  * 


ou,  réduisant  en  série  et  ne  conservant  que  les  termes 
en  e*, 

M = TSô  0 (*  e*  + Ie* sin’ x)  > 

résultat  qui  fait  voir  que , sur  la  terre , les  degrés  des 
méridiens  croissent  à très-peu  près  comme  les  carrés 
des  sinus  des  latitudes  correspondantes,  en  allant  de 
l’équateur  vers  les  pôles.  11  ne  faut  pas  croire  cependant 
Toi.  ni. 
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que  cette  loi  sc  vérifie  constamment  ; car  les  irrégulari- 
tés de  notre  globe,  qui  sc  manifestent  en  diffèrens 
lieux,  la  troublent  quelquefois  d’une  manière  très-sen- 
sible. ( Voy.  Ficcre  de  la  terre.) 

(3f.  Puissant.) 

RÉFRACTION  TERRESTRE.  (Géodésie.)  Les  ob- 
jets situés  près  de  la  surface  de  la  terre  et  vus  de  loin 
paraissent  ordinairement  plus  élevés  qu’ils  ne  le  sont 
effectivement,  parce  que  la  trajectoire  lumineuse  qui  en 
transmet  l’image  tourne  sa  convexité  vers  le  ciel.  (Voy. 
Rétraction  atmosthériqce  , tome  II.)  Par  exemple  , 
l’objet  D (PI.  XX,  fig.  18),  observe  du  point  A à la 
distance  de  iaooo*  au  moins,  est  vu  en  D'  par  l’effet 
de  la  réfraction,  c’est-à-dire  suivant  la  tangente  AD'  à 
la  trajectoire  AMD,  et  l’angle  D'AD  est  la  mesure  de 
cette  réfraction. 

Comme  la  courbe  que  décrit  la  lumière  a peu  d’é- 
tendue , on  la  remplace  par  son  cercle  osculateur,  et 
alors  l’angle  de  réfraction  DAD'  ayant  pour  mesure  la 
moitié  de  l’arc  AMD,  est  sensiblement  proportionnel  à 
la  distance  horizontale  AB , interceptée  entre  les  deux 
verticales  des  points  A , D.  Si  donc  r désigne  la  réfrac- 
tion, et  que  C soit  l’angle  do  ces  deux  verticales,  on 
aura  généralement 

r = «C, 

n étant  un  coefficient  constant  pour  le  même  état  de 
l’atmosphère  et  variable  avec  lui.  Pour  en  déterminer 
la  valeur  par  l’observation,  appelons  $ la  distance  zéni- 
thale apparente  ZAD',  et  V la  distance  zénithale  appa- 
rente Z'DA'  ; et  supposons  que  ces  deux  distances  réci- 
proques soient  prises  au  même  moment  par  deux  ob- 
servateurs, afin  que  les  circonstances  atmosphériques 
soient  les  mêmes  de  part  et  d’autre  (toy.  Altitude). 
Les  distances  zénithales  vraies  seront  respectivement 
S + r = £AD  et  V -|-  r =*  ZDA  ; puisque , par  suppo- 
sition, la  réfraction  élève  les  objets  A,  D d’une  même 
quantité;  et  le  triangle  ACD  offrira  nécessairement 
cette  relation 

8 -f-  r -}-  J*  -{-  r =*  1 8o*  C , 
laquelle  donne 

r = 90'  + f-i(*  + n- 

Ainsi  l’on  a 

r w+'-c -'-(*  + *! 

» = c c • 

Telle  est  l’expression  trigonométrique  du  coefficient  de 
la  réfraction.  Pour  l’obtenir  numériquement,  ou  éva- 
luera en  secondes  l'angle  au  centre  de  la  terre  C , au 

SI 
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moyen  de  l’arc  AB  = K.  donné  par  la  triangulation,  et 

l’on  aura  C = ; —j , R = 63C6io8“  étant  le  rayon 

R sin  1 v ë 

terrestre. 

Les  opérations  trigonométriques  ont  fait  connaître 
que  dans  l’état  moyen  de  l’atmosphère  n — 0,08  ; la 

réfraction  est  donc  environ  — de  l’arc  qui  mesure  la 
,a  > 

distance  à laquelle  sc  voient  les  objets.  La  Base  du  sys- 
tème métrique  décimal,  par  Delambre,  offre  pour  U 
première  fois  un  grand  nombre  d’exemples  de  cette  dé- 
termination. 

C’est  aussi  parle  jeu  des  réfractions,  souvent  si  déré- 
glées dans  les  basses  régions  de  l’atmosphère,  que  la  va- 
leur de  n est  quelquefois  négative,  et  que  se  manifeste 
en  certains  lieux  ét'haulîès  par  la  présence  du  soleil,  le 
phénomène  singulier  connu  sous  le  nom  de  mirage, 
[frayez  un  mémoire  de  M.  Biot  ayant  pour  titre  : Re- 
cherches sur  les  réfractions  extraordinaires  qui  s'observent 
près  de V horizon.) 

La  théorie  de  la  réfraelion  terrestre  étant  nne  consé- 
quence de  celle  des  réfractions  atmosphériques  en  géné*- 
ral,  c’est  principalement  dans  le  livre  X de  la  Mécanique 
céleste  que  le  lecteur  verra  sur  quelles  considérations 
physiques  et  analytiques  elle  est  fondée.  Quant  à ses 
applications,  elles  sont  l’objet  d’une  note  que  nous 
avons  insérée  dans  le  Compte  rendu  des  séances  de  l'Aca- 
démie des  sciences  (t5  mai  1837)*  et  subséquemment 
dans  le  deuxième  volume  de  la  Nouvelle  description  géo- 
métrique de  la  France,  page  a4»  nous  en  donnerons 
bientôt  une  idée. 

Nous  ne  terminerons  pas  cet  article  sans  faire  voir 
comment  on  pourrait  déterminer  avec  une  certaine  pré- 
cision les  hauteurs  relatives  d'une  suite  de  sommités 
visibles  les  unes  des  autres,  en  observant  simplement 
les  distanees  zénithales  réciproques  de  ces  sommités 
comparées  une  à une,  mais  dtné  des  circonstances  at- 
mosphériques très-favorables. 

D’abord  on  remarquera  que  la  formulé  donnée  an  mot 
Altitude,  et  par  laquelle  on  calcule  la  différence  dé  ni- 
veau de  deux  stations,  à l’aide  de  leurs  distances  zéni- 
thales réciproques,  peut,  en  développant  le  dénomina- 
teur, se  mettre  sous  cette  forme  (i) 

»R  tang  A C tang  - (J*  — 3) 

dE  — - , 

1 — tang  ^ C tang  i (3'  S) 

puisque  R étant  le  rayon  moyen  de  la  terre,  on  a 
K = a R sin  - C , l’angle  C étant  celui  des  verticales 

3 

des  deux  stations.  Or  il  existe  entre  cet  angle,  les  dis- 
tances zénithales  apparentes  3,  3*  et  les  réfractions  cor- 
respondantes t,  r,  la  relation  (2) 

3 «f*  3‘  -4-  r 4-  r'  «s  \ 8q*  -|-  C« 
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et  comme  généralement  r=«C,  r =i»'C'  d’après  ce 
qu’on  vient  de  démontrer,  il  est  évident  que  l’on  a,  €n 
supposant  r» r, 

9».- !(*+*•) 

2 an  — 1 9 

ainsi,  sans  erreur  sensible 

, cot  I (8  + 3') 


Il  suffit  donc  de  connaître  le  coefficient  nde  la  réfrac- 
tion pour  pouvoir  évaluer  l’angle  C des  verticales , et 
par  suite  la  différence  de  niveau  (1).  On  s’écartera  très- 
peu  de  la  vérité  en  supposant  n = 0,08  comme  nous 
l’avons  dit  ci-dessus;  et  l’on  pourra  même,  h couse  de 
la  petitesse  de  C et  de  la  de  mi-différence  des  distances 
zénithales,  réduire  la  formule  (1)  à la  suivante  (a) 

a R cot  ! (3*  + 3) 

dE  “7 IanS  ; t*  ~ «)• 

Ce  procédé  mériterait  d’autant  mieux  d*être  employé 
dans  une  exploration  scientifique,  qu’il  procurerait  le 
moyen  de  niveler  promptement,  à peu  dé  frais,  et  avec 
un  certain  succès,  les  hauteurs  relatives  de  tous  les 
points  qui  offriraient  le  plus  d’intérêt  aux  géologues  : 
c’est  même  en  suivant  cette  marche  que  l’on  obtiendrait 
d’une  manière  approchée  les  distances  respectives  des 
objets  qui  auraient  été  observés , puisqu’elles  se  dé- 
duiraient naturellement  de  cette  expression 

K = aRsin  - C. 

a 

Quoique  la  théorie  physique  de  la  réfraction  terrestre, 
telle  que  Laplace  l'a  exposée  au  livre  X de  la  Mécanique 
céleste , laisse  encore  à désirer  pour  être  en  parfaite  har- 
monie avec  les  phénomènes  naturels,  elle  ne  conduit  pas 
moins  à des  résultats  très-satisfaisaos  dans  tous  les  cas  où 
l’état  de  l’atmosphère  s’écarte  peu  de  l’hypothèse  de  cet 
illustre  géomètre.  Par  exemple,  il  a démontré  que  le 
coefficient  de  la  réfraction,  que  nous  avons  désigné  ci- 
dessus  par  n,  et  qui  est  proportionnel  à la  densité  de  l’air 
dans  le  lieu  de  l’observation,  a pour  expression 


en  appelant  P le  pouvoir  réfringent  de  l’air,  p sa  densité, 
r le  rayon  de  terre  supposée  sphérique,  et  l le  rapport 
de  la  densité  du  mercure  à celle  de  l’air,  multiplié  par 
la  hauteur  du  baromètre  dans  le  même  lieu  ; auquel  cas 
1=9  7960.  ( Géodésie , tom.  II,  p.  a5;  voyez  aussi  lo 
supplément  à cet  ouvrage,  p,  18.) 
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Toutefois,  il  est  plus  exact  de  multiplier  l’expression 
précédente  de  n par  le  facteur  (i — tl)  dans  lequel  t est 
un  coefficient  dépendant  de  la  loi  du  décroissement  de 
la  chaleur  dansl’atmosphèrc,  coefficient  en  général  très- 
▼arlable , mais  que  Ton  peut  supposer  ordinairement 
égal  à 0,00001^95,  d’après  M.  Plana.  D’un  autre  côté, 
selon  les  expériences  très-précises  de  MM.  Biot  et  Arago, 
l'on  a à Paris 


sous  la  pression  o",  76  et  à la  température  xéro , l’air 
étant  parfaitement  sec  ; et  pomme  d’ailleurs 

£ 

p ' 9“,;6  ( » + 0*00375*  ) * 


pétition  PB  A ey  pour  la  distance  fénjtfcala  du  Puy-de- 
Dôme,  réduite  au  sommetdu  signal...  2i  = go*55'48"»§4 

Alors  le  baromètre  marquait.  . o*,596o5  » h 
le  thermom.  du  baron».  . 4“  *4%?®  =*=  •* 
le  thermomètre  libre  . . -j-13,9  = t 

De  plus,  par  la  triangulation  l’on  a eu 

Log  K =■  4 • 4f  09*4*1 

K étant  la  distance  horifqiaiglç  compris®  entre  les  deux 
signaux.  Si  donc  on  désigne  P®F  ^ l’an^e  des  verticales 
des  extrémités  de  K,  et  que  l’on  sache  d’ailleurs  que  le 
rayon  R de  la  terre,  ou  pilotât  In  normal©  %la  station  du 
Mont-d’Or,  a pour  logarithme,! 

Log  R = 6 . 8o53366, 


en  désignant  par  A„  la  hauteur  du  baromètre  réduite  à la 
même  température  xéro,  par  t la  température  actuelle 
de  l’air;  elle  coefficient  de/,  savoir  j3=  0,00375,  étant 
la  dilatation  d’un  volume  d’air  pour  un  degré  centigrade  ; 
on  a très-approximativement 

Log  » = 5.09095  -J-  Log  A0  — Log  (»  -f-  |54) 

log  -r-  o,ooooi393^ 

et 

Log  6.09909  — ifOfj  (i  + P*  ); 


mais  il  faut  réduire  préalablement  ù xéro  de  température 
la  longueur  h de  la  colonne  mercurielle  du  baromètre, 
c’est-à-dire  faire 


+ 555o  * 


|*  désignant  la  température  indiquée  parle  thermomètre 
du  baromètre,  et  p'  = = 0,00018  étant  la  dilata- 

tion cubique  du  mercure. 

C’e&t  en  déterminant  ainsi  le  coefficient  de  la  réfrac- 
tion que  les  différences  de  uiveau  par  les  opérations  tri— 
gonométriques  accompagnées  de  mesures  barométriques 
contemporaines,  peuvent  s’obtenir  souvent  avec  un  de- 
gré de  précision  suffisant,  en  faisant  seulement -usage 
de  l’une  des  distances  xénithales  des  deux  objets  mis  en 
qomp*rai*on‘  P°ur  en  donner  un  exemple , choisissons 
quelques-uns  des  élémens  angulaires  ot  météorologiques 
recueillis  au  Mont-d’Or  et  au  Puy-de-Dôme,  à l’occasion 
de  la  mesure  d’un  arc  de  parallèle  {Nouvelle  description 
géométrique  de  la  France,  tom.  II,  p.  65o.) 

I-  41»  Mont-d’Or,  en  septembre  1811,  après  ao  ré- 


on trouvera  facilement 


C 


K 

R sin  P 


=»955',oa; 


a*  Au  Puy-de-Dôme , en  juin  181a,  et  par  dix  répéti- 
tions, la  distance  xénithale  du  Mont-d’Or,  réduite  au 
sommet  du  signal  de  cette  station,  était  Z’=  89*  17*48  ,9* 

Alors  le  baromètre  marquait.  . o*,644®7  s=  4 
le  thermom.  du  barom.  . . -j-  17 *=sl' 
le  lUermomètre  de  l’air,  . . -\r  1 5*  = f. 


Ils’agit  maintenant  d'évaluer  approximativement  les 
réfractions  looales  au  moment  même  de  la  mesurc  des 
distances  xéoithaiea  : or  on  a en  général 

Réfract.  0 = »C  , 


et  d’après  les  hauteurs  barométriques  et  thermomé- 
triques relatives  à la  situation  du  Mont-4  Or,  et  intro- 
duites dans  l’eqpression  précédenle  de  \*og  n,  il  vient,  a 
cause  de 

i = 0,0001 1983  ; Log  * 6.oa49<>, 

il  vient,  disons-nous, 

3.09095 

Log  h = 9.77535 
c.  Log  (1  JM)  =■  9-97947 
c.  Log  (»-hP'0  = 9-99887 
Log  (,‘  — ■)  = 6.0*490 

Log  » = 8.86944 

Log  C = a. 98001 

enfin.  . . LogO=  1.84945*  réfraction  9 =*  ?o',7 1 . 
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Opérant  de  la  même  manière  pour  lff  station  du  Puy- 
de-Dôme,  on  a d’abord 

“=0,00011894;  Log^j- — *^=6.oaia3; 

ensuite  on  a 

5.09095 

Log  h = 9.80893 
c.  Log  (1  -{-  pi)  = 9.976*5 
c.  Log  (1  p't‘)  = 9.99866 

6.oaia3 


REF 

Par  le  Puy-de-Dôme , dont  la  hauteur  absolue  est 
de  1466,  on  a 

Log  K = 4-4"°9a4&  Log  (o,5— n')  = g.6a458 
Log  cot  Z' = 8. 0889059  a Log  K = 8-94*85 
0.000001 1 c.  Log  11  = 3. 19466 

. 0.0001* 

Log  *#r  terme -=  a. 5 5983 18  ■ ■■■  - 

Log  **  terme  = 1.761*1 

terme  36a%94 
terme  -|-  57,  70 


Log  n'  = 8. 8960* 

Log  C = *.98001 

Log  9'  = 1.87605  , réfraction  $'  = 75*,  16. 

. La  somme  de  ces  deux  réfractions  locales,  savoir 
0 -]-  ô'  = i45',  87  = a'a5',87 

étant  ajoutée  à celle  des  deux  distances  zénithales  appa- 
rentes Z,  Z',  on  a,  pour  la  somme  des  distances  zéni- 
thales vraies, 

Z -j-  Z'  -f-  9 + 9'  = 1 8o*  16'  3', 3* 
mais  il  faudrait  i8o*-f-  C = 180. 1 5. 55,  oa 


donc  l’erreur  est  de  8',3o 


et  doit  être,  en  plus  grande  partie,  attribuée  à la  formule 
par  laquelle  nous  avons  évalué  les  réfractions;  mais  elle 
est  si  faible,  que  son  influence  sur  la  détermination  de  la 
différence  de  niveau  par  une  des  deux  distances  zéni- 
thales ne  saurait  être  d’aucune  importance.  En  effet, 
en  évaluant  cette  différence  de  niveau  au  moyen  de  la 
formule  connue 


K cot  Z , , _ . 

dE  = }-  (o,5  — n) 

cos  - C 

a 


R* 

U sin*  Z * 


on  a par  le  Mont-d’Or,  dont  le  sommet  est  élevé  de 
1886*  au-dessus  du  niveau  moyen  de  l’Océan, 


Log  K = 4.4709*48  Log(o,5 — *)  = 9-6ag38  -f- 
L.  cot  Z = 8.  *io4685  — a Log  K = 8.94185 

c.  cos  ^ C = 0.0000011  c.  Log  R =3.19466 

Log  t*r  terme  a.68i5g44  — ■ sc.  sin  Z = 0.0001  a 


Log  *•  terme  = 1.766m 

t*r  terme  — 480%  1 7 
3«  terme  -J-  58,  35 

DiffSrebce  de  niveau  tfE  = — 4si“,8a. 


Différence  de  niveau  <fE  = 4a0*»&4 

Dans  le  premier  cas  la  valeur  de  dE  est  négative, 
parce  que  le  Mont-d’Or  étant  plus  élevé  que  le  Puy-de- 
Dôme,  la  cotangente  de  la  distance  zénithale  Z est  néga- 
tive ; et  dans  le  second  cas,  le  contraire  a lieu.  Ces  deux 
valeurs,  qui  se  servent  de  preuve  mutuellement,  ne  dif- 
férant entre  elles  que  de  1*,  a,  leur  milieu  4®*“»  a3  re- 
présente assez  exactement  la  différence  de  niveau  cher- 
chée, et  il  est  à remarquer  qu’elle  est  à très-peu  près 
indépendante  des  erreurs  qui  affectent  les  réfractions 
évaluées  théoriquement. 

On  peut  recourir,  pour  plus  de  details  sur  ce  procédé 
de  calcul,  à l’ouvrage  auquel  nous  avons  emprunté  les 
observations  précédentes,  et  sur  la  théorie  physique  des 
réfractions  terrestres,  à un  mémoire  que  M.  Biot  a inséré 
dans  le  volume  de  la  Connaissance  des  temps  pour  184*. 

RÉGULATEUR.  ( Mic .)  Nom  générique  des  organes 
mécaniques  qui  ont  pour  but  de  régler  les  mouvemens 
des  machines.  (Voyez  Peicdcle  comique  et  Yolamt.) 

REMOUS.  (Bydraul.)  On  donnait  jadis  exclusive- 
ment le  nom  de  remous  à une  eau  sans  mouvement  pro- 
gressif dans  le  lit  d’une  rivière,  sur  un  des  côtés  du 
courant,  et  qui  y tournoie  sur  elle-même  par  suite  de 
l’impulsion  de  la  partie  adjacente  du  courant;  mais, 
depuis  Dubuat,  on  a étendu  cette  dénomination  à tout 
exhaussement  de  la  surface  du  courant  au-dessus  du 
plan  général  de  cette  surface,  occasionné  par  un  obstacle 
quelconque,  tel  qu’une  digue,  une  jetée  ou  les  piles 
d’un  pont. 

La  détermination  de  la  hauteur  des  remous  produits 
par  des  constructions  faites  dans  le  lit  des  rivières  est 
une  question  très-intéressante  de  l’architecture  hydrau- 
lique. Il  faut  distinguer  dans  tout  remous  sa  hauteur  AB 
(lîg.  19,  PI.  XX)  ou  l’exhaussement  du  niveau  MN  de 
la  rivière,  et  son  amplitude  AM,  ou  la  distance  à la- 
quelle il  se  propage.  Ces  deux  élémens  varient  d’après 
la  nature  de  l’obstacle  BD. 

Si  cet  obstacle  BD  est  une  digue  qni  ferme  entière- 
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HEM 

ment  la  rivière,  il  force  l’eau  à s’élever  et  à passer  par- 
dessus; de  sorte  qu’on  peut  comparer,  dans  ce  cas,  le 
mouvement  de  l'eau  aux  écoulement  qui  ont  lieu  par 
des  déversoirs  (toy.  ce  mot).  Ainsi,  nommant  H la  hau- 
teur AD  de  l’eau  au-dessus  de  la  digue,  l la  largeur  de 
cette  digue,  et  Q le  volume  d’eau  déversé  en  une  se- 
conde de  temps,  on  a la  relation  (voyez  Écoulimeht, 
n*  18) 

Q asa  l,8ofHl/H, 
laquelle  donne  pour  la  valeur  de  H 


ou,  après  réduction, 


Nommant  b la  hauteur  CD  de  la  digue  sur  le  fond  du 
lit,  et  b'  la  hauteur  BC  de  l’eau  avant  l’établissement 
de  la  digue,  il  est  évident  que  la  hauteur  AB  du  remous, 
que  nous  nommerons  II',  a pour  expression 

(a) — b\ 

Supposons,  par  exemple,  que  la  largeur  de  la  rivière 
soit  de  ao  mètres,  sa  profondeur  sans  la  digue  de  i",5o; 
que  la  quantité  d’eau  qu’elle  roule  dans  une  seconde 
soit  de  y5  mètres  cubes,  et  enfin  que  la  hauteur  de  la 
digue  soit  de  a mètres , nous  ferons 

Qs=^5,  1 = ao,  6 = a,  6'=i,5o, 
et  nous  trouverons  avec  ces  valeurs 

H — 0,676  l/(gÿ=.,63,, 

ce  qui  nous  donnera  pour  la  hauteur  H'  du  remous 
H'  = i,63i  -f-  a — i,5o  = i",83i. 

La  détermination  de  l’amplitude  du  remous  présente 
des  difficultés  que  les  théories  nouvelles  n’ont  point 
encore  vaincues.  D’après  Dubuat,  le  premier  des  au- 
teurs qui  se  soient  occupés  de  la  question,  cette  am- 
plitude a pour  valeur,  en  la  désignant  par  A, 


H'  étant  la  hauteur  du  remous,  p la  pente  du  courant 
avant  l’établissement  du  barrage,  etp'  la  pente  de  l’eau 
exhaussée,  immédiatement  avant  le  point  culminant. 
Funclt  lui  donne  pour  valeur 


REM 

ce  qui  s’accorde  un  peu  mieux  avec  les  observations  ; 
mais  M.  Bélanger  a montré  depuis,  que  la  valeur  réelle 
de  A est  infinie,  c’est-à-dire  que  le  remous  se  perd  in- 
sensiblement dans  le  courant  à une  distance  qu’on  ne 
saurait  assigner  avec  précision;  de  sorte  que  toutes  les 
formules  employées  jusqu’ici  pour  calculer  l’amplitude 
d’un  remous  ne  font  qu’indiquer  avec  plus  ou  moins 
d’exactitude  la  distance  du  barrage  où  l’effet  du  remous 
n’est  plus  apparent.  C’est  d’ailleurs  le  point  essentiel 
pour  la  pratique. 

On  nomme  amplitude  hydroitalique , pour  la  distin- 
guer de  l’amplitude  réelle,  la  longueur  qu’aurait  le  re- 
gonflement si  l’eau  surélevée  était  en  repos  et  indépen- 
dante de  l’action  du  courant.  Imaginons  par  le  point 
culminant  A une  droite  horizontale  prolongée  jusqu’à 
sa  rencontre  en  E avec  la  surface  naturelle  du  courant  ; 
cette  droite  AE  sera  l’amplitude  hydrostatique,  et  sa 
grandeur  sera  donnée  par  l’expression 


H' 


p désignant  la  pente  naturelle  du  courant  En  observant 
que  la  pente  p de  l’eau  exhaussée  est  toujours  très- 
petite  par  rapport  à p,  et  qu’ainsi  l’expression  de  Dubuat 
diffère  peu  de 


On  voit  qu’en  adoptant  sa  formule,  l’amplitude  réelle 
serait  à peu  près  double  de  l’amplitude  hydrostatique, 
tandis  qu’on  ne  devrait  l’évaluer  qu’à  une  fois  et  demie 
cette  dernière  d’après  la  formule  de  Funck.  Nous  de- 
vons dire,  toutefois,  que  depuis  les  expériences  de 
M.  Bidonc  il  n’est  plus  possible  d’admettre  que  l’am- 
plitude réelle  est  toujours  d’une  longueur  supérieure  à 
celle  de  l’amplitude  hydrostatique;  car  les  observations 
de  ce  savant  ont  fait  connaître  des  remous  où  le  con- 
traire a précisément  lieu.  (Voyez  les  Mémoires  de  l'Aca- 
démie de  Turin,  tome  XXV.) 

Si  l’obstacle  élevé  dans  le  lit  de  la  rivière  n’em- 
brassait pas  toute  sa  largeur,  qu’il  en  barrât  seulement 
une  partie,  toute  l’eau,  forcée  de  s’écouler  par  l’issue 
qui  lui  serait  laissée , devrait  nécessairement  y passer 
plus  vite,  et  comme  un  accroissement  de  vitesse  ne 
peut  provenir  que  d’un  accroissement  de  charge,  il  y 
aurait  une  surélévation  de  la  surface  du  courant  en 
amont  de  la  construction  et  une  chute  en  aval,  circon- 
stances que  nous  avons  examinées  ailleurs  dans  ce  qui 
concerne  les  ponts  (voy.  ce  mot),  en  exposant  la  for- 
mule proposée  par  Dubuat  pour  calculer  alors  la  hau- 
teur du  remous.  Partant  du  principe  que  la  surélévation 
de  l’eau  est  égale  à la  différence  entre  ïes  hauteurs  dues 
aux  vitesses  avant  et  après  l’établissement  du  barrage, 
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M.  d’Aubuisson  parvient  à une  formule  qui  s'accprde 
avec  les  observations  d’une  manière  asse z satisfaisante, 
et  dont  nous  allons  rapporter  la  déduction. 

Soit  x la  hauteur  de  l'exhaussement,  L la  largeur 
moyenne  delà  rivière  avant  le  rétrécissement,  I la  lar- 
geur de  l’espare  rétréci,  Via  vitesse  à cet  espace,  n celle 
de  la  rivière  lorsqu'elle  était  libre,  et  À la  profondeur 
de  l’eau  à cette  môme  époque  : la  section  de  la  masse 
fluide  était  alors  LA;  après  le  rétrécissement  elle  sera  l 
(h  -f-  x),  ou  plutôt  ml  (h  -f-x),  m étant  le  coefllcient 
de  contraction  ù l’entrée  de  l’espace  rétréci.  Puisque  les 
vitesses  sont  cti  raison  inverse  des  «ections,  on  aura 

Y : LA  : ml[k  -j-x), 

d’où 

v LA 

-%<(*+*)• 

La  hauteur  due  à cette  vitesse  sera 


r’  _W 

ay  " m*  P (A -f-x)1  * 


et  comme  la  hauteur  due  à c est  — , on  aura  donc 
a 9 


REM 

0»  calculera  d'abord  lui  quantités  , miliaire»  «ujr 

Tantes  : 


tan  * ? = (*=*>> 

Ung  + =l/ t*ng  (45*  + i ,), 


puis  on  aura  la  valeur  cherchée . 


r tang  (a^  — 90*) 


(4) 


On  pourra  vérifier  le  calcul  numérique  de  « à l’aide  des 
deux  formules 

tang  'J  - 1/  tang  ^45'  — ^ t). 


r cot  (afl) 


— A. 


!(«<(*+*))  ' 


LA 

^mf(A  -J-x)/ 
et  en  remplaçant  a g par  sa  valeur, 

X =a  o,o5i  t*  j ^ 


(3) 


LA 

ml  (A  -j-  x) 


Dans  l’application,  Qfl  négligera  d’abord  lg  fonction 

— ; ce  qui  donnera  une  première  valeur  de  x,  à 
A - r x 

l’aide  de  laquelle  on  en  obtiendra  une  seconde  qui  sera 
plus  rapprochée,  et  qui,  à son  tour,  en  donnerait  une 
ttûisième,  si  on  voulait  plus  d’cxaçtitudc.  Lorsqu’il 
l’agira  des  remous  occasionnés  par  les  piles  des  ponts, 
l sera  la  somme  des  intervalles  compris  entre  les  piles, 
et  L la  largeur  de  la  rivière  près  du  pont;  le  coefficient 
m aura  pour  valeur  o,855  ou  095,  suivant  les  cas.  ( Yoy. 
Pom.) 

M.  de  Prony  a proposé  les  formules  suivantes,  qui 
donnent  immédiatement  la  hauteur  x du  remous  sans 
tfitonnenicns  ni  substitutions  successives. 

Soient  : 


Q le  volume  d’eau  débité  pendant  une  seconde  de 
temps; 

u la  section  transversale  du  courant,  avant  le  rétré- 
cissement ; 

A la  profondeur  de  l’eau,  idem; 
v la  vitesse  moyenne,  idtm; 
l la  largeur  de  l’espace  rétréci  ; 
m le  coefllcient  de  contraction  . 


Prenons  pour  exemple  l’application  que  M.  d’Aubuis- 
son  fait  de  sa  formule  au  remous  du  pont  de  Mindcn 
sur  le  Vcser. 

« En  1804,  au  rapport  de  Funck,  il  fut  fait  plusieurs 
expériences  sur  l’exhaussement  auquel  le  pont  de  Min- 
dcn donnait  lieu  : la  largeur  moyenne  du  fleuve  en 
amont  était  de  i8o“,yi  cl  sa  profondeur  moyenne  de 
5", 3?  : il  roulak  alors  >3i8  mètres  cubes  d’eau,  et  la 
hauteur  du  remous  fut  trouvée  de  o“,383.  La  somme 
des  ouvertures  du  pont,  ou  /,  était  96“, o3.  » 

• La  vitesse  moyenne  en  amont  du  remous  était,  d’a- 
prcs  ce  qui  vient  d’être  dit,  de 


l3i8 

180,7  X 5,37 


i*,558; 


mais  comme  dans  les  questions  relatives  aux  remous, 
c’est  la  vitesse  de  la  couche  supérieure  qu’il  faut  intro- 
duire dans  le  calcul,  et  qne,  d’après  des  observations 
faites  sur  de  grands  fleuves,  comme  le  Weser,  elle  est 
près  d’un  dixième  plus  considérable  que  Ig  vitesse 
moyenne,  nous  ftrons  r =*=  1",  394.  Devant  les  piles,  ily 
avait  des  constructions  destinées  à arrêter  les  glaces  et 
qui  gênaient  l’entrée  de  l'eau  sous  les  arches;  nous  don- 
nerons, en  conséquence,  au  coefllcient  de  contraction  la 
plus  grande  valeur  indiquée  par  Ëyletwcin,  0,  855. 
nous  avons  de  plus  L =3180,7  et  A = 5,37.  » 

« Avec  les  valeurs  numériques,  la  formule  (3)  de- 
viendra 


.o,o5i(i,494): 


>80,7 X 5,37  \* 

,855X96(5,37-4-*)/ 
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Négligeant  d'abord  j— on  a pour 

première  valeur  de  x O", 4$7 

laquelle  indique  pour  deuxième  valeur o,  358 

puit  ou  a en  troisième  valeur o,  3*0 

et,  finalement,  en  quatrième o,  36q 

Cette  dernière  valenr  est  le  réeotat  du  ealeul , 

celui  de  (‘expérience  était o,  383 


• Les  variations  qu’éprouve  continuellement  le  coef- 
Acient  de  contraction,  ainsi  que  celui  qu’on  adoptera 
pour  réduire  la  vitesse  moyenne  à celle  de  la  surface  * 
ajoute  M.  d’Aubuisson,  ne  permettront  jamais  de 
résoudre  aveo  une  grande  exactitude  les  question^ 
relatives  aux  remous.  Dans  la  pratique,  également,  leur 
hauteur  et  leur  amplitude  ne  sauraient  être  prises  très^ 
exactement;  et  de  tout  côté,  on  ne  peut  avoir  que  des 

approximations.  « 

On  voit*  d’après  cet  exemple,  qu’il  faut  poursuivre  lél 
Substitutions  jusqu’à  ce  qu’on  ait  obtenu  deux  résul- 
tats qui  nfe  diffèrent  plus  que  d’une  Unité  de  l’ordre  dëS 
chiffres  qii’ori  veut  négliger.  Les  formules  de  M.  de  Pro^ 
fjy  sont  beaucoup  plus  expéditives;  mais  elles  né  don^- 
jient  pas,  du  moins  avec  lés  élémens  que  nous  venoiti 
4’employfcr,  un  résultât  aussi  approché;  En  effet,  nous 
avons  ici  : 

Q=si3i8;  L 180,71;  h = 5,37;  f — 96,08; 
ainsi  : 

w = L h = 9*o4,,4i3, 


introduisant  ces  valeurs  dans  les  formules,  en  prenant 
toujours  dt  o,  835,  il  viertt 

, 9 K». j»55  X 9<j,o5  1 y/  5,176  \ 

9;o,4i3  K \3Xo,og4/’ 

= n, y3 194 1 

d'oil  l'on  ôblient  cmuile 

, = î,*So'3»',  i = 5f45'33', 

ei  finalement 

<r  = u*,3i3, 

râleur  qui  différé  de  8 centimètres  de  telle  donnée  par 
l'expérience,  o,383.  Nous  ferons  obSerrer,  cependant, 
que  celte  différence  hc  dépasse  pas  les  limites  de  l'ap- 
proximation dont  on  peut  se  contenter  dans  là  pratiqnt, 
„t  qu’il  est  d’ ailleurs  facile  d'obtenir  Identiquement  les 


mêmes  résultats  des  formules  de  M M.  de  Prony  et  d’Àu- 
buisson,  en  employant  dans  les  premières,  comme  on 
le  fait  dans  les  secondes,  la  vitesse  à la  surface,  au  lieu 
de  la  vitesse  moyenne  dont  se  sert  M.  de  Prony.  Par 
exemple,  ici,  où  la  vitesse  moyenne  i*,358  correspond 
à une  vitesse  de  surface  = i"*  494»  d’après  l’observa- 
tion de  M.  d’Aubuisson,  si  nous  posons  v = »,  494. 
nous  trouverons 


h' 


0.494)* 

19,61,-6“ 


o-,  il  38, 


et  comme  toutes  les  autres  quantités  sont  les  mêmes,  il 
viendra 


a X q.855  X <^>.‘*31  X 5,a56a 

970,4  a 3 3 i"$8  * 

= 0,66097, 

nous  trouverons  ensuite 

f = 4o*4o'57#;  ^ am  5a°ar8*,7, 

et  définitivement, 

x = o",569, 

ce  qui  est  le  résultât  de  M.  d’Aubuisson.  Les  deux  mé- 
thodes sont  les  mêmes  en  principe,  seulement  M.  d’Au- 
bitisson  résoud  par  substitutions  successives  l’équation 
du  troisième  degré  qui  donne  la  valeur  de  x,  tandis  que 
M.  de  Prony  obtient  immédiatement  cette  voleur  au 
moyen  des  fonctions  circulaires,  procédé  qui  n’exige 
que  les  règles  les  plus  simple»  de  l’arithmétique,  et 
l’emploi  des  logarithmes.  Voyez  pour  tout  ce  qui  con- 
cerne les  remous  : ïSavieè,  Cours  de  mécanique  des  ponts 
e$  chaussées.  — Bidone,  Mémoires  de  Turin , tom.  XXV. 
— Dubuat,  Architecturehydraulique.  — Bélanger,  Essai 
sur  la  solution  de  quelques  problèmes  d’hydraulique. — 
Prony,  Annales  des  ponts  et  chaussées,  i835.  — D’Àtt- 
buisson , Hydraulique  des  ingénieurs. 


RENTES  VIAGÈRES.  ( Arith.  ètnMn.)  Une  rente 
viagère  est  un  paiement  annuel  fait  à un  individu  pen- 
dant toute  la  duree  de  sa  vie,  contre  un  capital  une  fois 
donné  par  lui,  et  qui  demeure  la  propriété  de  l'emprun- 
teur dprès  la  mort  du  prêteur. 

La  détermination  de  l’intérêt  d’un  capital  placé  en 
Viager,  ou  de  là  quotité  de  la  rente,  dépend  de  la  théorie 
des  intérêts  composés,  de  celle  des  annuités  et  des  pro- 
babilités de  la  tie  humaine.  11  est  d’ailleurs  facile  de 
voir  que  la  seule  différence  qui  existe  entre  une  annuité 
( voyez  ce  mot  tobi.  I)  proprement  dite  et  une  rente 
viagère  consiste  en  ce  que  la  durée  totale  du  paiement 
ëst  fixée  pour  l’annuité,  tandis  qu’elle  demeure  indéter- 
minée pour  la  rente  viagère. 

U principe  fondamental  de  cette  espèce  de  placement 
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serait,  pour  que  l'opération  fût  loyale,  que  le  prêteur 
reçût  exactement  une  somme  équivalente,  intérêts 
compris,  à celle  qu’il  a prêtée  ; mais  comme  la  durée  do 
sa  rie  est  incertaine,  et  qu’on  ne  peut  établir  les  calculs 
que  sur  sa  probabilité  d’atteindre  tel  ou  tel  fige,  l’em- 
prunteur ne  sait  s’il  gagnera  ou  s’il  perdra  qu’après  la 
mort  de  son  créancier.  Cette  circonstance  fait  de  tout 
emprunt  en  Tiager,  entre  deux  particuliers,  un  véritable 
jeu  de  hasard  ; mais  lorsque  c’est  une  compagnie  qui 
reçoit  des  fonds  en  viager  d’un  très-grand  nombre  d'in- 
dividus, toutes  les  chances  se  compensent,  et  la  compa- 
gnie n’est  exposée  & aucune  perte,  si  toutefois  le  montant 
de  la  rente  de  chaque  individu  a été  déterminé  rigou- 
reusement d’après  la  durée  préalable  de  sa  vie. 

Pour  fixer  les  idées,  admettons  qu'un  homme  de 
65  ans  place  en  viager  une  somme  de  1,000  francs,  et 
qu’il  s’agisse  de  trouver  la  valeur  delà  somme  annuelle 
que  la  compagnie  doit  lui  payer.  La  durée  probable  de 
la  vie  de  cet  homme  étant  de  10  ans,  on  peut  ramener 
la  question  à celle-ci  : trouver  l’annuité  qu’il  faut  payer 
pendant  10  ans  pour  rembourser,  avec  ses  intérêts,  un 
capital  de  mille  francs.  Ce  problème  exige  seulement 
qu’on  substitue  les  chiffres  aux  lettres  dans  les  formules 
connues  des  annuités.  Or,  si  nous  désignons  par 

A la  somme  prêtée , 
a le  montant  de  l’annuité  , 
m le  nombre  de«  années  de  paiement, 
r le  taux  de  l'intérêt,  ou  l'intérêt  d'un  franc  par  an, 

nous  aurons  (voyez  tom.  I,  pag85.) 


(») « 


Ar(»  + r)- 

('  + r)-—  i ' 


Ainsi,  en  admettant  quel’intérêt  soitù  5 pour  too,  nous 
avons  ici 


A =iooo,  tn  = 10,  r=of,o5, 

et,  par  conséquent , 

îooo  X o,o5(i,o5)M  Rf  - 

(W’”. " ’ 

c’est-à-dire  que  la  rente  viagère  devra  être  de  138  fr. 
y5  centimes. 

Le  point  essentiel  est  donc  de  connaître  la  durée  pro- 
bable de  la  vie  à un  âge  donné,  ce  qui  ne  peut  être  que 
le  résultat  des  observations  statistiques  sur  le  nombre 
des  naissances  et  celui  des  décès;  les  tables  où  sont  con- 
signés ces  résultats  se  nomment  Tables  de  mortalité. 
Jusqu’ici  les  compagnies  d’assurances  sur  la  vie  se  sont 
servies  en  France  des  tables  de  Duvillard  ou  de  celles  de 
Dcparcieux;  mais  il  résulte  des  travaux  récens  de  M.  de 
Montferrand  que  ces  tables  ne  conviennent  plus  à l’état 
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actuel  de  la  population.  Quoi  qu'il  en  soit,  nous  nous 
servirons  ici  des  nombres  de  Deparcieux  pour  indiquer 
l'usage  général  des  tables  de  mortalité. 

LOI  DE  LA  MORTALITÉ  EN  FRANCE  , 

POCB  DES  TÊTES  CHOISIES. 


ACES. 

VIVANS.  1 

ACES. 

VIVANS. 

ACES. 

VIVANS. 

5 

IOOO 

34 

703 

65 

395 

4 

97° 

35 

*94 

66 

38o 

5 

94* 

36 

686 

67 

564 

6 

g3o 

3? 

678 

68 

347 

7 

9'5 

38 

671 

*9 

3ag 

8 

()03 

39 

664 

70 

3io 

9 

890 

4o 

657 

7» 

«0 

880 

4» 

65o 

73 

371 

1 1 

87a 

43 

643 

7S 

35  1 

1 3 

866 

43 

636 

74 

s5i 

13 

860 

44 

6ag 

73 

311 

>4 

854 

45 

633 

76 

193 

>5 

848 

46 

6i5 

77 

173 

16 

84a 

47 

607 

7* 

1 54 

•7 

835 

48 

599 

79 

i36 

18 

838 

49 

5go 

80 

1 18  j 

*9 

831 

5o 

58 1 

81 

101 

30 

814 

5i 

571 

81 

85 

31 

8<>6 

53 

56o 

83 

71 

33 

79* 

53 

349 

84 

59 

33 

79° 

54 

538 

85 

4» 

34 

7*a 

55 

5a6 

86 

58 

25 

774 

56 

5.4 

87 

*9 

36 

766 

57 

503 

88 

33 

a7 

758 

58 

489 

«9 

l6 

38 

700 

59 

476 

9° 

1 1 

>9 

74a 

60 

463 

9' 

7 

3o 

734 

Cl 

45o 

9» 

4 

3i 

736 

63 

437 

U3 

3 

3a 

7>* 

63 

433 

9$ 

1 

33 

7'° 

64 

4°9 

95 

0 

Cette  table,  employée  principalement  pour  les  cal- 
culs des  rentes  viagères,  indique  combien  sur  1000  en- 
fans  parvenus  ensemble  à leur  troisième  année,  il  en 
reste  de  vivans  après  i an,  a ans,  etc. , ou  à l’âge  de 
4 ans,  5 ans,  etc.  Pour  savoir  le  nombre  d’années  qu’une 
personne  de  45  ans,  par  exemple,  vivra  probablement, 
nous  prendrons  le  nombre  6aa  de  personnes  qui  ont 
45  ans,  la  moitié  de  ce  nombre  , ou  3i  1 , cherché  dans 
la  colonne  des  vivans,  correspondant  à l’âge  de  70  ans, 
nous  en  concluons  que  la  vie  probable  de  l’individu 
en  question  est  de  70  ans,  ou  qu’il  lui  reste  encore 
70  — 45  ~ 35  ans  à vivre.  En  effet,  puisqu’en  70  ans 
une  moitié  de  ceux  qui  avaient  45  ans  estmorte  et  l'autre 
vivante,  il  y a également  ù parier  pour  ou  contre  qu’une 
personne  de 45  ans  atteindra  l’âge  de  70  ans.  Ce  procédé 
de  calcul  peut  se  formuler  dans  la  règle  suivante  : 
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Pour  fûfuuiJ(re  le  nombre  d'années  qu’une  personne 
doit  vivre  probablement,  il  faut  prendre  la  moitié  du 
nombre  correspondant  d son  âge,  chercher  à quel  âge  cor- 
respond à peu  pris  cette  moitié  ; la  différence  entre  l’dge 
trouvé  et  l’âge  donné  sera  le  nombre  demandé. 

La  loi  de  la  mortalité  pour  les  premières  années 
omises  par  Deparcieux  se  trouve  dans  la  table  de  Du- 
villard , à laquelle  s’applique  également  la  règle  précé- 
dente. 

Connaissant,  d’après  cette  table,  ou  toute  autre,  la 
rie  probable  d’un  individu,  on  peut  ensuite  sans  diffi- 
culté trouver  le  montant  de  la  rente  Tiagèro  qu’il  faut  lui 
payer  contre  un  capital  quelconque,  ou  le  capital  qu'il 
doit  donner  pour  obtenir  une  rente  viagère  déterminée. 
La  première  question  a été  résolue  ci-desaus,  la  seconde 
consiste  à dégager  A.  de  l’expression  de  l’unité,  ce  qui 
donne  en  géuéral 

‘ f'Tw  ’ 

les  lettres  ayant  toujours  les  significations  précédentes. 
Proposons-nous,  par  exemple,  de  trouver  quel  capital 
doit  placer  une  personne  de  5o  ans  pour  avoir  une  rente 
viagère  de  5oo  francs,  l’intérêt  légal  de  l’argent  étant 
4 pour  i oo  au  or,o4  pour  i franc. 

Le  nombre  correspondant  à 58  ans  étant  58 1 , dont 
la  moitié  290  répond  à 71  ans,  nous  en  conclurons  d’a- 
bord, que  la  durée  de  la  vie  probable  de  l’individu  est 
de  ai  ans;  nous  ferons  donc  m = ai,  et  comme  nous 
avons  en  outre 


l’emploi  que  nous  avons  fait  des  logarithmes  pour  éva- 
luer la  formule. 

Toutes  les  institutions  relatives  aux  assurances  sur  la 
vie,  les  tontines  et  caisses  de  survivance,  sont  fondées, 
comme  celles  qui  concernent  les  rentes  viagères,  sur  les 
probabilités  de  la  vie  humaine  et  la  théorie  des  annuités. 
Leur  solution  dépend  en  dernier  lieu  des  formules  que 
nous  venons  de  rappeler,  et  ne  présente  aucune  diffi- 
culté particulière.  Nous  nous  contenterons  d’en  présen- 
ter un  seul  exemple. 

On  demande  quelle  prime  annuelle  doit  donner  un 
homme  de  3o  ans,  pour  que  la  compagnie  d'assurances 
sur  la  vie  ait  ù payer  \ scs  héritiers,  après  sa  mort,  une 
somme  de  100000  francs,  l’intérêt  légal  de  l’argent 
étant  ù 5 pour  100. 

11  est  visible  que  cette  question  est  la  même  que  celle 
de  chercher  l’annuité  que  doit  payer  l'individu  pendant 
toute  la  durée  de  sa  vie  probable,  pour  recevoir,  après 
cette  durée,  un  capital  de  s 00000  francs  ; mais  comme 
dans  ce  cas  le  capital  n’est  fourni  qu’après  le  paiement 
de  la  dernière  annuité,  et  non  pas  avant  celui  de  la  pre- 
mière, il  faut  modifier  la  formule  (1),  qui  repose  préci- 
sément sur  cette  dernière  circonstance.  Reprenons  l’a- 
nalyse des  annuités  (tom.  I,  pag.  85),  et  observons  que 
toutes  les  annuités  a,  payées  pendant  un  nombre  «n 
d’années,  représentent  à la  fin  de  la  dernière  année  un 
capital  équivalent  à 

K(,+r|—]' 


a = 5uo' , r = u‘,°4i 

ces  nombres  substitués  dans  la  formule  donneront 


A 


5oo 
0,04  ' 


('.°4  )“  — ■ 


= 7014', 75. 


Ainsi  l’individu  en  question  devra  verser  7014  francs 
75  centimes. 

La  table  d’annuités  que  nous  avons  donnée  dans 
notre  premier  volume  est  très-commode  pour  résoudre 
toutes  les  questions  de  ce  genre  et  dispense  de  l’emploi 
des  logarithmes  dont  on  ne  saurait  se  passer  sans  se 
jeter  dans  des  calculs  interminables.  Si  l’on  y cherche 
le  nombre  qui,  intitulé  4 pounoo,  répond  à ai  ans, 
ce  nombre  14,039160,  indique  qu’il  faudrait  placer 
i5  francs  o3  pour  obtenir  une  annuité  d’tm  franc  pen- 
dant ai  ans,  et  conséquemment  qu’il  faudrait  placer 
5oo  fois  cette  somme  pour  obtenir  une  annuité  de 
5oo  francs,  or 


i4r, 029160  X 5oo  = 70i4f»58, 


doue  le  capital  demandé  est  7o4f,58.  La  différence  des 
résultats»  entièrement  négligeable  d’ailleurs,  tient  4 
Tom.  111. 


désignant  donc  ce  capital  par  A',  nous  avons  la  relation 
générale 

A’  = ^ [(>  + — ‘^  > 


d’où  nous  lirons 

(5) 


AV 

(«  + r)--i’ 


formule  qui  donne  la  solution  de  toutes  les  questions 
semblables  ù la  proposée,  faisant  donc  A'  — 100000  f. 
r = o f,  o5  et  m = 5o,  parce  que  la  table  de  Duvil- 
lard,  qu’on  trouve  chaque  année  dans  l’Annuaire  du  bu- 
reau des  longitudes,  et  qui  est  employée  pour  les  assu- 
rances sur  la  vie,  indique  environ  3o  ans,  comme  la  vie 
probable  d’un  individu  de  3o  ans,  nous  trouverons 


a 


^oooooXo^oS  _ i5o5S(4 
(i,o5)  — 1 


La  prime  annuelle  à payer  sera  donc  de  i5o5  francs 
14  centimes.  Voyex  : Duvillard,  Rechercha  sur  les  ren- 
te, <t  la  emprunte.  — Deparcieux,  Euai  sur  la  pro. 
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habilité  de  la  durit  de  la  vie  humaine.  — Baily,  Lift  an- 
nui  (ifs  and  assurances. 

RÉSISTANCE.  (Mie.  ) On  désigne  généralement,  en 
mécanique,  sous  le  nom  de  résistance,  toute  force  qui 
s’oppose  à l’action  d’une  force  motrice. 

Dans  les  machines  en  mouvement,  on  divise  les  ré- 
sistances en  actives  et  en  passives.  La  résistance  active 
est  celle  qui  correspond  à l 'effet  utile , et  la  résistance 
passive  celle  qui  résulte  de  la  constitution  même  de  la 
machine.  Supposons,  par  exemple,  que,  pour  élever 
un  seau  plein  d’eau  du  fond  d’un  puits  il  sa  margelle, 
à l’aide  d’une  cordc  passant  sur  une  poulie,  il  soit  né- 
cessaire d'exercer  un  effort  constant  équivalent  A un 
poids  de  iG  kilogrammes,  et  que  le  poids  de  l’eau  éle- 
vée ne  soit  que  de  1 1 kilogrammes,  Ig  résistance  totale 
vaincue  par  le  moteur  se  composera  donc,  i* d’une  ré- 
sistance active  de  1 1 kilogrammes  représentant  l’effet 
utile  qu’il  produit,  a*  d’une  résistance  passive  de  5 ki- 
logrammes résultante  du  frottement  de  la  poulie  sur  son 
axe,  de  laroideurde  la  corde  et  du  poids  du  seau.  (Foy. 
Effet  utile.) 

RÉSISTANCE  DES  FLUIDES.  ( Hydrod .)  Force 
par  laquelle  les  corps  solides  qui  se  meuvent  dans  les 
fluides  sont  retardés  dans  leur  mouvement. 

Un  solide  ne  peut  évidemment  se  mouvoir  dans  un 
fluide  sans  mettre  en  mouvement  les  molécules  fluides 
qu’il  rencontre  successivement,  et  sans  déployer  en 
outre  une  certaine  force  pour  vaincre  l’adhérence  de 
ces  molécules.  La  résistance  qu’il  éprouve  provient  de 
deux  causes  distinctes  : la  première  résulte  de  la  vitesse 
qu’il  communique  aux  molécules  fluides,  et  qui  lui  fait 
perdre  à chaque  instant  une  partie  de  sa  quantité  de. 
mouvement  (coy.  Commvxicatiokde  mocv.);  la  seconde, 
de  l'adhérence  des  molécules  ou  de  ce  qu’on  nomme 
la  viscosité  du  fluide.  Cette  dernière,  nulle  dans  les 
fluides  élastiques,  est  beaucoup  plus  petite  que  la  pre- 
mière dans  tous  les  liquides  ayant  peu  de  viscosité. 

i.  Laissant  do  côté  la  résistance  due  h la  viscosité, 
considérons  un  corps  solide  M (PI.  XXI,  fig.  i)  dont 
nous  désignerons  par  A l’aire  de  la  surlace  antérieure, 
celle  qui  frappe  le  fluide,  et  supposons  que  ce  corps  se 
meuve  dans  une  direction  MD  perpendiculaire  à sa  sur- 
face A.  Dans  un  temps  infiniment  petit  dt,  pendant  le- 
quel on  peut  supposer  constante  la  vitesse  v du  corps,  le 
mobile  s'avancera  dans  la  direction  MD  d’une  quantité 
vdt,  et  déplacera  conséquemment  un  volume  de  fluide 
qui  aura  pour  expression 

A vdt. 

Désignant  par  3 la  densité  du  fluide,  $Avdt  représen- 


tera la  masse  déplacée,  et  en  admettant  que  cette  masse 
puisse  être  assimilée  à un  corps  dur  choqué  par  un  autre 
corps  dur,  d’une  masse  M et  d'une  vitesse  e,  la  vitesse 
qui  lui  sera  communiquée  aura  pour  valeur  (eoy.  Cuoc) 

3 üvdt . p 
M <5  A vdt 9 

ou  simplement 

SAv'dt 

~W~9 

parce  que  la  masse  3A vdt  est  infiniment  petite  par  rap- 
port à M.  Or,  cette  vitesse  gagnée  par  la  masse  fluide 
est  précisément  celle  qui  est  perdue  par  la  masse  M; 
ainsi  dans  l'instant  dt,  cette  masse  M perd  une  quantité 
de  mouvement  égale  à 

' ^ M 0,1 

Si  l’on  admet  maintenant  que  le  prisme  fluide  choqué 
s’anéantisse  après  le  choc,  et  qu’un  autre  prisme  fluide 
lui  succède  pour  produire  le  même  effet,  la  quantité 
y A vrdt , dans  laquelle  e variera  ù chaque  instant,  indi- 
quera la  force  que  la  réaction  du  fluide  fait  perdre  au 
mobile  ou  la  résistance  qu’il  éprouve  à chaque  instant, 
et  nommant  R cette  résistance,  on  aura  l'équation 

(i) II  = oAc:rft  ; 

mais,  par  les  mêmes  raisons,  un  autre  corps  d'une  sur- 
face antérieure  A'  se  mouvant  avec  une  vitesse  v'  dans 
un  fluide  d’une  densité  î'  éprouvera  une  résistance  r, 

r = SA'vndt. 

donc. 

R r — JAd  : 3'Ae'*, 

c’est-à-dire  que  si  deux  corps  se  meurent  avec  des  vi- 
tesses différentes  dans  des  fluides  différons,  les  résis- 
tances qu’ils  éprouveront  dans  un  même  instant,  seront 
en  raison  composée  des  densités,  des  surfaces  et  des  car- 
rés des  vitesses. 

Pour  tirer  de  l’expression  (i)  une  mesure  de  la 
résistance,  observons  qu’en  désignant  par  A la  hauteur 
duc  à la  vitesse  t>*  on  a 

u*  = ayA, 

y étant  la  force  de  gravité,  et  conséquemment, 

R = a y>  A AJ/. 

Mais  puisque  y est  la  vitesse  que  lagravité  engendre  dans 
une  seconde  de  temps,  gdt  est  la  vitesse  engendrée  par 
cette  même  force  dans  l’instant  dt,  et  comme  ad  Ah  ex- 
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prime  la  masse  d'un  prisme  de  fluide  ajant  a A pour  base 
et  A pour  hauteur,  ai  A bh  X ydt  représente  la  quantité 
de  mouvement  que  ce  prisme  acquerrait  pendant  l’in- 
stant infiniment  petit  dt  par  l’action  libre  de  la  pesan- 
teur, c’est-à-dire  le  poids  de  ce  prisme;  ainsi  la  résis- 
tance qu'éprouve  un  solide  qui  se  meut  dans  un  fluide  en 
repos , est  égale  au  poids  d’un  prisme  de  ce  fluide  qui  aurait 
pour  base  la  surface  choquée , et  pour  hauteur  le  double 
de  la  hauteur  due  d la  vitesse  avec  laquelle  le  solide  se  meut 
à l'instant  où  l'on  veut  mesurer  la  résistance. 

5.  Cette  mesure  ne  se  rapporte  qu’au  cas  où  la  direc- 
tion du  mouvement  est  perpendiculaire  à la  surface 
choquante,  si  le  choc  est  oblique,  c’est-à-dire  si  la  di- 
rection du  mouvement  fait  un  angle  AMD  = » (PI.  XXI, 
fig.  a),  avec  la  surface  choquante,  il  faut,  pour  obtenir 
l’expression  de  la  résistance,  décomposer  la  vitesse  V 
qui  a lieu  daus  la  direction  MD  en  deux  autres,  l’une 
dans  la  direction  MK,  perpendiculaire  à la  surface,  l’autre 
dans  la  direction  MA,  parallèle  à celte  même  surface;  la 
première  composante,  dont  la  valeur  est  v sin  «,  agissant 
seule  pour  repousser  le  fluide  ; la  question  se  trouve  ra- 
menée à déterminer  la  résistance  qui  a lieu  sur  la  sur- 
face A,  qui  sc  meut  avec  une  vitesse  t>  sin  «,  dans  une 
direction  perpendiculaire  MF,  et  il  suffit , p3r  consé- 
quent, de  substituer  v sin  a à t?  dans  toutes  les  formules 
précédentes;  l’expression  (i)  de  la  résistance  devient 
ainsi 

(a) R = ItAv'dt  sin’a, 

et  il  en  résulte  que  dans  le  cas  d’un  choc  oblique  la  ré- 
sistance est  proportionnelle  : i"  au  carré  de  la  vitesse 
effective;  a°  à la  deusité  du  fluide;  5‘  à l’aire  de  la  sur- 
face choquante;  4*  au  carré  du  sinus  de  l’angle  d'inci- 
dence, ou  de  l’angle  que  fait  la  surface  avec  la  direction  du 
mouvement.  11  est  visible,  d'ailleurs,  que  pour  mesurer 
la  résistance  en  poids,  il  faut  multiplier  le  poids  qui  me- 
sure la  résistance  qu'on  aurait  en  supposant  le  choc 
direct,  par  le  carré  du  sinus  de  l’angle  d’incidence. 

4.  La  théorie  que  nous  venons  d’exposer  est  celle  qui 
était  autrefois  généralement  admise  ; nous  ne  l’avons  re- 
produite ici  que  parce  qu’elle  est  employée  dans  plu- 
sieurs ouvrages  estimables,  qu’on  peut  encore  aujour- 
d’hui consulter  avec  fruit  ; mais  on  ne  doit  guère  sc 
contenter  des  indications  qu’elle  donne  que  dans  des  cas 
très-particuliers,  et  dans  l’impossibilité,  où  sc  trouve 
encore  la  science,  d’en  établir  une  autre  mieux  d’accord 
avec  les  faits,  il  faut  avoir  recours  à l’expérience  dont 
nous  allonsmaiatenant  signaler  les  résultats. 

5.  En  1775,  Bossu! , U’Alcmbcrt  et  Condorcet  entre- 
prirent, par  l’ordre  du  gouvernement,  plusieurs  séries 
d’observations  sur  la  résistance  des  fluides.  Ces  obser- 
vations, faites  sur  une  échelle  beaucoup  plus  vaste  quo 
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tont  ce  qui  avait  été  tenté  jusque  alors,  eurent  lieu  sur 
une  grande  pièce  d’eati,  située  dans  l’enceinte  de  l’é- 
cole militaire  à Paris;  on  se  servit  de  plusieurs  bateaux, 
de  formes  et  de  dimensions  différentes,  qui  étaient  mis 
en  mouvement  par  la  descente  d’un  poids,  et  l’on  put 
constater  les  phénomèmes  suivans. 

On  a d’abord  remarqué  que  dans  les  premiers  instans 
du  mouvement  des  bateaux,  la  vitesse  s’accélère  par 
degrés;  tant  qu’elle  est  très-petite,  l’eau  sc  divise  facile- 
ment et  coule  le  long  des  parois  latérales  du  corps  flot- 
tant, de  manière  que  le  liquide  demeure  sensiblement  de 
niveau  de  l’avant  à l’arrière  de  ce  corps  ; mais  à mesure 
que  la  vitesse  augmente,  le  liquide  a plus  de  peine  à se 
détourner,  il  s’amoncelle  au-devant  de  la  proue,  ou  sur- 
face antérieure,  il  y forme  une  intumescence  qui  a plus 
ou  moins  d’étendue,  suivant  que  la  vitesse  est  plus  ou 
moins  grande,  et  que  la  proue  a plus  ou  moins  de  largeur; 
dans  le  même  temps  le  liquide  s’abaisse  vers  la  partie 
postérieure  du  bateau  et  y forme  un  vide;  ce  double 
effet,  qu’on  nomme  dénivellation,  est  d’autant  plus  sen- 
sible, loutcscboscs  égales  d'ailleurs,  que  la  vitesse  est  plus 
grande,  de  sorte  que  l’augmentation  de  vitesse  doit  né- 
cessairement augmenter  la  résistance  que  le  bateau 
éprouve  pour  diviser  le  liquide.  Voici  les  principaux 
résultats  de  ces  expériences. 

i*  Les  résistances  d’un  même  corps  qui  sc  meut  dans 
un  fluide  avec  différentes  vitesses  sont  sensiblement  pro- 
portionnelles aux  carrés  de  ces  vitesses,  du  moins  entre 
les  limites  de  o*,6o  à 4*  par  Secondes. 

a1  Les  résistances  directes  et  perpendiculaires  des  sur- 
faces planes  sont  sensiblement  proportionnelles,  pour  une 
même  vitesse,  aux  étendues  de  ces  surfaces. 

3°  Les  résistances  qui  proviennent  des  mouvemens 
obliques  ne  diminuent  pas,  à beaucoup  près,  toutes 
choses  égales  d’ailleurs,  dans  le  rapport  des  carrés  des 
sinus  des  angles  d’incidence;  de  sorte  que  la  théorie 
précédente  doit  être  entièrement  abandonnée,  pour  ce 
qui  concerne  ce  rapport  des  sinus,  lorsque  les  angles 
d’incidence  sont  petits,  puisqu’elle  donnerait  alors  des 
résultats  très-fautifs;  mais  pour  le  cas  où  les  angles 
d’incidence  sont  grands,  comme  dans  les  limites  de 
5o°  à 90%  011  peut  employer  cette  théorie  comme  un 
moyen  d’approximation,  en  observant  qu’elle  donnera 
des  résistances  plus  petites  que  les  résistances  réelles, 
et  d’autant  moindres  que  les  angles  s’éloigneront  da- 
vantage de  l’angle  droit. 

4*  La  mesure  de  la  résistance  directe  et  perpendicu- 
laire qu’éprouve  une  surface  plane  dans  un  fluide  indér- 
fini  est  le  poids  d’un  prisme  de  ce  fluide  qui  aurait 
pour  base  cette  surface  et  pour  hauteur  la  hauteur  duc 
à la  vitesse.  Ce  résultat  est  la  moitié  de  cclurquc  donne 
la  théorie;  mais  il  ne  convient  pas  à tous  les  corps 
flottons. 
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5*  La  viscosité  de  l'eau  est  une  résistance  que  l'on 
doit  considérer  comme  infiniment  petite  ou  comme 
nulle,  par  rapport  à celle  qu'un  bateau  éprouve  en 
poussant  l’eau,  surtout  quand  la  vitesse  est  très-petite. 

6*  Enfin,  quand  un  bateau  se  meut  dans  un  canal 
étroit  et  peu  profond,  la  résistance  varie  entre  des  li- 
mites quelquefois  très-écartées. 

6.  D’autres  expériences  faites  par  Dubuat,  Borda, 
Smeaton,  Vince,  etc.,  tout  en  confirmant  ces  résultats, 
ont  fait  connaître  diverses  modifications  résultant  de  la 
forme  des  corps  flottans.  Ainsi  la  résistance  n’est  pro- 
portionnelle aux  surfaces  que  lorsque  les  corps  ont  une 
épaisseur  au  moins  égale  ù l’un  des  côtés  de  la  face 
choquante,  ou  plus  généralement  à la  racine  carrée  de 
l'aire  de  cette  face  ; dans  le  cas  contraire,  c’est-à-dire 
pour  un  corps  mince,  la  résistance  croît  dans  Un  plus 
grand  rapport  que  la  surface. 

L’expression  de  la  résistance,  qui,  d’après  les  ex- 
périences que  nous  venons  de  citer,  est 

AiA, 

t représentant  l’aire  de  la  face  choquante,  A la  hauteur 
due  à la  vitesse  et  A le  poids  de  l’unité  de  volume  du 
liquide,  ne  peut  donc  convenir  à tous  les  corps  flottans 
qu’en  y ajoutant  un  coefficient  de  correction  dont  la 
valeur  doit  être  déterminée  pour  chaque  espèce  de 
corps  en  particulier.  Désignant  ce  coefficient  par  » et 
faisant  A « 1000  , nous  aurons  pour  le  poids  P qui 
mesure  la  résistance  de  l'etu,  exprimé  en  kilogrammes, 

(a)  P =3  iooo nsh. 

Nous  n’avons  pas  besoin  de  faire  observer  que  i et  h 
doivent  être  rapportés  au  mètre  comme  unité. 

Le  coefficient  n est  sensiblement  constant  pour  les 
solides  semblables;  il  se  réduit  à l’unité  lorsque  la 
longueur  du  prisme,  sa  dimension  horizontale,  est  cinq 
ou  six  fois  plus  grande  que  \/s,  et  s’élève  à i,a  quand 
cette  dimension  diffère  peu  de  \/t . Si  la  longueur  du 
prisme  dépasse  6^/s,  *,  au  lieu  de  diminuer,  devient 
plus  grand  que  l’unité  ; de  sorte  que,  dans  tous  les  cas, 
ce  nombre  ne  descend  pas  au-dessous  de  l’unité,  tant 
du  moins  que  la  surface  choquante  est  plane  ; car  on 
peut  diminuer  considérablement  la  résistance  en  pla- 
çant, en  guise  de  proue,  sur  la  face  antérieure  du  prisme 
un  corps  qui  présente  un  tranchant  au  fluide  et  change 
le  choc  direct  en  choc  oblique. 

8.  L’expression  (a)  est  identique  avec  celle  qui  ex- 
prime les  effets  du  choc  d’une  veine  d’eau  sur  un  corps 
en  repos  (toy.  Eav  moviicz),  et  l’on  peut  en  conclure, 
ce  principe  admis  depuis  Newton , que  l’effort  néces- 
saire pour  retenir  un  corps  frappé  par  un  liquide  dans 
'cquel  il  plonge  est  égal  à celui  qui  est  nécessaire  pour 
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faire  mouvoir  le  même  corps,  avec  la  même  vitesse,  dans 
le  liquide  en  repos.  Cependant  une  expérience  de  Du- 
buat semble  prouver  que  l’eau  en  repos  offre  plus  de 
facilité  ù se  laisser  diviser  que  l’eau  courante;  car, 
ayant  fait  choquer  une  plaque  carrée  par  un  courant 
d’eau,  et  l’ayant  fait  ensuite  mouvoir  avec  la  même  vi- 
tesse dans  une  eau  en  repos,  il  trouva  que  la  résistance 
était  plus  petite  que  le  choc  dans  le  rapport  des  nom- 
bres 1,86  et  i,43.  Mais  d’autres  expériences  de  diffé- 
rens  observateurs  n’ont  pas  donné  les  mêmes  résultats  ; 
et  comme  d’ailleurs  les  lois  que  suit  la  résistance  sont 
les  mêmes  que  celles  du  choc,  M.  d’Aubuisson,  excel- 
lente autorité  dans  toutes  les  questions  d’hydraulique, 
ne  pense  pas  qu’il  y ait  lieu  d’admellre,  en  général, 
une  si  grande  différence  dans  les  deux  cas. 

9.  Lorsque  le  corps  flottant  se  meut  dans  un  canal 
étroit,  la  résistance  qu’il  éprouve  est  beaucoup  plus 
grande  que  celle  qui  aurait  lieu  dans  un  canal  assez 
large  pour  qu’on  puisse  considérer  l'étendue  du  liquide 
comme  indéfinie,  parce  que  l’eau  qui  s’écoule  sur  les 
parois  latérales  du  corps  est  resserrée  entre  ces  parois 
et  les  bords  du  canal.  D’après  l’analyse  faite  par  Du- 
buat des  belles  expériences  de  Bossut  sur  la  résistance 
des  canai£,  si  l’on  nomme  c la  section  du  canal,  t la 
section  de  la  portion  du  prisme  plongée  dans  l’eau, 
P la  résistance  que  ce  prisme  éprouverait  dans  un  fluidc 
indéfini,  et  P'  celle  qu’il  éprouve  dans  le  canal,  on 
aurait 

P._M6P 

Les  résistances  mesurées  par  Bossut  ont  beaucoup  di- 
minué lorsqu’il  a adapté  aux  bases  des  prismes  droits, 
employés  dans  ses  expériences,  des  proues  angulaires; 
mais  la  diminution  a été  beaucoup  plus  petite  que  dans 
un  fluide  indéfini,  et  d’autant  moindre  que  le  canal 
était  plus  étroit.  Dubuat  a tenu  compte  de  l’effet  des 
proues  angulaires  en  exprimant  la  résistance  effective 
par  la  formule 

P*=P'|.—  «,.83  (.-,)£ 

dans  laquelle  q désigne  le  rapport  entre  la  résistance  du 
prisme  avec  proue  à celle  du  prisme  sans  proue. 

10.  Ces  formules  représentent  assez  bien  les  expé- 
riences de  Bossut,  mais  elles  ne  semblent  pas  convenir 
aux  grands  canaux  ; car,  dans  l’application  qu’en  a faite 
M.  d’Aubuisson  au  canal  du  Languedoc,  les  résistances 
calculées  ont  toujours  été  presque  doubles  des  résis- 
tances données  par  l’expérience.  Les  observations  de 
M.  d’Aubuisson  l’ont  conduit  à la  formule  très-simplo 
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qui  représente  en  kilogrammes  la  résistance  des  bar- 
ques qui  naviguent  sur  le  canal  du  Languedoc.  Il  se- 
rait très-utile  de  faire  de  semblables  observations  sur 
nos  autres  canaux  de  navigation. 

ii.  Nous  avons  vu  que,  quoique  l’ancienne  théorie 
du  choc  oblique  soit  défectueuse  (n°  5,  3*),  on  pouvait 
l'employer  comme  moyen  d’approximation,  en  se  ré- 
servant de  corriger  les  résultats  du  calcul  par  un  coef- 
ficient convenable  de  réduction  ; il  nous  reste  à indi- 
quer les  procédés  d’application , et,  pour  cet  cfTet , à 
montrer  comment  on  évalue  dans  une  direction  donnée 
la  résistance  perpendiculaire  à la  surface  choquante. 

Soit  AB  le  profil  de  la  surface  (PI.  XXI,  fig.  3)  qui 
frappe  obliquement  ou  qui  reçoit  obliquement  le  choc 
de  la  veine  d’eau  DCBE,  l’effort  normal  exercé  contre 
celte  surface  est,  d’après  ce  que  nous  avons  vu  (a), 

R = 3At 'dt  sinV 

Pour  savoir  ce  que  devient  cet  effort  dans  la  direction 
MN  perpendiculaire  û un  plan  quelconque  dont  le  profil 
est  PQ,  il  faut  décomposer  la  force  R agissant  dans  la 
direction  OR  en  deux  autres  dont  l’une,  parai  télé  à AB, 
sera  sans  action  sur  la  surface,  et  dont  l’autre*,  perpen- 
diculaire ù PQ,  représentera  l’effort  cherché  ; or,  la 
composante  suivant  ON  est 

R cos  NOS  ou  R sin  «. 

Ainsi  l’effort  exercé  dans  la  direction  MN  sur  la  surface 
A est  exprimé  par 

5A v'dt  sin’ot . sin  a. 

Or,  si  nous  menons  par  le  point  B un  plan  CB  paral- 
lèle à PQ,  et  que  nous  projetions  AB  sur  ce  plan,  la 
projection  CB  sera  équivalente  à l'aire  projetée  AB 
multipliée  par  le  cosinus  de  l’angle  ABC  des  deux 
plans;  mais  cet  angle  est  le  complément  de  l'angle  « ; 
donc  A sin  « est  la  projection  de  l’aire  A sur  un  plan 
perpendiculaire  à la  direction  MN,  et  en  désignant  par 
A'  cette  projection,  la  résistance  dans  la  direction  MN 
devient 

Sk‘v*dt  8in*«. 

Observant  que  exprime  la  résistance  perpendi- 

culaire sur  la  surface  A',  nous  en  conclurons  que  lors- 
qu’une surface  plane  quelconque  A est  exposée  obli- 
quement au  choc  d’un  fluide,  si  l’on  veut  savoir  l’effet 
que  ce  choc  produit  suivant  une  direction  donnée,  il 
faut  imaginer  celte  surface  projetée  sur  un  plan  perpen- 
diculaire à la  direction,  et  multiplier  l’effort  du  choc 
direct  sur  la  projection  par  le  carré  du  sinus  de  l’angle 
d’incidence  du  fluide  sur  la  surface  primitive  A. 

m.  Proposons-nous,  par  exemple,  d’évaluer  la  ré- 
sistance qu’éprouverait  le  prisme  droit  tronqué  ABCD  à 
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se  mouvoir  dans  une  eau  stagnante,  dans  une  direction 
parallèle  à sa  longueur,  en  présentant  au  choc  de  l’eau 
sa  base  oblique  AB.  (PI.  XXI,  fig.  4.) 

Soit  l’angle  d’incidence  « = 3o*  et  l’aire  ABQ=4  mè- 
tres carrés.  En  supposant  que  la  direction  CB  du  mou- 
vement, dans  le  sens  de  laquelle  on  évalue  la  vitesse  t, 
ne  puisse  changer,  la  diminution  de  vitesse  et  consé- 
quemment la  résistance  devra  se  calculer  suivant  cette 
même  direction;  ainsi,  projetant  l’aire  ABQ  sur  un 
plan  perpendiculaire  à CB,  l’aire  de  la  projection  sera 
AEFQ  ou 

4 • sin  3o“  = 4 X o,5  = 3. 

La  résistance  directe  sur  cette  aire  exprimée  en  kilo- 
grammes étant  (7) 

P = 1000  *.3.  A ==  3000  «A, 
la  résistance  cherchée  sera 

P’  = 3000  t»A  sin’3o  = SoonA. 

Si  la  vitesse  effective  « = i“,5o,  on  aura  [toy.  la  Table 
des  haufeurs , p.  333)  11  = 0,1 1 47»  et  en  admettant  que 
la  longueur  du  prisme  soit  cinq  A six  fois  la  racine 
carrée  de  l’aire  AEFQ,  cas  où  l’on  a n = 1,  il  viendra 
définitivement 

P'  s 5oo  X 0,  n 47  = 57k,35. 

S»  l’on  voulait  donc  mouvoir  le  prisme  que  nous  con- 
sidérons avec  une  vitesse  constante  de  i“,5o,  il  fau- 
drait exercer  un  effort  constant  de  57  kilogrammes. 

Supposons  maintenant  que  le  prisme  doive  présenter 
sa  petite  base  CD,  dont  l’aire  = 3 mètres  carrés,  per- 
pendiculairement au  choc  de  l’eau,  la  résistance  serait 
alors 

P = 1000  X * X 0,1147=  339^, 35, 

c’est-à-dire  quatre  fois  plus  grande  que  dans  le  pre- 
mier cas. 

Le  premier  résultat  P'  = 57^,35  est  beaucoup  trop 
petit,  car  l’expérience  a montré  que  dans  des  circon- 
stances semblables  on  aurait  à peu  près  P = aP'. 

i3.  Choisissons  un  autre  exemple  propre  ù nous 
faire  apprécier  la  théorie.  Soit  EB(P1.  XXI , fig.  5)  un 
parallélipipède  rectangle  ayant  pour  dimension 

ED  = i",5o  ; DC  = o“,65  ; AD  = o-,84. 

Imaginons  que  ce  corps  plonge  dans  l’eau  de  o",65  et 
qu’il  soit  tiré  perpendiculairement  à sa  face  ABCD. 

L’aire  de  la  surface  immergée,  sur  lequel  s’effectue 
la  résistance,  étant 

o,65  X o,65  = o* *,4**5 , 
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si  nous  faisons  » = i , i , valeur  qui  con  vient  aux  dimen- 
sions du  prisme,  nous  aurons 

P = i ooo  X * ♦ * X o,4aa5A  = 4 64"»5A , 

et  il  ne  reste  plus  qu’à  se  donner  une  vitesse  quelcon- 
que pour  détermiuer  h cl  achever  l'évaluation  de  P. 

Supposons  maintenant  qu’on  adapte  à la  face  cho- 
quante une  proue  dont  la  coupc  horizontale  AGB 
(Gg.  G)  soit  un  triangle  isocèle,  et  que  le  corps  soit 
toujours  tiré  perpendiculairement  ù sa  face  AB;  les 
efforts  sur  les  faces  inclinées  de  la  proue  G B et  AG  de- 
vant être  estimés  dans  la  direction  du  mouvement,  on 
voit  que  les  projections  de  ces  faces  inclinées  compo- 
sent la  face  primitive  AB , de  sorte  que  la  somme  des 
efforts  ou  la  résistance  totale  est 

P sin2a, 

a étant  l’angle  d’incidence  mGn  ou  la  moitié  de  l’angle 
AGB  au  sommet  du  triangle  isocèle.  Désignant  par  P' 
la  résistance  du  prisme  muni  de  «a  proue,  nous  aurons 
donc 

P'  s=  4647, 5A  sin*» , 

et,  par  conséquent,  la  résistance  éprouvée  par  le  prisme 
sans  proue  sera,  à la  résistance  avec  une  proue,  pour 
une  même  vitesse  dans  le  rapport  des  quantités  j 

4647,0  : 4647»5sin*a=  l : sln*a. 

Faisant  successivement 

« = 90%  78*,  66%  etc. , 

nous  trouverons 


Angle  de  la  proue  si  ta- 

Rapport  des  tnitlMtr*, 

180* 

....  1,00 

>56 

....  0,96 

i3a 

. . . . 0,80 

108 

....  0,65 

84 

....  o,45 

60 

. . . . o,a5 

3G 

....  0,09 



. . . . 0,01. 

Rappelons  les  expériences  de  Bossut.  A un  parallé- 
lipipcdc  rectangle  de  i*,3o  de  long,  et  dont  la  hase 
avait  o*,65  de  large  et  om,8  j de  haut,  on  adapta  suc- 
cessivement une  suite  do  proues,  dont  la  coupe  hori- 
zontale était  un  triangle  isocèle  et  dont  l’angle  antérieur 
était  de  plus  en  plus  aigu.  Ce  corps  fut  convenablement 
établi  dans  un  grand  bassin,  où  il  plougcait  de  o",G5  : 
il  fut  tiré  successivement  par  divers  poids,  et  lorsque 
\c  mouvement  était  parvenu  k l'uniformité,  on  comp- 
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tait  le  temps  employé  k parcourir  un  espace  de  5i  mè- 
tres. Le  rapport  Inverse  des  carrés  des  temps,  lequel 
était  le  rapport  direct  des  carrés  des  vitesses , et  par 
conséquent  celui  des  résistances , est  indiqué  à la  se- 
conde colonne  du  tableau  suivant  : la  résistance  du 
prisme  dénué  de  proue  a été  prise  pour  unité. 


de  I*  proue. 

Rapport  dn  rmtUKKU. 

180*  ...  . 

■ 50 

«,9e 

i3a 

108 

84 

0.54 

60 

o.44 

36 

îa 

0,40. 

On  voit  que  la  théorie  ne  s’accorde  plus  avec  la  pra- 
tique dés  que  l’angle  de  la  proue  est  plus  petit  que  i3o* 
ou  que  l’angle  d’incidence  est  au-dessous  de  65*. 

Ces  derniers  rapports  des  résistances  sont  précieux, 
car  on  peut  les  prendre  pour  la  valeur  du  coefficient  n 
de  l’expression  générale 

P = 1000JMÀ 

lorsque  le  corps  flottant  est  muni  d’une  proue  angulaire 
formant  un  angle  au  sommet  égal  à l’un  de  ceux  de  la 
table,  et  qu’en  outre  la  longueur  de  ce  corps  est  cinq  à 
six  fois  sa  largeur. 

i4*  Si  la  surface  choquante  était  courbe,  les  calculs 
deviendraient  très-compliqués»  Il  faudrait  décomposer 
cette  surface  en  un  assez  grand  nombre  de  parties  pour 
qu’on  pût  considérer  chacune  d’elles  comme  plane; 
déterminer  la  projection  de  chaque  partie  sur  un  plan 
perpendiculaire  à la  direction  dans  laquelle  il  s’agit 
d’évaluer  la  résistance;  déterminer  pareillement  le  si- 
nus d’incidence  du  fluide  sur  chaque  partie;  puis,  après 
avoir  multiplié  chaque  projection  par  le  carré  du  sinus 
d’incidence,  prendre  la  somme  de  tous  les  produits. 
Mais  celte  théorie  de  la  résistance  proportionnelle  aux 
carrés  des  sinus  d’incidence,  qui  donne  des  résultats 
trop  faibles  pour  les  surfaces  planes,  en  donne,  au  con- 
traire, de  trop  forts  pour  les  surfaces  courbes;  de  sorte 
qu’elle  doit  être  rejetée  dans  tous  les  cas  ; et  quoiqu’il 
soit  bien  constaté  qu’une  proue  terminée  par  des  sur- 
faces courbes  diminue  beaucoup  plus  la  résistance 
qu’une  proue  angulaire  i surfaces  plaucs,  la  détermina- 
tion de  la  forme  à donner  aux  diverses  parties  d’un 
corps  flottant  pour  qu’il  éprouve  la  plus  petite  résis- 
tance possible,  problème  connu  sous  le  nom  du  solide 
de  moindre  résistance  et  qui  intéresse  l’art  nautique  & 
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un  ii  haut  degré»  cette  détermination»  disons-nous,  est 
encore  impossiblo  dans  l’état  actuel  de  nos  connais- 
sances Nous  allons  voir  que  la  théorie  do  la  résistance 
des  fluides  élastiques  n’est  pas  beaucoup  plus  avancée 
que  celle  de  la  résistance  des  liquides,  mais  qu’on  est 
parvenu  du  moins’à  représenter  les  principaux  faits  par 
des  formules  empiriques  suffisamment  exactes. 

i5.  La  théorie  (n*  i)  qu’on  appliquait  jadis  aux 
fluides  élastiques  comme  aux  liquides  indique  que  la 
résistance  éprouvée  par  une  surface  plane,  qui  se  meut 
dans  un  fluide  quelconque»  est  proportionnelle  à la 
densité  du  fluide,  à l'étendue  de  la  surface  choquante 
et  nu  carré  de  sa  vitesse  effective  ; de  sorte  qu’en  dési- 
gnant par  o le  poids  de  l'unité  de  volume  du  fluide, 
par  « l’aire  de  la  surface,  part  1a  vitesse  effective,  et  par 
m un  nombre  constant,  on  aurait,  quel  que  soit  le  fluide, 
pour  1a  résistance  uormale  II  évaluée  en  poids 

R = mon1. 

Mais  les  expériences  dé  Borda  et  de  Hutton  ont  montré 
que  la  résistance  sur  les  plaques  minces  et  même  sur 
les  solides  semblables  croît  dans  un  plus  grand  rapport 
que  les  surfaces,  et  qu’elle  est  sensiblement  proportion- 

iielle  k U puissance  ou  1,1  de  la  surface.  Quant  aux 

TÎteases.la  résistance  n'est  proportionnelle  à leurs  carrés 
que  lorsqu’elles  ne  dépassent  pas  de  beaucoup  io"; 
dans  les  grandes  vitesses,  celles  des  boulets  de  canon, 
la  résistance  croît  beaucoup  plus  rapidement,  et  Hutton 
fait  entrer  dans  son  expression  non  seulement  le  carré, 
mais  encore  la  première  puissance  de  la  vitesse.  {Voyez 
Balistique.  ) Le  coefficient  m serait  moyennement 
= 0,11  d’après  Borda  et  Hutton.  Modifiant  l’expres- 
sion de  R d’après  ce»  données,  nous  aurons,  dons  le 
cas  des  vitesses  ordinaires, 

(3) R = o,i  in*1’1  v*. 

Cette  expression  indique  la  résistance  lorsque  la  surface 
» reçoit  directement  le  choc;  quand  le  choc  est  oblique, 
il  faut  multiplier  la  valeur  de  R par  une  fonction  du 
sinus  d’incidence,  que  Hutton  représente  par 

(sm  «) 

La  résistance  due  au  choc  oblique  sera  doue  donnée 
par  la  formule 

(4) R'=  o,i  lcr  sM  f»1  (sina)‘’*4to*“, 

et  la  résistance  dans  le  sens  du  mouvement,  qui  est  or- 
dinairement celle  qu’il  importe  de  connaître,  deviendra 

(5) R*  =*=  o,uo  s,  o («m  *)  , 


s,  désignant  la  projection  de  l’aire  s sur  un  plan  perpen- 
diculaire à la  direction  du  mouvement. 

Le  poids  o de  l’unité  de  volume  de  l’air,  celui  de 
tous  les  fluides  élastiques  qui  intéresse  le  plus  les  arts 
physiques,  est  une  quantité  très-variable  qui  dépend  à 
chaque  instant  de  l’état  de  l’atmosphère,  c’est-à-dire  de 
sa  pression  et  de  sa  température.  En  désignant  par  h 
la  hauteur  du  baromètre,  exprimée  en  mètres,  et  par  0 
le  nombre  des  degrés  que  marque  le  thermomètre  cen- 
tigrade, on  a,  pour  le  poids  en  kilogrammes  d’un  mètre 
cube  d’air  sous  celte  pression  et  à cette  température, 

= * 

i o,oo375 0 * o,  76  * 

(Foy.  Force  élastique.)  Pour  corriger  un  peu  l’effet 
des  vapeurs  aqueuses,  qui  diminuent  toujours  le  poids 
de  l’air  atmosphérique,  on  peut  poser  généralement 

« "=*Wï+£s*- 

16.  Nous  allons  éclaircir  par  quelques  exemples 
l’emploi  de  ces  formules,  qui  s’appliquent  également 
au  choc  et  à la  résistance  de  l'air. 

I.  Déterminer  l’effort  exercé  par  un  courant  d’air  qui 
choque  perpendiculairement  une  plaque  d’un  mètre  carré 
avec  une  vitesse  de  6 mètres. 

Supposons  que  le  baromètre  marque  o“,755  et  le 
thermomètre  11%  ce  qui  est  l’état  moyen  de  l’atmo- 
sphère en  France,  nous  aurons  d’abord 

o. 755  1 _ 

Faisant  donc 

cj  = 1,301,  1 = 1,  t>  = 6,  t>,=36, 

et  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (3),  il 
viendra 

R =.  o,i«  X i,»3i  X i1'1  X 56  = 4l,8,. 

L’effort  demandé  sera  donc  équivalent  à 4l»87* 

II.  Un  vent  de  10  mètres  de  vitesse  choque  oblique- 
ment une  plaque  rectangulaire  de  4 mitres  de  longueur 
sur  un  mitre  de  largeur , on  demande  quel  effort  normal 
elle  supporte;  son  inclinaison  par  rapport  à la  direction 
du  vent  est  de 

Il  faut  employer  ici  la  formule  (4).  Admettant 
comme  ci-dessus  la  valeur  moyenne  de  o,  nous  avons 

n = ik,a3i  ; i = 4*’:  t>’  = 100;  a = y5; 

et,  pir  suite, 

= 4'-‘  = 4.5{)5 

(sin  = (0,9639)' ,,xe  w!  = o,9836. 
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Substituant  ces  valeurs  dans  (4)»  on  obtient 

R'  = 0,11  X*»*3iX4»595XiooXo, 9836  = 6ik,ao. 

17.  Les  formules  (3),  (4)  et  (5)  donneront  une  ré- 
sistance seulement  trop  forte  de  quelques  centièmes 
lorsqu’on  les  appliquera  à des  corps  autres  que  des 
plaques  minces  présentant  une  surface  plane  au  choc; 
mais  elles  ne  peuvent  plus  convenir  aux  corps  qui  of- 
frent au  choc  un  angle  ou  une  surface  courbe;  la  résis- 
tance de  ceux-ci  est  beaucoup  plus  petite.  Pour  ces 
derniers  corps,  l’expression  de  la  résistance  évaluée 
dans  la  direction  du  mouvement  devient 

(6) R =s  o,u  no  s,1’1  v* , 

dans  laquelle  s,  est  la  projection  de  la  surface  choquante 
sur  le  plan  perpendiculaire  6 la  direction  du  mouve- 
ment, et  n un  coefficient  dont  la  valeur  varie  avec  la 
forme  de  la  surface.  D’après  les  expériences  de  Borda 
et  de  Hutton,  les  valeurs  de  n relatives  à divers  corps 
sont 


Dcii|uUoa  «te»  cor|M.  * V«k«r  de  n- 

Prisme  présentant  au  choc  un  angle 

plan  de  go* . 0,7*8 

Prisme,  id.  6o* «...  o,5ao 

Cône,  angle  au  sommet  de  go* 0,691 

Cône,  id.  60..  .....  o,543 

Cône,  id.  5i  **'...  • o,433 

Demi-cylindre 0,570 

Demi-sphère  et  sphère  entière,  suivant 

Borda 0,4 10 

Demi-sphère,  suivant  Hutton.  .....  o,4i3 


18.  Cherchons,  comme  application  de  ces  derniers 
résultats,  quelle  résistance  éprouvera  une  boule  de  6 cen- 
timètres de  diamètre,  pour  se  mouvoir  dans  un  courant 
d’air  avec  une  vitesse  initiale  d’impulsion  de  5 mètres, 
en  supposant  de  plus  qu’elle  soit  lancée  directement 
contre  le  courant  d’air,  dont  la  vitesse  est  de  3 mètres. 
Le  baromètre  marque  o*,74  et  le  thermomètre  5*. 

Nous  ferons  d’abord  une  observation  générale  appli- 
cable tant  aux  fluides  élastiques  qu'aux  liquides;  c’est 
que  lorsqu’un  corps  solide  se  meut  dans  un  fluide  en 
mouvement,  on  peut  considérer  comme  en  repos  celui 
des  deux  corps  qui  a la  plus  petite  vitesse,  en  suppo- 
sant que  l’autre  se  meut  avec  la  somme  ou  la  différence 
des  deux  vitesses  : la  somme,  lorsque  les  directions 
des  mouvemens  sont  opposées  ; la  différence,  lorsque 
ces  directions  sont  les  mêmes.  Il  n’y  a donc  rien  à 
changer  aux  formules  dans  ce  cas,  en  observant  d’y 
donner  à « ou  à h la  valeur  qui  répond  4 la  vitesse  re- 
lative des  deux  corps. 
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Ici  la  direction  de  la  boule  étant  opposée  à celle  du 
vent,  la  vitesse  relative  est  5 -j-  3 = 8*;  de  plus,  la 
projection  de  la  surface  choquante,  laquelle  est  la  moitié 
de  celle  de  la  boule,  est  l’aire  du  grand  cercle  de  cette 
boule;  ainsi 

s,  ==  5, 1416  X j (0,06)*  s»  o"%ooa8*7  ; 

mais  toutes  le»  puissances  à exposant  > 1 d’une  frac- 
tion étant  une  autre  fraction  plus  petite  que  la  base,  si 
nous  élevions  le  nombre  0,00*8*7  A la  puissance  1,1, 
au  lieu  d’augmenter  la  surface,  nous  la  diminuerions, 
ce  qui  ne  s’accorderait  plus  avec  le  principe  de  la  for- 
mule (3).  11  faut  donc  ici,  ou  considérer  la  résistance 
comme  proportionnelle  ü la  surface,  ce  qui  peut  être 
permis  pour  de  très-petites  surfaces,  ou  changer  d’unité 
de  mesure,  afln  d’exprimer  j par  un  nombre  entier  qui 
augmente  en  en  prenant  la  puissance  1,1,  sauf  ensuite 
A ramener  le  résultat  au  mètre,  qui  est  l’unité  commune 
de  toutes  les  autres  quantités.  Prenant,  par  exemple,  le 
centimètre  pour  unité  auxiliaire,  l’aire  1,  est  exprimée  par 

*,  — a8"S»7. 

et  l’on  trouve 

'1"  = (»8>»7)‘'‘  = 
ce  qui,  ramené  au  mètre  carré,  devient 
O"’,  003^9. 

Nous  avons  de  plus 

o,  74  1 , 

a = 1,709  ■ 7755  = ,>a4- 

et,  d’après  la  table  précédente,  n = 0,4  Ces  valeurs, 
mises  dans  la  formule  (6),  donnent 

R = 0,1 1 Xo,4»  X 1,34X0,003949X04  ==  ol,oi4i3. 

Tel  sera  donc  l’effort  constant  qu’il  faudrait  exercer 
sur  la  boule  pour  neutraliser  la  résistance  de  l’air,  ou 
telle  sera  la  force  retardatrice  du  mouvement  si  la 
boule  est  abandonnée  ù elle-même. 

19.  On  ne  peut  plus  compter  sur  les  résultats  des 
formules  précédentes  lorsque  les  vitesses  sont  très- 
grandes,  et  malgré  les  travaux  si  recommandables  de 
Hutton,  la  science  attend  encore,  soit  des  expériences 
qui  puissent  donner  des  indications  précises,  soit  un 
théoricien  assez  habile  pour  poser  à priori  les  lois  de  la 
mécanique  des  fluides,  lois  que  n’ont  pu  découvrir  jus- 
qu’ici les  investigations  des  plus  grands  géomètres.  Il 
existe,  A la  vérité,  une  foule  de  procédés  pratiques 
dont  les  hydrauliciens  et  les  ingénieurs  de  la  marine  se 
servent  dans  des  cas  particuliers;  tuais  les  résultats 
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qu’on  en  tire  ne  «ont  que  des  approximations  plus  ou 
moins  grossières  qui  ne  font  que  montrer  la  nécessité 
de  nouvelles  recherches. 

RÉSISTANCE  DES  SOLIDES.  On  entend  quelque- 
fois par  résistance  des  solide s la  force  avec  laquelle  les 
corps  solides  s’opposent  au  mouvement  des  autres 
corps  qui  leur  sont  contigus;  mais,  plus  généralement, 
c’est  la  force  développée  par  un  solide  contre  toute  ac- 
tion qui  tend  à changer  sa  forme  ou  à désunir  ses  par- 
ties. La  première  espèce  de  ces  résistances,  qu’on  nom- 
mait jadis  résistance  des  surfaces , étant  proprement  ce 
qu’on  désigne  aujourd’hui  sous  le  nom  de  frottement 
(voy.  ce  mot),  nous  ne  nous  occuperons  ici  que  des  ré- 
sistances dues  à l’adhérence  qu’ont  entre  elles  les  par- 
ticules intégrantes  d’un  même  solide. 

La  détermination  de  la  force  capable  de  changer  la 
forme  d’un  solide  ou  de  le  briser  est  une  question  d'une 
très-haute  importance  pour  les  arts  physiques  et  prin- 
cipalement pour  l'architecture;  aussi,  depuis  Galilée 
(roy.  Bois),  auquel  on  doit  les  premières  vues  théori- 
ques sur  cet  objet,  plusieurs  savans  distingués,  tels  que 
Marintte,  Varington,  les  deux  Duhamel,  Muschen- 
broeck,  Btiflon,  Lamblardie,  Coulomb,  Girard,  Per- 
ronet,  Rondelet,  Aubri,  Lamandé,  Robin* , Barlow, 
Navier,  Tredgold,  Dulcau,  Dupin  et  Séguin,  ont  fait 
de  nombreuses  expériences  sur  la  résistance  des  maté- 
riau x de  construction.  Quoique  les  résultats  de  leurs 
recherches  présentent  de  notables  différences,  ils  n’en 
sont  pas  moins  précieux  pour  la  pratique,  à laquelle  ils 
apportent  des  principes  que  nous  allons  indiquer. 

i . Résistance  à la  compression  et  à l'extension.  La 
ductilité  et  l’élasticité  sont  des  propriétés  communes  à 
tous  les  corps  solides , mais  A des  degrés  très-dilTérens 
et  très-difficiles  A apprécier.  Lorsqu’un  solide  est  sou- 
mis à une  force  capable  de  le  comprimer,  sans  aller 
toutefois  jusqu’à  le  rompre,  il  arrive  ou  que  son  chan- 
gement de  forme  est  accidentel,  c’est-à-dire  qu’il  cesse 
avec  la  pression,  ou  qu’il  est  permanent,  c’est-à-dire 
que  l’arrangement  primitif  des  parties  constituantes  du 
solide  se  trouve  altéré  d’une  manière  durable.  Dans  le 
premier  cas,  la  force  élastique  de  la  matière  surpasse  la 
force  de  pression;  dans  le  second,  le  contraire  a lieu,  et 
la  ductilité  est  devenue  sensible.  Or,  ce  qu’il  importe 
de  connaître,  pour  employer  avec  sécurité  les  divers 
matériaux  qui  doivent  supporter,  dans  une  construc- 
tion quelconque,  des  charges  données,  ce  n'est  pas  seu- 
lement la  pression  sous  laquelle  ils  sont  susceptibles  de 
s&  briser,  mais  encore  celle  qui  fait  équilibre  à leur 
force  élastique  ; car  il  est  reconnu  que  quand  un  corps 
est  soumis  à une  pression  prolongée  plus  grande  que 
sa  force  élastique,  l’altération  de  ses  parties  augmente 
avec  le  temps  et  finit  par  déterminer  la  rupture.  Il  est 
Ton.  in. 
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donc  essentiel  de  ne  pas  dépasser  les  limites  de  l'élan- 
ticité. 

a*  Les  expériences  faites  jusqu’ici  sur  la  résistance 
des  corps  à la  compression  sont  en  plus  petit  nombre 
que  celles  qui  ont  eu  pour  objet  la  résistance  à l’exten- 
sion ; toutefois,  les  unes  et  les  autres  s’accordent  suffi- 
samment pour  qu’on  puisse  poser  ce  principe  : 

I.  Les  corps  résistent  à l’extension  et  d la  compression 
atec  des  forces  égaies  tant  que  la  puissance  à laquelle  ils 
résistent  ne  dépasse  pas  les  limites  de  la  force  élastique  de 
la  matière  qui  les  compose. 

3.  Pour  ipesurer  la  résistance  des  corps  à l’extension, 
on  les  suspend  verticalement  par  une  extrémité , et  on 
fixe  ù l’autre  un  plateau  de  balance  qu’on  charge  suc- 
cessivement de  poids  de  plus  en  plus  grands  jusqu’à  ce 
que  la  rupture  ait  lieu,  ou  seulement  jusqu’à  ce  qu’on 
ait  déterminé  le  poids  au-dessus  duquel  le  corps  ne  re- 
prend plus  sa  forme  primitive  : ce  dernier  représente  la 
force  d’élasticité.  C’est  de  cette  manière  qu’on  a con- 
staté que  la  résistance  d’un  prisme,  tiré  dans  le  sens  de 
sa  longueur,  était  indépendante  de  cette  longueur  et 
proportionnelle  à l’aire  de  la  section  perpendiculaire  à 
la  direction  des  forces.  Cependant  les  métaux  en  fil  font 
exception  à cette  règle;  toutes  les  expériences  s’accor- 
dent pour  montrer  que  leur  résistance  est  d’autant  plus 
grande,  sous  l’unité  de  section,  que  le  diamètre  des  fils 
est  plus  petit.  C’est  donc  abstraction  faite  des  fils  mé- 
talliques qu’on  peut  admettre  ce  second  principe  pra- 
tique : 

II.  La  résistance  d'un  solide  taillé  en  prisme  ou  en 
cylindre , à une  force  qui  agit  dans  le  sens  de  sa  longueur , 
est  en  raison  directe  de  l’aire  de  la  section  perpendiculaire 
à la  longueur , tant  que  Vélasticité  reste  entière  et  que  la 
force  coïncide  avec  l’axe. 

Quels  que  soient  d’ailleurs  la  nature  du  corps  et  son 
diamètre,  on  a reconnu  en  outre  que 

III.  L'extension  d’une  barre , par  une  force  qui  agit 
dans  le  sens  de  sa  longueur,  est  en  raison  directe  de  cette 
force,  quand  l’aire  de  la  section  est  la  même  et  que  la  force 
ne  surpasse  pas  l’élasticité  de  la  barre, 

4.  Les  trois  principes  que  nous  venons  d’énoncer 
servent  de  base  à la  théorie  de  la  résistance  des  maté* 
riaux;  mais  leur  application  exige  la  connaissance  des 
limites  de  la  force  élastique  des  divers  corps  employés 
dans  les  constructions,  limites  très-variables  d’ailleurs, 
pour  une  même  substance , et  dont  on  ne  peut  déter- 
miner que  les  valeurs  moyennes.  Nous  désignerons  par 
le  nom  de  force  élastique  le  plus  grand  poids  en  kilo- 
grammes sous  la  pression  duquel  un  corps  n’éprouve 
pas  d’altération  durable,  ct'nous  réunirons  dans  le  ta- 
bleau suivant  les  résultats  les  mieux  constatés. 

Sfi 
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mon  carrrsjMnilanle 
|iar  mi'IrS 
tir  l jn  ;o'ur- 


Fer  forge..  . 

ia5o  kil. 

. . o",  00071 3 

Fonte 

1070  . 

v . 0,  ooo83o 

bronze  des  canons  . . . 

yo3  . 

. . 0,  oo>o43 

Cuivre  jaune 

ia65  . 

. . 0,  000750 

Plomb  fondu 

io5  . 

. . 0,  002088 

Étain.  . 

303  . 

. . 0,  ooo6a5 

Zinc  coulé . 

401  . 

. . 0,  oooa38 

Chêne 

278  . 

. . 0,  003325 

Orme 

338  . 

. . 0,  00241 5 

Hêtre ‘.  . . 

166  . 

. . 0,  001754 

Pin  d’Amérique 

*74  • 

. . 0,  0024i5 

Sapin  rouge 

3oa  . 

. . 0,  002128 

Sapin  blanc 

Cl 

. . 0,  001984 

Marbre  blanc 

. ta,  . 

. . 0,  ooo538 

Pierre  de  taille  (calcaire). 

60  . 

. • 0,  000559 

Fanons  de  baleine.  . . . 

. 55  i . 

. . 0,  00685? 

Les  exemples  suivans,  où  nous  rappellerons  les  for- 
mules employées  pour  calculer  les  divers  cas  de  résis- 
tance, indiqueront  l’emploi  de  cette  table. 


ï"  Problème.  Déterminer  l'aire  de  la  base  d'une  barre 
ow  colonne  capable  de  soutenir  verticalement  tm  poids 
donné. 


Nous  supposons  ici  qu’une  barre  fixée  verticalement 
par  son  extrémité  supérieure  est  tirée  par  un  poids 
placé  à son  extrémité  inférieure,  cas  où  la  longueur  de 
la  barre  n'exerce  aucune  influence  sur  la  résistance 
qu’elle  peut  opposer. 

Soit  Q la  charge  donnée.  Nommons  P un  poids  tel 
qu’une  ban  c de  la  matière  en  question,  d’un  centimètre 
carré  de  base,  n’en  pourrait  soutenir  un  plus  considéra- 
ble sans  que  sa  force  élastique  soit  altérée,  c’est-à-dire 
le  poids  désigné  dans  la  table  sous  le  nom  de  force  élas- 
tique, et  désignons  par  A l’aire  de  la  base  cherchée. 
Nous  avons  en  vertu  du  second  principe  et  en  prenant 
le  centimètre  carré  pour  unité  de  surface 

P:Q  = .:A; 

d’où 


Ainsi  l’aire  de  la  section  doit  être  en  raison  directe  du 
poids  que  la  pièce  doit  soutenir,  et  tin  raison  inverse  de 
celui  qui  pourrait  altérer  la  force  élastique  de  la  matière 
de  celte  pièce. 

Dans  le  cas  où  il  s’agirait  d’une  barre  de  fer  forgé, 
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substance  pour  laquelle  la  table  donne  P = ta5ok,  des- 
tinée à soutenir  un  poids  Q = aoook,  ou  aurait 


ZUUU  . 

A = — r-  = i.o  cent,  carre. 

1300 

Si  la  barre  devait  être  à base  carrée,  on  trouverait  le 
côté  o de  cette  base  en  posant 

(») « = l/f  » 

à cause  de  a = t/A. 

S’il  s’agissait  d’une  barre  cylindrique,  le  rayon  r de 
la  base  devant  être  tel  que  A = af*,  égalité  dans  la- 
quelle * désigne  le  rapport  de  la  circonlèreuce  au  dia- 
mètre on  le  nombre  3, 14*5936... , on  aurait  pour  la 
valeur  de  ce  rayou 

« 


Avec  les  données  précédentes,  on  trouverait 


t\  3000  *] 

,a5oJ 


IIe  Problème.  Déterminer  la  plus  grande  charge  que 
peut  supporter  en  un  point  quelconque  une  barre  rectan- 
gulaire uniforme  appuyée  par  ses  extrémités.  (PI.  III, 
Kg.  6.) 

Nommons 


P le  poids  équivalent  à la  force  élastique  de  la  barre; 
l la  distance  des  points  d’appui; 
p ci  q les  distances  du  point  chargé  aux  points 
d'appui  ; 

b la  largeur  de  la  barre; 

d son  épaisseur  ou  sa  dimension  parallèle  à la  force 
de  pression  ; 

Q la  charge  cherchée. 

Par  des  considérations  théoriques  dont  le  détail  ne 
peut  trouver  place  ici,  on  trouve  la  formule 


(4)  ' 


„ Vbi'l 
6pq  ’ 


qui  contient  la  solution  du  problème  et  de  toutes  les 
autres  questions  qui  en  dépendent. 

Si  la  barre  était  chargée  en  son  milieu,  on  aurait 


P = « 


- 1,  et  la  formule  deviendrait 
1 


(5) Q 


3 P bd * 

TT" 


Prenons  pour  exemple  une  barre  rectangulaire  de 
fonte  de  G mètres  de  long,  entre  les  points  d’appui,  de 
45  millimètres  de  largeur  cl  de  80  millimètres  d’épais- 
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scur,  nous  aurons,  en  rapportant  toutes  ces  dimensions 
au  centimètre  comme  unité, 

l =s  Goo  , b = 4,5 , d = 8 ; 

et,  de  plus,  la  table  nous  fait  connaître  P = 10^5. 
Ainsi,  dans  le  cas  où  la  charge  doit  agir  au  milieu  de  la 
barre,  on  a \ 

„ a X 10-5X4.5X8*  *,,k 

9 = sxeSo ==S-H  ’ 

c’est-à-dire  qu’on  ne  pourrait  charger  cette  barre  en  son 
milieu  d’un  poids  plus  grand  que  344  kil.  sans  altérer 
son  élasticité. 

III*  Problème.  Etant  données  la  largeur  <T une  barre 
uniforme  et  ta  longueur  entre  les  points  d'appuis,  trouver 
l’épaisseur  quelle  doit  avoir  pour  résister  à un  poids 
qui  agit  sur  un  de  set  points . 

L’équation  (q)  donne,  en  dégageant  d qui  est  ici 
l’inconnue, 


et,  simplement,  dans  le  cas  de  p — q = -t,  c’csl-â- 
dire  lorsque  le  poids  agit  au  milieu , 


S’il  s’agissait  de  trouver  la  largeur  6 , l’épaisseur  p 
étant  donnée,  on  aurait  évidemment 


(«)••• 

_ fipgQ 
" P JH 

(9)  - 

. IWQ 

al’  d1 

La  première  de  ces  formules  se  rapporte  à une  charge 
placée  en  un  point  quelconque  de  la  barre,  et  la  seconde 
à une  charge  placée  au  milieu. 

Nous  ferons  observer  que  toutes  ces  formules  peuvent 
s’appliquer  à des  barres  inclinées  comme  AB  (PI.  XXI, 
fig.  7),  en  ayant  le  soin  de  prendre  pour  l la  distance 
CD  des  appuis 

IV*  Problème.  Déterminer  la  plut  grande  charge  que 
peut  supporter  une  barre  rectangulaire  appuyée  par  tes 
extrémités,  dans  le  cas  où  cette  charge  est  distribuée  uni- 
formément entre  les  points  d ' appui. 

L’expérience  a montré  que  lorsque  le  poids  est  ré- 

5 

parti  uniformément,  l'effort  n’est  que  les  de  celui  qui 

O 

aurait  lieu  en  réunissant  le  même  poids  au  centre;  ainsi 
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multipliant  le  ecoond  membre  de  la  formule  (5)  par  j? , 
il  rient 


(in) 


iGPM* 
>5<  ’ 


formule  dans  laquelle  on  pourra  prendre  ensuite  b ou  d 
pour  l'inconnue. 


y Pboblème.  Trouver  ta  plus  grande  charge  que  peut 
porter  d une  de  ses  extrémités  une  barre  rectangulaire  ho- 
rizontale encastrée  par  son  autre  extrémité.  ( PI.  XXI , 
fig.  8.) 

Lorsqu'une  pièce  est  fortement  Axée  par  une  extré- 
mité et  qu’elle  est  chargée  .1  l’autre,  le  poids  qu’elle  peut 

supporter  n’est  que  - de  celui  qu’une  pièce  de  même 

longueur,  soutenue  aux  deux  extrémités,  pourrait  por- 
ter à son  milieu.  Conservant  donc  les  mêmes  dénomi- 
nations, nous  avons 


(“) 


Q = 


PM* 
e t * 


Si  la  charge  était  répartie  uniformément,  l’effort  serait 
moitié  moindre,  et  l’on  aurait 


(ra) 


5.  Toutes  les  formules  précédentes  se  rapportent  t> 
des  barres  rectangulaires  ; pour  les  appliquer  à des 
barres  cylindriques,  il  suffit  de  multiplier  la  valeur  de 
Q par  le  facteur  numérique  0,58g,  et  alors  b et  d repré- 
sentent Tune  et  Paufrcle  diamètre  du  cylindre. 

6.  Les  barres  chargées  de  poids  prennent  une  in- 
flexion à leur  milieu  qui,  dans  certaines  circonstances, 
ne  permet  pas  de  leur  faire  supporter  la  plus  grande 
charge  dont  clics  sont  susceptibles.  Les  problèmes  sui- 
vans  vont  apprendre  à calculer  cette  inflexion. 

VI*  Problème.  Déterminer  la  flkhe  de  courbure  que 
prendra  une  barre  chargée  d son  milieu  et  soutenue  par 
ses  extrémités  dam  le  cas  du  maximum  de  charge. 

Nommons  I l’inflexion  exprimée  en  mètres,  e l’ex- 
tension par  mètre  correspondante  à la  plus  grande 
charge  et  donnée  par  la  table  du  n*  4»  et  désignons 
toujours  par  l la  longueur  de  la  barre  ou  plutôt  la  dis- 
tance des  points  d’appuis,  et  par  d l’épaisseur.  Nous 
aurons 


Cherchons , par  exemple,  la  flèche  de  courbure  que 
prendra  la  barre  du  problème  II*  sous  la  charge  maxi- 
mum de  344  kilogrammes.  Ici,  nous  avons  1=  6 mè- 
tres, d = 80  millimètres,  et  la  table  nous  lait  connaître 
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t = o",ooo83o.  Substituant  ces  valeurs  dans  la  formule 
(i3),  en  observant  qu'il  faut  poser  d — o",o8  pour  rap- 
porter tout  au  mètre  comme  unité,  il  viendra 


o,ooo83  X 6* 
C X 0,08 


o“,o6aa5, 


c’est-à-dire  que  la  barre  de  fonte  sera  infléchie  à soft 
milieu  d’un  peu  plus  de  6a  millimètres;  de  sorte  que 
si  ccttc  inflexion  était  trop  grande  pour  l'usage  qu’on 
voudrait  faire  de  la  barre,  il  faudrait  augmenter  son 
épaisseur  ou  diminuer  la  charge. 


VII*  Problème.  Trouver  f inflexion  que  prendra  une 
barre  rectangulaire  chargée  d son  milieu  d’un  poids  Q’ 
plus  petit  que  celui  qui  fait  équilibre  à sa  force  élastique. 

Conservant  tes  mêmes  dénominations  et  représentant 
par  i l'inflexion  demandée,  nous  aurons 


(«4)  • 


S4P  bd' 
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tous  les  points.  Cette  pression  tend  à faire  éclater  le 
cylindre,  qui  ne  peut  cependant  se  déchirer  que  suivant 
une  arête  ou  un  cercle  perpendiculaire  à son  axe  ; mais 
comme  l’effort  qui  a lieu  dans  le  sens  de  l’arête  est 
deux  fois  plus  grand  que  celui  qui  tend  à déchirer  le  cy- 
lindre perpendiculairement  à son  axe,  nous  ne  nous  oc- 
cuperons pas  de  ce  dernier.  Or,  si  nous  nommons  R le 
rayon  du  cylindre  et  p la  pression  sur  l’unité  de  lon- 
gueur, il  est  facile  de  voir  que  le  produit  pR  représente 
la  force  qui  tend  à briser  le  cylindre  à chacun  de  ses 
points.  Ainsi,  pour  que  la  paroi  puisse  résister  sans  al- 
tération à cette  force,  il  faut  que  son  épaisseur  soit 
égale  à l’épaisseur  d'une  barre  rectangulaire  qui,  ayant 
l’unité  de  largeur,  pourrait  supporter  sans  altération  la 
pression  pR,  p étant  alors  la  pression  du  fluide  sur 
l’unité  de  surface.  Or,  en  prenant  le  centimètre  carré 
pour  unité  de  surface,  la  plus  grande  charge  d’une 
barre  rectangulaire  d’une  largeur  égale  à un  centimètre 
et  d’une  épaisseur  = d est  (I"  Problème), 


Celte  formule  nous  donne  le  moyen  de  déterminer  la 
charge  correspondante  à une  inflexion  donnée;  il  ne 
faut  qu'isoler  Q'  dans  le  premier  membre  ; cc  qui  donne 


(.5). 


4»PM^ 

tlx  * 


Cherchons,  par  exemple,  la  charge  qu’on  peut  faire 
supporter  à la  barre  de  fonte  des  questions  précédentes, 
sans  que  son  inflexion  dépasse  i5  millimètres.  Nous 
avons 


Q sa  Pd, 

P représentant  toujours  le  poids  équivalent  à la  force 
élastique  de  la  matière;  donc,  d’après  cc  que  nous  ve- 
nons de  dire, 

Fd  aos pR , 

d’où  l’on  tire 

(•«) = 


• =* O-, 0 1 5 ; b=zz  o“,o45;  d=*o“,o8o;  1 — 6; 
e — om,oooSZ; 

et  comme  tout  est  rapporté  au  mètre  pour  unité,  nous 
donnerons  à P une  valeur  10000  fois  plus  grande  que 
celle  de  la  table,  c’est-à-dire  que  nous  poserons 
P = 10750000.  Substituant  ces  valeurs  dans  la  for- 
mule, il  vient 

rv*  _ 4 Xooi5  x io75ooooXo,o45X(o,o8)* 

V * o,ooo83  X(6)*  — »3kil. 

Donc,  si  l’on  uc  veut  pas  que  la  barre  eu  question 
prenne  une  inflexion  plus  grande  que  i5  millimètres, 
il  ne  faut  la  charger  que  de  83  kilogrammes. 

Dans  le  cas  où  les  pièces  seraient  uniformément 
chargées  sur  toute  leur  longueur,  l’inflexion  serait  les 
5 

- de  celles  que  donnent  les  formules  (i3)  et  (14). 

7.  Résistance  des  vases  à des  pressions  intérieures. 
Lorsqu’un  vase  cylindrique  fermé  exactement  contient 
un  fluide  élastique  dont  la  tension  surpasse  la  tensiou 
atmosphérique  extérieure,  les  parois  sont  pressées  in- 
térieurement de  dedans  au  dehors  et  également  sur 


Ainsi , pour  déterminer  l’épaisseur  de  la  paroi  d’un 
cylindre  qui  doit  supporter  une  pression  intérieure  p 
sur  l’unité  de  surface,  il  faut  multiplier  cette  pression  p 
par  le  rayon  du  cylindre,  et  diviser  le  produit  par  le 
poids  équivalent  à la  force  élastique  de  la  matière  du 
cylindre. 

Proposons-nous  de  trouver  l’épaisseur  d’uu  vase  cy- 
lindrique en  fer  forgé  capable  de  contenir  sans  altération 
un  gax  comprimé  à i5  atmosphères,  pression  effective, 
et  ayant  ia,ao  de  diamètre.  Rapportant  tout  au  centi- 
mètre comme  unité,  nous  ayons 

R = 60,  p=i5\5ra,  Pssia5ok, 


• suite 


i5.5ia  X 60 


L’épaisseur  demandée  est  donc  de  7 millimètres  et 
demi.  Dans  la  pratique,  et  lorsqu’il  s’agit  de  chaudières 
destinées  à contenir  de  la  vapeur,  on  prend  une  épait- 
seur  5 fois  plus  grande  que  celle  que  donne  le  calcul 
parce  qu’il  est  recou  nu  que  la  ténacité  des  métaux  di- 
minue à mesure  que  leur  température  augmente. 
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8.  Résistance  à la  torsion.  La  résistance  qu’un  arbre 
ou  axe  oppose  ù une  force  qui  tend  à le  tordre  se  nomme 
résistance  à la  torsion. 

Soit  Q le  poids  porté  par  l’extrémité  du  rayon  R 
d'une  roue  placée  sur  un  arbre  et  produisant  la  plus 
grande  torsion  que  cet  arbre  puisse  prendre  sans  altérer 
son  élasticité,  d le  diamètre  de  l’arbre,  l sa  longueur  et 
P sa  force  élastique,  la  valeur  de  Q est  donnée  par  la 
formule 


Q 


Pd’OP-fP) 

i»RÎ  ’ 


qu’on  peut  également  employer  pour  trouver  d lorsque 
Q est  donné. 

Les  formules  que  nous  venons  de  donner  s’appli- 
quent aux  cas  les  plus  ordinaires  de  la  pratique;  mais 
il  en  existe  une  foule  d'autres  non  moins  utiles  pour 
lesquelles  nous  ne  pouvons  que  renvoyer  aux  ouvrages 
spéciaux,  tout  en  regrettant  qu’aucun  de  ces  ouvrages 
ne  présente  un  traité  complet  sur  cette  matière  impor- 
tante. ( Voy.  Y Essai  pratique  de  Tredgold  sur  la  Résis- 
tante du  fer  et  d'autres  métaux.) 

RÉSULTANTE  {Mie.)  On  donne  ce  nom  à la  force 
unique  dont  l’action  produirait  le  même  effet  que  celui 
de  plusieurs  forces  qui  agissent  simultanément  sur  un 
mobile.  Ces  dernières  prennent  alors  le  nom  de  compo- 
santes par  rapport  à la  première. 

Les  relations  qui  existent  entre  uue  résultante  et  ses 
composantes  forment  la  base  delà  statistique.  Nous  al- 
lons en  donner  la  déduction,  après  avoir  préalablement 
rappelé  quelques-unes  des  notions  générales  de  taméca- 
nique. 

i.  On  peut  concevoir  un  corps  quelconque  comme 
composé  d’une  infinité  de  points  matériels  liés  entre 
eux  d’une  manière  particulière,  suivant  la  nature  parti- 
culière de  ce  corps,  qui  devient  ainsi  un  système  de  points. 
L’équilibre  ou  le  mouvement  d’un  tel  système  dépen- 
dant évidemment  de  l’équilibre  ou  du  mouvement  de 
ses  parties  composantes , nous  considérerons  d’abord 
l'action  des  forces  sur  un  seul  point  matériel  isolé. 

a.  Une  force  qui  agit  sur  un  point  matériel  peut  le 
faire  de  deux  manières  différentes,  ou  en  le  poussant 
devant  elle,  ou  en  l’eutrainant  de  son  côté:  l’effet  pro- 
duit étant  toujours  le  même,  on  peut  employer  indif- 
féremment l’une  ou  l’autre  de  ces  hypothèses. 

3.  On  nomme  direction  du  mouvement  la  ligne  droite 
suivant  laquelle  une  force  agit. 

4*  Lorsqu’une  seule  force  agit  sur  un  mobile,  il  se 
meut  nécessairement  en  ligne  droite;  car  il  n’y  a au- 
cune raison  pour  qu’il  change  de  direction. 

5.  Si  plusieurs  forces,  de  la  nature  de  celles  qu’on 
nomme  instantanées  (eoy.  Force),  agissent  simultané- 
ment sur  un  même  point  matériel,  le  mouvement  s’effec- 


tue encore  en  ligne  droite,  car  ces  forces  ne  peuvent 
que  se  modifier  réciproquement,  pour  produire  un  effet 
unique.  Ainsi,  comme  cet  effet  unique  peut  être  attribué 
A l’action  d’une  seule  force,  il  est  toujours  possible  de 
remplacer  par  une  force  unique  toutes  Tes  forces  qui 
font  mouvoir  un  point. 

6.  On  nomme  système  de  force  l’ensemble  des  forces 
qui  concourent  à produire  le  mouvement,  et  ces  forces 
elles-mêmes,  considérées  par  rapport  ù la  force  unique, 
ou  résultante  qui  peut  les  remplacer,  se  nomment  les 
composantes. 

7.  Lorsque  plusieurs  forces  appliquées  ù un  même 
point  matériel  se  détruisent,  de  mauière  que  le  point 
reste  en  repos,  on  dit  qu’il  est  en  équilibre , ou  que  les 
forces  se  font  équilibre.  Supposons,  par  exemple,  qu’un 
point  A (PI.  XXI,  fi  g.  9)  reçoive  simultanément  l’ac- 
tion des  deux  forces  égales  P et  P’,  dont  la  première  le 
pousse  dans  la  direction  JPt*  et  la  seconde  dans  la  direc- 
tion opposée  AP',  ce  poiut  ne  pouvant  obéir  ù l’une  de 
ces  impulsions  plutôt  qu’à  l’autre,  demeurera  néces- 
sairement en  repos.  Il  en  serait  encore  de  même  si,  outre 
les  deux  forces  P et  P’,  le  point  A recevait  encore  l’ac- 
tion de  deux  autres  forces  égales  Q et  Q'  opposées  dans 
leur  direction. 

Dans  tous  les  cas  où  un  système  de  forces  appli- 
quées simultanément  ù un  point  matériel  produit  le 
mouvement , il  est  visible  qu’en  ajoutant  au  système 
une  force  égale  à la  résultante  et  agissant  dans  une  di- 
rection opposée,  le  nouveau  système  sera  en  équilibre; 
car  on  pourra  le  considérer  comme  composé  de  deux 
seules  forces  égales  et  opposées.  La  question  d’établir 
l’équilibre  dans  un  système  de  forces  données  dépend 
donc  de  la  détermination  de  leur  résultante.  Ce  pro- 
blème, qu’-on  désigne  sous  le  nom  de  composition  des 
forces , est  le  problème  fondamental  de  la  statistique  ; il 
présente  plusieurs  cas  particuliers. 

8.  Lorsque  plusieurs  forces  agissent  sur  un  point  dans 
la  même  direction,  leur  résultante  agit  nécessairement 
dans  cette  même  direction,  et  elle  est  égale  à leur 
somme.  Si  quelques-unes  seulement  de  ces  forces  agis- 
sent dans  une  même  direction,  et  toutes  les  autres  dans 
une  direction  opposée , la  résultante  est  égale  à la  dif- 
férence entre  la  somme  des  premières  et  celle  des  se- 
condes, et  agit  dans  la  direction  de  la  plus  grande  somme. 
Le  problème  ne  présente  de  difficulté  que  dans  le  cas 
où  les  directions  des  composantes  forment  des  angles 
entre  elles. 

9.  Considérons  d’abord  le  cas  le  plus  simple,  celui 
de  deux  forces  égales  tirant  simultanément  le  point  A 
(PI.  XXI,  fig.  10)  dans  les  directions  AN  et  AM  faisant 
entre  elles  un  angle  quelconque  MAN.  Le  point  A ne 
pouvant  sc  mouvoir  en  même  temps  sur  deux  directions 
différentes,  prendra  une  direction  intermédiaire  AR,  et 
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comme  il  n’existe  aucune  raison  pour  que  cette  direc- 
tion de  la  résultante  soit  située  plus  près  de  AM  que 
de  AN,  au-dessus  plutôt  qu'au- dessous  du  plan  de  ccs 
directions,  elle  divisera  évidemment  l’angle  MAN  en 
deux  parties  égales. 

Ainsi  représentant  l’intensité  de  la  première  force  par 
la  droite  AP  prise  sur  sa  direction  AM,  et  l’intensité  de 
la  seconde  force  par  la  droite  AP*  = AP,  prise  égale- 
ment sur  sa  direction  AN,  si  nous  construisons  le  paral- 
lélogramme APQP',  la  diagonale  AQ  de  ce  parallélo- 
gramme sera  la  direction  de  la  résultante  dont  il  ne 
nous  reste  plus  qu’à  trouver  la  grandeur,  et  nous  pour- 
rons poser  comme  théorème  : 

La  résultante  de  deux  forces  égales  concourantes  d un 
même  point  a pour  direction  la  diagonale  du  parallélo- 
gramme construit  sur  ces  forces. 

10.  AP  et  AP' représentant  toujours  deux  forces  égales 
qui  agissent  sur  le  point  A (PL  XXI,  fig.  1 1),  supposons 
que  la  force  AP'  croisse  de  la  quantité  P'Q  = AP',  ou 
qu’elle  devienne  double  de  la  force  AP,  la  résultante 
des  deux  forces  AP  et  AQ,  dont  la  première  est  moitié 
plus  petite  que  la  seconde,  sera  encore  dirigée  suivant 
la  diagonale  AS  de  leur  parallélogramme.  En  effet,  la 
diagonale  AR  du  parallélogramme  construit  sur  les 
forces  égales  AP  et  AP' étant  la  direction  de  leur  résul- 
tante ou  le  chemin  que  parcourt  le  point  A par  l’actiou 
de  ces  forces,  imaginons  les  points  A cl  R liés  entre 
eux  d’une  manière  invariable;  l’un  ne  pourra  se  mou- 
voir sans  entraîner  l’autre,  et  le  résultat  sera  le  même, 
soit  qu’on  considère  le  point  A comme  tiré  par  les  forces 
AP  et  AP'  dans  la  direction  AR,  ou  le  point  R comme 
poussé  dans  la  direction  RM  par  les  forces  PR  et  P’R. 
On  peut  donc  substituer  au  système  des  trois  forces  AP, 
AP',  P'Q,  celui  des  trois  forces  PR,  P'R,  P'Q. 

Mais  la  force  P'R,  qui  pousse  le  point  R,  agit  comme 
si  elle  entraînait  le  point  P',  et  on  peut  encore  substituer 
aux  forces  P'R  et  P'Q  égales  et  concourantes  au  point  P', 
une  force  agissant  dans  la  direction  de  leur  diagonale 
P'S.  Ainsi  les  trois  forces  PR,  P'R,  P'Q  sc  réduisent  h 
deux  forces,  l une  dirigée  suivant  PR  ou  RS,  et  l’autre 
suivant  P'S,  dont  la  résultante  doit  nécessairement  pas- 
ser par  le  point  de  concours  S ; car  on  peut  considérer 
les  forces  US  et  P'S  comme  agissant  à leur  point  de 
concours,  et  ce  point  S devant  être  mu  de  la  même 
manière  que  s’il  était  sollicité  par  l’action  simultanée 
de  ces  deux  forces,  ne  peut  être  qu’un  ‘des  points  de  la 
résultante.  Or,  cette  résultante  devant  être  celle  de  tout 
le  système,  passe  aussi  par  le  point  A : donc  clic  a né- 
cessairement pour  direction  la  diagonale  AS. 

En  augmentant  la  force  AQ  = 3 AP  d’une  nouvelle 
quantité  AP,  onf  démontrerait  par  les  mêmes  raisonne- 
mens,  que  la  résultante  des  deux  forces  AP  et  3 AP  est 
dirigée  suivant  la  diagonale  de  leur  parallélogramme,  et 
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par  suite  qu’il  en  est  toujours  ainsi  pour  la  force  AP  et 
4AP,  APct5AP,  etc.  Donc,  en  général,  m désignant 
un  nombre  entier  quelconque,  deux  forces  AP  et  tn  AP, 
dont  les  grandeurs  sont  entre  clics  dans  le  rapport 
1 : m,  ont  leur  résultante  dans  la  direction  de  la  diago- 
nale de  leur  parallélogramme. 

La  même  marche  appliquée  successivement  aux 
forces  »n  X AP  et  aAP,  m X AP  ct5AP,  etc.,  prouve- 
rait que  la  proposition  a encore  lieu  pour  deux  forces 
dont  les  grandeurs  sout  entre  elles  dons  le  rapport  de 
deux  nombres  entiers  quelconques  m et  n,  et  il  est  fa- 
cile de  s’assurer,  par  une  réduction  à l’absurde,  qu’elle 
s’étend  au  cas  do  deux  forces  incommensurables. 

Soient , en  effet,  deux  forces  représentées,  en  gran- 
deur et  en  direction,  par  les  droites  incommensurables 
entre  elles  AP  et  AQ  (PI.  XXI,  fig.  ia),si  leur  résultante 
n’était  pas  dirigée  suivant  la  diagonale  AR  de  leur  pa- 
rallélogramme, elle  aurait  une  autre  direction  AR'  qui 
couperait  en  un  certain  point  R'  le  côté  PR  du  parallé- 
logramme ou  son  prolongement  ; et  alors,  en  prenant 
entre  R'  et  R un  point  O,  tel  qu’eu  menant  ON  paral- 
lèle à AP,  les  droites  AP  et  AN  soient  commcnsurables 
entre  elles,  la  diagonale  AO  serait  la  direction  de  la  ré- 
sultante des  deux  forces  AP  et  AN.  Mais  la  force  AP 
restant  la  même,  la  résultante  doit  sc  rapprocher  d’au- 
tant plus  de  l’autre  composante  que  cette  composante 
est  plus  grande  ; ainsi  il  est  absurde  que  AR'  soit  la 
direction  de  la  résultante  de  AP  et  de  AQ,  tandis  que 
AO  est  la  direction  de  la  résultante  de  AP  et  de  AN.  Il 
est  donc  impossible  de  supposer  que  la  résultante  de 
deux  forces  incomihcnsirrables  ait  une  autre  direction 
que  la  diagonale  de  leur  parallélogramme.  Ceci  posé, 
il  est  facile  de  démontrer  le  théorème  suivant,  qui 
renferme  tonte  la  composition  des  forces. 

1 1.  Théorème.  La  résultante  de  deux  forces  quelconques 
appliquées  à un  mégie  point  et  représentées  par  des  droites 
prises  sur  leurs  directions,  à partir  de  ce  point,  est  re- 
présentée en  grandeur  et  en  direction  par  la  diagonale  du 
parallélogramme  construit  sur  ces  deux  forces. 

Désignons  par  P et  Q les  composantes  et  par  R leur 
résultante.  Les  forces  P et  Q étant  représentées  par  les 
droites  AP  et  AQ  (PI.  XXI,  fig.  i3),  si,  au  point  A et 
dans  la  direction  de  la  diagonale  AM  du  parallélo- 
gramme construit  entre  AP  et  AQ,  nous  appliquons 
une  fbrcc  AR  égale  et  directement  opposée  à la  résul- 
tante R , les  trois  forces  AP,  AQ,  AR  seront  en  équi- 
libre (8),  et  nous  pourrons  considérer  une  quelconque 
d’entre  elles,  AQ,  comme  égale  et  directement  opposée 
ù la  résultante  des  deux  Autres.  Ainsi,  menant  par  le 
point  P une  droite  PQ'  parallèle  à AR,  le  point  Q'  où 
cette  parallèle  rencontre  la  direction  de  la  résultante 
AQ'  de  AP  et  de  AR,  déterminera  la  grandeur  du  côté 
PQ',  qui,  dans  le  parallélogramme  des  forces  A1*  cl  AR, 
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est  égal  et  opposé  au  cùté  AU;  mais  P .U  étant  parallèle 
àAQ',  le  quadrilatère  AQ'PM  est  un  parallélogramme; 
donc  PQ'  = AM,  et  par  conséquent  AM  =*  AU  = U. 
Ainsi  la  diagonale  AM  représente  non  seulement  la  di- 
rection de  ia  résultante  des  deux  forces  1*  et  Q,  mais 
encore  sa  grandeur. 

Cette  démonstration  du  parallélogramme  des  forces 
est  la  plus  simple  et  la  plus  rigoureuse  de  toutes  celles 
qui  reposent  sur  des  considérations  géométriques.  Elle 
est  duc  à 31.  Duehayla.  ( Voyez  Force,  tome  II.) 

Signalons  maintenant  les  principales  conséquences 
de  ce  théorème. 

Si  les  deux  forces  P et  Q sont  égales  entre  elles,  on 
a dans  le  triangle  rectangle  (fig.  1 4«  PI*  XXI)  APO,  en 
désignant  l’angle  PAO,  moitié  de  l’angle  PAQ  des 
forces,  par  y, 

i : cos  y = AP  ; AO  ; 

d’où 

AO  = AP  X cos  f ; 

mais 

AP  = P el  AOr=i  ar  = Ar, 


Cette  formule  fait  connaître  la  grandeur  de  la  résul- 
tante U de  deux  forces  égales  P faisant  entre  elles  un 
angle  aj/ 

ia.  Si  les  forces  P et  Q sont  à angle  droit  (PI.  XXI, 
fig.  i5),  on  a dans  les  triangles  rectangles  A PU,  AQIl 

AP  = AR . eos  PAR  , AQ  = AU . cos  QAR. 

ou,  désignant  par  y l’angle  de  la  résultante  AU  = U 
avec  la  force  AP  =■=  P, 

P = R cos  y,  Q = Usine-, 

on  a,  de  plus, 

R’aaP’  + Q*. 

13.  L’angle  PAQ  des  composantes  (PI.  XXI,  fig.  16) 
étant  différent  d’un  droit,  si  nous  le  désignons  par  et 
par  f celui  de  la  résultante  avec  «ne  des  composantes 
p = AP,  connue  l’angle  APU  est  le  supplément  de 
l’angle  nous  aurons 

R : Q = sin  ^ : sin 

c’est-à-dire  que  la  résultante  est  à une  composante 
comme  le  sinus  de  l’angle  des  composantes  est  au  sinus 
de  l’angle  compris  entre  la  résultante  ctl  autre  compo» 

santé. 

14.  Eufio,  quel  que  soit  l’angle  PAQ  des  compo- 


santes (fig.  tG,  PI.  XXI),  le  triangle  APR  donne  [voy. 
Tmgonomét&ie,  tome  II) 

AR  = ïp’  -f  Vit2  — aAP  X PH  X cos  A Plt  ; 

Mais  PR  = AQ,  et  comme  l’angle  A PH  est  le  supplé- 
ment de  l’angle  des  forces,  PAQ  = ÿ,  on  a 

cos  APR  = — ■ cos  $ ; 

donc 

R*  = P*  + Q1  H"  »PQ  cosf 

Cette  expression  fait  connaître  ta  grandeur  de  la  résul- 
tante de  deux  forces  quelconques  P et  Q faisant  entre 
elles  un  angle  quelconque  En  y posant  ÿ = 90%  ou 
retrouve  la  formule  du  n*  1 a,  et  eu  prenant  P = Q, 
celle  du  n*  11. 

Le  même  triangle  APR  donne  encore 
AP  : Pll  : AU  = sin  PR  A : sin  PAU  : sin  APR. 

Or,  prolongeant  AR  en  R'  et  observant  que  PU  = AQ 
et  que 

sin  PUA  =■  sin  RAQ  =*  sin  R'AQ, 
sin  PAU  = sin  PAR', 
sin  APR  — sin  PAQ, 

on  voit  que  cette  proportion  est  la  même  chose  que 
p : Q : R = sin  R'AQ  : sin  PAU'  : sin  PAQ. 

Maintenant , si  l’on  applique  au  point  A une  force 
AUr—  R’  égale  et  directement  opposée  à la  résultante 
R,  le  système  des  trois  forces  P,  Q,  U'  sera  en  équi- 
libre, et  comme  U'  = R,  ou  aura  également  entre  ccs 
trois  forces  la  relation 

p : Q : R'  = sin  R'AQ  : sin  PAR'  : sin  PAQ , 

d’où  l’on  peut  conclure  que  trois  forces  sont  en  équilibre 
lorsque  la  grandeur  de  chacune  d'elles  est  proportionnelle 
au  sinus  de  l'angle  formé  par  ladirection  des  deux  autres. 

i5.  Le  parallélogramme  des  forces  conduit  immé- 
diatement A la  détermination  de  la  résultante  d’un 
nombre  quelconque  de  forces  appliquées  à un  même 
point,  lors  même  qu’elles  ne  sont  pas  situées  dans  un 
même  plan;  car,  en  les  composant  deux  ù deux,  ou 
peut  toujours  diminuer  successivement  le  nombre  des 
forces  du  système  et  les  réduire  enfin  à une  seule,  qui 
est  la  résultante  générale.  Soient,  par  exemple  (fig.  17, 
Pl.  XXI),  les  forces  P,  P',  P*,  etc. , qui  concourent  au 
point  A,  les  ayant  représentées  par  les  parties  AP,  AP'. 
AP’,  etc.,  de  leurs  directions,  on  construira  sur  AP  et 
APf  le  parallélogramme  APRP*,  dont  la  diagonale  AII 
sera  la  résultante  des  deux  forces  P et  P';  sur  AR  et  AP’, 
on  construira  ensuite  le  parallélogramme  Al  U P , Cl  sa 
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diagonale  AR'  sera  la  résultante  des  trois  forces  P,  P', 
P';  construisant  encore  sur  AR'  et  AP"'  le  parallélo- 
gramme AR'R'R"',  on  aura,  pour  la  résultante  des 
quatre  forces  P,  P',  P",  P'"  la  diagonale  AR',  et  ainsi 
de  suite.  En  procédant  de  cette  manière,  on  parviendra 
toujours  soit  à une  dernière  diagonale  qui  sera  la  résul- 
tante du  système,  soit  à deux  forces  directement  oppo- 
sées. Si  le  système  était  en  équilibre,  ces  deux  dernières 
forces  seraient  égales. 

16.  Lorsque  les  forces  concourantes  à un  même 
point  ne  sont  qu’au  nombre  de  trois  et  que  leurs  direc- 
tions ne  sont  pas  comprises  dans  le  même  plan,  la  con- 
struction précédente  fait  connaître  une  propriété  très- 
importante  de  la  résultante.  Soient,  en  effet,  les  trois 
forces  P = AP,  P'  = AQ,  P'  = AR  (PI.  XXI,  fig.  iB), 
dirigées  d’une  manière  quelconque  dans  l’espace;  con- 
struisons dans  le  plan  des  deux  forces  AQ  et  AR  le  pa- 
rallélogramme AQTR,  la  diagonale  AT  sera  la  résul- 
tante de  ces  deux  forces,  et  si  nous  construisons  ensuite 
dans  Je  plan  des  deux  droites  AT  et  AP  le  parallélo- 
gramme PATS,  sa  diagonale  AS  sera  la  résultante  des 
deux  forces  AT  et  AP  ou  celle  des  trois  forces  AP,  AQ 
et  AR;  mais  il  est  facile  de  voir  que  AS  est  la  diagonale 
du  parallélipipède  construit  sur  les  trois  forces  AP,  AQ 
et  AR  ; donc  la  résultante  de  trois  forces  appliquées  à un 
même  point  et  dont  les  directions  ne  sont  pas  dans  le 
même  plan  est  représentée  en  grandeur  et  en  direction  par 
la  diagonale  du  parallélipipède , construit  sur  ces  forces. 

Les  relations  connues  entre  la  diagonale  d’un  paral- 
lélipipèdc  et  ses  trois  arêtes  donnent  immédiatement 
la  valeur  de  la  résultante  AS,  que  nous  nommerons  S. 
Désignons  respectivement  par  (P,  Q),  (P,  R),  (Q,  R) 
les  angles  que  font  entre  elles  les  forces  P et  Q,  P et  R, 
Q et  R,  nous  aurons 

S»  = P*  -j-  Q1  -f  R»  -f  aPQ  cos  (P,Q) 

-f-  aPR  cos  (P, R)  -j-  aQR  cos  (Q,R). 

Si  les  forces  P,  Q et  R sont  perpendiculaires  entre 
elles,  on  aura  simplement 

S*=rP*-}-Q*-f  RS. 

1 7.  La  décomposition  des  forces  repose  sur  les  mê- 
mes principes  que  leur  composition.  Il  est  évident, 
d’après  ce  qui  précède,  qu’on  peut  toujours  substituer 
à une  force  quelconque  un  système  de  deux  forces  agis- 
sant dans  le  même  plan  ou  un  système  de  trois  forces 
agissant  dans  l’espace  A trois  dimensions.  Soit  en  effet 
AR  une  force  appliquée  A un  point  A (PI.  XXI,  fig.  19) 
représentons  par  AP  une  autre  force  d’une  direction 
quelconque,  joignons  les  points  P et  R par  la  droite 
PR,  menons  RQ  parallèle  A AP  et  AQ  parallèle  à PR, 
AR  sera  la  diagonale  du  parallélogramme  AQRP,  et 
Von  pourra  conséquemment  remplacer  la  force  AR  par 
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les  deux  forces  AQ  et  AP.  Prenons  maintenant  hors  du 
plan  AQRP  une  droite  AS  pour  représenter  une  autre 
force  d’une  grandeur  et  d’une  direction  arbitraire,  me- 
nons SQ  puis  AT  parallèle  A SQ  et  TQ  parallèle  A AS, 
AQ  sera  la  diagonale  du  parallélogramme  ASQT,  de 
sorte  que  nous  pourrons  remplacer  la  force  AQ  par  les 
deux  forces  AS  et  AT  ; ainsi  la  force  primitive  AR 
pourra  être  remplacée  par  les  trois  forces  AP,  AT,  AS. 
Cette  décomposition  peut  s’effectuer  d’une  infinité  de 
manières  différentes , puisque  les  forces  AP  et  AS  sont 
entièrement  arbitraires. 

18.  Bbrsqu’on  décompose  uoe  force,  on  assujettit 
ordinairement  les’  composantes  A la  condition  d’être 
perpendiculaires  entre  elles , ce  qui  simplifie  les  rela- 
tions ; mais  alors  les  grandeurs  de  ces  composantes  se 
trouvent  déterminées  par  les  angles  qu’elles  font  avec 
la  résultante,  et  l’on  ne  peut  prendre  aucune  d’elles  ar- 
bitrairement. Soit,  par  exemple,  AR  (PI.  XXI,  fig.  i5) 
la  force  qu’on  veut  remplacer  par  deux  autres  forces 
rectangulaires  appliquées  au  même  point  A ; menons  la 
droite  AP  dans  une  direction  quelconque,  puis  la  droite 
AQ  perpendiculaire  à AP;  du  point  R abaissons  res- 
pectivement sur  AP  et  sur  AQ  les  perpendiculaires  RP 
et  RQ,  ces  perpendiculaires  détermineront  les  compo- 
santes AP  et  AQ;  et  l’on  voit  que  dans  cette  construc- 
tion il  n’y  a d’arbitraire  que  l’angle  PAR.  S’il  s’agissait 
de  décomposer  AR  en  troi^forces  rectangulaires,  dans 
l’espace,  on  pourrait  de  nouveau  prendre  une  compo- 
sante d’une  direction  quelconque,  en  opérant  de  la 
même  manière. 

19.  Nommons  «,  p et  y les  angles  que  trois  forces 
rectangulaires  X,  Y,  Z font  respectivement  avec  leur 
résultante  R,  et  observons  que  puisque  R est  la  diago- 
nale du  parallélipipède  rectangle  construit  sur  les 
droites  X,  Y,  Z,  nous  avons  (Géom.  , i5) 

X = R cos  « , Y = R cos  p,  Z = R cos  y, 
cl 

f. 

R = l/[x,+ï‘  + Z,l, 

les  angles  «,  p et  y sont  d’ailleurs  liés  par  la  relation 
(Géom.,  >3) 

COS*  U -J-  COS*  p -j-  COS*  y sa  I . 

Ces  équations  servent  A trouver  la  valeur  et  la  direction 
de  la  résultante  lorsque  les  composantes  sont  données, 
et  vice  cersd. 

ao.  Si  l’une  des  composantes  est  nulle,  Z,  par  exem- 
ple, on  a seulement 

X = R COS  a , Y sas  R cos  3 , 

n«l/[x>  + Y*]; 
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dans  ce  cas,  la  résultante  R est  comprise  dans  le  plan 
des  deux  composantes  X et  Y,  comine  nous  l’avons  vu 
ci-dessus. 

ai.  Ces  dernières  expressions  conduisent  facilement 
aux  conditions  d’équilibre  d’un  nombre  quelconque  de 
forces  appliquées  à un  même  point  et  comprises  ou  non 
dans  un  même  plan.  Soient  P,  P',  P',  etc.  (PI.  XXI, 
fig-  ao)  des  forces  concourantes  au  point  A et  que  nous 
supposerons  d’abord  situées  dans  un  même  plan  ; me- 
nons par  le  point  À les  axes  rectangulaires  AX , AY,  et 
représentant,  les  forces  P,  P',  P%  etc.,  par  les  parties 
AP,  AP',  AP*,  etc.,  de  leurs  directions;  décomposons 
chacune  de  ces  forces  en  deux  autres  dirigées  suivant 
les  axes  AX  et  AY.  De  cette  manière,  le  système  donné 
sera  transformé  en  un  autre  qui  ne  contiendra  plus  que 
des  forces  dirigées  suivant  les  deux  axes,  et  dont  il  sera 
facile  de  trouver  la  résultante. 

Nommons»,  etc.,  les  angles  que  les  forces  P, 
P',  P%  etc.,  font  avec  l’axe  cos  x,  et  (3,  p,  p,  etc.,  les 
angles  qu’elles  font  avec  l’axe  des  y.  Si  nous  considé- 
rons en  particulier  la  force  P ou  AP,  nous  verrons  que 
ses  deux  composantes  AM  et  AN  ont  pour  valeurs 

AM  = P cos «,  AN  = P cos p, 

et  qu’en  général  les  composantes  dans  le  sens  des  x 
sont  exprimées  par 

P COS  a,  P'coscc',  P' cos«*,  etc., 
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et  comme  ces  composantes  agissent  dans  une  direction 
opposée,  nous  aurons  pour  leur  résultante 

X =3  P cos  PAX  — P'  cos  P'ÀX'. 

Or,  oc  et  «'  désignant  les  angles  que  forment  respective- 
ment les  forces  P et  P'  avec  l’axe  positif  AX,  on  a 

PAX  = «,  P'AX' =s  180  — 

d’où  cos  P'AX'  =5  — cos  a'  ; la  résultante  X est  donc 
encore  exprimée  par 

X = P cosa  P’cos a, 

et  l’on  voit  qu’en  se  réservant  de  déterminer  les  signes 
des  cosinus  lorsqu’on  voudra  réaliser  les  calculs,  on 
peut  donner  à toutes  les  composantes  le  signe  comme 
nous  l’avons  fait  dans  les  expressions  (a). 

a3.  La  grandeur  de  la  résultante  se  trouvant  fixée  par 
l’expression  (é),  il  ne  s’agit  plus  que  de  trouver  sa  di- 
rection, et  pour  cet  effet,  si  nous  nommons  a et  6 les 
angles  qu’elle  forme  avec  les  axes  coordonnés,  nous 
aurons,  d’après  le  n*  ao, 

X = Rcosa,  Y = R cos  6, 
cc  qui  nous  donnera 


et  les  composantes  dans  le  sens  de  y par 

PcosjS,  P' cos  |3’,  P'  cos  <3*,  etc. 

Prenant  la  somme  de  toutes  les  composantes  qui  agis- 
sent dans  le  sens  des  x et  la  nommant  X ; prenant  éga- 
lement la  somme  de  toutes  les  composantes  qui  agis- 
sent dans  le  sens  des  y et  la  nommant  Y,  nous  aurons 

w 

P cos  « -f-  P'  cos  «'-f-  P*  cos  a’-j-  etc.  = X, 

P cos  /3  -}-  P'  cos  /&’— J—  P*  cos  p -f~  etc.  = Y, 

et,  par  conséquent , toutes  les  forces  proposées  seront 
réduites  & deux  forces  rectangulaires  X et  Y,  dont  la 
résultante  R aura  pour  valeur (é) 

R*  s=  X*  -j-  Y1. 

aa.  Il  est  essentiel,  en  formant  la  somme  des  compo- 
santes par  rapport  à chaque  axe,  d’avoir  égard  aux 
dont  les  cosinus  peuvent  être  affectés,  car  ces  signes 
déterminent  le  sens  suivant  lequel  agissent  les  compo- 
santes. Pour  fixer  les  idées,  considérons  seulement  deux 
forces  P et  P'  (fig.  ai,  PI.  XXI).  Leurs  composantes 
suivant  l’axe  des  x seront 

AQ  = P cos  PAX,  AS  = P'cos  P'AX', 

Tou.  ni. 


a4>  Si  toutes  les  forces  proposées  sont  en  équilibre, 
la  résultante  R est  nulle,  et  l’on  a 

X’  + Y*:=o, 

équation  qui  ne  peut  être  satisfaite  que  par  les  valeurs 
X=  o,  Y =e=  o, 

car,  quel  que  soit  le  signe  des  sommes  X et  Y,  leurs 
carrés  sont  essentiellement  positifs. 

a5.  Considérons  maintenant  un  système  de  forces 
P,  P',  P', etc.,  toujours  concourantes  à un  même  point, 
mais  dirigées  d’une  manière  quelconque  dans  l’espace. 
Par  le  point  de  concours,  imaginons  trois  axes  rectan- 
gulaires AX,  AY,  AZ,  et  nommons  «,  etc.,  les 

angles  respectifs  des  forces  avec  l’axe  AX;  (3,  p,  /J',  etc., 
leurs  angles  avec  Taxe  AY,  et  y,  y , y*,  etc.,  leurs  angles 
avec  l’axe  AZ.  Si  nous  décomposons  chaque  force  en 
trois  autres  dirigées  suivant  les  axes,  les  composantes 
dans  le  sens  des  x seront  (n*  19) 

P cos  « , P'  cos  x,  ?'  cos  etc.  ; 

celles  dans  le  sens  des  y 

P cos  P'  cos  p,  P'  cos  p , etc. , 
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et  lei  composantes  dans  le  sens  des  x 

P cos  y,  P'  COS  y',  F COS  y',  CtC. 

Nommant  X,  Y,  Z les  sommes  respectives  des  compo- 
santes par  rapport  à chaque  axe,  ou  posant (i) 

X = P cos  «4- P' cos  “4-P#  cos  k -f-  etc. , 

Y = P cos  (3  -|-  P' cos  P 4"  P#  cos  ? 4"  elc*  » 

Z = P COS  y 4-  P*  COS  y 4“  P*  COS  y 4“  CtC.  , 

le  système  propose  se  réduira  à trois  forces  rectangu- 
laires x,  y,  Z , et  nous  aurons  pour  la  valeur  de  sa  résul- 
tante (n°  19) (d) 

R«  = X»4-Y»4- z>. 

En  réalisant  les  calculs,  il  faudra  avoir  égard  aux  signes 
des  cosinus  comme  nous  l'avons  indiqué  ci-dessus. 

26.  Pour  déterminer  la  direction  de  la  résultante  H, 
il  faut  trouver  les  angles  qu'elle  forme  avec  les  axes 
coordonnes.  Or,  nommant  a,  6,  c,  ccs  angle-.,  on  a,  d'a- 
près les  expressions  du  n*  19, 

X Y Z 

cos  a — jy , cos  6 « — , cos  c = ^ . 

37.  Dans  le  cas  de  l’équilibre  des  forces  P,  P\  P",  etc., 
la  résultante  R devant  être  nulle,  on  a 

X*  4_  Y1 4-  Z*  = o, 

équation  qui  ne  peut  être  satisfaite  qu'autant  que  chaque 
terme  est  nul  isolément  ; ainsi 

X=o,  Y=o,  Z ss  o , 
ou,  cc  qui  est  la  même  chose, 

P cos  « 4*  P c0s  «#  4"  P*  cos  a 4~  etc.  « o, 

P cos  j3  4~  P cos  P'  4"  P*  cos  P'  4"  e*c>  “ 0 ♦ 

P COS  y 4-  P'  COS  y -f-  P* COS  y 4“  CtC.  = O, 

sont  les  équations  d'équilibre  d’un  système  de  forces 
concourantes  & un  même  point  et  situées  d’une  manière 
quelconque  dans  l’espace. 

u8.  Examinons  maintenant  la  composition  des  forces 
appliquées  il  différons  points  d’un  corps  ou  système  de 
corps,  dans  l’hypothèse  où  ces  points  sont  maintenus  à 
des  distances  fixes  les  uns  des  autres;  ce  qui  permet  de 
Ica  considérer  comme  liés  entre  eux  par  des  droites  in- 
flexibles. 

Concevons  une  droite  AB  (PI.  XXI,  fig.  aa)  composée 
de  points  matériels  liés  d’une  manière  inébranlable,  et 
aux  extrémités  A et  B de  laquelle  sont  appliquées  deux 
forces  P et  Q,  dont  les  directions  sont  parallèles.  Il 
s’agit  de  déterminer  la  grandeur  de  la  résultante  de  ces 
forces  et  son  point  d’application  sur  la  droite  AB. 
Représentons  les  forces  P et  Q par  les  parties  AP  et 
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BQ  de  leurs  directions,  et  observons  qu’en  appliquant 
aux  points  A et  B deux  uouvellcs  forces  AR  et  BS  égales 
et  directement  opposées,  le  système  des  forces  P et  Q 
n’éprouvera  aucun  changement,  puisque  ces  nouvelles 
forces  sc  détruisent.  La  résultante  du  système  des  quatre 
forces  A R,  AP,  BQ,  BS,  sera  doue  identiquement  la 
même  que  celle  des  deux  forces  P et  Q ; mais,  en  con- 
struisant les  parallélogrammes  RAPM,  SBQN , nous 
avons  pour  la  résultante  des  deux  forces  AR  et  AP  la 
diagonale  AM,  et  pour  la  résultante  des  deux  forces  BS 
et  BQ  la  diagonale  BN.  Ainsi,  au  système  des  quatre 
forces  AU,  AP,  BQ,  BS,  et  par  conséquent,  au  système 
des  deux  forces  P et  Q nous  pouvons  substituer  le  sys- 
tème des  deux  forces  AM  et  BN,  qui  ne  sont  pas  paral- 
lèles. et  qui  conséquemment  concourent  en  un  point  O, 
par  lequel  doit  aussi  passer  leur  résultante  ou  la  résul- 
tante cherchée  des  forces  parallèles  P et  Q. 

Menons  por  le  point  O,  OR  parallèle  aux  forces  P et 
Q et  CD  parallèle  à AB,  et  imaginons  en  outre  que  les 
deux  forces  AM  et  BN  sont  appliquées  au  point  O,  ce 
qui  nous  permettra  de  décomposer,  d'une  part,  AM  en 
deux  autres  forces  dirigées  suivant  OC  et  OR,  et  de 
l’autre  BN  en  deux  autres  forces  dirigées  suivant  OD  et 
OR  ; or,  les  circonstances  de  la  décomposition  des  forces 
AM  et  BN  sont  les  mêmes  en  O qu’en  À et  B ; ainsi  les 
composantes  de  AM  seront  OC  = AR  et  OE  ==  AP,  et 
celles  de  B N seront  OD  — BS  et  OP  — BQ  ; mais  les 
deux  forces  égales  et  opposées  OC  et  OD  sc  détruisent. 
Ainsi  les  seules  forces  agissantes  du  système  sont  OE  et 
OF,  dont  la  résultante  OE4~  OF  = P 4"  Q d*- 
reclion  OR  ; donc 

La  résultante  de  deux  forces  parallèles  est  égale  d leur 
somme  et  leur  est  parallèle. 

Pour  trouver  le  point  H,  où  passe  cette  résultante, 
observons  que  les  deux  triangles  semblables  OAH , 
AMP  donnent 

AP  : PM  = OH  : AH, 

et  que  les  deux  autres  triangles  semblables  OBII,  BQN 
donnent  aussi 

BQ  : QN  =OH  : Ml. 

Les  moyens  de  ces  deux  proportions  étant  égaux , les 
extrêmes  sont  en  proportion,  et  l’on  a 

AP  : BQ  = BH  : AH , 
ou 

P : Q «BH  : AH, 

c’est-à-dire  que.  le  point  II  partage  la  droite  AB  eo 
deux  parties  réciproquement  proportionnelles  aux  forces 
P et  Q La  résultante  de  deux  forces  parallèles  est  donc 
égale  à leur  somme,  leur  est  parallèle,  et  ditite  la  droite 
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d'application  tn  deux  partie»  réciproquement  propor- 
tionnelle» aux  composantes. 

29.  Tout  ce  qui  concerne  le  point  d’application  de 
la  résultante  de  deux  forces  parallèles  étant  indépen- 
dant de  la  direction  de  ces  forces,  si  nous  supposons 
que  les  deux  forces  P et  Q prennent  les  directions  AP', 
BQ'  (fig.  a3,  PI.  XXI),  la  résultante  Eprendra  égale- 
ment la  direction  IIE'  parallèle  à ces  dernières;  mais 
son  point  d'application  U ne  changera  pas,  puisqu'on 
doit  toujours  avoir 

P : Q =»  BH  : AH. 

Ce  point  d'application  de  la  résultante  a reçu,  à cause 
de  cette  propriété,  le  nom  de  centre  des  force»  parallèles. 

Désignons  par  a la  droite  AB,  parp  la  distance  AH 
du  centre  des  forces  au  point  d’application  de  la  force 
P,  et  par  g la  distance  BH  de  ce  même  centre  au  poiut 
d’application  de  la  force  Q ; nous  aurons,  d’après  ce  qui 
précède,  les  trois  équations 


RÉS 


P et  R,  qui  agissent  dans  le  même  aens  ; ainsi,  proion* 
géant  BQ  d’une  quantité  BS  = BQ,  la  droite  BS  re- 
présentera la  résultante  des  forces  P et  E,  et  l’on  aura 


d’où 


S = P + R, 
E =»  S — P, 


et  conséquemment,  E = Q — P à cause  de  S = Q. 
Ainsi  la  résultante  de  deux  forces  parallèles  opposées  est 
égale  d la  différence  de  ce»  forces. 

Pour  déterminer  le  point  d’application  E,  nous 
avons  (a8) 

P : E = BE  : AB, 

d’où 

(P  + E)  : R =.=  (BE  + AB)  : AB, 
c'est-à-dire 

Q : R = AE  : AB, 


(■) R =p  + Q, 

(») Pp  = Qï> 

(s) «i  =P  + 1, 


proportion  dont  on  tire 


AE  = 


Q X AB 
R 9 


qui  renferment  implicitement  la  solution  de  toutes  les 
questions  qu’on  peut  se  proposer  sur  les  forces  paral- 
lèles. 

Pour  mettre,  par  exemple,  deux  telles  forces  données 
P et  Q en  équilibre,  comme  il  suffit  d’appliquer  au 
centre  une  force  égale  et  directement  opposée  à la  ré- 
sultante, dont  la  grandeur  est  P -f-  Q,  il  faut  déterminer 
ce  cenh-e , ou  trouver  la  valeur  de  p ou  de  q.  Substi- 
tuant donc  dans  l’équation  (a)  la  valeur  de  q tirée  de 
l’équation  (5),  il  vient 

Pp  = Q(* —-/>)> 

d’où  l’on  tire 


p=“  p-FQ’ 

La  valeur  de  p étant  ainsi  connue,  on  connaît  le  centre 
H,  et  en  lui  appliquant  une  force  P -f-  Q parallèle  aux 
composantes,  mais  directement  opposée,  l’équilibre  sera 
produit  dans  le  système. 

3o.  Si  les  deux  forces  parallèles  P et  Q (flg.  34)  agis- 
sent en  sens  inverse,  les  mêmes  équations  peuvent  en- 
core servir  à trouver  leur  résultante,  son  point  d’appli- 
cation, et,  par  conséquent,  fournir  les  moyens  de  les 
mettre  en  équilibre.  En  effet,  supposant  que  cette  ré- 
sultante soit  EE  appliquée  à un  point  E lié  d’une  ma- 
nière fixe  à la  droite  AB,  le  système  des  trois  forces  P, 
Q,  R étant  en  équilibre,  la  force  Q peut  être  considérée 
comme  égale  et  opposée  à la  résultante  des  deux  forces 


et,  en  substituant  à R sa  valeur  Q — P, 


AE  = 


Q_X  AB 
Q-P 


Il  résulte  du  cette  expression  que  plus  la  différence 
Q — P des  composantes  est  petite,  et  plus  le  point  E 
est  éloigné  de  B.  Dans  le  cas  de  Q = P,  AE  devient 
infiniment  grand  et  R = o ; ce  qui  flous  apprend  que, 
pour  établir  l’équilibre  entre  deux  forces  égales  paral- 
lèles et  opposées,  il  faudrait  pouvoir  appliquer  une 
force  nulle  à une  distance  infioie  du  point  B,  condition 
impossible  à remplir.  Deux  forces  semblables  ne  peu- 
vent donc  être  mises  en  équilibre  par  une  troisième,  et 
n’ont  d’autre  effet  que  celui  de  faire  touruer  la  ligne  AB 
sur  son  milieu. 

En  système  de  deux  forces  parallèles  égales  et  oppo- 
sées se  nomme  wcouple;  il  présente  la  singularité  de 
no  pouvoir  être  remplacé  par  une  force  unique. 

3».  On  obtient  la  résultante  d’uji  nombre  quelconque 
de  forces  parallèles  en  les  composant  deux  à deux  d'une 
manière  analogue  à celle  que  uous  avons  indiquée  pour 
les  forces  concourantes  à un  même  point  (i5). 

Soient,  en  effet,  P,  Q,  R,  S,  etc.  (fig.  a5,  PI.  XXI), 
des  forces  parallèles  appliquées  aux  points  A,  B,  C, 
D,  etc.,  d’une  même  droite  inflexible.  On  cherchera 
d’abord  le  point  d’application  E de  la  résultante  des 
deux  premières  forces  par  la  formule  du  n*  29 


AE  = 


Q X AB 

r + Q “ 


Digitized  by  Google 


452 


RÉS 

Ce  point  étant  trouvé,  on  mènera  une  droite 
ET  = P -f-  Q = AP  -}~  AQ;  cette  droite  représentera 
la  résultante  des  deux  forces  P et  Q.  Opérant  de  la 
même  manière  sur  ET  et  CR,  on  déterminera  le  point 
d’application  de  leur  résultante  par  l*exprc9sion 


ROU 

pourra  prendre  indifféremment  le  point  F ou  le  point  G 
pour  le  point  d'application  de  la  résultante  générale,  en 
faisant  dans  le  premier  cas 

FR’=  R-j-S  = P-}-Q  + S, 


ou 


EF 


R X EC 
T-j-R 


n x ec 
i'+q+r- 


Menant  ensuiteparlc  point  F la  droite  FT'=  P -f-  Q -j-R» 
elle  sera  la  résultante  des  trois  forces  P,  Q,  R.  Le  point 
d’application  de  la  résultante  des  forces  T et  S sera 
donné  par  l’expression 


ou 


FG 


S X FD 

r + s 


FG  = 


S X FD 

P + Q+R  + S’ 


et  la  résultante  générale  des  quatre  forces  P,  Q,  R,  S 
se  construira  en  menant  par  le  point  G une  droite 
GT*  = P-f-Q-j-R-}-S.  Ce  procédé,  qui  s’étend  évi- 
demment à un  nombre  quelconque  de  forces,  nous 
montre  que  la  résultante  d’un  système  de  forces  paral- 
lèles est  égale  d leur  somme. 

Si  plusieurs  forces  P,  Q,  R,  S,  etc.,  étaient  dirigées 
dans  un  sens,  et  d’autres  P',  Q',  R',  S',  etc.,  dans  le 
sens  opposé,  on  chercherait  d’une  part  la  résultante  des 
premières,  et  de  l’autre  la  résultante  des  secondes,  ce 
qui  réduirait  le  système  à deux  seules  forces  parallèles 
agissant  dans  des  sens  opposés;  leur  résultante,  obtenue 
comme  il  a été  dit  n*  3o,  serait  la  résultante  générale 
du  système. 

3a.  Le  même  procédé  peut  s’appliquer,  avec  une 
légère  modification,  au  cas  où  les  points  d’application 
A,  B,  C,  D,  etc.,  des  composantes  ne  sont  pas  en  ligne 
droite.  Considérons  seulement  les  trois  forces  P,  Q,  S 
(PI.  XXI,  fig.  a6)  appliquées  respectivement  aux  trois 
points  A,  B,  C liés  par  les  deux  droites  inflexibles  AB 
et  BC.  Après  avoir  déterminé  le  point  E de  la  résul- 
tante des  forces  P et  Q et  mené  ER  = P -}-  Q,  on 
joindra  les  points  E et  C par  une  droite  EC  ; et  comme, 
en  supposant  cette  droite  liée  au  système  des  deux 
autres  AB  et  BC,  on  peut  considérer  les  forces  ER  et  S 
comme  agissant  à ses  extrémités  E et  C,  on  déterminera 
le  point  G de  leur  résultante  par  l’expression 


EG 


S X EC 
R -f  S 


Menant  ensuite  GR'  parallèle  aux  composantes,  on 


et  dans  le  second 


GR'  = P -f  Q -f  S. 

33.  Lorsqu’un  système  de  forces  renferme  des  forces 
concourantes  et  des  forces  parallèles,  on  obtient  sa  ré- 
sultante en  réduisant  d’abord  toutes  les  forces  paral- 
lèles à une  seule;  puis,  lorsqu’on  n’a  plus  que  des 
forces  concourantes,  on  les  compose  deux  à deux  en 
supposant  les  forces  appliquées  ù chaque  point  de  con- 
cours. Le  dernier  point  de  concours  est  celui  auquel  on 
peut  considérer  la  résultante  générale  comme  appli- 
quée. Les  conditions  d’équilibre  d’un  tel  système  sont 
toujours  que  la  résultante  soit  nulle.  Voyez  Moment. 

ROUE.  (J! fée.)  Nom  générique  de  divers  organes 
mécaniques.  (Voyez  tome  II,  p.  435.) 

Roues  des  voitumes.  On  a cru  pendant  long-temps, 
et  c’est  encore  un  préjugé  des  personnes  étrangères  i 
la  mécanique,  que  les  voitures  à deux  roues  exigeaient 
moins  de  force  de  traction  que  les  voitures  à quatre 
roues,  toutes  choses  égales  d’ailleurs  sous  le  rapport  de 
la  charge.  Celte  erreur,  fondée  sur  une  fausse  appré- 
ciation des  effets  du  frottement,  a été  signalée,  il  y a 
plus  d’un  siècle,  par  Camus  dans  son  traité  des  Forets 
mouvantes , et  pour  éclaircir  la  question  il  suffit  de 
citer  ses  paroles.  « L’on  doit,  dit-il,  considérer  les  voi- 
tures par  l’avantage  que  l’on  en  tire  pour  rouler,  et  pour 
y appliquer  la  force  des  chevaux  ou  bœufs  d’une  ma- 
nière qui  les  fatigue  moins  et  qui  soit  la  plus  avanta- 
geuse : or,  en  appliquant  la  force  des  chevaux  à la  char- 
rette d deux  roues,  l’on  sait  assez  que  le  limonier  porte 
une  partie  du  fardeau,  de  quelque  manière  que  la  charge 
soit  en  équilibre  sur  l’essieu  ; car,  en  descendant  une 
hauteur,  tout  le  poids  tombe  sur  le  cheval;  en  mon- 
tant, il  tombe  de  l’autre  côté  en  arrière  et  enlève  le 
cheval,  ce  qui  lui  ôte  une  grande  partie  de  sa  force;  s’il 
est  chargé  à dos,  en  sorte  que  le  poids  ne  l’emporte  pas 
en  montant , dans  un  terrain  uni  il  sera  doublement 
fatigué  de  porter  et  de  tirer;  et  comme  les  roues  tom- 
bent dans  les  creux,  l’une  d’un  côté  et  l’autre  de  l’autre, 
les  limons  de  la  charrette  donnent  dans  les  flancs  des 
limoniers,  par  où  il  en  périt  beaucoup.  De  plus,  dans 
la  charrette,  le  poids  n’est  que  sur  deux  roues,  et  lors- 
qu’une tombe  dans  un  creux  ou  dans  une  ornière,  1a 
moitié  de  la  charge  y tombe,  et  pour  la  tirer  du  creux 
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H faut  relever  la  moitié  de  la  charge  : si  elles  se  trou- 
vent dans  des  terres  molles,  les  deux  roues  enfoncent 
de  même,  et  il  faut  les  relever.  Mais  lorsqu’il  y a quatre 
roues,  comme  au  chariot,  la  même  charge  étant  sur  les 
quatre,  et  le  chariot  n’étant  pas  plus  lourd  que  la  char- 
rette, il  est  constant  que  les  quatre  enfonceront  moitié 
moins  que  les  deux,  ou  à peu  près,  et  qu’il  faudra  moins 
de  force  ; s’il  se  trouve  des  creux , et  qu’il  tombe  une 
roue  dans  un,  il  n'y  tombera  que  le  quart  de  la  charge 
du  chariot,  au  lieu  qu’il  en  tombe  la  moitié  par  la  char- 
rette, et  il  faut  moins  de  force  pour  en  relever  un  quart 
que  pour  en  relever  une  moitié.  Si  deux  roues  du  chariot 
tombent  en  même  temps  dans  un  creux,  il  n’y  tombera 
que  la  moitié  de  la  charge,  et  il  faudra  moins  de  force 
pour  les  retirer  qu’il  n’en  faudra  pour  la  charrette  lors- 
que les  deux  roues  seront  dans  de  pareils  creux;  et 
dans  des  hauts  et  bas  qui  se  rencontrent  toujours  sur 
le  pavé,  il  se  trouve  souvent  un  équilibre  entre  les 
roues  de  devant  du  chariot  et  celles  de  derrière,  qui 
arrive  lorsque  deux  roues  sont  sur  deux  pavés  prêtes  à 
descendre,  pendant  que  les  deux  autres  sont  prêtes  à 
monter  sur  deux  autres  pavés;  celles  qui  sont  en  haut 
descendent,  font  équilibre  et  poussent  par  leur  poids 
celles  qui  montent  ; s’il  n’y  en  a qu’une  devant  ou  der- 
rière qui  descende,  elle  fait  équilibre  à celle  qui  monte, 
ainsi  du  reste,  ce  qui  n’arrive  pas  à la  charrette;  au 
contraire,  le  limonier  reçoit  un  coup  dans  le  flanc.  Il 
ne  faut  pas  objecter  qu’il  y a moins  de  frottement  sur 
deux  roues  que  sur  quatre,  qui  est,  selon  toute  appa- 
rence, la  raison  qui  a fait  préférer  la  charrette  au  cha- 
riot; car  nous  avons  fait  voir  à l’article  frottement  qu’il 
y en  a autant  sur  deux  roues  que  sur  quatre,  le  même 
poids  et  le  même  trou  de  moyeu  étant  à l’un  comme  à 
l’autre....  » 

Nous  avons  déjà  indiqué  (voy.  p.  19a)  les  deux  es- 
pèces de  résistances  que  le  moteur  doit  vaincre  pour 
mettre  en  mouvement  une  roue  de  voiture,  savoir,  la 
résistance  à l’essieu  et  la  résistance  à la  circonférence 
de  la  roue.  La  première  de  ccs  résistances,  la  princi- 
pale, est  surmontée,  comme  nous  l’avons  vu,  avec 
d'autant  plus  de  facilité  par  le  moteur,  que  le  diamètre 
de  1 ’ essieu  est  plus  petit  par  rapport  au  diamètre  de  la 
roue  ; la  seconde,  dépendante  de  la  nature  du  terrain 
sur  lequel  la  rouesc  meut,  devient  d’autant  plus  petite 
que  ce  terrain  est  plus  uni  et  plus  résistant,  et,  toutes 
choses  égales  d’ailleurs,  exige  du  moteur  un  effort 
d’autant  plus  grand  que  le  diamètre  de  la  roue  est  plus 
petit.  En  effet,  soit  OR  la  hauteur  d’un  obstacle  que 
doit  surmonter  la  roue  A (PI.  XXII, fig.  1)  pour  se  porter 
en  avant,  et  AQ  — R le  rayon  de  cette  roue.  Nommons 
P la  force  de  traction  qui  agit  dans  la  direction  AP,  et 
Q la  charge  totale  qui  agit  scion  la  verticale  AQ.  Dans 
le  cas  d’équilibre,  les  momens  {voy.  ce  root)  de  ces 


deux  forces  devant  être  égaux,  menons  les  droites  mR 
et  nR,  et  nous  aurons 

P X nR  = Q X »»R. 

Mais,  faisant  OR  = A,  nous  avons  nR  = R — A et 
mR  = — (R  — A)’J. 

Ainsi 

P(R  — h)  = Ql/R>—  (R  — Aj1  = Ql/aRA  — h'  ; 
D’où  l’on  tire 


p _ o iAra-a1 

v R — h * 


Dans  le  cas  où  la  hauteur  A de  l’obstacle  est  très-petite 
par  rapport  au  rayon  de  la  roue,  on  a sensiblement 


P = Q. 


l/a A 

v/ïT 


c’est-à-dire  que  la  force  nécessaire  pour  élever  une 
roue  au-dessus  d’un  obstacle  est  à très-peu  près  en 
raison  inverse  de  la  racine  carrée  du  rayon  de  la  roue. 
Ainsi  une  roue  d'un  mètre  de  rayon  n’aurait  besoin, 
pour  surmonter  un  obstacle,  que  de  la  moitié  de  la 
force  qui  serait  nécessaire  pour  qu’une  roue  de  a5  cen- 
timètres de  rayon  surmontât  le  même  obstacle,  la  charge 
et  le  diamètre  de  l’essieu  étant  les  mêmes. 

11  est  donc  évident  que  les  grandes  roues  sont  beau- 
coup plus  avantageuses  que  les  petites,  et  les  seules 
conditions  qui  doivent  limiter  leur  diamètre  sont  d’une 
part  leur  pesanteur  et  la  solidité  des  rais,  et,  de  l’autre, 
la  nécessité,  lorsqu’on  se  sert  de  chevaux,  de  ne  pas 
placer  l’essieu  trop  haut  {voy.  Cheval),  afin  que  le  ti- 
rage s’effectue  de  la  manière  la  plus  convenable. 

Rocs  a dktïnte.  Organe  mécanique  employé  pour 
changer  le  mouvement  par  intervalles.  C’est  une  roue 
libre  ou  folle  montée  sur  un  arbre  qui  reçoit  un  mou- 
vement de  rotation  au  moyen  d’une  manivelle.  Une 
pièce  A (PI.  XXII,  fig.  3)  susceptible  de  s’accrocher  à la 
saillie  b d’un  levier  ab  est  fixée  à l’arbre.  Le  levier  ab 
mobile  autour  d’un  axe  m faisant  corps  avec  la  roue  est 
ce  qu’on  nomme  la  détente;  sa  saillie  b est  maintenue 
accrochée  avec  la  pièce  A par  un  ressort  t.  Lorsque 
l'arbre  est  en  mouvement  dans  le  sens  BM,  la  pièce  A 
tourne  avec  lui,  et  lorsqu'elle  rencontre  la  saillie  6,  elle 
s’y  accroche,  entraîne  le  levier  ab , et  par  conséquent  la 
roue,  qui  fait  alors  monter  un  poids  quelconque  A l’aide 
d’une  corde  D enroulée  autour  de  sa  gorge.  Après  avoir 
parcouru  un  certain  arc,  la  détente  ab  rencontre  un 
arrêt  extérieur  E qui  la  force  à tourner  sur  son  axe  m; 
la  saillie  b quitte  la  pièce  A,  et  1a  roue,  redevcDue 
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libre,  prend  un  mouvement  en  sens  inverse  de  celui  de 
l’arbre  par  Tenet  du  poids  qu’elle  avait  soulevé,  et  qui 
redescend  alors.  Pendant  ce  temps  l’arbre  continue  son 
mouvement,  et  lorsque  la  pièce  A rencontre  de  nouveau 
la  saillie  è,  le  même  jeu  recommence. 

Roi'e  a locneT.  C’est  une  roue  11  tenant  à un  arbre 
et  armée  de  dents  crochues  (PI.  X\1I,  fig.  a)  dans  les- 
quelles s’engrène  un  déclic  ab  fixé  ù une  roue  folio  et 
pousse  par  un  ressort  e.  Quand  la  roue  B tourne  de 
gauche  à droite,  les  dents  échappent  à l’action  du  dé- 
clic, et  la  roue  folle  reste  en  repos:  mais  quand  la  roue  B 
tourne  de  droite  à gauche,  ses  dents  sont  areboutées 
dans  le  déclic  eré,  et  elle  entraine  la  roue  folle.  La  roue 
à rochet  est  employée  dans  les  mouvemens  d’horlo- 
gerie. 


ROU 

ROULEMENT.  (Mie.)  On  nomme  frottement  de  rou- 
lement ou  frottement  de  la  seconde  espèce  celui  qui  a lieu 
lorsqu'un  corps  rond  roule  sur  une  surface.  La  résis- 
tance due  à ce  frottement  est  généralement  si  petite 
pour  des  corps  durs  et  polis,  qu’on  n’en  tient  pas 
compte  dans  les  calculs  relatifs  aux  machines,  et  qu'on 
considère  justement  comme  très-avantageux  de  trans- 
former le  glissement  en  roulement  toutes  les  fois  que 
cela  est  possible.  C’est  ainsi,  par  exemple,  que,  pour 
transporter  des  blocs  de  pierre,  on  les  pose  sur  des 
rouleaux  cheminant  eux-mêmes  sur  des  madriers  éta- 
blis ù la  surface  du  terrain.  Lorsque  la  surface  sur  la- 
quelle un  corps  cylindrique  roule  est  parfaitement  plane 
et  unie,  la  résistance  du  frottement  est  d’autant  moindre 
que  le  diamètre  du  cylindre  mobile  est  plus  petit.  (Voy. 
Fbottemext.) 


S. 


SEC 

SECTION.  ( Géom .)  Lorsqu’une  surface  courbe  est 
coupée  par  un  plan,  la  section  qui  en  résulte,  consi- 
dérée par  rapport  à un  de  ses  points,  prend  le  nom  de 
section  normale  si  le  plan  passe  par  la  normale  de  la  sur- 
face audit  point,  et  celui  de  section  oblique  dans  le  cas 
contraire.  Comme  on  peut  mener  par  un  point  quel- 
conque d’une  surface  courbe  une  infinité  de  plans  dont 
les  uns  passent  par  la  normale,  et  dont  les  autres  n’y 
passent  pas,  il  existe  uue  infinité  de  sections  normales  et 
obliques;  mais  toutes  ces  sections  sont  liées  par  des  rap- 
ports remarquables  qui  servent  à déterminer  la  nature 
de  la  surface  courbe. 

Soit  M (PI.  XX,  fig.  20)  un  point  appartenant  aune 
surface  courbe  quelconque,  et  MT  une  tangente  de  la 
surface  à ce  point;  menons  par  cette  tangente  deux 
plan»  sécous,  l'un  passant  par  la  normale  MN  et  l’autre 
oblique.  Nous  aurons  deux  sections  : la  première  A'MB' 
normale  et  la  seconde  AMB  oblique;  le  centre  de 
courbure  de  la  section  normale  au  point  M,  sera  néces- 
sairement sur  la  normale  MN,  et  le  centre  de  courbure 
de  la  section  oblique,  au  même  point,  sera  sur  la  droite 
MO  menée  dans  le  plan  de  cette  section  perpendicu- 
lairement à la  tangente  MT.  Or  ce  dernier  centre  est  le 
point  commun  d’intersection  du  plan  de  AMB  et  des 
deux  plans  normaux  consécutifs  passant  pas  les  points 
infiniment  proches  M etM'de  la  section  ; ain»i  le  point  O, 
intersection  des  traces  MO  cl  M O des  deux  points  nor- 
maux, est  le  centre  de  courbure,  et  MO  en  est  le  rayoo. 


SEG 

Mais  les  deux  plans  normaux  se  coupent  suivant  une 
droite  00*  perpendiculaire  à MO,  et  qui  rencontre  la 
normale  MN  en  un  certain  point  O';  car  les  droites  MN 
et  00'  sont  situées  toutes  deux  dans  le  plan  mené  per- 
pendiculairement à la  tangente  MT  par  le  point  M.  Ainsi 
le  triangle  rectangle  OMO'  donne 

MO  « MO' . cos  OMO', 


(*) R = p . cos  m, 

en  désignant  par  R le  rayon  de  courbure  de  la  seolion 
oblique  AMB,  par  w l’angle  OMO',  qui  n’est  autre  que 
l’angle  des  plans  des  deux  scctions,et  par  p la  partie  MO' 
du  la  normale.  Il  ne  s’agit  doue  plus  que  de  trouver  la 
valeur  de  cette  partie  t.  pour  avoir  celle  du  rayoo  de 
courbure  de  la  section  oblique  AMB.  Or,  la  droite  00' 
intersection  des  deux  plans  normaux  consécutifs,  est 
déterminée  par  lus  équations 

(a) (æ  — x)dx  (y  — y)%' -}-(*—  x)dx'  = 0, 

(3) (*— x')<Px'+^~-  y'Kÿ'+(ï—  i)d?i  = du\ 

dans  lesquelles  x\  y'f  z expriment  les  coordonnées  du 
point  M,  cl  les  équations  de  la  normale  MN  sont 

(4)  *— *'+P(I  — 

(5)  V — »'  + ?(*  — *’)=•<>, 


relation  que  nous  écrirons 
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(voy.  Raton).  Donc  les  coordonnées  du  point  O'  com- 
mun aux  droites  00'  et  MN  sont  les  valeurs  de  ar,  y,  x, 
qui  satisfont  A la  fois  à ces  quatre  équations;  et  comme 
l’équation  (a)  est  vérifiée  directement  par  les  équations 
(4)  et  (5),  parce  que  la  courbe  AMB  est  sur  la  surface 
donnéo  à laquelle  les  coordonnées  générales  x,  y,  x 
appartiennent,  il  suffit  de  combiner  les  trois  équations 
(3),  (4)  et  (5),  et  d’en  tirer  les  valeurs  de  ar— x' , y — y', 
* — x\  pour  avoir  immédiatement  la  distance  des  deux 
points  M et  O';  car  l’expression  générale  de  cette  dis- 
tance est  (Géométrie,  n‘  4) 

uo-  (sr- jO*+  («-O1]- 

Ces  valeurs  sont 

— * * = du1 

(Px  — pd*x  — qd*  y * 

, — qdu1 

y y <Px — pd*x  — qdxy* 

— pdu* 

X X (P z — pd*x  — q<Py  * 

et,  par  conséquent, 

du*  l/ 1 -j-  p*  -f-  V* 

•û  — jf  tfx  -f-  qd1  y * 

Cette  expression  suffit,  sans  autre  développement, 
pour  nous  apprendre  que  p est  le  rayon  de  courbure  de 
la  section  normale  A‘MB‘(voy.  Raton),  et  en  observant 
que  MO  est  la  projection  de  MO'  sur  le  plan  de  la  sec- 
tion oblique  AMB,  nous  pouvons  poser  ce  théorème 
remarquable  découvert  par  Meunier  : 

Le  rayon  de  courbure  d’vne  section  oblique  est  la  pro- 
jection sur  le plan  de  cette  courbe  du  rayon  de  la  section 
normale  qui  passe  par  la  même  tangente. 

Voyez , pour  ce  qui  concerne  la  courbure  des  sections 
et  les  conséquences  qu’on  en  tire  pour  la  courbure  des 
surfaces  auxquelles  elles  appartiennent,  un  mémoire  de 
M.  Poisson,  a l ‘cahier  du  Jour  nul  de  l'Ecole  Polytechnique. 

SON.  (Acousi.)  Nous  n’avons  la  perception  d’un  son 
(coy.  Acocstiqi’e)  qu’autant  que  les  vibrations  du  corps 
sonore  sont  transmises  à l’oreille  par  l’intermédiaire  de 
l’air  ou  de  tout  autre  corps  pondérable.  On  démontre 
cette  propriété  en  suspendant  un  timbre  sous  le  réci- 
pient de  la  machine  pneumatique.  Dès  que  le  vide  est 
fait,  on  a beau  agiter  l’appareil  pour  faire  frapper  un 
marteau  sur  le  timbre,  il  est  impossible  de  distinguer 
aucun  son  ; mais  si  l’on  fait  rentrer  l’air  peu  à peu,  l’in- 
tensité du  son  croît  également  peu  A peu. 

Les  liquides  et  les  solides  transmettent  le  son  avec 
plus  d’intensité  que  les  substances  gazeuses.  On  sait  que 
lea  plongeurs  peuvent  attendre  au  foud  de  l’eau  le  bruit 


qui  se  fait  sur  le  rivage,  et  que  du  rivage  on  entend  le 
bruit  des  cailloux  qni  sont  heurtés  sous  l’eau  A de  très- 
grandes  profondeurs.  De  toutes  les  expériences  par  les- 
quelles on  démontre  la  conductibilité  sonore  des  solides, 
nous  no  citerons  que  la  suivante,  facile  à répéter,  et 
parfaitement  décisive  : si  on  applique  L’oreille  à l’une 
des  extrémités  d’une  longue  poutre.  On  entend  très- 
distinctement  le  bruit  qui  pourrait  être  fait  ù son  autre 
extrémité  par  le  frotlumeul  d’une  barbe  de  plume  contre 
les  fibres  du  bois,  quoique  ce  bruit  soit  si  faible  dans 
l’air,  qu’il  peut  à peine  être  entendu  par  celui  qui  le 
produit. 

Les  vibrations  d’un  corps  élastique  se  communiquent 
donc  A toutes  les  matières  immédiatement  contiguës  au 
corps,  et  par  suite  A toutes  celles  qui  se  trouvent  en 
contact  avec  les  premières.  Dans  l’air  atmosphérique , 
la  propagation  du  son  s’effectue  en  tous  sens;  et,  pour 
en  trouver  la  loi , il  suffît  de  considérer  les  conditions 
de  cette  propagation  dans  une  colonne  d’air  cylindrique 
d’une  longueur  indéfinie.  Supposons  qu’un  plan  per- 
pendiculaire A l’axe  de  la  colonne  soit  appliqué  contre 
sa  base  et  pousse  en  avant  d’une  très-petite  quantité 
les  molécules  qui  la  composent  pendant  un  temps  très- 
petit,  le  mouvement  ne  sera  pas  instantanément  trans- 
mis à la  masse  entière;  car  l’air  étant  compressible,  le 
premier  effet  sera  de  comprimer  une  petite  partie  de  la 
colonne,  et  ce  n'est  que  par  la  réaction  due  A l’élasticité 
de  cette  partie  que  le  mouvement  se  communiquera  A 
une  autre  partie,  et  de  celle-ci  A une  autre,  et  ainsi  de 
suite.  Si  nous  imaginons  que  la  colonne  d'air  est  par- 
tagée en  petites  tranches  égales  entre  elles,  et  A la  dis- 
tance où  la  compression  s'étend  pendaut  sa  durée,  nous 
pourrons  aisément  reconnaître  que  le  mouvemeut  se 
propagera  successivement  d’une  tranche  A la  suivante, 
et  qua  chaque  tranche,  après  la  réaction  de  sa  force 
élastique,  reprendra  son  volume  primitif,  et  demeurera 
en  repos. 

L'action  produite  par  le  petit  mouvement  en  avant 
du  plan  mobile  consistera  donc  dans  une  ondulation  de 
toute  la  colonne  aérienne,  et  tout  se  passera  de  même 
que  si  une  petite  tranche  se  mouvait  parallèlement  A 
elle-même  en  éprouvant  successivement  des  compres- 
sions et  des  dilatations.  Imaginons  maintenant  qnc  le 
plan  mobile  retourneen  arrière  ; la  couche  d’air  contiguë, 
n'éUnt  plus  pressée,  sc  dilatera  jusqu'à  ce  qu’elle  s’ap- 
puie de  nouveau  sur  le  plau  ; cette  dilatatiou  diminuant 
sa  force  élastique,  la  tranche  suivante  sera  moins  pres- 
sée, elle  se  dilatera  àson  tour,  et  ainsi  de  même  de  toutes 
les  autres  couches,  de  manière  que  la  dilatation  de  la 
première  couche  sc  communiquera  successivement  aux 
autres  et  propagera  le  mouvement  comme  sa  compres- 
sion l'avait  d’abord  propage.  Si  le  plan  mobile  continue 
A osciller  d’avant  en  arrière  do  la  base  de  la  colounc, 


Digitized  by  Google 


chaque  excursion  produira  une  série  d'ondes  conden- 
sées, puis  dilatées,  et  chaque  retour  une  série  d'ondes 
dilatées,  puis  condensées. 

C’est  ainsi  que  les  vibrations  des  corps  sonores  plon- 
gés dans  l’air  produisent  des  ondes  aériennes  qui  pro- 
pagent le  son  dans  toutes  les  directions;  mais  ici  les 
ondes  sont  sphériques  et  concentriques,  et  par  consé- 
quent chacune  d’elles  a moins  de  masse  que  celle  qui  la 
suit  et  ù laquelle  elle  transmet  le  mouvement  ; ce  mou- 
vement doit  donc  diminuer  de  vitesse  à mesure  que  les 
masses  des  ondes  augmentent,  ou  à mesure  qu’elles  s’é- 
loignent du  rentre  de  rébranlement  ; de  sorte  qu'à  une 
certaine  distance  de  ce  centre,  la  vitesse  devient  nulle, 
et  le  son  cesse  d’étTe  perceptible. 

Le  calcul  appliqué  aux  phénomènes  dont  nous  ve- 
nons d’indiquer  seulement  la  marche  générale  a ilonné 
les  résultats  suivans,  confirmés  par  de  nombreuses  ex- 
périences : i°  Dans  une  masse  d'air  dont  la  température 
est  constante,  la  vitesse  du  son  est  uniforme;  a*  cette 
vitesse  est  indépendante  du  degré  d’acuité  du  son  : des 
sons  forts  ou  faibles,  comme  aussi  des  sons  graves  ou 
aigus,  sont  propagés  de  la  même  manière  et  avec  la 
même  vitesse  ; 3*  la  vitesse  de  son  reste  la  même , 
quelle  que  soit  la  densité  de  l’air,  si  la  température  ne 
change  pas. 

Les  expériences  faites  en  i8aa,  par  ordre  du  Bureau 
des  Longitudes,  pour  déterminer  la  vitesse  du  son  dans 
l’air  atmosphérique,  ont  appris  que  cette  vitesse  est  de 
337“,  u par  seconde,  à la  température  de  10e.  Celles  des 
membres  de  l’Académie  des  sciences,  en  1788,  avaient 
donné  pour  cette  vitesse  337",  18  à la  température  de 
6“.  D’autres  expériences  faites  par  des  savans  étrangers 
ont  produit  des  résultats  peu  différens. 

En  tenant  compte,  d’après  l’observation  de  Laplace 
(tx>y.  tome  II,  page  5o4),  du  dégagement  de  chaleur 
qui  suit  la  condensation  de  chaque  onde  sonore,  et  qui 
augmente  l’élasticité  de  l’air,  la  théorie  donne  pour  la 
vitesse  du  son,  la  formule  générale 

V = 533“  . l/ 1 0,00375  I, 

dans  laquelle  V désigne  la  vitesse  et  t la  température. 
Si  l’on  fait  t = to  dans  cétte  formule,  on  obtient 
V = 35q“,  ce  qui  s’accorde  d’une  manière  remarquable 
avec  l'expérience. 

D’après  cette  donnée,  l’intervalle  entre  la  lumière 
qu’on  voit  presque  instantanément  et  le  son  peut  servir 
ù évaluer  approximativement  la  distance  dans  une  ex- 
plosion quelconque,  comme  le  serait,  par  exemple,  un 
coup  de  canon. 

La  propagation  du  son  dans  l’air  atmosphérique  est 
modifiée  par  les  mouvemens  propres  de  l’atmosphère  ; 
mais  l'influence  de  ces  mouvemens  n’est  jamais  consi- 
dérable, caria  vitesse  du  vent  le  plu?  violent  ne  dépas- 


sant pas  43*  par  seconde,  celle  des  vents  ordinaires  est 
une  quantité  très-petite  par  rapport  à la  vitesse  du  son. 
Delaroche  a trouvé,  par  un  grand  nombre  d’expériences  : 
1*  que  le  vent  n’a  point  d’influence  sensible  sur  les  sons 
entendus  à une  petite  distance  ; a*  qu’à  une  grande  dis- 
tance le  son  s’entend  moins  bien  dans  une  direction  op- 
posée à celle  du  vent  que  dans  la  direction  même  du 
vent;  3*  que  le  décroissement  d’intensité  du  son  est 
moins  rapide  dans  la  direction  du  vent  que  dans  la  di- 
rection contraire  ; 4*  que  ce  décroissement  est  moins 
rapide  perpendiculairement  à la  direction  du  vent  que 
dans  celte  direction  même. 

La  transmission  du  son  dans  d’autres  milieux  que  l’air 
atmosphérique  s’opère  également  par  des  vibrations  ex- 
citées dans  ces  milieux.  Elle  est  plus  rapide  dans  les 
milieux  solides  que  dans  les  liquides,  et  dans  ces  der- 
niers que  dans  les  milieux  aériformes.  Chladni,  qu’on 
doit  considérer  comme  le  fondateur  de  l’acoustique  mo- 
derne, a déterminé  d’une  manière  directe  la  vitesse  du 
son  dans  différentes  substances  solides.  Voici  scs  résul- 
tats rapportés  à la  vitesse  du  son  dans  l’air  comme  unité: 

Fanon  de  baleine. ....  6 5/3 

Êlain 7 l/î 

Argent 9 

Bois  de  nover- .....  t 

id.  d’tf. . : ( 

Cuivre  jaune. . > 10  5/3 

Bois  de  ebéne I 

Id.  de  prunier J 

Tubes  de  pipes  de  ubac  10  415 

Cuivre  rouge 12 

Bois  de  poirier j 

Id.  de  hêtre  rouge.  J 15  4 13 
Id.  d’érable | 

L’eau  est  le  seul  liquide  dans  lequel  on  ait  observé  la 
vitesse  du  son.  D’après  les  expériences  de  M.  Colladon, 
dans  le  lac  de  Genève,  cette  vitesse  est  de  i435*  par 
seconde,  nombre  qui  diffère  peu  de  1 438“  que  donne  la 
théorie  de  Laplace. 

Dulong,  dont  la  science  déplore  la  perte  récente  , a 
déterminé  les  vitesses  du  son  dans  les  gai  par  des  con- 
sidérations très-délicatcs.  Scs  résultats  sont  les  suivans  : 


Bois  d’acajou \ 

Id.  d'ébène. ...... i 

Id.  de  charme I . . ... 

Id.  d’orme / 14  5/8 

Id.  d'aulne I 

Id.  de  bouleau  ...,/ 

Id.  de  tilleul 1 . , 

Id.  de  cerisier  . . . . / 15 

Id.  de  saule \ 

Id.  de  pin / 16 

f«  ôu  ««  */» 

Bois  de  tanin 18 


VITESSE  Dü  SOJf  DANS  DIFFERENS  CAZ  A LA  TCMPÉZATUM 
DE  O*. 


Air  atmosphérique 

Oxigène 

Hydrogène. ...... 

Acide  carbonique. 
Oxyde  de  carbone. 
Oxyde  d'azoto. ., . 
Gai  oléfiant 


333“  par  seconde. 
317,17 
1169,  5 
216,  6 

337,  4 

a6i,  9 
3l4 


On  compare  les  son#  entre  eux  par  la  vitesse  des  vi- 
brations des  corps  sonores  qui  les  produisent.  Si  le 
nombre  des  vibrations  de  deux  corps  sonores  est  le 
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même  dans  le  même  temps,  les  sons  ne  peuvent  être 
distingués  l’un  de  l’autre  que  par  leur  intensité  et  leur 
timbre.  L’intensité  dépend  de  l’amplitude  des  oscilla- 
tions des  ondes  sonores;  le  timbre  est  une  qualité  don- 
née au  son  par  la  nature  propre  du  corps  sonore. 

Le  rapport  du  nombre  des  vibrations  de  deux  sons 
se  nomme  leur  intervalle.  Un  intervalle  est  cantonnant 
lorsque  le  rapport  numérique  qui  le  constitue  est  très- 
simple;  il  est  dit  sonnant  dans  le  cas  contraire.  Cepen- 
dant cette  division  n’a  rien  d’absolu,  car  clic  repose 
seulement  sur  le  plus  ou  moins  de  facilité  que  l’oreille 
éprouve  à saisir  le  rapport  de  deux  sons  coexistans, 
facilité  qui  dépend  du  degré  de  culture  musicale  de 
l’organe  ; de  sorte  que  tels  intervalles  qui  passaient  jadis 
pour  dissonnans  sont  aujourd'hui  au  nombre  des  con- 
sonnans.  {Voyez  Ikterv^llb.) 

Le  moyen  le  plus  simple  de  déterminer  le  rapport  des 
nombres  de  vibrations  des  sons  de  la  gamme  naturelle 
consiste  à tendre  une  corde  de  boyau  ou  de  métal  par 
ses  deux  extrémités,  et  de  la  raccourcir  successivement 
sans  changer  sa  tension  pour  lui  faire  produire  ces  di- 
vers sons,  soit  en  la  pinçant,  soit  en  la  frottant  avec  un 
archet.  L'expérience  montre  que,  prenant  pour  son  fon- 
damental ou  pour  premier  ut  celui  que  produit  la  corde 
lorsqu’elle  a une  longueur  que  nous  désignerons  par  i, 

g 

elle  donne  le  ré  guand  on  réduit  sa  longueur  à - ; le 


«né,  quand  on  la  réduit  à ^ ; le  fa,  à y ; le  sol , à ~ ; le 
5 q 3 

3 g 

la , à - ; le  si , à — ; et  enfin  l’u<  de  l’octave,  lorsque 
«*  1 5 


cette  longueur  n’est  plus  que  - . 

Si,  au  lieu  d’une  seule  corde,  on  employait  huit  cor- 
des homogènes  d’un  même  diamètre  et  soumises  à la 
même  tension,  on  produirait  encore  tous  les  sons  de  la 
gamme  en  donnant  aux  longueurs  de  ces  cordes  les  rap- 
ports que  nous  venons  d’indiquer.  On  aurait  toujours 


corde  asse*  longue  pour  que  scs  vibrations  puissent  être 
vues  et  comptées,  et  en  la  raccourcissant  ensuite,  sans 
changer  sa  tension,  de  manière  à lui  faire  produire  un 
son  de  l'échelle  harmonique,  le  nombre  des  vibrations 
de  ce  dernier  sera  égal  au  premier  multiplié  par  le  rap- 
port inverse  des  longueurs.  Connaissant  ainsi  un  terme 
de  la  série  de*  sons  musicaux,  les  rapports  précédens 
feront  aisément  connaître  les  autres.  Supposons , par 
exemple,  que  la  corde  ayant  une  longueur  de  4 mètres 
produise  8 vibrations  par  seconde,  et  qu’en  réduisant  sa 
longueur  à a5  centimètres  on  lui  fasse  rendre  le  son  ut 
d’un  octave  grave,  on  aura  la  proportion 

o-,a5  : 4 = 8 : x, 

d’où  l’on  tire  x — 1 a8 , c’est-à-dire  que  le  nombre 
absolu  des  vibrations  de  cet  ut  grave  sera  ia8;  celui 
de  Vut  à l’octave  de  ce  premier  sera  par  conséquent 
îXiî8  = a56 ; l’ut  de  l’octave  de  ce  dernier  sera 
a X a5(>  = 5 1 a , et  ainsi  de  suite.  Quant  aux  sons  in- 
termédiaires , on  les  obtiendra  en  multipliant  successi- 
vement le  nombre  des  vibrations  de  chaque  ut  par  les 

0 5 4 3 5 i5 

rapport.  y j,;.  g,  -g- 

On  règle  les  sons  des  instrumens  de  musique  à l’aide 
d’un  appareil  nommé  diapason,  qui  se  compose  d'uno 
verge  de  fer  en  forme  d*Y.  En  frappant  une  branche  de 
cet  instrument  contre  un  corps  solide  et  l’approchant 
ensuite  de  l’oreille,  on  entend  un  son  qui  est  le  la  du 
violon , et  sur  lequel  on  accorde  tous  les  autres.  Les 
diapasons  adoptés  par  divers  orchestres  ne  sont  pas  les 
mêmes;  M.  Fischer  a trouvé,  en  i8a3,  par  des  expé- 
riences faites  avec  beaucoup  de  soin , les  nombres  sui- 
vans  pour  les  diapasons  des  principaux  théâtres  ly- 
riques : 

Diapason  do  théâtre  de  Berlin 43?, 3a  vibrât,  par  seconde. 

— du  Grand-Opéra  français.  43 1,34 

— de  l'Opéra-comique 4a7»®* 

— du  Tbcâtre-Iialien.. 4a4»l7 


ut,  ré,  mi,  fa,  sol,  la,  si,  ut 

8 4 3 a 3 8 1 

Longueur  des  corde.  I » -,  -5,  3,  5.75.5- 

Or,  on  sait  que  les  vitesses  de  vibrations  de  deux  cor- 

des homogènes  d’un  même  diamètre  et  également  ten- 
dues sont  en  raison  inverse  des  longueurs  de  ces  cordes  ; 
ainsi , pour  obtenir  les  rapports  des  vitesses  des  vibra- 
tions exécutées  dans  le  même  temps , il  suffit  de  ren- 
verser les  rapports  précédens,  et  l’on  obtient  ceux  que 
nous  avons  employés  dans  le  calcul  des  intervalles. 
(Foy.  ce  mot.) 

Le  même  appareil , qu’on  nomme  un  monocorde  ou 
un  sonomètre,  peut  encore  servir  à déterminer  le  nombre 
absolu  des  vibrations  d’un  son;  oar,  en  tendant  une 
Tou.  iil 


On  sait  que  le  son  ne  devient  perceptible  que  lorsque 
les  vibrations  du  corps  sonore  ont  une  certaine  vitesse, 
et  plùs  cette  vitesse  est  grande  , plus  le  son  est  aigu.  On 
avait  considéré,  jusqu’aux  dernières  expériences  de 
M.  Savart,  comme  le  son  le  plus  grave  perceptible  ce- 
lui que  donne  une  corde  qui  fait  3a  vibrations  par  se- 
conde, et  comme  le  plus  aigu  celui  qui  est  à la  neu- 
vième octave  de  ce  premier  ; mais  ces  expériences  ont 
considérablement  reculé  les  limites  des  sons  percep- 
tibles, car  M.  Savart  a produit  des  sons  graves  avec 
i5  vibrations  et  des  sons  aigus  avec  48000.  Le  problème 
du  son  fixe  en  musiqué,  c’est-à-dire  du  son  dont  le 
nombre  des  vibrations  est  pris  pour  point  de  départ  de 
l’échelle  musicale  ascendante  et  descendante,  ne  saurait 

SR 
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donc  avoir  qu'une  solution  arbitraire  comme  celle  que 
donnent  les- diapasons. 

Le  degré  de  gravité  ou  d’acuité  du  son  que  rend  une 
corde  sonore  dépend  de  sa  longueur  et  de  sa  tension  ; 
mais,  outre  le  son  fondamental  propre  à chaque  lon- 
gueur et  à chaque  tension , la  corde  en  produit  encore 
d’autres  plus  aigus  qu’une  oreille  exercée  distingue  fa- 
cilement. Par  exemple,  en  faisant  vibrer  une  corde  so- 
nore, capable  de  produire  un  ut,  on  entend  avec  cet  ut 
fondamental,  le  sol  de  la  première  octave  suivante,  le 
mi  de  la  seconde,  et  même  les  deux  ut  de  ces  octaves. 
. Ainsi,  en  représentant  le  son  fondamental  par  1,  son  oc- 
tave est  a,  sa  double  octave  4 » le  àot  de  la  seconde  oc- 
tave est  3,  le  m»  de  la  troisième  est  5,  et  par  conséquent 
les  sons  existans  sont  représentés  par  i , a,  3,  4»  5 ; c’est 
ce  qu’on  nomme  des  sons  harmoniques.  Il  n’est  pas 
douteux  que  la  corde  ne  rende  encore  tous  les  autres 
sons  compris  dans  la  série  des  nombres  naturels  6,  7, 
8,  9,  10,  etc.  ; mais  leur  peu  d’intensité  les  rend  inap- 
préciables. En  effet,  ce  phénomène  résulte  de  ce  que  la 
corde  en  vibrant  se  subdivise  d’clle-même  en  2,  3,  4» 
5,  6 parties  égales  qui  vibrént  chacune  en  particulier 
dans  lu  même  temps  que  s’opère  une  vibration  totale  de 
la  corde.  Sauveur  a rendu,  le  premier,  cette  particularité 
évidente  par  une  expérience  très-ingénieuse  : on  pose 
sur  une  corde  sonore  plusieurs  petits  chevrons  de  pa- 
pier de  différentes  couleurs,  les  uns  aux  points  des  di- 
visions aliquotes  de  la  corde,  les  autres  à des  points 
intermédiaires;  puis  on  la  met  en  vibration  en  passant 
legèremeut  un  arebet  dessus  ; on  voit  au  même  instant 
les  chevrons  placés  aux  points  intermédiaires  s'élancer 
hors  de  la  corde,  tandis  que  les  autres  restent  immo- 
biles. Les  points  où  une  corde  sonore  se  subdivise  ainsi 
ont  été  nommés  nœuds  de  vibration  ; les  intervalles  des 
nœuds  se  nomment  rentre». 

Tous  les  corps  sonores  produisent  également  dès 
sons  harmoniques  ; mais  la  corde  tibl-àiitè  est  la  seute 
dont  les  harmoniques  soient  représentés  par  les  nom- 
bres naturels  1,  a,  3,  4>  etc-,  qui  servent  de  base  à 
notre  système  musical.  Chladni  a démontre  l'existence 
des  nœuds  de  vibration  dans  tous  ces  corps.  Ces  nœuds 
forment  des  lignes  nodales  dont  la  forme  varie  avec  la 
nature  du  son  qu’on  produit  ; et,  comme  on  peut  faire 
produire  à un  même  corps  une  infinité  de  sons  diffé- 
rons, il  en  résulte  une  infinité  de  lignes  nodales  dif- 
férentes. Pour  analyser  la  série  des  figures  que  les  lignes 
nodales  d'une  même  surface  élastiqiic  sont  susceptibles 
de  prendre,  M.  Savarl  a fait  choix  d’un  nouveau  mode 
d’expérience  qui  consiste  à ne  point  faire  vibrer  direc- 
tement la  surface  élastique,  mais  à lui  communiquer 
les  vibrations  d’un  autre  corps  sonore.  Après  avoir  fixé 
un  morceau  de  parchemin  ou  de  baudruche  sur  un 
cadre  de  bois,  en  le  collant  par  ses  bords,  de  manière 


SON 

qu’il  soit  également  tendu  dans  tous  les  sens,  il  en  ap- 
proche à quelque  distance  un  tuyau  d’orgue  dont  le  son 
est  plein  et  soutenu.  Dès  que  le  son  se  fait  entendre, 
la  membrane  vibre  comme  si  clic  rendait  elle-même  lu 
son,  et,  en  la  couvrant  de  faille  fin  , on  voit  les  grains 
de  ce  sable  sauter  sur  la  surface  et  s’accumuler  sur  les 
points  de  repos  ou  nœuds  de  vibration  pour  dessiner 
les  lignes  nodales.  Si  le  Aon  change  de  degré  d’acuité, 
les  lignes  nodales  changent  de  forme , mais  elles  sont 
toujours  très-régulières  lorsque  l’élasticité  de  la  mem- 
brane est  la  même  dans  toutes  scs  parties.  Nous  devons 
renvoyer,  pour  les  détails  de  cès  expériences  intéres- 
santes, aux  mémoires  de  >1.  Savart,  insérés  dans  les 
Annales  de  physique  et  de  chimie , tomes  XXXVI  et  XL, 
et  au  traité  d' Acoustique  de  Chlàdni. 

Les  solides  11e  sont  pas  les  seuls  corps  capables  de 
rendre  des  sons.  Dans  les  instrumens  à vent,  c’est  la 
colonne  d’air  interposée  qui  forme  le  corps  sonore,  la 
substance  de  l’enveloppe  ne  concourt  qu’i  donner  un 
timbre  particulier  aux  sons.  Depuis  l’invention  de  la 
tyrine , appareil  dû  4 M.  Cagnafd  Latour,  et  qui  a pour 
objet  principal  la  détermination  du  nombre  absolu  des 
vibrations  d’un  corps  4onofe,  on  sait  que  l'eau  remplit 
l'office  de  corps  sonore,  et  qu’il  en  est  sans  doute  de 
-même  de  tous  les  liquides.  Les  propriétés  des  vibrations 
sonores  des  liquides  et  des  ga*  exigent  des  développe- 
mens  dans  lesquels  nous  ne  pouvons  entrer. 

SONNETTE.  ( Méc .)  Machine  employée  pour  le  bat- 
tage des  pieux  ou  pilots  ; ses  parties  essentielles  Sont 
une  poulie  et  un  mouton.  ( Voy . ce  mot.) 

On  distingue  deux  espèces  de  sonnettes , la  sonnèttè  à 
tiraudes  et  la  sonnette  d déclic.  La  première  se  compose 
de  deux  poteaux  dressés  verticalement  près  du  pieu  qu’il 
s’agit  d’enfoncer  et  qui  conduisent  un  mouton  d’un  grand 
poids  attaché  à un  câble  et  soutenu  par  une  poulie  placée 
au  sommet  de  l’appareil  (PI.  XXI , fig . 27)  ; ce  câble  se 
subdivise  en  plusieurs  cordelles  ou  tirandes  que  saisissent 
les  manœuvres.  A un  signal  donné,  les  ou  vri  ers  tirent  tous 
ensemble  très-vivement,  et  enlèvent  le  mouton  ; puis  Us 
se  redressent  en  levant  les  bras,  ce  qui  fait  retomber  le 
mouton  par  son  propre  poids  sur  la  tête  du  pilot,  où  il 
agit  comme  un  marteau  sur  un  clou.  La  sonnette  à déclic 
présente  une  autre  combinaison  ; c'est  un  treuil  qui 
fait  élever  le  mouton  jusqu’à  une  certaine  hauteur,  où 
il  rencontre  une  détente  qui  le  lâche  pour  le  laisser  re- 
tomber librement.  Les  fig.  28  et  29,  PI.  XXI,  montrent 
les  diverses  dispositions  de  cette  machine  : le  mouton 
est  pris  par  une  tenaille  dont  les  deux  branches  ab9  cd , 
croisées  en  p,  tendent  à sc  rapprocher  par  le  bas  , où 
elles  sont  plus  pesantes,  et  pressait  ainsi  le  mouton  par 
un  crochet  supérieur  placé  on  tête.  Lorsque  le  mouton, 
enlevé  par  l'action  des  hommes  qui*  agissent  sur  le 
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treuil,  arrive  au  sommet  de  la  sonnette,  deux  obstacles 
placés  de  chaque  côté  forcent  les  branches  supérieures 
de  la  tenaille  & se  rapprocher,  et  conséquemment  les 
branches  inférieures  à s’écarter;  le  mouton,  devenu 
libre,  retombe;  alors  on  redescend  la  pince,  et  le  jqëmc 
jeu  recommence. 

La  comparaison  des  effets  obtenus  çvec  les  deux  es- 
pèces de  sonnettes  montre  l’énorme  différence  des  ré- 
sultats que  l’on  peut  obtenir  de  la  force  de  l’homme. 
Les  expériences  que  nous  allons  citer  sont  dues  à 
M.  Vauvilliers,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées;  elles 
ont  été  faites  avec  le  plus  grand  soin , sur  des  pieux 
parfaitement  égaux,  avec  un  mouton  du  poids  de  3oo 
kilogrammes,  et  dans  un  même  terrain  où  les  pilots 
ont  été  enfoncés  au  même  refus. 

La  sonnette  à tiraudes  était  manœuvrée  par  vingt- 
deux  hommes  et  un  charpentier^  nommé  cnrimeur, 
chargé  de  conduire  la  machine  et  les  manœuvres.  La 
sonnette  à déclic  était  manœuvrée  par  quatre  hommes 
et  un  enrimeur.  A chaque  coup  le  mouton  était  élevé 
à quatre  mètres  au-dessus  du  pieu. 

On  a employé  28  journées  de  travail  pour  battre 
44  pieu}  ayee  la  sonnette  à tiraudes,  et  18  journées  pour 
battre  3?  pieux  avec  la  sonnette  4 fléçliç.  Aintj  lç  bat- 
tage de  chaque  pieu  a coûté  ^ **  0,64  jour  de  tra- 
vail avec  la  première  fli^chine  Ç*  ^ “ o,56  jour  avec 
la  seconde.  Si  l'on  tient  compte  maintenant  du  nombre 
des  hommes  employés,  on  trouve  que  le  battage  d’un 
pieu  coûte 

0,64  journée  d’arrimeur, 

<4*  * journées  dn  manœuvres  , 

avec  la  sonnette  à tiraudes,  et 

0,56  journée  d’arrimeur, 

3,a5  journées  de  manœuvres  , 

avec  la  sonnette  à déclic.  Pour  comparer  les  prix  de 
revient,  admettons  que  la  journée  du  manœuvre  soit 
de  1 fr.  et  celle  de  l’arrimcur  de  2 fr.  ; alors  la  dépense 
du  battage  d’un  pieu  par  la  sonnette  ù tiraudes  sera  de 
i5r,3,  et  par  la  sonnette  à déclic  de  3f,4  # c’est-à-dire 
qu’il  en  coûtera  à peu  près  autant  pour  enfoncer  22 
pieux  avec  la  première  machine  que  100  avec  la  se- 
conde. D’où  l’on  voit  que  cette  dernière  offre  un  bien 
meilleur  emploi  de  la  force  de  l’homme.  (Foy.  Homme.) 

SOUFFLET.  [Méc.)  On  nomme  soufflets  ou  machines 
soufflantes  les  organes  mécaniques  qui  produisent  un 
jet  d’air  atmosphérique  pour  animer  la  combustion. 
Autrefois  on  ne  sc  servait  dans  les  forges  et  autres  usines 
métallurgiques  que  de  grands  sou  filets  ordinaires  que 
tout  le  monde  connaît;  maintenant  on  emploie  géné- 


ralement des  corps  de  pompe  dans  lesquels  se  meut  un 
piston  garni  de  cuir  qui  chasse  l’air  devant  lui.  Dans 
les  pays  où  l’on  a des  chutes  d’eau,  on  se  sert  aussUdes 
trompes  : ce  sont  des  cylindres  verticaux  et  creux,  lé- 
gèrement étranglés  uq  peu  au-dessous  de  leur  partie 
supérieure,  et  dans  Lesquels  tombe  un  courant  d’eau 
qui  entraîne  avec  lui  l’air  qui  entre  dans  le  cylindre 
par  de  petites  ouvertures  pratiquées  au-dessous  de  IV- 
tranguillon.  Cet  air  se  dégage  dans  une  caisse  inférieure 
où  aboutissent  les  cylindres,  et  en  sort  par  un  orifice 
ou  tuyère  disposé  à cet  effet.  ( Voyez  le  Traité  de  la 
composition  des  machines  de  Borgnis,  et  Y Hydraulique 
des  ingénieurs  de  d'Aubuis&OQ.) 

SOUPAPE.  {Mic.  ) Nom  générique  qu’on  donne, 
dans  les  machines,  ù de  petites  portes  destinées  à per- 
mettre ou  à empêcher  l’entrée  d’un  fluide  dans  une 
capacité.  On  en  distingue  de  plusieurs  espèces.  % 

Les  soupapes  A coquille  se  composent  d’une  plaque 
circulaire  (PI.  XXI,  fig.  3o)  taillée  en  tronc  de  cône 
qui  entre  et  s’emboîte  exactement  dans  l’ouvertore 
qu’elle  doit  fermer;  dessous  est  une  queue  ou  tige  qui 
traverse  une  bride  et  se  termine  par  un  bouton  A' arrêt; 
cette  tige  empêche  la  soupape  de  dévier  lorsqu’elle 
monte  ou  qu’elle  descend. 

Les  soupapes  à clapets  sont  faites  en  forme  de  porte 
qui  s’ouvre  et  sc  ferme  autour  d’une  charnière  ou  d’une 
queue  flexible  en  cuir;  elles  consistent  ordinairement 
en  une  rondelle  de  gros  cuir  gras  ou  de  laiton. 

Sourire  de  sceeté.  On  donne  ce  nom  aux  soupapes 
adaptées  aux  chaudières  des  machines  à vapeur  dans 
le  but  d’éviter  les  explosions.  Ces  soupapes  sont  char- 
gées de  poids  déterminés  qui  les  tiennent  fermées  tant 
que  la  pressiop  intérieure  de  la  vapeur  ne  surpasse  pas 
cey  poids;  mais  elles  s'ouvrent  aussitôt  que  la  pression 
dépasse  cette  limite,  et  laissent  une  libre  issue  à la  va- 
peur. Il  est  assez  connu  que  de  telles  soupapes  ne  met- 
tent pas  à l’abri  des  accidcns. 

SURFACE  GAUCHE.  (Géom.)  C’est  en  général  une 
surface  engendrée  par  une  droite  qui  se  meut  de  telle 
manière  que  deux  de  ms  positions  consécutives  ne 
sont  jamais  dans  un  même  plan.  Une  telle  surface  n’est 
pas  développable. 

SURFACE  DÉVELOPPABLE.  (Géom.  ) Surface 
courbe  qu’on  peut  développer  sur  un  plan.  Ces  sur- 
faces sont  généralement  engendrées  par  une  droite  sou- 
misc  à la  condition  d’avoir  toujours  deux  positions 
consécutives  dans  un  même  plan. 

SURFACE  RÉGLÉE.  {Géom.)  Nom  générique  des 
surfaces  engendrées  par  le  mouvement  d’une  ligne 
droite. 
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TEMPÉRATURE.  [Phyt.)  Nous  avons  décrit,  t.  II, 
les  divers  thermomètres  employés  pour  mesurer  la 
température  des  corps  ; ces  iostrumeos,  fondés  sur  la 
propriété  qu’ont  les  fluides  de  sc  dilater  en  s’échauf- 
fant, ne  sont  comparables  entre  eux  qu’entre  certaines 
limites  que  nous  devons  mentionner. 

Si  l’on  expose  à une  même  chaleur  deux  thermo- 
mètres, l’un  à mercure  et  l’autre  à l’esprit  de  vin,  on 
remarque  bientôt  des  différences  plus  ou  moins  sen- 
sibles dans  leurs  indications  : par  exemple,  si  le  ther- 
momètre à mercure  marque  ao  degrés  Réaumur,  le 
thermomètre  à esprit  de  vin  ne  marque  que  i6,5  de- 
grés. Ce  phénomène  est  dû  à ce  que  l’alcool  ne  se  dilate 
pas  suivant  la  même  loi  que  le  mercure;  et  comme  il 
n’existe  pas  deux  liquides  qui  sc  dilatent  de  la  même 
manière,  on  doit  s’attendre  qu’à  l’exception  des  deux 
points  fondamentaux  de  l’échelle  thermométrique, 
deux  instrumens  construits  avec  des  liquides  différens 
n'indiqueront  jamais  le  même  degré  de  température. 
Deluc,  à qui  l’on  doit  beaucoup  d’observations  sur  la 
marche  des  thermomètres,  a obtenu  les  résultats  consi- 
gués  daus  le  tableau  suivant. 


DEGRÉS  CORRESPONDANS 

MARQUES  PAR  DES  THERMOMÈTRES  CONSTRUITS  AVEC 
DIFFÉRENS  LIQUIDES. 
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L’échelle  de  ces  thermomètres  est  celle  de  Réaumur, 
c’est-à-dire  que  la  distance  entre  le  point  de  la  glace 
fondante  et  celui  de  l’ébullition  de  l’eau  est  divisée  en 
80  parties  égales. 

M.  Biot  a trouvé  qu’en  désignant  par  t le  degré  mar- 
qué par  le  thermomètre  à mercure),  et  par  T le  degré 
correspondant  marqué  par  un  autre  thermomètre,  la 
relation  de  ces  deux  quantités  était  assez  exactement 
représentée  par  l’équation 

T «b  Al-j-Bf*  -j-Cl*, 

dans  laquelle  A,  B et  C sont  des  constantes  différentes 
pour  chaque  liquide.  Les  valeurs  de  ces  quantités  pour 
l’alcool  rectifié  sont 

A =0,784,  B=o,ooao8,  C = 0,00000775 , 

de  sorte  qu’on  a généralement,  entre  les  températures 
indiquées  par  deux  thermomètres,  l’un  à mercure  et 
l’autre  à l’alcool,  l’égalité 

T = 0,784*  -j“  0,00a  o8l*  -}-  0,00000775**. 

Le  thermomètre  à mercure  doit  toujours  être  pris 
pour  terme  de  comparaison  avec  ceux  des  autres  li- 
quides, parce  que  le  mercure  a la  propriété  de  se  dilater 
d’une  même  quantité  par  chaque  degré  de  chaleur,  du 
moins  dans  les  limites  de  l’échelle  thermométrique,  ce 
que  ne  fait  aucun  autre  corps  solide  ou  liquide;  les 
gaz  seuls  se  dilatent  uniformément  pour  tout  accrois- 
sement de  température  (voy.  Chaleur).  Aussi  le  ther- 
momètre à air  est-il  le  seul  instrument  propre  à donner 
une  mesure  absolue  de  la  chaleur;  et  pour  apprécier 
les  indications  du  thermomètre  à mercure,  il  est  essen- 
tiel de  les  comparer  aux  siennes.  Or,  on  trouve  qu’entre 
les  limites  o*  et  80“  de  l’échelle  de  Réaumur,  ou  o"  et 
1 00*  de  l’échelle  centigrade,  les  températures  indiquées 
par  le  thermomètre  à mercure  sont  exactement  les 
mêmes  que  celles  indiquées  par  le  thermomètre  à air  ; 
mais  il  n’en  est  plus  de  même  pour  les  températures 
au-dessus  de  l’eau  bouillante,  et  en  admettant,  comme 
cela  doit  être,  que  la  dilatation  de  l’air  est  uniforme, 
il  en  résulte  que  celle  du  mercure  n’est  sensiblement 
constante  qu’entre  0*  et  100*. 

Le  mercure,  devenant  solid» là  — 36*  et  se  volatili- 
sant à -j-  36o%  ne  peut  servir  de'Mrps  thermométrique 
qu’entre  ces  limites  de  température,  pour  lesquelles  on 
a obtenu  les  résultats  suivans  : 
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r«mpc>alurM  indique*. 
p»r  1*  thermomètre  a mareux. 
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Le  thermomètre  à air,  quelque  partit  qu’il  soit  dans 
sa  marche,  ne  peut  malheureusement  satisfaire  à tous 
les  besoins  de  la  science,  parce  que  cet  appareil  est 
détruit  par  la  fusion  du  verre,  qui  a lieu  i \ une  tempé- 
rature bien  inférieure  à celle  de  la  plupart  des  métaux; 
de  sorte  que,  pour  mesurer  de  hautes  températures,  on 
est  forcé  d’avoir  recours  à d’autres  instrumens.  Ceux 
qu’on  a imaginés  pour  cet  objet  se  nomment  pyro- 
mètres. Le  plus  usité  est  le  pyrométre  de  Wedgwood,  qui 
est  fondé  sur  la  propriété  qu’a  l’argile  de  se  contracter 
au  Lieu  de  se  dilater  par  la  chaleur.  Ce  phénomène 
ayant  été  observé  par  Wedgwood,  il  fit  préparer  des 
tubes  d’argile  de  dimensions  exactement  déterminées, 
puis  il  les  exposa  à une  chaleur  de  plus  en  plus  intense, 
pour  étudier  les  lois  de  leurs  contractions.  Le  retrait 
de  l’argile  paraissant  s’effectuer  toujours  de  la  même 
manière,  et  cette  substance  ne  reprenant  pas  son  pre- 
mier volume  par  le  refroidissement,  Wedgwood  sut 
mettre  à profit  toutes  ces  circonstances  pour  construire 
un  appareil  qui,  tout  imparfait  qu’il  est,  n’en  a pas 
r moins  rendu  de  grands  services  aux  arts  industriels. 
Le  pyromètre  de  Wedgwood  est  composé  d’une  plaque 
de  cuivre  ABCD  (PI.  XXII,  fig.  1 1)  sur  laquelle  sont 
fixées  deux  barres  de  même  métal  légèrement  inclinées 
entre  elles;  l’une  des  barres  porte  une  échelle  de  a4o 
parties  égales  qu’on  nomme  degrés  pyromêtriques , et 
dont  le  o correspond  au  plus  grand  écartement  des 
deux  barres.  De  petits  cônes  tronqués  abcd  faits  en  ar- 
gile et  cuits  à la  chaleur  rouge  naissant  sont  moulés  de 
manière  qu’en  les  introduisant  dans  la  rainure  formée 
par  les  barre»,  ils  peuvent  s’enfoncer  jusqu'il  la  division 
de  l’échelle  marquée  o.  Lorsqu'on  veut  connaître  la 
température  d’un  degré  de  chaleur,  on  y introduit  un 
creuset  fermé  contenant  un  dos  petits  cônes  d’argile,  et 
on  le  retire  quand  on  juge  qu’il  a pris  la  température 
du  foyer.  Après  qu’il  s’est  refroidi,  on  l’introduit  dans 
la  rainure  en  le  faisant  glisser  jusqu’à  l'endroit  le  plus 
resserré  qu’il  peut  atteindre,  et  la  division  de  l’échelle 
indique  la  température  en  degrés  pyrométriques. 

Pour  comparer  les  indications  de  cct  instrument  aux 
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degrés  du  thermomètre,  il  faudrait  connaître  exacte- 
ment la  correspondance  des  échelles  et  le  degré  du 
thermomètre  qui  répond  au  o du  pyromètre;  mais, 
outre  que  les  lois  du  retrait  de  l’argile  sont  entièrement 
inconnues,  c’est  plutôt  par  convention  que  par  aucune 
approximation  suffisante  qu’on  a établi  que  le  o du  py- 
romètre répond  à 58o’,55  du  thermomètre  centigrade, 
et  que  chaque  degré  pyrométrique  équivaut  à 73*43  du 
même  thermomètre. 

TRANSCENDANTES  ELLIPTIQUES.  (Calcul  in- 
tégral.) Dans  la  plupart  des  applications  du  calcul  infi- 
nitésimal, on  est  conduit  à des  expressions  différen- 
tielles qu’il  est  impossible  d’intégrer  sou»  forme  finie, 
soit  généralement,  soit  entre  des  limite»  données.  Alors, 
et  lorsqu’il  s’agit  d’intégrales  définies,  on  est  réduit  à 
calculer  leurs  valeurs  approchées,  au  moyen  de  la  mé- 
thode des  quadratures  ou  de  leur  développement  en 
série  convergente;  mais  on  ignore  complètement  la 
nature  des  quantités  transcendantes  qui  entrent  dans 
leur  génération,  et  tout  ce  qu’on  a pu  faire  de  mieux 
jusqu’ici  a été  de  chercher  à diminuer  le  nombre  de  ces 
quantités  en  les  faisant  dépendre  les  unes  des  autres.  De 
tous  les  résultats  obtenus  par  les  géomètres  dans  cette 
branche  difficile  de  l'analyse,  ceux  de  Legendre  doivent 
être  placés  au  premier  rang  sous  le  rapport  de  la  géné- 
ralité et  de  la  fécoudité  ; car  il  a su  ramener  une  classe 
très-nombreuse  d’intégrales  à des  arcs  d’ellipse,  et 
rendu  leur  calcul  aussi  facile  que  celui  des  fonctions 
circulaires  ou  logarithmiques. 

Dès  qu’on  eut  intégré  certaines  formules  par  des  arcs 
de  cercle,  on  dut  tenter  naturellement  de  réduire  d'au- 
tres intégrales  à des  arcs  d’ellipse  ou  d’hyperbole;  Ma- 
claurin.et  d’Alembert,  qui,  les  premiers,  se  livrèrent  à 
celte  recherche,  trouvèrent  en  effet  plusieurs  formules 
susceptibles  d’une  telle  réduction  ; mais  leurs  résultats 
étaient  isolés,  et  ce  fut  un  géomètre  italien,  le  comte 
de  Fagnano,  qui  ouvrit  la  carrière  à des  investigations 
plus  profondes,  en  découvrant  que,  sur  toute  ellipse  ou 
sur  toute  hyperbole  donnée,  on  peut  assigner  d’une  in- 
finité de  manières  deux  arcs  dont  la  différence  est  égale 
à une  quantité  algébrique.  Plus  tard  Landen  démontra 
que  tout  arc  d'hyperbole  peut  être  mesuré  par  deux 
arcs  d’ellipse,  sans  entrevoir  toutefois  les  conséquences 
de  cette  découverte  très-remarquable.  C’est  en  1786, 
dans  les  mémoires  de  l’Académie  des  sciences,  que  Le- 
gendre publia  scs  premières  recherches  sur  l'intégration 
par  arcs  d’ellipse  ; il  fit  voir  que,  dans  une  suite  infinie 
d’ellipses  formées  d’après  une  loi  donnée,  on  peut  ré- 
duire la  rectification  d'une  de  ces  ellipses  à celle  de 
deux  autres  prises  à volonté  dans  la  même  suite.  Il  re- 
prit bientôt  la  matière  d’une  manière  plus  générale  et 
plus  méthodique  dans  un  mémoire  sur  les  transec 


Digitized  by  Google 


dantei  elliptiques  publié  en  1 793  ; et  enfin,  des  recher- 
ches ultérieure»  lui  ayant  permis  de  former  un  ensemble 
théorique,  il  donna  en  iHn5  »on  traité  des  /bneli'oiu  el- 
liptiques, qui,  à défaut  d'autres  titres,  suffirait  pour  lui 
assigner  un  rang  distingué  parmi  les  premiers  ana- 
lystes de  notre  siècle.  Depuis,  M.  Jacobi,  professeur  à 
l’unirersité  de  Kœnigsbcrg , a su  se  placer  fi  côté  de 
Legendre  en  enrichissant  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques de  plusieurs  décou  certes  importantes. 

Les  limites  de  notre  ourrage  ne  nous  permettent  pas 
les  dérçloppemçns  nécessaires  ft  l'intelligence  de  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques;  tout  ce  que  nous  pou- 
vons faire  ici,  c’est  de  donner  une  idée  de  son  objet. 

Soit  P une  fonction  rationnelle  quelconque  de  la  va- 
riable x,  et  U un  radical  carré  de  la  forme 

-}-  pse  -j-  qX*  -j-  é-c1  -j-  tx* J, 

l'intégrale 

fPrf* 

J R ’ 


est,  en  général,  une  quantité  transcendante  dont  la  na- 
ture change  avec  la  valeur  de  P,  sans  toutefois  que  de 
l’infiuité  des  valeurs  différentes  qu'on  peut  donner  i P 
il  résulte  une  infinité  de  transcendantes  différentes. 

Par  une  première  préparation,  ou  peut  toujours  foire 
en  sorto  qu’il  n’y  ait  pas  de  puissance»  impaires  de  la 
variable  sous  le  radical  ; ainsi  nous  poserons  généra- 
lement 

R = V/sr-t-jü^  7**; 


On  peut  supposer  en  outre  que  P est  une  (onction  paire 
de  x;  car  on  peut  toujours  faire 

P =M  -j-  N*? 

II  et  N étant  des  fonctions  paires  de  x.  Or,  la  partie 

se  ramène  aux  règles  ordinaires  en  faisant  x*=y; 

ainsi  toute  la  difficulté  se  réduit  à intégrer  — jp»  dans 
laquelle  >1  est  une  fonction  paire  de  x. 

Ceci  posé,  Legendre  prouve,  par  l'analyse  des  diffé- 
dx 

rens  cas,  que  la  différentielle  ^ peut  toujours  être  ra- 
menée à la  forme 


dans  laquelle  c est  plus  petit  que  l1  unité,  et,  par  suite, 


que 


J 


P dx 

- - est  transformé  en 


f Q* 

J t/ 1 — * 


Q étant  une  fonction  rationnelle  paire  de  sin  y,  laquelle 
contient  sin  ? au  mémo  degré  que  P contient*. 

La  décomposition  de  cette  intégrale  montre  qu’elle 
renferme  en  général,  i°  une  partie  algébrique,  a*  une 
intégrale  de  }a  forme 


| (A  -f-  B sin*  y) 


5*  une  ou  plusieurs  intégrales  de  la  forme 


J 


N __ 

i n sin*  9 * i/J 


dans  chacune  desquelles  les  coeflicicns  N et  n peuvent 
avoir  des  valeur»  quelconques  réelles  ou  imaginaires. 

Les  transcendantes  contenues  dans  la 

se  réduisant  toujours  à l’une  des  deux  formes  précé- 
dentes, il  est  visible  qu’elles  sont  comprises  dans  la  for- 
mule générale 


11 


-J 


A -f-  B sin*? 
i nsin1? 


d? 

\/  \ — c1  sin*f 


et  ce  sont  les  intégrales  de  cotte  dernière  qui  consti- 
tuent les  fonctions  ou  transcendantes  elliptiques. 

La  transcendante  H est  supposée  s’évanouir  ou  com- 
mencer lorsque  ç>  — o;  son  étendue  est  déterminée  par 
la  variable  ç>,  qu’on  nomme  V amplitude;  la  constante  c, 
toujours  plus  petite  que  l’unité,  s’appelle  le  module , et 
la  quantité  l/ 1 — c1  est  dite  le  complément  du  module. 

Les  fonctions  comprises  dans  la  formule  H se  divi- 
sent en  trois  espèces  ; la  première  et  la  plus  simple  est 
représentée  par  la  formule 


J V/i  — c*  sin* 


Lit  seconde  est  l’arc  d’ellipse  compté  depuis  le  petit 
axe,  et  dont  l’expression  est 


E 


— c2  sin*  f . 


d?. 


Knfii),  la  troisième  est  représentée  par 

J do 

(i  -4-  n sin*  *)  V \ — c*  sin*  y 


Elle  contient,  outre  le  module  c commun  aux  deux 
autres  espèces,  un  paramètre  n qui  peut  être  à volonté 
positif,  négatif,  réel  ou  imaginaire.  Les  fonctions  de 
celte  espèce  peuvent  toujours  s’exprimer  par  des  fonc- 
tions delà  première  eide  la  seconde  espèce. 

C’est  è l’aide  de  ces  trois  fonctions  nommées  fonc- 
tions elliptiques  do  la  première , de  la  seconde  et  de  la 
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troisième  espèce,  et  pour  lesquelles  Legendre  a calculé 
des  tables  très-étendues,  qu’on  obtient  la  valeur  de 

. ^ (Wr 

toutes  les  intégrales  comprises  sous  la  forme  I 


Voyez  Legendre,  Traité  des  fonctions  elliptiques.  — 
Jacobi,  Fundamenta  nova  functionum  ellipticarum. 


comme  par  la  trigonométrie  sphérique  , mais  plus  ra- 
pidement, 


„ sinl,  cos  w — taneXsin» 

u„g*  = ëô»L  ” ’ 


tang  D = 


(tang  X cos  » -f-  sin  L sin  »)  cos  il 


cos  L 


TRANSFORMATION  DES  COORDONNÉES. 

Les  latitudes  et  les  longitudes  des  astres  sont  liées  à leurs 
ascensions  droites  et  leurs  déclinaisons  par  des  relations 
qui  se  déduisent  fort  simplement  des  premiers  prin- 
cipes de  la  géométrie  analytique.  Voici  comment  : 

Si  l’on  appelle  il  l’ascension  droite  d’un  astre,  D sa 
déclinaison,  L sa  longitude,  X sa  latitude,  et  que  <.>  dé- 
signe l’obliquité  de  l’écliptique,  la  position  de  cet 
astre,  rapportée  à un  système  de  coordonnées  rectan- 
gles ayant  le  centre  de  la  terre  pour  origine,  et  dont  àr,  y 
représentent  le  plan  de  l’équateur,  sera  donnée  comme 
à l’article  Paiallaus,  par 

x = rcosilcos  D,  y = r sin  il  cos  D,  * = rsinD. 

Le  même  astre  rapporté  au  plan  de  l’écliptique  repré- 
senté par  x',  y'  sera  pareillement  donné  de  position  par 

x‘  = r cos  L cos  X , y"  = t sin  L cos  X , z — V sîn  i , 

r étant  la  distance  de  l’astre  à la  terre. 

Mais  quand  on  passe  d’un  système  de  coordonnées 
•»,  y,  » à un  autre  x , y,  *»  on  a dans  la  circonstance 
actuelle,  et  parce  que  l’angle  des  y,  y est  égal  A l’obli- 
qiiité  «r,  on  a,  disons-nous  (a)  [voy.  tome  II,  p.  56?), 

„ • . r . -4 

X x x,  y = y'cos» — z sia»,  * = *' cos  «-{-y  sin  »; 
réciproquement  (6) 

x =.x,  ÿ*=ycos»-{-i5ln»,  i‘^=*cosca  — ysin«. 

Par  conséquent,  si  l’on  introduit  dans  les  relations  (a) 
les  valeurs  précédentes  do  X,  y,  Z,  x , y , Z , on  aura 
tout  d’abord  (c) 

cos  ^l  cos  D = cosL  cosX, 
siu  A\  cos  D — sin  L cos  X cos  « — sin).  sin», 
sin  D = sin  X cos»  -f-  sin  L cos  X sin  » , 

et  si  l’on  procède  de  même  à l’égard  des  relations  in- 
verses (b),  on  aura  ( d ) 

cos  L cos  X = cos  il  cos  D , 
sin  L cosX  = sin  il  cos  D cos  » -f- sin  D sin», 
sin  X = sin  D cos»  — sin  il  cos  D sin  ». 

Divisant  maintenant  la  seconde  et  la  troisième  équa- 
tion (c)  successivement  par  la  première,  on  obtiendra, 


Enfin,  opérant  snr  les  formules  (d)  de  la. même  ma- 
nière, il  viendra 

_ sin  il  eos»  -f"  tangD  sin  w 
tang  L =. ’ 

(tang  D cdsb  — sin  il  sin  »)  côs  L 
tangl  = - co;ii 

Les  deux  premiers  résultats  font  donc  connaître  l'ascen- 
sion droite  et  la  déclinaison  par  la  longitude  et  la  lati- 
tude, tandis  que  les  deux  autres  donnent  la  longitude 
et  la  latitude  au  moyen  de  l'ascension  droite  et  de  la 
déclinaison,  coordonnées  astronomiques  qu’il  est  essen- 
tiel de  déterminer  pour  efcctucr  le  calcul  des  éclipses. 

(M.  Puissant.) 

TRANSFORMATION  DES  COORDONNÉES.  (G/o- 
m/trie.  ) Ce  problème,  pour  tout  ce  qol  concerne  la  géo- 
métrie plane,  a été  traité  dans  notre  second  Yolume  ; 
nous  n’axons  donc  A le  considérer  ici  que  dans  l'espace 
à trois  dimensions. 

Supposons  d’abord  qu’il  S’agisse  de  passer  d’un  sys- 
tème d’axes  reeténgulairésOX,  OY,  07.  (PI.  XXlt,  flg.  4) 
AUnsyStèhied’bxesobliquesOX  ,0Y’,0£’  qui  a la  même 
origine  O.  Soit  M un  point  quelconque  de  l'espace,  si 
dè  te  point  oh  mène  des  droites  parallèles  4 tous  les 
axeS;  St  qne  par  les  points  où  elles  rencontrent  les 
plShs  coordonnés  oh  mène  d’autres  parallèles  aux  axes, 
on  lottltera  dénx  parallélipipèdes,  l’un  rectangle  yPMx, 
l’antre  oblique  jT'Mx',  qui  auront  deux  sommets  com- 
muns, l’un  en  O,  et  l'autre  eu  4L  Les  droites  MR,  MQ 
et  MP  ou  Ox,  Oy.  O*  seront  les  coordonnées  du  point  H 
par  rapport  aùx  axes  rectangulaires,  et  les  droites  MIT, 
MQ’,  MP'  ou  Ox  , Oy',  Ox  seront  les  coordonnées  du 
même  point  par  rapport  aux  axes  obliques.  Il  s’agit  de 
trouver  les  valeurs  des  premières  en  fonction  des  se- 
secondes,  ou  vice  rrrid. 

- Nous  exposerons  d’abord  une  propriété  des  lignes 
dont  nous  allons  avoir  besoin,  et  qui  rf'cst  qd’un  cas 
particulier  d’une  propriété  des  plans  (toy.  Paoixcvio»), 
savoir  : que  la  projection  d'une  droite  sur  une  autre  droite 
est  égale  à la  droite  primitive  multipliée  par  le  cosinus  de 
r angle  aigu  que  ces  droites  font  entre  elles. 

Pour  bien  comprendre  ce  théorème,  il  faut  savoir 
que  lorsqu’il  s’agit  de  deux  droites  situées  dans  l’espace 
de  manière  4 ne  pouvoir  se  rencontrer,  on  est  convenu 
de  nommer  angle  de  ces  droites  l’angle  formé  par  1 uuo 
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d’elles  arec  toute  droite  parallèle  à l’autre.  Soit  donc 
AB  (PI.  XXII,  fig.  5)  une  droite  d’une  grandeur  déter- 
minée ou  finie,  et  OX  une  droite  indéfinie  ; des  points 
A et  B abaissons  sur  OX  les  perpendiculaires  AA'  et 
BB‘,  A'B'  sera  la  projection  de  AB,  et  si,  par  le  point  B, 
nous  menons  une  droite  BC  parallèle  A OX,  l'angle  ABC 
sera  l’angle  des  droites  AB  et  OX,  et  nous  aurons 

A'B*  s AB  X cos  ABC. 

En  effet,  concevons  par  le  point  A un  plan  AM  per- 
pendiculaire à OX,  et  par  le  point  C,  où  ce  plan  est 
rencontré  par  BC,  menons  les  droites  AC  et  A'C , le 
triangle  A CB  sera  rectangle  en  C et  donnera  (eoy.  Tai- 

COHOMÉTBIV) 

CB  = AB  X cos  ABC. 

Mais  BB'  est  parallèle  au  plan  AM,  et  par  conséquent 
A la  droite  A'C  ; donc  CB  b A'B'  ; donc,  etc. 

Reprenons  maintenant  le  point  M rapporté  ù deux 
systèmes  d’axes  (fig.  4)»  fit  oc  laissant  subsister  dans 
la  figure  que  les  lignes  nécessaires,  observons  que  si 
nous  convenons  de  désigner  par  x , y,  X les  coordonnées 
rectangulaires,  et  par  or', y',  X les  coordonnées  obliques, 
nous  aurons  (fig.  6) 

Ox  = xt  P jc  = y,  MP  = x , 

Ox’=  x',  P'x'=  y',  MP'b  x*. 

Ceci  posé,  par  les  points  x',  P'  et  M,  menons  à l’aire  OX 
les  perpendiculaires  «‘C,  P'D,  Mar,  et  il  nous  sera  fa- 
cile de  voir  que  OC  sera  la  projection  de  Ox',  CD  celle 
de  P'x',  et  Dx  celle  de  M P';  de  sorte  que  la  coordonnée 
rectangulaire  Ox  ou  x est  précisément  égale  à la  somme 
des  projections  des  trois  coordonnées  obliques»',  y'  etxr 
sur  son  axe;  mais  en  désignant  par  la  notation  (x',x), 
(y',  x),  (z',x)  les  angles  qtic  font  respectivement  les 
axes  des  x',  y'  et  x'  avec  l’axe  des  x,  nous  avons,  en 
vertu  du  théorème  ci-dessus, 

OC  s=  Ox' . cos  (x',  x)  = x'  co»  (x’f  x) 

CD  ■*  x'P’ . cos  (y,  x)  = y’  cos  (y',  x) 

Dx  = MP' . cos  (x',  x)  =t  x"  cos  (x’,  x) , 

et,  conséquemment,  à cause  de  OC-{-CD-{-Dx=bOxb=x, 

x — x cos  (x',  x)  -f-  y'  cos  (y',x)  -f-  x cos  (x',  x). 

La  même  construction  faite  pour  chacun  des  deux  autres 
axes  OY  et  OZ  devant  nécessairement  nous  donner  des 
résultats  semblables,  nous  en  conclurons  que  chaque 
coordonnée  rectangulaire  est  égale  d la  tomme  de»  pro- 
jection» de»  trot»  nouvelle»  coordonnée » »ur  chacun  de» 
ancien»  axe»,  en  observant  toutefois  que  par  le  mot 
tomme  il  faut  entendre  la  somme  algébrique  ; car,  si  les 
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trois  demi-axes  obliques  positifs  ne  formaient  pas  trois 
angles  aigus  avec  chacun  des  trois  demi-axes  rectangu- 
laires positifs,  comme  nous  l’avons  supposé  dans  notre 
figure,  il  y aurait  dans  les  trois  projections  sur  un  axe 
des  quantités  qu’il  faudrait  prendre  négativement  pour 
que  la  somme  fût  égale  à la  coordonnée  rectangulaire. 
Au  reste,  cette  circonstance  est  indiquée  par  le  signe 
du  cosinus,  qui  devient  négatif  lorsque  l’angle  des  axes 
est  obtus  ; de  sorte  qu’en  tenant  compte  de  ces  signes 
ainsi  que  des  signes  des  coordonnées,  nous  pouvons 
poser  les  trois  formules  générales  suivantes  de  trans- 
formation   (i)  : 

x = x'cos(x',x)  +y'cos(y',x)  -f-x’cos(x',x) 
y = x'cos (*’,  y)  + y’cos  (y', y)  x‘  cos  (i‘,ÿ) 

* = *’  cos  (x\  x)  -(-  y' cos  (y’,i)  + x'  cos  (x‘,  r), 

ou  plus  simplement  (a) 

x = axi  -|-  hy'  -f-  ex* 
y = a'x'  -f-  6'y'  -f-  c'x 
x bs  a'x'  -f-  6'y'  -f-  cV, 

en  désignant  par  a,  a',  a ' les  cosinus  des  angles  que 
forme  l’axe  des  x'  avec  les  anciens  axes  rectangulaires, 
par  6,  6',  6' les  cosinus  des  angles  de  Taxe  des  y',  et  par 
cy  c\  € les  cosinus  des  angles  de  l’axe  des  x'  avec  les 
mêmes  axes. 

Les  neuf  constantes  qui  entrent  dans  ces  expressions 
ne  sont  pas  toutes  arbitraires,  car  on  sait  que  les  trois 
angles  formés  par  une  même  droite  avec  trois  axes 
rectangulaires  sont  assujettis  A la  condition  d’avoir  la 
somme  des  carrés  de  leurs  cosinus  égale  A l’unité  (eoy- 
GéouÉTiir.,  n*  i3);  on  ne  peut  donc  en  disposer  qu’en 
joignant  aux  équations  (a)  les  relations  ....  (3) 

a*  -{-  a'1  -}-  a’*  = î 
61  -|-  6'*  + é'*  = i 
^ + Cfl+rflB|1 

Si  l’origine  des  coordonnées  n’était  pas  la  même,  il 
suffirait  d’ajouter  A la  valeur  de  chaque  coordonnée 
dans  les  formules  (a)  la  coordonnée  de  la  nouvelle  ori- 
gine par  rapport  A l’ancien  axe.  En  effet,  imaginons 
qu’on  déplace  les  axes  parallèlement  A eux-mêmes  en 
transportant  l’origine  O A un  autre  point  O'  dont  les 
coordonnées  par  rapport  à O soient  a,  jS  et  y,  il  est  évi- 
dent que  nous  aurons  entre  les  anciennes  coordonnées 
X,  y,  X et  le9  nouvelles  x',  y,  x'  les  relations 

* = *•  + «>  y = »'  + (S.  x = * + 7. 

Ainsi,  désignant  toujours  par  a,  fi,  y les  coordonnées 
rectangulaires,  par  rapport  é l’origine  O,  de  l’origine  O’ 
des  axes  obliques,  les  relations  générales  pour  passer 


Digitized  by  Google 


TRI 


TRI 


465 


d’un  système  de  coordonnées  rectangulaires  à un  sys- 
tème de  coordonnées  obliques  sont  (4) 

x = « ox  + ty  4“  cx 

V = p-f-  o'x'+  b‘jf'+  es 

Z = y dx' 4-  6'y'+  C'Z> 

Pour  passer  d’un  système  d’axes  rectangulaires  à un 
autre  système  également  rectangulaire,  il  suffit  main- 
tenant de  joindre  aux  relations  (3)  et  (4)  de  nouvelles 
relations  qui  imposent  aux  angles  que  font  entre  eux 
les  axes  OX',  OY',  07/  la  condition  d’être  droits.  Or 
(Géométrie,  n*  iG),  quel  que  soit  l’angle  des  deux  axes 
OX'et  O Y',  que  nous  désignerons  par  (*',  y'),  sa  valeur 
en  fonction  des  angles  que  ces  droites  font  avec  les  an- 
ciens axes  dépend  de  la  relation 

cos  («',  y')  = cos  [x‘,  x)  cos  (y',  x) 

+ cos  (x',  y)  cos  (y,  y)  + (*'>*)  cos  (y,  *); 


de  sorte  que,  pour  que  cet  angle  soit  droit,  il  faut 
qu’on  ait 

cos  ( x , x)  cos  (y',  x)  + cos  {x,  y)  cos  (y', y) 

-J-  cos  (*',  z)  cos  (y',  x)  = o 

ou 

ab  -j-  db‘  -\-  db'  = o. 


Ainsi,  la  même  relation  ayant  lieu  par  rapport  aux 
autres  angles  pour  exprimer  que  les  angles  des  nou- 
veaux axes  sont  droits,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  de 
poser  les  conditions  (5) 

ab  -J-  db ' -f-  db'  = o 
ac  a V -|-  de  = o 

bc  -|-  b‘c'  -f-  b'c'  = o, 


qui,  jointes  aux  conditions  (3)  et  (4),  donnent  la  solu- 
tion du  problème.  Il  faut  observer  que  les  formules  (3) 
et  (5)  établissent  six  relations  entre  les  neuf  constantes, 
et  conséquemment  qu’on  ne  peut  disposer  arbitraire- 
ment que  de  trois  d’entre  elles. 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  ù la  transformation  d’uu 
système  de  coordonnées  obliques  en  un  autre  système 
de  coordonnées  obliques;  la  prolixité  des  formules 
dont  cette  transformation  dépend  ne  permet  pas  de 
l’employer  avantageusement. 


TRIGONOMÉTRIE  SPHÉROÏDIQUE.  (Géodésie.) 
Les  triangles  formés  sur  l’ellipsoïde  de  révolution  par 
des  lignes  de  plus  courte  distance  d’une  grandeur  quel- 
conque ne  pouvant  être  résolus  comme  des  triangles 
sphériques,  Euler  essaya  dès  i ?63  de  les  traiter  par  une 
méthode  particulière,  foqdce  sur  sa  théorie  de  maximis 
Ton.  ni. 


et  mininus,  et  il  parvint  A trois  équations  qui  expri- 
ment les  relations  qu’ont  entre  eux  les  six  élémens  d’un 
triangle  sphéroïdique  formé  par  deux  méridiens  ellip- 
tiques et  un  arc  de  plus  courte  distance  : elles  font 
l’objet  d’un  mémoire  inséré  parmi  ceux  de  l’Académie 
des  scicuccs  de  Berlin.  Toutefois,  Clairaut,  vingt  ans 
auparavant,  avait  déjà  signalé  les  principales  proprié- 
tés du  triangle  sphéroïdique  rectangle.  Les  difficultés 
qu’Euler  éprouva  pour  intégrer  deux  de  scs  équations 
différentielles  rendirent  sa  solution  incomplète.  C’est, 
d’une  part,  le  rapport  entre  la  différentielle  de  la  plus 
courte  distance,  qui  est  en  général  une  courbe  à double 
courbure,  et  celle  de  l’une  dc9  latitudes  données; 
d’autre  part,  le  rapport  entre  la  différentielle  de  cette 
même  latitude  et  celle  de  l’angle  au  pôle.  Mais  ces  dif- 
ficultés furent  aplanies  par  Oionis  du  Séjour,  parce  que 
ce  géomètre  fît  subir  A ces  mêmes  équations  des  trans- 
formations qui,  en  le»  adaptant  à la  sphère  inscrite,  en 
simplifient  la  forme  et  les  rendent  facilement  intégra- 
bles par  les  séries.  Depuis  lors,  Legendre  et  Oriani, 
mettant  à profit  cet  ingénieux  procédé,  parvinrent, 
chacun  de  leur  coté,  ù perfectionner  la  théorie  des  trian- 
gles sphéroïdiques  obliquangles,  le  premier,  dans  les 
mémoires  de  l’Académie  des  sciences  (année  1806),  le 
second,  dans  les  mémoires  de  physique  et  de  mathé- 
matiques de  Milan,  même  année.  Néanmoins  il  était  à 
désirer  que  la  résolution  de  tous  les  cas  possibles  de  ces 
triangles,  exposée  d’une  manière  très-diffuse  parOrianf, 
fût  ramenée  à des  méthodes  de  calcul  plus  simples,  et 
tel  est  le  but  que  nous  sommes  proposé  dans  notre 
Nouvel  Essai  de  trigonométrie  sphéroïdique  publié  dans 
le  quatorzième  volume  des  Mémoires  de  i Institut.  Voici 
quels  sont  les  principes  de  cette  trigonométrie. 

s i" 

DES  ÉQCATI0N9  DIFFERENTIELLES  d’u«  LIGNE  GÉODÉSIQI'X 
ET  DB  LEUR  INTÉGRATION  PAR  LES  SERIES. 

Si  une  droite  AM  (PI.  XXII,  fig.  7),  menée  dans  le 
plan  d’un  grand  triangle  ABC  tracé  sur  la  terre,  est  pro- 
longée d’une  quantité  MM',  ce  prolongement  ne  sera 
point  contenu  dans  le  plan  du  second  triangle  BCD  par 
l’effet  de  la  courbure  de  la  surface  terrestre;  mais  sa 
projection  horizontale  MN,  déterminée  par  la  verticale 
M'N,  représentera,  avec  la  première  partie  AM,  la  plus 
courte  distance  du  point  A au  point  N.  Pour  le  prou- 
ver, rabattons  la  ligne  MM'  sur  le  triangle  BCD,  en  la 
faisant  tourner  autour  de  BC  comme  axe,  et  suppo- 
sant l’angle  CM.M'  invariable.  Par  ce  mouvement , 
M'  décrira  un  trcs-petit  arc  de  cercle  qui  pourra  être 
considéré  comme  une  droite  M'N  perpendiculaire  au 
plan  BCD  ; cl  si,  dans  le  triangle  MM'N  rectangle  en  N, 
l’bypothénusc  est  égale  à AM  et  désignée  par  ds  ou  par 
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le  premier  élément  de  la  ligne  géodésique,  et  que  le 
très-petit  angle  M'MN  le  soit  par  «,  l’on  aura 

H'N  = rf«sin«  MN  arrfjcosi 


Ainsi  il  est  évident  qu'en  négligeant  les  tcimcs  infé- 
rieurs à **,  le  second  élément  MN  de  la  ligne  géode - 
sique  est, à un  infiniment  petit  près  du  troisième  ordre, 
égal  à dt,  et  que  la  normale  M N comprise  entre  le  pro- 
longement de  AM  et  la  surface  terrestre  est  du  second 
ordre.  La  distance  AMN  est  donc  égale  âla  droite  AMM'. 
Donc,  généralement,  une  ligne  tracée  sur  la  terre  par 
des  jalons  qui  s’effacent  les  uns  par  les  autres  est  la  plus 
courte  entre  toutes  celles  que  Ton  peut  mener  entre  ses 
extrémités,  et  la  propriété  analytique  d’une  telle  ligne 
résulte  de  ce  que  sa  différentielle  dt  est  constante. 

Maintenant,  soient  x,  y,  z les  coordonnées  rectangles 
de  l’origine  de  cet  élément  dsou  du  point  A du  sphéroïde 
terrestre;  celles  de  son  extrémité  M seront  x -f  dx, 
y-j-rfy,  *-} -dx;  et  les  coordonnées  dn  point  M',  extré- 
mité du  second  éléfncnt  !HM’=rfi,  seront  évidem- 
ment 

x -f-  “X/,  y -f-  a dy  = Y z a dz  — Z'. 

D’un  autre  côté,  noüs  venons  de  démontrer  que  la 
petite  normale  M'N  ou  la  perpendiculaire  au  second 
triangle  BCD  est  du  second  ordre;  ainsi  elle  peut  être 
considérée  comme  la  diagonale  d’uu  parallélépipède 
rectangle  dont  les  côtés  seraient  du  uiéme  ordre,  c’cat- 
â-dirc  d5x,  d*y,  d*z:  les  coordonnées  du  point  N ou  du 
pied  de  celte  normale  sont  doue 

X -f-  a dx  d*X  ram  X , 

y + — Py  = T > 

s -j-  a dz  — (Pz  = Z. 

De  plus,  par  la  théorie  connue  des  surfaces  courbes, 
dont  l’équation  différentielle  est 

dz-=pdx  + qdy  = (*£)  d*  + (jy)  dy, 

on  a en  général,  pour  les  deux  équations  des  projections 
verticales  de  leur  normale, 

X'— x+,(r— Z)  = 0, 
ï — Y+î(Z’—  Z)«=o; 

et  si  l’on  élimine  cutrc  elles  Z'-—  Z,  la  troisième  équa- 
tion de  cette  ligne  sur  le  plan  desxy  sera 

y(X'-X)-p(Y’-.Y)=nO, 
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ou  bien,  mettant  pour  X'  — X et  Y'  — Y leurs  valeurs 
précédentes,  on  aura  (i) 

(S) ''-(s)*»-0- 

Celte  équation  sera  celle  de  la  ligne  de  plus  courte 
distance  sur  l’ellipsoïde  de  révolution  en  y mettant  pour 
p et  q leurs  valeurs  tirées  de  l’équation  de  ce  corps,  savoir: 

6*  (x*  -}-  y1)  -}-  a1  r*  = a*  fc* , 

lorsqu’on  prend  l’axe  des  z pour  celui  de  rotation.  Or, 
on  a en  différentiant, 

di  = pdx  + qdy  =•  — | dx  — ~ * rfy; 

ainsi  l’équation  (i)  devient 

xdth]  — y rf*x  = o. 

Divisant  ensuite  par  dt  et  intégrant,  on  a,  à cause  de 
dt  constant  et  de  l’homogénéité  (a), 

xdy  — y dx  = C dt , 

C étant  la  constante  introduite  par  l’intégration. 

Pour  montrer  comment  cette  dernière  équation  con- 
duit à une  propriété  caractéristique  de  la  plus  courte 
distance,  faisons  CT  (PI.  XXII,  fig.  8)ous=f  et 
TM  — q;  le  triangle  rectangle  Cpm,  dans  lequel 
C p — x,  pm  — y et  Cm  = q donnera  évidemment,  en 
faisant  l'angle  A PM  *==  y, 

X SS  q COS  y , y — q MU  y , 
et  par  la  différenciation  l’on  aura 

dx  = dq  cos  y — qdy  sin  ? 
dy  = dq  sin  y -J-  gd  y cos  y , 

valeurs  qui  changent  l’équation  (2)  en  celle-ci  (3)  : 
qidy  = C dt. 

D’un  autre  côté,  le  triangle  élémentaire  a’m'M  rec- 
tangle en  m donne  sin  PMA,  ou 


et  les  deux  arcs  semblables  F'G'=dÿ  et  a'm'  étant  pro- 
portionnels à leurs  rayons  respectifs  CF'  et  g — rfy, 
l’on  a 

a'm'  «s  gdq 

en  prenant  toutefois  CF  pour  l’unité  et  négligeant  le 
terme  du  second  ordre  — - dqdy  ; donc 

sin  V » lj2,  etfsinV-=C. 
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Ainsi  la  propriété  de  là  ligne  la  plus  courte  est  de 
rendre  q sin  Y constant  ; et  remarquons  que  quaud  on 
prend  pour  méridien  fixe  le  plan  des  xz  perpendicu- 
laire à la  ligne  géodésique  MM 'A,  ce  qui  est  évidem- 
ment permis,  l’arirmit  V au  point  A est  droit,  et  la  con- 
stante C est  égale  à l'ordonnée  AI,  valeur  initiale  de  q. 

L’équation  (3)  exprime  le  rapport  de  la  différentielle 
de  la  ligne  géodésique  à celle  de  la  longitude  de  l'un  de 
ses  points.  Il  en  existe  une  autre  outre  ces  deux  diffé- 
rentielles que  l’on  déduit  de  l'expression 

i,  = vQ^+'dy'+dz'. 

En  effet,  en  mettant  ici  pour  dx  et  dy  leurs  valeurs 
ci-dessus,  et  faisant  attention  que  : = t,  on  a 

ds1  = dq1  -f-  q*dy*  4“  dtl , 

et  substituant  dans  cette  nouvelle  expression  pour  ds 
sa  valeur  ensuite  éliminant  rfo,  il  vient 

**  - <?)«*-€•  (A* +#)  I (à) 

Avant  d’intégrer ees  deux  équations,  il  faut  éliminer 
de  chacune  d’elles  l’un  des  variables  t,  q à l'aide  de  l'é- 
quation du  méridien  mobile  FM  F,  qui  est 

a’t’ 

Mais,  pour  parvenir  aux  résultats  les  plus  simples,  pre- 
nons, à l’instar  de  Dioni*  du  Séjour,  une  nouvelle  va- 
riable X telle  que  l’abscisse  t =6  sin  X,  auquel  cas  X sera 
l’angle  que  fait  avec  le  plan  de  l'équateur  xy  le  rayon  b 
du  cercle  inscrit  au  méridien  mobile,  et  dont  l’abscisse 
d’un  de  ses  points  est  la  variable  t.  Cette  valeur  étant 
introduite  dans  l'équation  précédente  de  ce  méridien  , 
on  a l’ordonnée  q — a cos  X;  et  la  constante  C,  qui  est 
égale  à q sin  Y,  devient 

C = o sin  V cos  X. 

A un  autre  point  M'  de  la  plus  courte  distance,  pour  la- 
quelle X se  change  en  X'  et  Y eu  Y',  on  a de  même 

C = a sin  V'  cosX'. 

Enfin,  au  point  A , où  l’aximut  de  AM'  est  supposé 
de  90%  on  a,  en  désignant  par  J ce  que  devient  X , 

C ss  a cos  ip. 

Il  résulte  donc  de  ces  trois  valeurs  la  relation 
cos  ^ *=s  sin  V cos  X = sin  Y * cos  X'; 

c’est-à-dire  que  les  sinus  des  angles  azimutaux  aux 
extrémités  d'une  ligne  géodésique  sont  entre  eux  récipro- 
quement comme  les  cosinus  des  latitudes  réduites  de  ces 


mêmes  points.  Nous  appelons  ici  latitudes  réduites  les 
angles  X et  X',  et  voici  pourquoi  : 

Si  par  le  point  .M  011  mène  la  normale  MO  terminée 
au  petit  axe  de  l’ellipsoïde , l’angle  POM  sera  le  com- 
plément de  la  latitude  vraie  l de  ce  point,  ou,  ce  qui 
TO 

est  de  même,  on  aura  ^ = tang  I;  mais,  dans 
l’ellipse,  la  sous -normale  TO  correspondante  aux 
coordonnée»  f,  ç,  étant  TO  *=  t l’on  a aussi 
TO  dq  a 

= dt  ~ b tan^  * * Par  cons<’(luent  y 

tang  l = ^ tang  X , ou  tang  X = ^ tang  l. 


On  voit  donc  que  l’angle  X est  plus  petit  que  (,  puisque 
a est  le  rayon  de  l’équateur  et  b celui  du  pûle. 

Maintenant,  si  l’on  substitue  dans  les  équations  diffé- 
rentielles (3)  pour  t,  q et  C leurs  valeurs  respectives 
b sin  X,  a 00s  X et  a cos  ^»,  on  aura,  ù cause  que  l’angle  f 
et  la  ligne  s augmentent  quand  X diminue, 


df  = 

ds  — 


d X cos  ^ I ax  >111*  X 4~  6*  cos’  X 
a cos  X V cos*  X — cos’  $ * 


. I / a sm’  X -f- 

aXcosXl/  

* cos’  X ■«— 


b ’ cos*  X 
cos’  il» 


Ce  sont  les  équations  différentielles  de  l’arc  AM  per- 
pendiculaire au  méridien  fixe  PA.  Legendre  rend  leur 
intégration  très- facile  par  les  séries,  en  leur  faisant 
subir  préalablement  quelques  transformations  ù l’aide 
d’un  angle  subsidiaire  ; mais  on  arrive  au  même  but  et 
plus  directement  en  changeant  sous  les  radicaux  les 

a*  — b* 

cosinus  en  sinus,  et  y taisant,  pour  abréger,  — — = c. 
En  effet,  l’on  a d’abord 


bd  . sin  X 


7 . l/l  + i sin*  X 


ds  = — 


(sin’  ^ — sin*  X)1 
b cos  f cos  X . d X 
° cos’  X (sin*  ÿ — si  11*  X) 1 


. 1/ 1 -j-  t sin’  X, 


et  si  l’on  développe  le  radical  l/i  4~  * sin’X  jusqu’au 
terme  de  l’ordre*!5  inclusivement , les  premiers  termes 
des  voleurs  de  ds  et  dy  seront  respectivement 


d s‘n  * d tanS  * 

__  Jiüi—  et  — - tai>S  r* 

i 1 a 1 ’ 


V. 

_ tang’  A 

\ ’in’+Z 

V 

tang* £/ 

car,  par  les  formules  trigonomètriques  connues,  l’on  a 
identiquement 

sin*^  — sin’X  ==  (long1!  — tang’X)  cos*  £ cos*  X i 


Digitized  by  Google 


468  TRI 

cl  les  Intégrales  respectives  seront 

/ ' sin  X \ b / tang  X \ 

arc  ( cos  = - — - J , - arc  I cos  = - — --  I , 

V Sin  £/  9 a \ tang*/ 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

ba , - w, 

a 

en  faisant 

sin  X tang  X 

cos  a = — — - , cos  w = . 

sin  * tang  ÿ 

Quant  aux  autres  termes,  ils  seront  de  la  forme 

A umdu  , . . . ... 

— , et  s intégreront  par  le  procédé  connu. 

(K,-U,)’  * , 3 
F.n  définitive,  et  A cause  de  - = 1 — - « -4-  ^ «*•••  » 

a a 1 8 

on  aura  avec  un  peu  d’attention 

(A)  f •“  (•  + ÿ * *>"’  * — gj  «’  9in*  <)  * 

-j-  ■ sin’  + — ^ i*  «in*  'in  ît 

— -|jgt,sin‘^sin4i 

(B)  , = «— ±«**in»|J,co*-f. 

-J-  ^ **  sin*  * cos  * sin  a a 

et  comme  il  est  utile  d’avoir  <r  en  fonction  de  - , on 

b 

appliquera  le  retour  des  suites  A la  série  (A)  en  la  met- 
tant sous  cette  forme 

*-i+*'  + Q*  + s 

bornée  aux  termes  du  second  ordre  ; puis,  tirant  de  U 

sin  a*  = sin  i -f-  a Pc  cos  a 
sin  4*r  « sin  4 

Après  quoi  il  viendra,  toutes  substitutions  fuites  (coy. 
Céodé.sie,  tnm.  II,  p.  aao) 

(C)  1 = J,  (,  — 4 ‘ ,i“,  >+u4  *’  »"*+) 

-'""(O  t!ô  .^in*  i) 

+ icosî(f)  (,'i‘’,in^) 
+;lî',,in4(ï)  ,in‘* 


a au 

On  aura  en  outre,  d’après  ce  qui  précède , 

W.  •>!  cos  X 
sin  V = — , 
cos  a 

V'  étant  l’angle  que  l’arc  * fait  avec  le  méridien  qui 
passe  par  son  extrémité  M'. 

s n. 

roavrLXS  foxdameittales  de  la  TiicoNOMériiE 

sraéaoTDiQVE. 

Considérons  maintenant  deux  triangles  sphériques 
pma,  pma  (fig.  1 6),  rectangles  en  a et  correspondans  aux 
triangles  sphéroldiqucs  de  même  espèce  PMA,  PM  A; 
et  supposons  que  les  aiimuts  V,  V'  soient  les  mêmes 
de  part  et  d’autre,  mais  que  les  latitudes  des  points «, 
m,  m'  soient  *,  X,  X';  enfin,  représentons  respectivement 
par  a , 5 les  arcs  am , am , mm'  ; par  w,  «'  les  angles 

mpaf  mpa;  on  aura,  par  la  propriété  des  triangles 
sphériques  rectangles,  les  relations  suivantes  : 

I.  cos  * = cos  X sin  V,  sin  a = sin  u cos  X, 
sin  X 


II. 


III.  tang  u = 


sin  * 9 
tang  n 
cos  * * 


cos  « =a  cos  9 sin  V, 
sin  n sin  * = coi  V cos  X. 


Celles  qui  composent  le  premier  système  à gauche 
donneront  la  position  du  point  A,  lorsque  le  point  M 
sera  donné.  On  a,  en  outre,  par  rapport  au  point  M', 
dont  la  latitude  vraie  est  V et  la  latitude  réduite  X', 


IV. 

sin  X'  *=  sin  * cos  9 

, tang  9 
tang»  = — S-p , 

COS  * 

VI. 

cos  X'  sin  V'  c= r cos  X sin  V. 

Enfin,  la  proportion  des  quatre  sinus  donne 
VII.  sin  («'  — w)  cos  X'  s»  sin  (9  — <r)  sin  V. 

On  pourra  donc,  A l’aide  des  relations  (IV,  V,  VI), 
déterminer  trois  des  quatre  variables  f,  <r',  V'  quand 
l’une  d’elles  sera  connue. 

De  IA  et  des  formules  (A),  (B)  on  tire  généralement 
deux  autres  équations  relatives  au  triangle  sphéroïdique 
obliquanglc  PMM',  dans  lequel  MM'  = s,  et  la  dillé- 
rcnce  en  longitude  MPM'cs  ®,  savoir  : 

5 =(»•-*)(.  + 1 • f -j|  .*  »in‘  *) 

-}-  (sin  2 «7*  — sin  2 »)  i sin*  — ^ **  sin* 

— («in  4 < » — ,in  4 ")  ** ,ln*  +) 
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et 


j ae  — U — (5  — ff)  | — 5 e*^  COS  ^ 

-f-  ^<r* — c -f~  ^ »in  a a'—  ^ sin  a a-^  «’sin* 


On  a en  outre,  en  retournant  la  valeur  de  ~ , cette 

autre  série,  également  duc  à Legendre,  et  dont  la  con- 
▼ergence  ne  dépend,  comme  les  précédentes,  que  de 
la  petitesse  de  e, 


+K,_4 

« sin*  ^ 

+^,,!in,+) 

. s 

— sin  ÿ cos  | 

(a'+i 

4-  ^ cos  ^a  tr 

+4) 

/ 1*  sin* 

v îrj 

-f- sin  £ cos  ^ 

-+£ 

)(^) 

-f- sin  a ^ cos 

(4»+ 

•S)^) 

SI , au  lieu  de  faire  usage  du  rapport  r,  on  voulait  em- 
ployer le  carré  de  l’excentricité  de  l’ellipsoïde  de  ré- 
volution qui  est  e 1 = - — , on  aurait  évidemment 


*=•*? 


Toute  la  théorie  des  triangles  sphéroidiques  est  ren- 
fermée dans  ces  équations,  et  c’est  par  certains  artifices 
de  calcul  que  l’on  parvient  ù en  déduire  les  valeurs  des 
inconnues  propres  aux  différons  cas  de  la  trigonométrie 
actuelle.  Par  exemple , s'il  s’agissait  de  trouver  sur  l'el- 
lipsoïde de  révolution  la  plus  courte  distance  de  deux 
points  quelconques  donnés  par  leur  latitude  et  leur 
longitude,  il  faudrait  procéder  comme  nous  l’avons 
montré  page  69  à 84  du  tome  I de  la  Nouvelle  Des- 
cription géométrique  de  la  France , ou  recourir  à la  so- 
lution que  l’illustre  géomètre  M.  Ivory  a donnée  de  ce 
problème,  sans  l’appuyer  sur  la  considération  de  la 
sphère  inscrite.  ( Voyez  page  3 1 du  huitième  volume  du 
Pkilosophical  Magazine.)  Mais  passons  aux  questions 
plus  usuelles  qui  peuvent  être  traitées  élémentai- 
rement. 


S m- 


aésoLirrioir  nés  tiuncj.es  spnéaiQüEs  très-pëf  cornacs. 


Nous  ferons  d’abord  observer  que  Legendre  a ramené 
la  résolution  d’un  triangle  géodésique  quelconque,  mais 
peu  étendu,  à celle  d’un  triangle  rectiligne  de  même  es- 
pèce, et  cela  au  moyen  de  ce  théorème,  que  fout 
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triangle  tphériqw  très- peu  courbe  répond  toujours  à un 
triangle  rectiligne  qui  a les  côtés  de  même  longueur , mais 
dont  les  angles  opposés  à ces  côtés  sont  ceux  du  triangle 
sphérique , diminués  chacun  du  tiers  de  l’excès  de  leur 
somme  sur  deux  angles  droits. 

Nous  ne  rappellerons  pas  l'élégante  démonstration 
que  Lagrange  en  a donnée  dans  les  premiers  cahiers  du 
Journal  de  l'Ecole  Polytechnique , et  que  Legendre  a re- 
produite dans  sa  Trigonométrie  ; mais  en  voici  une  autre 
moins  connue  et  qui  nous  paraît  fort  simple. 

Supposons  qu’au  triangle  sphérique  dont  les  données 
sont  les  deux  cétés  a,  b,  et  les  deux  angles  opposés  A, 
B,  corresponde  le  triangle  rertiligne  a,  b et  A',  B',  et 
que  l’on  ait  A'=  A — - x,  B'  = B — x\  on  demande 
de  déterminer  x. 

Par  la  propriété  du  triangle  rectiligne 

a sin  (A— a*) 

b sin  ( B — x ) 9 


mais,  à cause  de  la  série  connue 


a . 3 ' a . 3 . 4 . 5 


— etc. , 


on  a à très-peu  près,  vu  l’extrême  petitesse  de  a par 
rapport  au  rayon  de  la  terre, 


a = »ina  + ^-  = 9in«^i 

par  consèqnent, 

sin  a ^1  -(-  B ) gjn(A  — x) sin  A /i  — «rotA\ 

,in  b + (0  ~ 9in  (B  — x)  ~ sin  B \~x ‘ 


D’ailleurs  le  triangle  sphérique  correspondant  don- 

. sin  a sin  A , , 

nant  7: — t = -7— =.  , on  a,  en  simplifiant,  chassant 
sin  b sin  B ’ r ’ 

les  dénominateurs  et  négligeant  les  quantités  du 

4*  ordre, 


±=»( ! ). 

6 \cot  B — col  A/ 


-b*  sin  A sin  B 
* sin  (A — B)  9 


valeur  qui  est  précisément  le  tiers  de  l’aire  du  triangle 
sphérique  considéré  comme  rectiligne,  ainsi  qu’il  est 
aisé  de  le  démontrer.  Mais  la  somme  des  trois  angles 
d’un  triangle  sphérique  est 

A -f*  B -|-  C = A'-}-  B -|-  C s = 1 80® -j-  2, 

1 étant  l'aire  de  ce  triangle,  lorsque  l’unité  d’angle  est 
le  quart  de  la  circonférence  et  l’unité  de  surface  le  quart 
de  l’hémisphère.  Or  cette  airo  différant  extrêmement 
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peu  de  celle  du  triangle  rectiligne  dont  les  côtés  seraient 
a,  b,  c,  l’on  a * = g X,  et,  par  conséquent, 


y=A-iï,  = 

partant , 

A + ® + fc=*A  — 5 2 -f-  B — ^s-j-C'+ï- 
Enfin 


Maintenant  il  est  évident  que  si  avec  les  données  a,  e, 
A , C du  triangle  sphérique , on  furniait  un  second 
triangle  rectiligne  a,  c,  A — y,  C — y,  on  aurait 


triangle  serait  égal  au  premier.  Donc,  etc. 

L'excès  sphérique  2 rapporté  à une  sphère  du 

rayon  = i a évidemment  pour  valeur  lorsque  et  dé- 
signe l’aire  du  triangle  proposé  sur  une  sphère  dont  le 
rayon  est  r;  ainsi,  en  général,  cet  excès  est  proportion- 
nel à Paire  du  triangle  auquel  il  appartient,  et  pour 
l'avoir  en  secondes  il  faut  faire 


R*  = . ■■■■--  étant  le  nombre  de  secondes  comprises  dans 

SID  I * 

un  arc  égal  au  rayon. 

Le  plus  grand  triangle  qui  ait  été  mesuré  dans  l’opé- 
ration de  la  méridienne  de  France  prolongée  en  Es- 
pagne est  le  suivant  : 


Angles  sphériques. 

Campvcy.  . A = 5gB5o' 53',4o.  . a 
Desierto  . . B *=*  4-«  5.3#  ,07.  . b 
Il  on  go  . . . C *=  78.  4-  9>  53.  . c 


Côtés  opposé*. 
= i4aaot*,77 
= iioa35,  63 
= 160903,  96 


180*  o'Sg'jOo 


Les  angles  de  ce  triangle  sphérique  résultent  des 
angles  horizontaux  observés  au  centre  des  stations,  et 
diminués  chacun  du  tiers  de  l'erreur  totale  trouvée  de 
i',6;  c'cst-à-dirc  que  ces  trois  derniers  angles  formaient 
180*  o'  40", 6.  Pour  opérer  cette  correction,  il  a fallu 
calculer  l'excès  sphérique  de  ce  triangle,  lequel,  d'après 
ce  qui  vient  d'être  dit,  est 

k e*siu  A sin  B f 

r*siu  1'  ar1aini*sin(A-j-B)  * ® * 

r — 63G6iq8*  étant  le  rayon  moyen  de  la  terre. 


TRI 

Remarquons  en  outre  qu’en  ôtant  de  chacun  des 
angles  sphériques  ^ s==  »3%  l’on  a les  angles  moyens  ou 
ceux  du  triangle  rectiligne  correspondant;  ainsi 

Campvey.  . A' = 59*5r4o',40'  ■ * — 

Desierto..  . B'  = 42-  5.  a3,  07.  . 6=  11 0235,65 
Mongô.  . . C'a  78.  3.56,  53.  • e = 

180*  o'  o' 


En  supposant  seulement  connu  le  côté  h et  les  angles 
moyens  A'B'C',  on  trouverait  les  deux  autres  côtés  par 
la  trigonométrie  rectiligne  ; mais  la  trigonométrie 
sphérique  conduit  aux  mêmes  résultats  de  la  manière 
suivante  : 

D’abord,  la  base  étant  très-petite  relativement  au 
rayon  r de  la  terre , il  sera  plus  exact  d’évaluer  en 
mètres  les  sinus  des  côtés  a,  b , e;  et,  à cet  égard,  on  a 

i 1.  t z Mô* 

Log  sm  6 Log  b — ^ , 

M =3  0,43429  étant  le  module  tabulaire  , ou 

LogMa^.63778;  ctcomme  d'ailleurs  Log6=5.o4a3220, 
l’on  a 

Log  sin  b = 5.o4a3oo3. 

Ensuite,  des  deux  proportions 

sin  B : sin  A : ; sin  b : sin  a, 

sin  B : sin  C sin  b : sin  c, 

l'on  tire  aisément , à cause  des  valeurs  ci-dessus  des 
angles  sphériques  A,  B,  C, 

Log  sin  « = 5. 1 528690 
Log  sin  c = 5. 2065206. 

Enfin,  pour  passer  des  sinus  aux  arcs,  l’on  fera  atten- 
tion qu’en  général 

. _ * t 1 M sin’  x 

Log  X = Log  sin  x H ^ — , 

du  moins  à très-peu  prè9  ; partant 

Log  a = 5,1529002,  Log  c = 5.2o656G8 
.o  = 142201", 77,  c = 160903,96. 

Ce  procédé  rigoureux  n’est  donc  guère  plus  long  que 
par  la  méthode  de  Legendre  et  peut  servira  vérifier  les 
valeurs  numériques  obleuucs  par  celle-ci. 
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S iv. 

DinBimUTIOR  DES  LATITUDES  CT  LOÎICITÜDES 

GEOGRAPHIQUES. 

U o autre  problème  important  de  géodésie,  c'est  de 
déterminer  les  coordonnées  géographiques  des  sommets 
des  triangles  qui,  par  leur  enchaînement,  couvrent 
toute  l’étendue  d’un  pays  dont  on  se  propose  de  lever 
la  carte.  Ces  coordonnées  sont  la  latitude,  la  longitude 
et  l'altitude  (roy.  ces  mots);  mais  il  est  quelquefois  né- 
cessaire de  recourir  préalablement  aux  observations  cé- 
lestes pour  avoir,  tant  la  latitude  et  la  longitude  d’un 
de  ces  sommets  pris  pour  point  de  départ,  que  l’axt- 
muf  ou  l’inclinaison  de  l’un  des  côtés  des  triangles  sur 
le  méridien  de  ce  même  point.  Ces  élémens  géogra- 
phiques étant  obtenus,  le»  différences  de  latitude,  de 
longitude  et  d'azimut  des  autres  sommets,  comparés 
successivement  un  à un,  se  calculent  sur  la  terre  à l’aide 
de  formules  qui  proviennent  de  la  résolution  d’un 
triangle  sphéroïdique  dont  on  connaît  deux  côté»  et 
l’angle  compris,  et  auxquelles  on  parvient  très-simple- 
ment ainsi  qu’il  suit. 

Soit  AB  = k (6g.  10)  un  côté  de  triangle  ou  un  arc 
de  plus  courte  distance  d’un  degré  et  demi  d'amplitude, 
au  plus  ; PA,  PB  les  méridiens  de  ses  extrémités  \ l,  l les 
latitudes  des  points  A,  B ; et  désignons  par  p,  p leurs 
longitudes  comptées  du  premier  méridien  P>1 , c'est- 
à-dire  les  angles  AFM  . BFM  : enfin  appelons  v,  t>'  les 
azimuts  de  k comptés  du  nord  à l’ouest,  ou,  ce  qui  est 
de  même,  les  angles  B A P,  B'BP  supposés  aigus. 

Cela  posé,  si  k , /,  p , v sont  les  données  du  problème, 
f,  p',  v'  seront  nécessairement  fonctions  du  côté  k . et 
par  le  théorème  de  Taylor  on  aura 


d'I 


d'I 


r=l  + dkk  + ;iïk'  + ^w>*  + -- 


»,'='>+s**+;  5A,t> 


% dk*  1.3  dk' 


i d1® 


d*v  , 


’+ï?  + r^k'  + ~il~>k'+- 


dk 


i.3  dk' 


Reste  donc  à déterminer  les  coefficiens  différentiels 
de  ces  trois  séries.  Or,  en  assimilant  d'abord  le  triangle 
sphéroïdique  A PB  à un  triangle  sphérique  dont  les  côtés 
soient  k , 90" — À,  90*  — f',  cl  en  formant  le  triangle  élé- 
mentaire APR  dans  lequel  AR  =*  dk,  ce  triangle  offrira 
évidemment  ces  relations  : 

sin  (l-{-dl)  = sin  l cos  dk  -f-  cos  l sin  dk  cos  v , 

sin  dp  sin  (t>  -f-  de)  sin  (t>  de) sin  v 

sin  dk  COS  l * cos  l cos  (/  -f-  dl)  ’ 

puisque  AP  = 90*  — /,  RP  = 90*  — (/  4-  dl)  ; et  si 
l’on  chasse  les  dénominateurs,  qu’on  développe  et  qu'on 
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réduise  conformément  à la  doctrine  des  infiniment  pe- 
tits, il  viendra 


dl  dp  sin  e dv 

= cos  e,  jV  = , » -JT 

dk  dk  cos  l dl 


tangr  tang  J; 


par  suite 


de 

dk‘ 


: sin  v tang  l. 


Ces  coefficiens  différentiels  du  premier  ordre  étant 
trouvés,  l’on  passera  sans  difficulté  ù ceux  de»  ordres 
supérieurs  en  faisant  tout  varier,  et  l’on  obtiendra  en 
dernière  analyse, 

facl-j-Acost  — ^ k*  sin*  e tang  l 


— ^ k}  ain’ vcosvQ  -j-tang*/^  , 

, . . »int>  , * ustaft*lan(fl 

© =P-f  * ii — k ï — 

r r 1 cos/  a cos t 


I ..sin**  . , . 

— ïl*—r  t»n g*l, 


3 mjI 

e'  = r-4-4sin«tangi-)-  7 **  «in  i «(2 tang1  J+1) 

1 

-f-  k*sin  v cos*u  tang/ ^ 1 1 tau 
— k*  sin  r tang  ^ tang*  ïÿ . 


Mais  peur  compter  les  azimuts  du  sud  à l’ouest  et  de- 
puis o jusqu'à  36o,  à )a  manière  accoutumée  des  in- 
génieurs-géographes français,  l’on  changera  © en 
180*  — x et  ©'  en  36o*  — x\  et  l’on  aura  sin  o = sin  x, 
cos  v =*  — cos  x.  Enfin  les  séries  précédente»  se  change- 
ront, avec  un  peq  d’attention,  en  celles-ci  : 

T — 1 = — kcosx — - k*  sin*  x tang  l 

a 


P'  — P 


-{-g  k*  t.in*xcosx(i-f-3tang*/), 

^ sin  x 1 p sin  a x tang  4 

cos  l a cos  / 


. sin  x co»*  z 


— (i-|-3tang*n 

1 o cos/  0 1 

1 ,,sin*X4 

— n a3 .tang*/, 

3^  co»  / 6 

s==  i8o*—  (p—  p)^in/-}-^k*  sinax 


• — ~ k*  sin xcos*x  tang  / 
4-  g k*  sin*  x tang  L 
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Dans  ces  formules,  la  ligne  géodésique  * est  censée 
appartenir  à une  sphère  du  rayon  1,  puisque  telle  est  la 
supposition  tacite  qui  a été  faite  en  premier  lieu  ; mais 
dans  la  pratique  l’on  prend  pour  ce  rayon  la  normale  N 
au  sphéroïde  terrestre,  comprise  entre  le  point  dont  la 
latitude  est  l et  l’axe  de  la  terre.  Or  cette  normale,  don- 
née en  unités  métriques  comme  la  ligne  k , ayant 
a . . ... 

pour  expression  N — ■ — ,^~i  ainsi  qu u est 

aisé  de  le  prouver,  l’on  doit  remplacer  k et  scs  puis- 
k k1 

sances  par  ^ etc.,  quantités  qui,  à cause  de  leur 

petitesse,  sont  respectivement  du  i",  du  a*,  etc.,  ordre. 
De  plus,  tous  les  termes  des  séries  ci-dessus,  pour  être 
exprimés  en  secondes  de  degré,  doivent  être  multipliés 
parr*,  c’est-à-dire  par  le  nombre  de  secondes  contenues 
dans  un  arc  égal  au  rayon,  ou,  ce  qui  e6t  de  même,  par 


sin  i** 

Toutefois  il  est  à considérer  que  la  latitude  t déter- 
minée de  la  sorte  ne  serait  pas  exactement  celle  qui,  sur 
la  terre  elliptique,  répondrait  à l'extrémité  de  la  ligne 
géodésique  k;  mais  si  l’on  désigne  par  R le  rayon  de  cour- 
bure du  méridien  à la  latitude  moyeune  - (1- {-  1)=^ 
il  suffira,  pour  plus  de  précision,  de  multiplier  la  valeur 
de  f — ! par  le  rapport  parce  que  quand  deux  arcs 

de  plus  courte  distance  sont  de  même  grandeur  sur  la 
sphère  et  sur  l’ellipsoïde  de  révolution,  leurs  amplitudes 
sont  en  raison  inverse  de  leurs  rayons  de  courbure. 

Dans  ce  cas,  11  — — -,  et  l’on  a,  en  déve- 

(i  — c*  sin*^)‘ 

loppant  eu  série  par  la  formule  du  binôme. 


5 — i -j-e,cos,f-|-e*cossf-f-5e,  ^ cosrsinf  cosl; 


mais  le  plus  souvent  les  deux  premiers  termes  suffisent. 
Quant  à la  seconde  formule,  par  laquelle  on  obtient 
p — p,  elle  convient  à la  fois  ù la  sphère  et  au  sphé- 
roïde, et  elle  est  alors  avantageusement  remplacée  par 
celle-ci  : 


P—  P 


, sin  z 


trique  de  la  France  (tome  II,  p.  14  et  i5),  laquelle  con- 
tient une  table  qui  abrège  considérablement  les  calculs 
de  ce  genre. 

Une  seule  application  des  deux  premières  formules 
réduites  aux  termes  du  premier  et  du  deuxième  ordre 
en  fera  suffisamment  connaître  Futilité. 

Problème.  D’après  les  opérations  geodésiques  de 
France,  l’on  sait  que  la  latitude  du  Panthéon 

l ss  48*5o'48#,6, 

que  sa  longitude  orientale 

P “ — 5V>6- 

On  sait  de  plus  que  l’azimut  de  Montlkèry  sur  l’hori- 
zon du  Panthéon  est 

z'=  i3a3'a3',5,  compté  du  sud  à l’ouest; 

enfin,  que  le  logarithme  de  la  distauce  de  ces  deux 
points,  évaluée  en  mètres,  est 

Log*  = 4.38aai85. 


On  demande  la  latitude  l'  et  la  lungilude  p de  Mont- 
lbéry. 


Solution.  On  a à résoudre  les  deux  formules  sui- 
vantes : 


r — i. 


[kcoss  . iÀ*sin*x  .1,  . . 

ns¥?+Snwu"«  'jC'+eWi), 


, k sin  x 

P P N sin  i*  cos  l'  ' 


D’abord,  si  dans  N = —j~=. - — l’on  fait 
l/i  — «*  sin*  l 

s*  sin*  l = sin*ô,  l’on  aura  N = ■ a~- , et,  à cause  de 
cos  0 

Log  a = 6.8o46i54»  Log  e*  = 7.81087141  lors- 
qu’on suppose  l'aplatissement  de  la  terre  de 

d^=°’oo3l4: 


on  trouter. 


Log  sin'  S = 7.S644 > 3a , 

d'où 

Log  sin  8 = 8.7833066 


dans  laquelle  1a  latitude  I'  est  donnée  par  la  première 
équation.  Il  en  est  aussi  à peu  près  de  même  de  la  troi- 
sième équation  ; cependant  il  faudrait  à la  rigueur  y 
i k' 

ajouter  le  terme  du  troisième  ordre-  ^e*sinaÆCOS*/( 

pour  l’adapter  exactement  au  sphéroïde  terrestre  dont 
le  carré  de  l’excentricité  est  e*.  Voyez  ù ce  sujet  notre 
Traité  <fe  GtoeUiit,  ou  la  Nouvelle  -Description  jéotné- 


et 

Log  005  « = 9.9993030. 

Fartant, 

Log  N = Log  a — Log  cos  8 s C.  8o5.iian. 
On  a en  outre 


Log  sia  i’s=  4-6855;49 
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et 

Log  (1  -f-«*cos*  l)  = o.ooiai53, 
et,  avec  toutes  ces  données,  l’on  trouve  facilement 

J — l = — 760',  5 =3  — o*i  2 '40',  5 , 
p‘ — P=+  a66*,i  = -}-  o*  4'aG#,i. 

Enfin,  l’on  a 

latit.  T = 48*38'  8',i 

long,  p’  =s  o°  3'5i',5  (occidentale). 

La  grande  triangulation  qui  sert  de  fondement  à la 
nouvelle  carte  topographique  de  la  France  fournit  un 
nombre  immense  de  positions  géographiques  qui  ont 
été  calculées  de  la  sorte,  et  dont  les  hauteurs  au-dessus 
du  niveau  de  la  mer  sont  également  connues.  ( Voyez 
Altitude.) 

Nous  ferons  remarquer,  en  terminant , que  la  diffé- 
rence des  azimuts  aux  extrémités  delà  ligne  k s’évalue 
fort  simplement,  à l’aide  de  cette  formule 

sin  1(1  + 0 

— *=  l8°'—  (P—P) ; , 

co»i(l—  t) 

à laquelle  conduit  directement  celle  des  analogies  de 
Néper,  qui  donne  la  tangente  de  la  demi-somme  des 
angles  inconnus  en  fonction  de  deux  côtés  et  de  l’angle 
compris.  Nous  dirons  de  plus  que  la  valeur  analytique 
précédente  de  F — l exprimerait  en  mètres  la  longueur 
d’un  arc  de  méridien  compris  entre  les  parallèles  des 
extrémités  de  k donné  en  même  mesure,  si,  pour  éta- 
blir l’homogénéité  dans  les  termes  de  la  série,  l’on  di- 
visait respectivement  le  deuxième  et  le  troisième  terme 
par  la  normale  N et  par  son  carré  N*.  C’est  en  effet  l’une 
des  méthodes  de  rectification  qui  ont  été  employées 
pour  déterminer  les  diverses  parties  de  la  méridienne 
de  France. 

(Af.  Puissant.) 

TURBINE.  ( Hydraui ) Nom  générique  de  diverses 
machines  hydrauliques  dont  l’organe  principal  est  une 
roue  horizontale  qui  reçoit  l’action  de  l’eau  motrice. 

Les  roues  hydrauliques  horizontales  sont  connues 
depuis  long-temps,  et  quoique  celles  qu’on  emploie 
dans  le  midi  de  la  France  n’utilisent  qu’une  petite  partie 
de  la  force  motrice  consommée,  on  les  préfère  aux 
autres  roues,  parce  que  la  position  verticale  de  leur 
axe  simplifie  considérablement  le  mécanisme  des  mou- 
lins qu’elles  mettent  en  mouvement.  ( Voyez  Roue, 
tome  II,  et  Aubes.)  M.  Burdin,  ingénieur  des  mines, 
frappé  de  l’énorme  perte  de  force  que  ces  machines  en* 
Ton.  m. 
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traînent,  ayant  cherché  les  moyens  de  les  perfection- 
ner, imagina  diverses  combinaisons  très-ingénieuses  au 
moyen  desquelles  une  roue  horizontale  peut  être  dis- 
posée de  manière  à obéir  soit  à la  pression  de  l’eau, 
soit  A sa  réaction,  soit  enfin  à sa  force  centrifuge.  Les 
travaux  de  ce  savant  distingué  ont  ainsi  donné  nais- 
sance aux  trois  classes  de  machines  comprises  par  lui 
sous  le  nom  de  turbines,  nom  adopté  immédiatement 
par  tous  les  hydrauliciens. 

La  turbine  dite  d évacuation  alternative  est  mise  en 
jeu  par  la  pression  de  l’eau.  M.  Burdin  en  a établi  une 
au  moulin  de  Pontgibaud  (département  du  Puy-de- 
Dôme),  dont  l’effet  utile,  mesuré  au  moyen  du  frein 
dynamométrique  (voy.  ci-devant , page  3o4)>  a été  les 
0,67  de  la  force  totale  employée.  C’est  une  roue  à aubes 
courbes  qui  reçoit  l’eau  par  trois  circonférences  et  la 
rend  de  manière  que  la  portion  qui  sort  d’une  aube  ne 
peut  être  choquée  par  l’aube  qui  vient  immédiatement 
après.  On  en  trouve  la  description  dans  le  tome  III  des 
Annales  des  mines  pour  i833. 

La  turbine  dite  à réaction  est  mue  par  la  réaction 
(uoy.  ce  mot)  de  l’eau.  Celle  que  M.  Burdin  a établie 
au  mouliu  d’Ardres,  dans  le  département  du  Puy-de- 
Dôme,  produit  un  effet  utile  qui  n’a  jamais  été  au- 
dessous  des  o,65  de  la  force  motrice  et  qui  s’est  quel- 
quefois élevé  jusqu’aux  o,ç5.  La  description  en  a été 
faite  dans  les  Annales  des  mines , tome  111,  1828. 

La  turbine  à force  centrifuge  est  la  première  machine 
hydraulique  où  l’on  ail  imaginé  d’employer  la  seule 
force  centrifuge  du  liquide  en  mouvement.  M.  Burdin 
en  a fait  mentiou  dans  un  mémoire  présenté  ù la  So- 
ciété d’encouragement  pour  le  concours  de  1827;  mais, 
tout  en  reconnaissant  qu’on  ne  peut  lui  refuser  (aprio- 
rité de  l’idée  principale,  le  mérite  d’avoir  réalisé  cette 
idée,  en  surmontant  toutes  les  difficultés  inhérentes  ù 
la  construction,  appartient  sans  contredit  ù M.  Four- 
neyron  ; ainsi,  c’est  avec  justice  qu’on  ne  désigne  celte 
machine  que  sous  le  nom  de  turbine  Fourneyron. 

La  turbine  Fourneyron  a la  singulière  propriété  de 
marcher  avec  un  égal  avantage , soit  qu’elle  se  trouve 
entièrement  immergée  dans  l’eau  du  bief  inférieur, 
soit  qu’elle  ne  plonge  qu’en  partie  dans  cette  eau,  soit 
enfin  qu’elle  se  meuve  dans  l’air.  Celle  que  M.  Four- 
neyron a construite  sur  le  Doubs  près  de  Besançon 
consiste  en  une  forte  cuve  bb  (PI.  XXII,  fig.  14)  en 
fonte  fermée  par  le  haut,  sauf  le  centre,  par  lequel  elle 
donne  ouverture  à un  long  tuyau  vertical  par  lequel 
passe  l’arbre  vertical  de  la  roue.  L’eau  arrive  dans 
cette  cuve  par  un  coursier  en  fonte  fermé  aay  lequel 
peut  être  cintré  et  conduire  l’eau  d’un  réservoir  supé- 
rieur, ce  qui  permet,  dans  le  cas  où  le  mouvement  doit 
être  transmis  à un  point  sensiblement  plus  bas  que  le 
niveau  du  réservoir  d’eau,  de  ne  pas  donner  ù l’axe  de 
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U turbine  une  trop  grande  longueur,  qui  L’affaiblirait, 
et  de  placer  au  point  le  plus  convenable  et  avec  toute 
facilité  les  engrenages  de  renvois  qu'on  adapte  ordi- 
nairement à la  partie  supérieure  de  Taxe.  L'eau  entrant 
ainsi  dans  la  cave,  la  remplit  entièrement  ; elle  y trouve, 
vers  le  bas,  ù la  hauteur  h , des  cloison»  verticales  et 
courbes  dd  qui  La  conduisent  sur  la  turbine;  ces  cloi- 
sons sont  vues  en  plan  dans  la  ûg.  i5.  La  turbine  e*t 
une  roue  à aubes  courbes  horizontales,  portée  sur  une 
calotte  sphérique  II  percée  à son  centre  m pour  le  pas- 
sage de  l'axe,  lequel  repose  sur  une  crapaudine  n.  L'axe 
et  la  calotte  sphérique  font  corps  ensemble.  L'eau, 
menée  par  Les  cloisons  dd  sur  les  aubes  et , est  obligée 
d’eu  suivre  la  courbure,  et  exerce  sur  elles,  en  vertu  de 
sa  force  centrifuge,  une  action  motrice  qui  imprime  à 
la  roue  un  mouvement  de  rotation  très-rapide. 

On  trouve  une  description  détaillée  de  cette  intéres- 
sante machine  dans  le  Bulletin  de  la  Société  d' Encou- 
ragement, année  i834-  Depuis,  M.  Fourneyron  en  a 
construit  plusieurs  autres  avec  un  succès  que  nous  ne 
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saurions  mieux  faire  apprécier  qu’en  citant  les  paroles 
suivantes  de  M.  Poncelet  : « On  sait  avec  quel  art  infini 
M.  Fourneyron  est  parvenu  A soustraire  celte  même 
turbine  au  défaut  d'abord  si  capital  du  prompt  user  des 
pivots,  et  comment  aussi,  A force  d’études,  de  soins  et 
de  persévérance,  il  en  a perfectionné  les  différentes 
parties  de  manière  à constituer,  de  l'ensemble,  un  mo- 
teur puissant  qui  est  en  tous  points  comparable,  pour 
l’élégance  cl  la  simplicité  des  dispositions,  A cette  ad- 
mirable machine  due  A quarante  années  de  travaux 
d’un  homme  de  génie  tel  que  Walt.  » [Théorie  des  effets 
de  la  turbine  Fourneyron.  Paris,  Bachelier,  »858.) 

M.  Fourneyron  a cru  pouvoir  conclure  de  scs  pro- 
pres expérieuces  que,  daus  de  bonnes  conditions  de 
vitesse  et  d'établissement,  l'effet  utile  varie  entre  0,-0 
et  o,85  de  la  force  motrice.  Voyez  le  mémoire  déjà  cité 
de  M.  Poncelet  et  celui  de  Al.  le  capitaine  Morin  inti- 
tulé : Expériences  sur  les  roues  hydrauliques  d axe  ver- 
tical appelées  turbines. 
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VAPEliR.  (Phys.)  Nous  avons  exposé  an  mot  Force 
élastique  les  propriétés  générales  des  corps  gazeux , 
tant  de  ceux  qu'on  nomme  vapeurs  que  de  ceux  qu’on 
nomme  gaz  permanent;  nous  nous  occuperons  plus 
particulièrement,  dans  cet  article,  de  la  tapeur  de  T eau, 
dont  l'emploi  comme  moteur  exerce  une  si  grande  in- 
fluence sur  l'industrie  moderne. 

1.  Rappelons  que  toutes  les  vapeurs  présentent  îles 
propriétés  très-différentes,  selon  qu’on  les  considère  en 
contact  avec  les  liquides  qui  les  engendrent  ou  séparées 
de  ces  liquides.  Lue  vapeur  en  contact  avec  son  liquide 
générateur  ne  peut  augmenter  ni  diminuer  d>  tension 
et  de  densité  par  la  diminution  ou  l'augmentation  de  la 
capacité  qui  la  renferme  (page  172).  Sa  tension  et  sa 
densité  dépendent  uniquement  de  sa  température,  et 
pour  toute  température  elles  sont  toujours  les  plus 
grandes  possibles  ou  à l’état  de  maximum.  Séparée  de 
soi)  liquide,  une  vapeur  «‘comporte  exactement  comme 
un  gaz  permanent,  c'est-à-dire  que  pour  une  même 
température  elle  change  de  tension  et  de  densité  A me- 
sure que  son  volume  varie,  et  que,  pour  des  tempéra- 
tures différentes,  sa  pression  est  différente,  mais  lion  sa 
densité,  lorsque  ic  volume  reste  le  même.  On  peut  se 
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rendre  compte  de  ces  divers  phénomènes  en  analysant 
les  circonstances  de  la  production  île  la  vapeur. 

Si  l’on  remplit  A moitié  d'eau  un  vase  susceptible 
d’être  exactement  fermé  et  dont  on  puisse  expulser  l’air, 
l'espace  devenu  vide  au-dessus  de  la  surface  de  l’eau  se 
remplit  instantanément  de  la  vapeur  émise  par  le  li- 
quide, quelle  que  soit  d’ailleurs  la  température  actuelle. 
La  quantité  de  vapeur  produite  est  toujours  proportion- 
nelle à l'étendue  de  l’espace  vide,  mais  sa  force  élasti- 
que ou  sa  tension  ne  peut  avoir  qu’une  valeur  déter- 
minée pour  chaque  température,  parce  que  c’est  ccttc 
force  élastique  qui  maintient  le  reste  de  l’eau  A l’état 
liquide  par  la  pression  qu’elle  exerce  à sa  surface.  Si 
l’on  augmente  ensuite  la  température  du  liquide,  sa 
tendance  à se  vaporiser  augmente;  elle  devient  plus 
gronde  que  la  pression  de  la  vapeur  déjà  existante  , et 
alors  de  nouvelles  quantités  de  vapeur  sont  émises,  en 
sorte  que  la  densité  et  la  tension  de  la  vapeur  augmen- 
tent parallèlement  au-dessus  de  la  surface  de  l’eau  jus- 
qu’à ce  que  la  pression  à cette  surface  se  retrouve  eu 
équilibre  avec  la  tendance  de  vaporisation,  et  ainsi  de 
même  pour  chaque  augmentation  de  température.  On 
voit  donc  qu’il  existe  nécessairement  une  liaison  cou- 
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stante  entre  la  température  et  la  tension  de  la  vapeur 
formée  sur  un  excès  de  liquide,  et  que  cette  vapeur  est 
toujours  au  maximum  de  densité  et  de  pression  pour  sa 
température.  Les  phénomènes  ne  sont  plus  les  mêmes 
lorsque  toute  l’eau  est  vaporisée,  parce  que  dès  lors  la 
densité  de  la  vapeur  n’est  plus  susceptible  d’augmenta- 
tion, et,  par  conséquent,  qu’elle  cesse  d’ètre  au  maxi- 
mum si  la  température  reçoit  de  nouveaux  accroissc- 
mens.  Dans  ce  dernier  cas,  la  vapeurse  comporte  comme 
les  gai  permanens  et  demeure  soumise  aux  lois  de  Ma- 
riotte  (page  170)  et  de  Gay-Lussac  (page  36). 

a.  Les  relations  qui  existent  entre  les  densités,  les 
tensions  et  les  températures  de  la  vapeur  ne  sauraient 
donc  être  les  mêmes  lorsqu’elle  est  en  contact  avec  son 
eau  génératrice  que  lorsqu'elle  en  est  séparée;  mais 
dans  cos  deux  états  elle  possède  une  propriété  très-im- 
portante qui  permet  de  déterminer  sa  densité  pour  toute 
température  et  toute  pression  donnée.  Celte  propriété 
constitue  le  principe  suivant  : 

Le  rapport  du  poids  d'un  certain  volume  de  vapeur  au 
poids  d'un  même  volume  d’air  à la  mime,  température  et 
à la  mime  pression  est  un  nombre  constant. 

E11  clîet,  considérons  ml  volume  quelconque  de  va- 
peur qui,  bien  que  séparée  de  son  eau  génératrice,  soit 
au  maximum  de  densité  pour  sa  température,  et  com- 
parons-le  à un  même  volume  d’air  ayant  même  pression 
et  même  température;  si  l’on  chauffe  la  vapeur  et  l’air 
d'un  même  nombre  de  degrés,  ces  deux  fluides  se  dila- 
teront d’utie  même  quantité,  ef,  par  conséquent,  les 
poids  des  nouveaux  volumes  auront  toujours  le  même 
rapport  que  les  poids  anciens,  puisque  ces  poids  restent 
invariables.  Si  l’on  augmente  ensuite  la  pression  des 
deux  fluides  jusqu’à  ce  que  la  vapeur  se  trouve  au 
maximum  de  densité  correspondant  à sa  nouvelle  tem- 
pérature, les  volumes  de  vapeur  et  d’eau  diminueront  de 
la  piême  quantité,  et,  par  conséquent  encore,  le  rap- 
port des  poids  de  volumes  égaux  n’aura  éprouvé  aucun 
changement. 

5.  D’après  ce  principe,  il  suffit  de  connaître  le  nom- 
bre constant  qui  exprime  le  rapport  de  deux  Volumes 
égaux  d’air  et  de  vapei/r,  sotis  la  même  pression  et  à la 
même  température,  pour  évaluer  facilement  la  densité 
de  la  vapeur  dans  tontes  les  circonstances  de  pression 
et  de  température.  Car,  désignant  par  D ce  nombre 
constant,  par  h la  pression  exprimée  en  colonne  de  mer- 
cure (page  170),  par  t la  température  exprimée  en  de- 
grés centigrades  et  par  d fa  densité  de  la  vapeur  à la 
température  t cl  sous  la  pression  A,  ou  a .....  (i) 

d“D- 
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sphère  ©*,7G;  puisque  ce  fluide  se  dilate  de  0,00375,  de 
son  volume  è 0%  pour  chaque  degré  centigrade  d’ac- 
croissrmeut  de  température,  à la  température  I son  Vo- 
lume, qui  à o*  était  1,  devient  1 -f-  o,oo375/,  et,  par 
conséquent,  le  poids  d’un  mètre  cube  est  alors 

P 

1 0,003751* 

eu  admettant  toutefois  que  la  pression  ne  change  |ras. 
Or,  le  rapport  des  densités  étant  le  même  que  celui  des 
poids  de  deux  volumes  égaux  (roy.  Dexsité),  il  en  ré- 
sulte que  le  rapport  de  la  densité  de  l’air  à /*  à la  den- 
sité de  l’air  à 0%  sous  la  même  pression  o“,76  est 


V .p= L_  

I -[-  o, oo3?5f  r I 4"  O, Oo375f 

c’est-à-dire  qu’en  prenant  pour  unité  la  densité  de  l’air 
à o*  et  0^,76  de  pression,  la  densité  de  ce  fluide  à t et 
sous  la  pression  0.76  est  représentée  par 


1 -{-  o,oo375/* 

Mais*  lorsque  la  pression  change,  la  densité  varie  dans 
le  même  rapport  ; ainsi  la  densité  de  l’air  à la  tempéra- 
ture t et  sous  une  pression  quelconque  A a pour  ex- 
pression 


h 1 

o,  76  1 -f-  0,00375/  ’ 

et  il  ne  faut  plus  que  multiplier  celte  quantité  par  le 
nombre  constant  D,  ce  qui  donne  la  formule  (t),  pour 
avoir  la  densité  de  la  vapeur  à la  même  température  / 
et  sous  la  même  pression  A. 

4.  Tout  se  réduit  donc  à la  détermination  du  nombre 
constant  D,  auquel  on  a donné  le  nom  de  densité  ab- 
solue de  la  valeur.  Cette  détermination  a été  effectuée 
par  M-  Gay-Lussac.  Il  a trouvé  qu’un  gramme  d’eau 
pure  produisait  il“",G<)64  de  vapeur  à 100*  et  sous  la 
pression  o^jG,  ce  qui  donne  pour  le  poids  d’un  litre 


«6964 


= o", 5*948. 


Or,  le  poids  d’un  litre  d’air  à o*  et  o*,7G  de  pression 
étant  (page  171)  celui  d’un  lifre  d’air  à ioo* 

et  o*,70  de  pression  est 


■>a9ÎD 

1,375 


= o ,94480. 


Aiusi  la  densité  absolue  de  la  valeur  est 


„ o,  58qi8 

D = 7 vs-  = 

0,91 480 


En  effet , soit  p le  poids  d’un  mètre  cube  d’air  à o*  de  5 

. , , . . „ ou,  à très-peu  près,  D — s . 

lemperat  ure  et  sous  la  pression  moyenne  de  1 atmo-  ri  g 
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Remplaçant  D par  sa  râleur  dans  l’expression  (i)  et 
réduisant  les  nombres , nous  lui  donnerons  la  forme 

M 

h 

d = 0,821  . — i ym* 

i -f-  0,000751 

5.  La  densité  de  la  vapeur  donnée  par  la  formule  (2) 
se  rapporte  à celle  de  l’air  prise  pour  unité.  Si  on  rou- 
lait la  rapporter  à la  densité  de  l’eau  comme  unité,  il 
faudrait  la  multiplier  par  le  nombre  0,0012991,  qui 
exprime  la  densité  de  l’air  à o*  cl  sous  la  pression  o“,76  : 
la  densité  de  l’eau  à son  maximum  de  condensation 
étant  prise  pour  unité.  La  formule  (2)  devient  ainsi 

(3) 

<<= 0,00106e. 

6.  Les  formules  (2)  et  (3)  feront  connaître  la  densité 
de  la  vapeur  au  maximum  de  tension,  lorsqu’après 
avoir  donné  ù t une  valeur  particulière,  on  donnera  à A 
la  valeur  de  la  tension  maximum  correspondante  ex- 
primée en  mètres.  Sachant,  par  exemple,  que  la  tension 
maximum  de  la  vapeur  à 5o*  est  o", 088743 , on  fera 

t = 5o , A = 0,088743 , 
cl  on  obtiendra  : 

La  densité  de  l’air  à o*  et  o“, 76  étant  l’ttntté, 

, _ 0,088743  G mrr 

d = 0,821  . sas  0,0613541  ; 

1, 1075 

La  densité  de  l’eau  étant  l’unité, 

_ /»/»  0,088743 

d as  0,001066  . — r—  =*  0,0000797* 

1,1 07** 

7.  Dans  les  calculs  relatifs  aux  machines,  on  exprime 
ordinairement  les  tensions  en  poids,  c’est-à-dire  qu’on 
les  représente  par  la  pression  que  le  fluide  exerce  sur 
l’unité  de  surface  do  la  paroi  du  vase  où  il  est  renfermé. 
Il  est  facile  de  modiGcr  les  formules  précédentes  pour 
les  rendre  immédiatement  applicables  aux  tensions  me- 
surées de  cette  manière,  en  observant  que,  si  l’on  dé- 
signe par  fA  le  poids  de  l’unité  de  volume  du  mercure , 
UA  sera  le  poids  équivalant  a la  pression  sur  l’unité  de 
surface,  de  sorte  qu’en  désignant  ce  poids  par  p on  a 

p— h*. 

et,  par  conséquent, 


f* 


Il  suffit  donc  de  remplacer  A par  sa  valeur  - dans  la 

formule  générale  (1),  et  l’on  obtient  ccttc  autre  for- 
mule   (4) 

d « D . -JL ï 

0,  76^*  1 0,00375 1 9 

dans  laquelle  p est  la  tension  en  kilogrammes  sur  un 
mètre  carré  et  j/  le  poids  du  mètre  cube  de  mercure 
à o*  et  sous  la  pression  ©",76.  Mais  comme  on  prend 
communément  le  centimètre  carré  pour  unité  de 
surface  et  qu’un  centimètre  cube  de  mercure  pèse 
01,013598,  il  faut  écrire  la  formule  comme  il  suit  : 

(5) 

d= . 4. 

0,0l3598  76  1 -j-  0,003751 

et  alors  p représente  la  tension  en  kilogrammes  sur  un 
centimètre  carré. 

Remplaçant  D par  sa  valeur  0,624  (n*4)  et  réduisant 
les  nombres,  nou9  aurons  plus  simplement (6) 

d os  o,6o38  . — p- — ^ _ _ , 

1 -f-  o,oo375l 

c’est  la  densité  de  la  vapeur  par  rapport  ù celle  de  l’air 
prise  pour  unité.  Pour  avoir  cette  même  densité  par 
rapport  à Veau,  il  faut  multiplier  le  second  membre  de 
cette  expression  par  0,0012991,  cc  flu'  donne  cette  se- 
conde formule (7) 

d = 0,0007844  • — : — 7.--V- . 

' ^ 1 -j-  0,00375 1 

Dans  le  cas  où  la  tension  serait  donnée  en  atmosphères, 
il  faudrait,  pour  faire  usage  des  formules  précédentes, 
la  convertir  en  kilogrammes,  en  observant  que  ce  qu’on 
nomme  la  pression  d’une  atmosphère  est  le  poids  de  la 
colonne  de  mercure  qui,  dans  le  baromètre,  fait  équi- 
libre au  poids  moyen  de  l’atmosphère  (t?oy.  Force  élas- 
tique). Ainsi,  la  hauteur  de  cette  colonne  étant  de 
76  centimètres  et  son  poids  par  centimètre  carré  de 
base  étant  conséquemment  de 

ok, 013598  X 76=  ih,o33, 

si  l’on  désigne  par  f un  nombre  d’atmosphères,  i',o33f 
exprimera  la  pression  en  kilogrammes,  par  centimètre, 
correspondant  à f;  c’est-à-dire  qu’on  a généralement 

p = i\o33  f. 
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relation  qui  sert  a passer  de  la  pression  en  atmosphères 
à ta  pression  en  kilogrammes,  et  réciproquement. 

Remplaçant  p par  1 ,o33  f dans  les  formules  (6)  et  (7), 
on  obtiendra  ces  nouvelles  formules,  qui  dispenseront 
de  toute  conversion  préalable  : 


Densité  par  rapport  à l’air 


d = 0,6*37 


£ . 

I -f-  0,003751  * 


Densité  par  rapport  à l’eau 


d = 0,00081  , 


f 

1 0, oo375è* 


8.  Le  calcul  des  densités  de  la  vapeur  au  maximum 
de  tension  exige  qu’on  connaisse  la  température  qui 
correspond  à une  tension  maximum  donnée  , ou  le 
maximum  de  tension  correspondant  à une  température 
donnée;  malheureusement,  quoique  la  liaison  de  ces 
quantités  soit  invariable,  sa  loi  est  encore  inconnue,  et 
tout  ce  qu’on  a pu  faire  jusqu’ici  a été  de  la  représenter 
par  quelques  formules  empiriques  qui  ont  l’inconvé- 
nient de  ne  pas  s’accorder  dans  toute  l’étendue  de  l’é- 
chellc  des  températures.  Voici  celles  de  ces  formules 
qui  s’accordent  le  mieux  avec  les  observations  : 

4 

Formule  de  Southern,  pour  les  pressions  moindres  que  la 
pression  moyenne  de  l'atmosphère  ou  pour  les  pressions 
au-dessous  de  1*033  swr  un  centimètre  carré. 


P = 0,003454»  + > 

5,13 

* — 145,360  l/(-  — 0,003454*^  — 46,378. 


Formule  de  Tredgold  pour  les  pressions  de  i à 4 atmo- 
sphères. 


t = 1 74i/p  — 75. 


Formule  de  Dulong  et  Arago  pour  les  pressions  de  4 à 5o 
atmosphères. 

p — (0, a8658  0,0073003*)*, 

t =3  i38,885\/p  — 39,80a. 

Cette  formule  est  la  même  que  celle  que  nous  avons 
déjà  rapportée  page  170;  on  a seulement  converti  en 
kilogrammes  les  pressions  exprimées  en  atmosphères. 
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51.  de  Pampour  a proposé  la  formule  suivante,  pour 
les  pressions  de  1 à 4 atmosphères. 

_ ^73,67  + 1\‘ 

F v 'y.'»  j ’ 

I = 171,7  a\/>  — 73,67; 

elle  s’accorde  avec  les  expériences  aussi  bien  que  la 
formule  de  Tredgold  , et  elle  a de  plus  l’avantage  de 
coïncider  avec  celle  de  Dulong  et  Arago  à 4 ^ atmo- 
sphères. 

Dans  toutes  ces  formules,  p désigne  la  pression  sur 
un  centimètre  carré  exprimée  en  kilogrammes  et  t la 
température  en  degrés  centigrades. 

9.  En  employant  chacune  de  ces  formules  dans  les 
limites  où  elle  est  applicable,  on  pourra  toujours  déter- 
miner approximativement  la  température  correspon- 
dante à une  pression  connue,  ou  la  pression  correspon- 
dante à une  température  connue,  pour  tous  les  cas  de 
vapeurs  en  contact  avec  leur  eau  génératrice,  c’est-à- 
dire  pour  tous  les  cas  qui  intéressent  la  théorie  des  ma- 
chines à vapeur.  (Foy.  Force  élastique.) 

10.  Une  autre  détermination  non  moins  importante 
pour  les  machines  à vapeur,  c’est  celle  du  volume  relatif 
de  la  vapeur  ou  du  volume  d’un  poids  donné  de  vapeur 
comparé  au  volume  d’un  même  poids  d’eau  comme 
unité.  On  y parvient  sans  difficulté  par  les  considéra- 
tions suivantes  : 

Nommons  q le  poids  d’un  volume  V d’eau  à son 
maximum  de  condensation  et  ^'le  poids  d’un  même 
volume  V de  vapeur  à la  température  * et  sous  la  pres- 
sion p ; d étant  la  densité  de  cette  vapeur  par  rapport  à 
l’eau,  nous  avons  (wy.  Densité) 

?'=<*«• 

Si  nous  désignons  maintenant  parV'^e  volume  d’eau 
dont  le  poids  serait  égal  à q nous  aurons  évidemment 

V : V'  = ç : q — q : iq, 

d’où 

V _ 1 

V'  ■“  d* 

c’est-à-dire  que  le  rapport  d’un  volume  de  vapeur  à un 
volume  d’eau  de  même  poids  est  égal  à l’unité  divisée 
par  la  densité  de  la  vapeur. 

Prenant  le  volume  V'  de  l’eau  pour  unité,  nous  ob- 
tiendrons simplement (8) 


V = 
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ou,  remplaçant  d par  sa  valeur  (7)  en  fonction  delà 
température  et  de  la  pression (9), 

y 1 -f-  0,005751 
0,000784^  9 

ce  qu’on  peut  réduire  à 

, 1 -4-  o,oo375l 

V = ia;4  • • 

Si  la  pression  est  donnée  en  atmosphères,  on  peut 
employer  immédiatement  la  formule (10) 

1 4-  o, oo57âl 

V = 1534.  — E-- ’ — , 

qui  résulte  de  la  précédente  en  y substituant  i,oo3^a 
la  place  de  p (11*  7). 

Au  moyen  de  ces  formules,  on  pourra  toujours  cal- 
culer le  volume  relatif  de  la  vapeur  ou  le  rapport  de 
l’espace  qu’elle  occupe  au  volume  de  l’eau  qui  l’a  pro- 
duite sous  une  pression  donnée,  lorsqu’on’ connaîtra  la 
température  correspondante  à cette  pression  pour  les 
vapeurs  au  maximum  de  tension. 

Proposons-nous  pour  exemple  de  trouver  le  volume 

relatif  de  la  vapeur  formée  à la  pression  de  a - atmo- 
sphères, ou  à la  pression  de  ak,58a  par  centimètre 
carré.  La  table  de  la  page  171  nous  apprend  que  la  tem- 
pérature correspondante  à cette  pression  est  de  ia8*,8; 
ainsi  faisant  dans  la  formule  (9)  3,58s  et  1=  ia8%8, 

nous  trouverons  # 

V =s  ' — (1  4-  0,00373  X »*8.8)  * 733. 
a,  58a 

Le  volume  de  la  vapeur  est  donc,  à la  température 
donnée,  73a  fois  plus  grand  que  le  volume  de  l'eau, 
ou,  pour  mieux  préciser,  ù cette  température,  un  mètre 
cube  d’eau  produit  75a  mètres  cubes  de  vapeur  à la 
pression  de  ak,  58a  sur  un  centimètre  carré. 

Nous  ferons  observer  que  les  température*  1 qui  en- 
trent dans  toutes  les  formules  précédentes,  à l’exception 
de  celles  du  n"  8,  devraient  être  mesurées  avec  un  ther- 
momètre à air  dès  qu’elles  dépassent  100%  parce  que  le 
coeflicient  o,oo375  de  la  dilatation  des  gax  n’est  plus 
constant  si  l’on  emploie  pour  ces  hautes  températures 
un  thermomètre  à mercure  (roy.  Thermomètre).  De  100 
à i3o  degrés,  les  indications  des  deux  thermomètres 
n’offrent  encore  que  des  différences  peu  sensibles,  mais 
au-delà  de  100",  il  serait  nécessaire  de  réduire  les  degrés 
du  thermomètre  à mercure  en  ceux  du  thermomètre  à 
air,  avant  de  les  introduire  dans  les  formules  en  ques- 
tion, si  l’on  exigeait  une  grande  exactitude.  Quant  aux 
formules  du  n"  8,  elles  ont  été  déduites  d’expériences 
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où  les  températures  étaient  mesurées  sur  le  thermo- 
mètre à mercure,  et  elles  se  rapportent  conséquemment 
à ce  seul  thermomètre.  Ainsi,  lorsque,  pour  une  pression 
donnée,  on  aura  calculé  la  température  correspon- 
dante au  moyen  de  ces  dernières  formules,  et  qu’on 
voudra  ensuite  calculer  la  densité  ou  le  volume  relatif, 
il  faudra  ramener  préalablement  au  thermomètre  à air 
la  température  trouvée , lorsqu’elle  dépassera  i3o 
à »4o\  Au  reste,  dans  les  limites  de  la  pratique*,  ces 
réductions  sont  peu  nécessaires,  car  on  ne  doit  pas 
s’attendre  à tirer  des  formules  du  n“  8 des  résultats  ri* 
goureux.  La  question  suivante  va  montrer  l’application 
de  ces  principes. 

11.  De  la  vapeur  étant  produite  dant  une  chaudière, 
tou » une  pression  de  i5k,547,  on  demande  sa  demi  té  et 
ton  volume  relatif. 

La  première  chose  ù faire  est  de  déterminer  la  tem- 
pérature correspondante  à la  pression  donnée;  on  fera 
donc  p =s  «5,347  dans  la  formule  de  Dulonget  Arago, 
et  on  l’obtiendra 


» 

t = 1 58,883  l/i5,347  — 39,803  = aoo*. 

Cette  valeur  introduite  sans  réduction,  ainsi  que  celle 
de  p j dans  les  formules  (8)  et  (9),  fera  connaître 


d — 0,0007844  • — — 0,006879, 

1,  75 


Si  l’on  veut  tenir  compte  des  différences  thermomé- 
triques, on  observera  que  300"  indiqués  par  le  ther- 
momètre à mercure  correspondent  à i97%o5  indiqués 
par  le  thermomètre  ù air;  on  fera  en  conséquence 
I = it)7",o5,  et  les  formules  (7)  et  (9)  donneront 


. <,,,  >*3,347  r 

d = 0,0007844  = 0,000935, 

v . 1,7389575 

' = ,a"4  • ,44- 


On  peut  conclure  de  ces  résultats  que  la  vapeur  for- 
mée sous  une  pression  de  1 5 ,347  Por  centimètre  carré 
occupe  un  espace  »44  A >4®  fois  plus  grand  que  son 
eau  génératrice,  ou  qu’un  mètre  cube  d’eau  produit, 
dans  ces  circonstances , à peu  près  i45  mètres  cubes 
de  vapeur. 

13.  Nous  avons  déjà  donné,  page  170,  une  table,  des 
tensions  maximum  pour  les  températures  au-dessus 
de  * 00“  ; nous  nous  contenterons  donc  ici  d’en  donner 
uuc  pour  les  températures  inférieures,  en  y réunissant 
toutes  les  indications  qui  peuvent  être  utiles  dans  une 
foule  de  questions  physique»  et  mécanique?. 
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TABLE  DES  TENSIONS,  DES  DENSITÉS  ET  DES  VOLUMES  RELATIFS  DE  LA  VAPEUR  D’EAU, 


A DIFFERENTES  TEMPERAT  TUES. 


B -o  «St 
o <•  o 2-  ■% 

Ë « g s ! 

Si  g s § 
-s  * • E 

s ^ E? 


o,  1 1 662 
o,iao56 
o,  i 2676 
o,  i55a5 

°*,s99» 
o,i4;io 
o,i  5449 

0,1 6a  20 

0,17055 
0,17866 
o,  18756 
O,  1 9653 

o,ao6io 
0,21 586 
0,22639 
0,23758 
0,24820 
0,30986 


0,00007602 


960G 

o,oooioo54 

io525 
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Les  densités  de  cette  table  étant  rapportées  à celle  de 
l’eau,  il  suffit  de  les  multiplier  par  loookil.  pour  avoir 
immédiatement  le  poids  d’un  mètre  cube  de  vapeur  au 
maximum  de  tension,  ù toutes  les  températures  in- 
diquées. 

i3.  Les  principes  précédons  suffisent  pour  faire  com- 
prendre la  fonction  de  la  vapeur  dans  les  machines,  et 
nous  pourrions  nous  contenter  de  renvoyer  à notre  se- 
cond volume,  où,  avec  l’bistorique  de  ces  machiues, 
nous  avons  donné  les  procédés  de  calcul  employés  pour 
déterminer  leurs  effets  ; mais  comme,  depuis  l'impres- 
sion de  ce  volume,  on  a proposé  des  procédés  plus 
exacts,  nous  croyons  devoir  ajouter  quelques  détails 
capables  d’éclaircir  la  question. 

Toutes  les  machines  à vapeur  dont  on  se  sert  main- 
tenant ont  pour  pièces  essentielles  une  chaudière  ou 
bouilloire  dans  laquelle  la  vapeur  se  forme  à une  ten- 
sion déterminée,  et  un  cylindre  ou  corps  de  pompe,  au 
piston  duquel  la  vapeur  imprime  un  mouvement  recti- 
ligne alternatif. 

Pour  bien  concevoir  la  production  de  la  vapeur  à une 
tension  déterminée,  qu’on  imagine  d’abord  la  bouilloire 
isolée  du  corps  de  pompe  et  n’ayant  qu’une  ouverture 
fermée  par  une  soupape  s'ouvrant  de  dedans  en  dehors 
et  surchargée  d’un  poids.  Lorsque,  par  l’effet  de  la  cha- 
leur communiquée  du  foyer  au  liquide,  celui-ci  se 
mettra  à bouillir,  la  vapeur  se  rassemblera  dans  la 
partie  supérieure  de  la  chaudière,  et  y acquerra  une 
densité  et  une  tension  qui  croîtront  successivement  tant 
que  le  foyer  fournira  de  nouvelles  quantités  de  chaleur 
et  tant  que  la  vapeur  ne  trouvera  pas  d’issue  pour  s’é- 
chapper. Admettons  que  l'ouverture  de  la  soupape  ait 
un  centimètre  carré  et  que  son  poids  soit  de  5 kilo- 
grammes; dès  que  la  vapeur  exercera  sur  les  parois  de 
la  chaudière  une  pression  un  peu  supérieure  ù 5 kilo- 
grammes par  centimètre  carré,  elle  repoussera  la  sou- 
pape et  s’élancera  au  dehors  ; mais  comme  sa  vitesse 
d’écoulement  sera  généralement  plus  grande  que  sa  vi- 
tesse de  formation,  la  pression  baissera  bientôt  dans  la 
chaudière,  et  la  soupape  sc  refermera  pour  s’ouvrir  de 
nouveau  lorsque  la  pression  dépassera  encore  5 kilo- 
grammes. Au  moyen  de  ce  jeu  de  la  soupape,  la  pres- 
sion dans  la  chaudière  ne  dépassera  donc  jamais  la  gran- 
deur qu’on  voudra  lui  donner.  Imaginons  maintenant 
qu'un  orifice  s’ouvre  et  se  ferme  alternativement  pour 
laisser  pénétrer  la  vapeur  dans  le  corps  de  pompe,  et 
que  ces  mouvemens  soient  réglés  de  manière  ù ce  que, 
dans  un  temps  déterminé,  la  quantité  de  vapeur  sor- 
tante soit  égale  à la  quantité  de  vapeur  formée,  et  nous 
verrons  que  la  tension  dans  la  chaudière  ne  pourra  plus 
éprouver  que  de  légères  variations  régularisées  d’ail- 
leurs, s’il  en  était  besoin,  par  la  soupape  de  sûreté. 

»4*  Pour  calculer  les  effets  de  la  vapeur,  on  a long- 
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temps  supposé  qu’elle  conservait  dans  le  cylindre  la 
même  tension  que  dans  la  chaudière , et  conséquem- 
ment qu’elle  repoussait  le  piston  avec  tout  l’effort 
qu’elle  exerce  contre  la  soupape  de  sûreté.  Les  formules 
de  la  page  6o4  de  notre  second  volume  sont  fondées 
sur  cette  hypothèse. 

Ainsi,  nommant  ti  l’aire  de  la  base  du  piston,  o la 
pression  dans  la  chaudière,  sur  l'unité  de  surface, 

oft 

représente  le  poids  que  la  vapeur  peut  mettre  en  mou- 
vement, et  si  v est  la  vitesse  du  piston, 

ollt? 

est  l’effet  théorique  que  la  machine  doit  produire.  Mais 
comme  cet  effet  prétendu  théorique  ne  sc  rencontre  ja- 
mais dans  l’expérience,  il  faut  le  multiplier  par  un  co- 
efficient de  réduction  « , à déterminer  par  des  obser- 
vations ; de  manière  que  l’effet  réel  d'une  machine  à 
vapeur  sans  détente  sc  trouve  représenté  par  * 

aoiir. 

Outre  l'inconvénient  du  coefficient  «,  auquel  chaque 
auteur  donne  une  valeur  differente,  cette  théorie  ne  peut 
pas  faire  connaître  la  vitesse  que  prend  le  piston  dans 
des  circonstances  données  de  pression  et  de  résistance, 
et  il  est  d’ailleurs  certain  qu’elle  repose  sur  une  hypo- 
thèse inadmissible,  car  la  vapeur  qui  s’échappe  de  la 
chaudière  par  une  très-petite  ouverture  et  qui  se  dilate 
en  pénétrant  dans  le  cylindre  ne  saurait  conserver  sa 
tension  initiale. 

i5.  Toute  défectueuse  que  soit  celte  théorie,  elle 
était  généralement  adoptée  lorsque  M.  de  Pambour  en 
a proposé  tout  récemment  une  autre  beaucoup  plus  ra- 
tionnelle. Ce  savant,  connu  déjà  par  un  grand  nombre 
de  travaux  sur  les  machines  à vapeur,  part  des  deux 
principes  suivans  : 

i*  La  tension  de  la  vapeur  change  en  passant  de  la 
chaudière  dans  le  cylindre,  et  elle  devient  équivalente, 
dans  ce  dernier,  à la  résistance  que  la  charge  exerce 
contre  le  piston. 

a*  Il  y a égalité  entre  la  quantité  de  vapeur  produite 
et  la  quantité  de  vapeur  dépensée. 

M.  de  Pambour  établit  le  premier  principe  par  des 
argumens  très-concluans  ; le  second  est  évident. 

Nommons  P la  pression  dans  la  chaudière,  P'  la  pres- 
sion dans  le  cylindre,  R la  résistance  de  la  charge  sur  le 
piston,  S le  volume  d’eau  vaporisée  par  unité  de  temps, 
et  m le  volume  relatif  de  la  vapeur  à la  pression  P,  on 
le  rapport  du  volume  de  la  vapeur,  dans  la  chaudière, 
au  volume  de  l’eau  qui  l’a  produite. 

D’après  ces  notations,  mS  sera  le  volume  de  vapeur 
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formé  par  unité  de  temps  et  sous  la  pression  P dans  la 
chaudière;  cette  vapeur  passant  dans  le  cylindre  et  y 
prenant  la  pression  P',  augmente  de  volume  en  raison 
inverse  des  pressions,  et  devient  conséquemment 


Mais  v étant  la  vitesse  du  piston  et  a l’aire  de  sa  base, 
ac  est  le  volume  de  vapeur  dépensé  par  le  cylindre 
dans  l’unité  de  temps  ; donc,  en  vertu  du  second  prin- 
cipe, 

c P 

av  = mS  p-, . 

Or,  en  vertu  du  premier  principe,  P'  = R;  ainsi,  rem- 
plaçant P'  par  R,  on  a la  relation  fondamentale 


mS  P 


au  moyen  de  laquelle  on  pourra  déterminer  l’une  quel- 
conque des  quantités  v,  R et  S,  les  autres  étant  données. 

C’est  de  cette  relation  très-simple  que  M.  de  Pam- 
bour  a tiré  toutes  les  formules  nécessaires  à la  solution 
des  problèmes  que  présentent  les  machines  ù vapeur, 
formules  dont  les  résultats  s’accordent  si  bien  avec  l’ex- 
périence, que  les  ingénieurs  anglais  n’en  emploient  plus 
d’autres  pour  leurs  calculs.  ( Voyez  Pambour,  Traité 
théorique  et  pratique  des  machines  locomotives. — Théorie 
de  la  machine  à vapeur. ) 

VARIATION  de  l’aicuillb  aimantée.  Nous  avons  dit 
au  mot  Boussole  que  l’aiguille  aimantée  n’indique  pas 
exactement  le  nord,  mais  qu’elle  était  sujette  à plu- 
sieurs variations  que  nous  allons  plus  exactement  spé- 
cifier. 

L’aiguille  d’une  boussole  se  nomme  particulièrement 
aiguille  de  déclinaison  ; elle  est  construite  de  manière  à 
se  mouvoir  dans  un  plan  parfaitement  horizontal,  ce 
qui  exige,  comme  nous  le  verrons  plus  loin,  qu’une  de 
ses  extrémités  soit  plus  légère  que  l’autre. 

On  nomme  déclinaison  l’angle  que  fait  sa  direction 
d’équilibre  avec  la  méridienne  du  lieu  de  l’observation. 
Par  exemple,  à Paris,  où  cet  angle  est  de  aa",  on  dit 
que  la  déclinaison  de  l’aiguille  aimantée  est  de  aa*. 

Le  plan  qui  passe  par  le  centre  de  la  terre  et  par  la 
direction  de  l'aiguille,  ou  plutôt  l’intersection  de  ce 
plan  avec  la  surface  de  la  terre,  est  le  méridien  magné- 
tique; ce  méridien  est  donc  un  grand  cercle  terrestre 
qui  coupe  en  deux  parties  égales  le  méridien  géogra- 
phique. 

La  déclinaison  n’est  pas  la  même  sur  tous  les  lieux  de 
la  terre;  elle  est  tantôt  orientale,  tantôt  occidentale,  et 
tantôt  nulle.  La  déclinaison  est  orientale  lorsque  le 
Ton.  m. 


pôle  austral  de  l’aiguille,  celui  qui  se  tourne  vers  le 
nord,  incline  du  côté  de  l’ouest  ; elle  est  occidentale 
quand  ce  même  pôle  incline  vers  l’est  ; enfin  elle  est 
nulle  lorsque  la  direction  de  l’aiguille  coïncide  exacte- 
ment avec  le  méridien  géographique.  Les  divers  points 
terrestres  où  la  déclinaison  est  nulle  forment  ce  qu’on 
appelle  des  lignes  sans  déclinaison:  ces  lignes  sont  très- 
irrégulières  ; on  en  connaît  quatre,  dont  la  première, 
située  dans  l’Océan  entre  l’ancien  et  le  nouveau  monde, 
a éprouvé  un  grand  déplacement  depuis  un  siècle  et 
demi  ; la  seconde  commence  au-dessous  de  la  Nouvelle- 
Hollande  et  se  prolonge  jusqu’en  Laponie  ; la  troisième 
se  joint  & la  seconde  près  du  grand  archipel  d’Asie  et 
s’étend  dans  la  partie  orientale  de  la  Sibérie;  la  qua- 
trième se  trouve  dans  l’océan  Pacifique  près  des  îles  des 
Amis;  la  position  d’aucune  n’est  constante. 

En  général , la  déclinaison  n’est  constante  dans  un 
même  lieu  que  pendant  un  certain  temps  ; à Paris,  par 
exemple,  elle  était  nulle  en  i663;  depuis  cette  époque, 
sa  marche  a été  sensiblement  progressive  vers  l’ouest 
jusqu’en  i8ao,  où  son  maximum  était  de  aa*  09'. 
A partir  de  i8ao,  elle  semble  éprouver  un  mouvement 
rétrograde,  car  elle  n’est  plus  en  ce  moment  que  do 
aa*  ia'  Voici  le  résumé  des  observations  faites  à ce 
sujet. 

TABLEAU  DE  LA  DÊCLIXAISOK  DE  L’üG CILLE  AIXASTBE, 

A PAB1S. 


Dctliuttou . 

A.—. 

D#cü» 

i58o  . 

. . n*3o'est. 

l8l6  . 

. aa' 

a5'oue$t. 

1618 

. . 8 » 

l8l,  . 

. aa 

'9 

i663  . 

. . 0 » 

l8l8  . 

. aa 

aa 

1678 

1 3o  ouest. 

1819  . 

. aa 

39 

1700 

. . 810 

l8ll  . 

. aa 

1 1 

1767 

. . 1916 

■ 833  . 

. aa 

aa 

1780 

. . 1955 

>834  . 

. aa 

aâ 

«785 

. . aa  » 

i8s5  . 

. aa 

aa 

i8o5 

. . aa  5 

1837  . 

. aa 

ao 

1 ft  1 3 

. . aa  a8 

1838  . 

. aa 

6 

1 8 1 4 

. . aa34 

1839  . 

. aa 

la 

Indépendamment  de  ces  grandes  variations,  on  ob- 
serve encore  des  mouvemens  diurnes  périodiques  dans 
l’aiguille  aimantée.  Ainsi  le  matin  elle  décline  un  peu 
plus  à l’ouest,  et  après  le  milieu  du  jour  elle  rétrograde 
vers  l’est.  C’est  depuis  le  commencement  du  printemps 
jusqu’à  la  fin  de  l’été  que  les  variations  diurnes  sont  les 
plus  grandes,  et  c’est  dans  l’autre  moitié  de  l’année 
qu’elles  sont  les  plus  petites.  A Paris,  le  plus  grand 
écart  est  de  16',  et  le  plus  petit  de  10'  sur  la  direction 
ordinaire. 

til 
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Diverses  causes  accidentelles  paraissent  produire  dès 
perturbations  sur  l'aiguille  de  déclinaison  : tels  sont  les 
trcmblemens  de  terre,  les  éruptions  volcaniques,  et 
quelquefois  même  de  simples  orages.  D.  Bernnuilli  a 
observé  en  1 767  une  variation  d’un  demi-degré,  causée 
par  un  tremblement  de  terre  ; et  le  père  de  la  Torre 
a constaté  des  changent  en  s de  plusieurs  degrés  dans  la 
déclinaison  pendant  une  éruption  du  Vésuve.  Il  est  certain 
que  lorsque  la  foudre  tombe  près  des  corps  aimantés,  elle 
dérange  tellement  leur  état  magnétique,  que  souvent 
les  pôles  se  trouvent  renversés.  Les  aurores  boréales 
exercent  une  influence  singulière  : sitôt  que  cë  météore 
apparaît,  et  pendant  toute  sa  durée,  l'aiguille  aimantée 
éprouve  une  agitation  continuelle  et  une  déviation  pin?* 
ou  moins  considérable,  non  seulement  dans  le  lieil  où 
l’aurore  boréale  est  visible,  mais  encore  à de  grandes 
distances  où  l'on  n'aperçoit  aucune  trace  du  phénomène 
atmosphérique. 

L’aiguille  aimantée  ne  varie  pas  uniquement  dans  Sa 
déclinaison , elle  varie  encore  dans  son  inclinaison  ; 
mais,  pour  se  former  une  idée  exacte  de  cette  seconde 
espèce  de  variation,  il  faut  savoir  qu’une  aiguille  de 
déclinaison  ne  conserve  sa  position  horizontale  que  par 
l’inégalité  du  poids  de  ses  deux  branches.  Imaginons 
qu'une  barre  d’acier  cylindrique  soit  suspendue  à un  fil 
par  son  centre  de  gravité;  tant  que  celte  barre  ne  sera 
pas  aimantée,  elle  affectera,  comme  tout  le  inonde  le 
sait,  une  situation  horizontale,  et  pourra  demeurer  en 
repos  dans  toutes  les  directions  qu'on  voudra  lui  don- 
ner, pourvu  que  ces  direction S soient  horizontales; 
mais  dès  quelle  aura  été  aimantée,  11011  seulement  elle 
prendra  d’elle-même  une  direction  fixe,  à laquelle  elle 
reviendra  toutes  les  fois  qu’on  l’en  aura  écartée;  de  plus 
elle  ne  prendra  pas,  dans  cette  direction  fixe,  une  situa- 
tion horizontale,  et  ne  sera  en  équilibre  stable  que  sous 
une  certaine  inclinaison  par  rapport  à la  verticale.  Ce 
phénomène  a été  observé  pour  la  première  fois  en  1076 
par  ltoberl  Norman,  ingénieur  en  inst rumens  de  ma- 
thématiques de  Londres.  Jusque  là  011  avait  cru  que 
l'aiguille  devait  être  horizontale,  et  lorsqu’on  voyait 
en  Europe  son  pôle  austral  s’abaisser,  011  supposait  que 
le  centre  de  gravité  était  mal  déterminé,  et  on  se  con- 
tentait d’alléger  le  côté  qui  paraissait  trop  pesant.  Nor- 
man, en  bon  observateur,  après  avoir  construit  des  ai- 
guilles parfaitement  en  équilibre  dans  le  plan  horizontal, 
avant  leur  aimantation,  mesura  le  poids  qu’il  fallait 
ajouter  a I une  des  branches  pour  conserver  cet  équi- 
libre après  que  les  aiguilles  étaient  aimantées,  et  par- 
vint ainsi  à 1 une  des  plus  importantes  découvertes  du 
magnétisme. 

Il  y a donc  deux  espèces  de  directions  dans  une  ai- 
guille aimantée  su-pendue  librement  paf  son  centre  de 
gravité,  et  si  l'uni  de  ces  directions  est  seule  sensiblt 
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dans  les  boussoles,  c’est  que  leurs  aiguille^  ont  flatta 
nos  climats  le  côté  du  pôle  boréal  plus  pesant  que  celui 
du  pôle  austral.  Quand  on  Veut  observer  les  inclinai- 
sons, il  faut  avoir  recourt  à l’instrument  nommé  aiguille 
d'inclinaison. 

L'aiguille  d’inclinaison  sc  compose  d’une  lame  d’a- 
cier longue  de  3o  à 40  décimètres,  amincie  à ses  ex- 
trémités et  traversée  à son  centre  de  gravité  par  un  axe 
très-courl  terminé  en  deux  pointes  aigues  qui  s'appuient 
sur  des  supports,  t'11  cercle  gradué,  dont  je  centre  corres- 
pond avec  le  centre  de  gravité  de  l’aiguille,  est  appliqué 
verticalement  aux  supports  de  l’appareil  pour  mesurer 
l'angle  que  fait  l’aiguille  avec  la  ligne  horizontale.  C’est 
cet  angle  qui  constitue  l’inclinaison:  tout  l’appareil  e»t 
mobile  sur  une  plate-forme  portant  un  cercle  gradué  et 
des  niveaux  d’eau. 

Four  faire  usage  de  cet  instrument,  on  l’établit  hori- 
zontalement au  moyen  des  niveaux,  puis  on  amène  l'ai- 
guille dans  le  plan  du  méridien  magnétique,  parce  que 
c’est  seulement  dans  ce  méridien  qu’elle  peut  indiquer 
exactement  l'inclinaison;  dans  toutes  les  autres  posi- 
tions l’inclinaison  est  trop  grande,  et  l’aiguille  peut 
un' me  prendre  la  situation  verticale;  car,  en  décom- 
posant la  force  directrice  de  la  terre  eu  deux  compo- 
santes perpendiculaires.  I’uiic  horizontale,  et  l'autre 
verticale,  il  est  facile  de  voir  que  la  composante  hori- 
zontale diminue  à mesure  que  I angle  dit  plan  de  l'ai- 
guille avec  le  plan  du  méridien magnéliqit esc  rapproche 
davantage  de  90*.  Lorsque  cet  angle  est  droit,  la  com- 
posante horizontale  est  nulle,  et  par  conséquent  l’ai- 
guille n’est  sollicitée  que  par  une  force  verticale,  et  doit 

! «rendre  une  direction  perpendiculaire  à l’horizon.  Ainsi, 
ortquc  l’aiguille  est  verticale,  il  ne  s'agit  plus  que  de 
faire  décrire  à son  plan  un  angle  de  90”  pour  le  faire 
coïncider  avec  te  méridien  magnétique.  On  commence 
donc  par  faire  tourner  l'appareil  sur  sa  plate-forme  jus- 
qu'à ce  que  l’aiguille  devienne  verticale;  puis  on  lui  fait 
décrire  un  arc  de  90*  qui  ramène  l'aiguille  dans  le  mé- 
ridien magnétique  où  l'on  observe  la  déclinaison  sur  le 
cercle  gradué  vertical. 

Lorsque  la  déclinaisou  ou  la  direction  du  méridien 
maguétique  est  déjà  connue,  on  peut  sc  contenter  de 
placer  le  limbe  vertical  dans  cette  direction,  et  l'aiguille 
prend  immédiatement  d’cUe-même  sa  position  d’incli- 
naison. 

La  complication  de  cet  instrument  rendant  sa  con- 
struction très-difficile,  on  ne  peut  guère  compter  jus- 
qu’à présent  sur  l'exactitude  des  observations  qui  ont 
eu  lieu  en  divers  pays  pour  déterminer  l’inclinaison  de 
l’aiguille  aimantée;  mais  il  est  au  moins  constaté  que 
celte  inclinaison  est  encore  plus  vhriablt  que  la  dêtK- 
niison. 
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Yftiçi  le$  inclinaisons  observées  4 Paris  4?  >6?o  à 

lS?6- 


TABLEAU  DE  l'iNCLIIMISON  DE  l’a)GC|(.LE  AIJ|A*TÉF.  , 

A PARIS. 


1670  . . 

. yS'oo' 

• ■ 

. 7a  i5 

1 . . 

• ra 

1780  • ■ 

• 7»  48 

■?9f  • • 

. 70  5a 

1798  . . 

. 6961 

l8o6  . . 

. 69  t a 

l8lO  . . 

. 68  5n 

l8l4  • • 

. 68  36 

7816  . . 

. 6840 

|$17  . . 

. . 68*38' 

1818  . . 

. . 68  35 

*$19  ■ • 

. . 68 

i8?o  • . 

..  68  ao 

i8ai  . . 

. . 68  14 

i8aa  ■ ■ 

. . 68  1 1 

i8a5  . . 

. . 68  8 

i8a4  . . 

. . 68  7 

i8a5  . . 

. . 68  » 

1826  . . 

. . 68  » 

L'inclinaison  change,  comme  la  déclinaison,  d’un 
lieu  à un  autre;  danji  certaines  parties  de  la  terpe  elle 
est  nulle,  dans  d'autres  elle  est  très-considérable;  dans 
toutes  elle  varie  avec  le  temps,  et  l’on  croit  qu'elle 
éprouve  aussi  des  variations  diurnes  qui  n’ont  point 
encore  été  suflisamment  observées. 

Les  divers  points  terrestres  où  l’inclinaison  est  nulle 
forment  ce  qu’on  nomme  Y équateur  tnvjni  tique  ; cet 
équateur  est  une  courbe  très -irrégulière,  dont  une 
partie  est  indiquée  à notre  planche  V,  et  qui  coupe  au 
moins  trois  fois  l’èquatcur  terrestre.  D'après  les  obser- 
vations de  MM.  Freycinet,  Sabine  et  Duperrey,  cet 
équateur  est  doué  d'un  mouvement  de  translation  d’o- 
rient en  occident,  qui  est  probablement  la  cause  des 
variations  qu’éprouve  l’inclinaison  de  l’aiguille  dans 
un  même  lieu.  Dans  l’hypothèse  où  l’on  considère  la 
terre  comme  un  gros  aimant  agissant  sur  tous  les  corps 
aimantés  placés  à sa  surface,  on  avait  attribué  à notre 
globe  deux  pôles,  l’un  placé  dans  la  région  boréale  et 
qui  attire  le  pôle  austral  des  aimans,  l'autre  placé  dans 
la  région  australe  et  qui  attire  leur  pôle  boréal  ; mais 
il  n’est  pas  possible  de  rendre  compte  des  inégalités  de 
1 équateur  magnétique  sans  supposer  encore  d’autres 
centres  magnétiques  que  ces  pôles,  ce  qui  doit  faire 
rejeter  entièrement  l’ancienne  théorie  du  magnétisme. 
Quoi  qu’il  en  soit,  de  chaque  côté  de  l'équateur  magné- 
6quc,  l’inclinaison  augmente  à mesure  qu'on  s’éloigne 
de  cette  ligne  ; seulement,  dans  l’hémisphère  boréal, 
c est  le  pôle  austral  de  l’aiguille  qui  plonge  sous  l’hori- 
*°n,  taudis  que  le  contraire  a lieu  dans  l'hémisphère 
austral. 
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q’çstril  applicable  .qq’aqx  travaux  susceptibles  de  s’aug- 
menter, de  se  diminuer  et  même  de  s’interrompre  sans 
inconvénient.  {Voyez  Vest,  tome  II.)  ^a  puissance  du 
vent  dépend  de  la  masse  d’air  en  mouvement  et  de  sa 
vitesse;  mais  ou  ne  peut  la  mesurer  par  le  produit  du 
poids  de  l’air  agissant  multiplié  par  la  vitesse,  comme 
oq  le  fait  pour  L’eau  motrice,  parce  que  l’elasticiié  de 
cp  fluide  et  $a  nature  gazeuse  ne  permettent  pas  de 
l'assimiler  à pu  liquide.  Ce  n’est  donc  que  par  des  ex- 
périences directes  que  la  force  motrice  du  vent  a été 
soumise  au  calcul. 

Ces  expériences  ont  fait  connaître  les  résultats  con- 
signés dans  le  tableau  suivant,  où  les  veuts  sont  dési- 
gnés par  les  noms  que  les  marins  leur  donnent  habituel- 
lement. 


V>m»  ilft  *rtlf. 

Vent  à peine  sensible  . . 

Brise  légère 

Vent  frais 

Vent  bon  frais 

Forte  brise 

Très-forte  brise 

Vent  impétueux 

Tempête 

Ouragan  qui  déracine  les 
arbres.  ........ 


Effort  »w  ont  Mubn 
d'nn  metrt  turi. 

4 kilom.  . . om,i4 

7 .....  o,  54 

14 a,  17 

aa 4,  87 

29  .....  8,  67 

36 i3,  54 

54 3o,  47 

7a 54,  16 

i44 a3o,  » 
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On  a conclu  des  observations  de  Smcalon  et  de  Cou- 
lomb sur  les  moulins  à vent  ù axe  horizontal  que , si 
l’on  désigne  par  1 la  surface  des  quatre  ailes  et  par  V la 
viles»e  du  vent  par  seepude,  Y effet  dynamique  d’un  mou- 
lin bien  construit  est  représenté  par 

|o,o3sV*. 

Cette  expression  donne  au  moins  un  moyen  approxi- 
matif pour  évaluer  l'effet  d’un  moulin  dans  des  circon- 
stances données  ; en  y substituant  les  valeurs  de  s et  de 
V exprimées  en  mètres,  le  nombre  résultant  exprimera 
l'effet  dynamique  en  kilogrammes,  ou  sera  le  nombre 
de  kilogrammes  que  la  machine  peut  élever  à un  mètre 
de  hauteur  dans  une  seconde  de  temps. 

Supposons  qu’on  demande  l’effet  dynamique  d’un 
moulin  mu  par  un  vent  dont  la  vitesse  est  de  6", 5 par 
seconde  ; la  surface  de  scs  quatre  ailes  étant 
On  fera  V =.  6,5;  a = 8 1,1  a,  et  on  obtiendra 

o,o3  X X (6,5)» 6681  ". 


VENT.  ( Méc .)  De  tous  les  moteurs  physiques,  le 
celui  dont  l'action  est  la  plus  irrégulière;  aussi 


Ainsi  l’effet  demandé  est  de  668  kilogrammes  élevés  4 
un  mètre  par  seconde. 
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Or,  dans  une  observation  de  Coulomb  où  la  vitesse 
du  vent  était  6", 5 et  la  surface  des  ailes  8i"%ia,  le 
moulin  faisait  mouvoir  six  pilons  pesant  ensemble 
374*  kil.,  lesquels  étaient  élevés  chacun  26  fois  par 
minute  à la  hauteur  de  o*,4®7a  ï de  sorte  que  l'effet 
utile  en  une  seconde  était  = 5?8k’*,6.  Les  résistances 
des  frottemens,  mesurées  avec  soin,  consommaient  une 
quantité  d’action  égale  à 49l  ,B*  La  perte  de  force  vive 
due  au  choc  des  cames  contre  les  moutonnets,  estimée 
par  le  calcul,  s’élevait  à 43k  “,7.  L’efTet  total  était  donc 
ce  qui  s’accorde  très-bien  avec  le  résultat  de  la 
formule. 

On  ne  doit  pas  s'attendre  à rencontrer  toujours  une 
telle  exactitude;  mais,  en  l’absence  de  procédés  rigou- 
reux , il  est  toujours  très-utile  d'obtenir  avec  autant  de 
facilité  une  approximation  presque  toujours  suffisante 
pour  la  pratique.  ( Voyez  Vert,  tome  II.)  Nous  avons 
exposé  aux  mots  Pnecmatiqve  et  Résistarce  les  prin- 
cipes du  mouvement  des  fluides  élastiques,  et  tout  ce 
que  l’on  sait  de  plus  certain,  jusqu’à  ce  jour,  sur  les  lois 
du  choc  de  ces  fluides. 

VITESSE  VIRTUELLE.  (Mie.)  On  nomme  vit** 
virtuelle  l’espace  infiniment  petit  que  décrirait  le  point 
d application  d’une  force  si  l’équilibre  du  système  dont 
cette  force  fait  partie  était  infiniment  peu  troublé. 

Soit  P une  force  représentée  en  grandeur  et  en  direc- 
tion par  la  droite  Am  (PI.  XXI,  fig.  57)  et  appliquée  au 
point  m;  supposons  qu’on  communique  un  mouvement 
infiniment  petit,  au  système  des  points  avec  lesquels  m 
est  lié,  de  manière  que  ces  points  décrivent  des  espaces 
infiniment  petits,  sans  toutefois  que  leurs  distances  res- 
pect! ves  éprouvent  de  changement;  représentons  parla 
ligne  tnn  l’espace  parcouru  par  le  point  m en  vertu  de  ce 
petit  mouvement  : cet  espace  sera  la  vitesse  virtuelle  du 
point  m,  et  si  du  point  n nous  abaissons  la  droite  na  per- 
pendiculaire sur  A m ou  sur  son  prolongement  (fig.  38), 
la  partie  am , projection  de  mn  sur  la  direction  de  la 
force  P sera  ce  qu’on  nomme  la  vitesse  virtuelle  du 
point  m estimée  suivant  la  direction  de  sa  force. 

Ceci  posé,  si  nous  nommons  P,  P',  P',  etc.,  diffé- 
rentes forces  appliquées  à un  système  en  équilibre,  et 
P*  P t Pt  etc.,  leurs  vitesses  virtuelles  estimées  respec- 
tivement suivant  leurs  directions,  il  existera  entre  ces 
quantités  une  relation  très-importante  qui  constitue  le 
célèbre  principe  des  vitesses  virtuelles , et  dont  voici  l’é- 
noncé le  plus  général  : 

Si  les  forces  P,  P',  P',  etc.,  sont  en  équilibre,  la  somme 
de  ces  forces  multipliées  respectivement  par  les  vitesses 
virtuelles  p,  p',  p',  etc.,  estimées  dans  leurs  directions , est 
égale  à zéro , c’est-à-dire  que  l’on  a .....  (1) 

p p -h  py  4-  p y 4-  = 0 , 
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et,  réciproquement , les  forces  P,  P',  F,  etc.,  sont  en  équi- 
libre quand  cette  équation  a lieu  pour  tous  les  mouvement 
infiniment  petits  que  l’on  peut  donner  au  système  des  points 
d’application  des  forces. 

Nous  ferons  observer  avant  tout,  pour  l’intelligence 
de  l’équation  (1),  que  les  quantités  P,  P',  P',  etc.,  sont 
toujours  positives,  mais  que  les  vitesses  virtuelles  p, 
p',  p*,  etc.,  peuvent  être  positives  ou  négatives  : elles 
sont  positives  lorsqu’elles  tombent  sur  la  direction 
même  des  forces;  négatives  lorsqu’elles  tombent  sur 
son  prolongement.  Par  exemple,  la  vitesse  virtuelle  am 
du  point  q »,  estimée  dans  la  direction  Am.  est  positive 
fig.  37  et  négative  fig.  38,  parce  que  dans  le  premier  cas 
elle  tombe  sur  Am,  et  que  dans  le  second  elle  tombe 
sur  le  prolongement  de  cette  droite. 

Le  principe  des  vitesses  virtuelles  est  dû  à Galilée, 
mais  c’est  Lagrange  qui  en  a démontré  toute  la  fécon- 
dité en  le  prenant  pour  base  de  sa  mécanique  analyti- 
que et  en  y ramenant  la  solution  de  tous  les  problèmes 
qui  concernent  l’équilibre.  Il  ne  s’agit  en  effet,  pour 
résoudre  ces  problèmes,  que  de  distinguer,  dans  cha- 
que cas  particulier,  les  différens  mouvemens  infini- 
ment petits  que  le  système  des  points  d’application 
des  forces  est  susceptible  de  prendre,  puis  de  déter- 
miner, pour  chacun  de  ces  mouvemens,  les  vitesses 
virtuelles  estimées  suivant  la  direction  des  forces  don- 
nées; ces  vitesses  étant  connues,  la  relation  (1)  donne 
immédiatement  toutes  les  équations  d’équilibre,  les- 
quelles sont  en  nombre  égal  à celui  des  mouvemens 
possibles.  C’est  ce  que  nous  ferons  mieux  comprendre 
par  quelques  exemples,  après  avoir  préalablement  dé- 
montré le  principe. 

Considérons,  en  premier  lieu,  un  système  de  forces 
concourantes  à un  même  point. 

Soient  P,  P',  P*,  etc.  (PI.  XXI,  fig.  56),  plusieurs  for- 
ces appliquées  à un  point  m suivant  les  directions  mP, 
mP',  mP',  etc.,  quelconques  dans  l’espace;  soit  de 
plus  m R,  la  direction  de  la  résultante  R de  ces  forces. 
Concevons  que  par  l’effet  d’un  mouvement  instan- 
tané le  point  m sc  trouve  transporté  en  n,  et  comme 
la  ligne  mn  parcourue  par  ce  point  est  infiniment 
petite,  nous  pourrons  la  supposer  droite  et  placer  dans 
sa  direction  l’axe  des  x ; de  sorte  qu’en  nommant  «, 

«',  etc.,  les  angles  que  font  respectivement  avec 
cet  axe  les  forces  P,  P,'  P',  etc.,  et  <u  celui  que  fait  la 
résultante  R,  nous  aurons  l’équation  ( voyez  RésuL- 
takte), 

Rcosm  = P cosa  -}-  P’ cos P'cos  * -j-etc. 

Représentons  par  q la  petite  ligne  nrn,  et  multiplions  par 
q les  deux  nombres  de  cette  équation,  il  viendra (a) 

R q cos  « = Pqcos  « P q cos  «'  -j-  P ’q  cos 
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Or,  il  est  facile  de  voir  que  q cos  w ou  (mn) . cos  (RmX) 
est  égal  à ma,  projection  de  mn  sur  mR,  c’est-à-dire 
que  q cos  w représente  la  vitesse  virtuelle  de  la  force  R 
estimée  suivant  sa  direction.  De  même,  q cos  a, 
qcosx',  q cos  a",  etc.,  sont  les  vitesses  virtuelles  des 
forces  P,  P',  P",  etc.,  estimées  suivant  leurs  directions 
respectives;  ainsi  l’équation  (a)  est  la  même  chose 
que  (3) 

Rr  = Pp  -f  P p'  + P >'  -|-  etc. , 

dans  laquelle  r,  p,  />',  etc.,  représentent  les  vitesses 
virtuelles  respectives  des  forces  R,  P,  P',  P",  etc.,  es- 
timées suivant  leurs  directions. 

Mais,  pour  que  les  forces  P,  P',  P",  etc.,  soient  en 
équilibre  autour  du  point  m,  que  nous  supposons  en- 
tièrement libre,  il  faut  que  leur  résultante  soit  nulle  ou 
que  R = o;  donc,  dans  le  cas  d’équilibre,  nous  avons 

P p + Pp'-f*  ctc*  ==  °- 

Ainsi  le  principe  des  vitesses  virtuelles  se  trouve  dé- 
montré pour  le  cas  d’un  nombre  quelconque  de  forces 
appliquées  à un  même  point. 

Considérons,  en  second  lieu,  plusieurs  forces  P,  P', 
P",  etc.,  appliquées  à différent  points  d’un  corps  ou 
système  de  corps.  Ces  points  étant  assujettis  à conser- 
ver entre  eux  les  mêmes  distances,  nous  pourrons  les 
regarder  comme  liés  les  uns  aux  autres  par  des  droites 
inflexibles;  et  pour  parvenir  à connaître  l’état  général 
du  système,  après  que  son  équilibre  a été  infiniment 
peu  dérangé,  il  nous  suffira  d’examiner  en  particulier 
ce  qui  est  arrivé  à une  de  ces  droites. 

Soit  mm'  (fig.  3i  et  3a)  la  droite  qui  joint  les  deux 
point3  d’application  m et  m';  lorsque,  par  suite  d’une 
petite  impulsion  donnée  au  système,  le  point  m s’est 
transporté  en  »,  le  point  m ' se  trouve  aussi  transporté 
en  un  point  n'  qui  peut  être  au-dessus  (fig.  3i)  ou  au- 
dessous  (fig.  3a)  de  la  ligne  mm'.  Dans  le  premier  cas, 
et  en  admettant  provisoirement  que  la  ligne  mm',  en 
devenant  nn’,  ait  varié  de  grandeur,  la  variation  de  mm' 
aura  pour  valeur 

mm'  — «n'. 

Mais  le  dérangement  du  système  ayant  été  insensible, 
les  distances  mn  et  m'»'  (fig.  33)  sont  infiniment  petites, 
de  sorte  qu’on  peut  considérer  les  droites  mm'  et  nn 
comme  parallèles;  car,  en  supposant  que  ces  droites 
puissent  se  rencontrer  en  un  point  O (fig.  34),  on  aurait 
un  triangle  nOm  composé  de  deux  côtés  finis  nO  et  mC 
et  d’un  côté  infiniment  petit  mn,  et  dont,  par  consé- 
quent, l’angle  O serait  infiniment  petit  ou  nuL  Donc, 
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menant  sur  mm'  des  points  n et  n'  les  perpendiculaires 
fia  et  »'a'  (fig.  53),  on  a nn'  = aa',  et  par  si.ite 

mm'  — nn'  — (ma  am ')  — (am  -f-  m a ) 

= ma  — m'a'. 


Il  en  résulte  que  lorsque  la  droite  mm'  devient  nn'  sans 
changer  de  grandeur,  cas  où  mm'  — nn'  = o,  orra 

ma  — m'a'  — o. 

Observant  maintenant  que  ma  est  la  vitesse  virtuelle 
du  point  m estimée  suivant  la  droite  mm',  et  que  m'a 1 
est  la  vitesse  virtuelle  du  point  m'  estimée  suivant  la 
même  droite,  nous  en  conclurons  que  lorsqu’une  droite 
inflexible  éprouve  un  dérangement  infiniment  petit,  les 
vitesses  virtuelles  de  ses  extrémités  estimées  l’une  et 
l’autre  dans  sa  direction  sont  égales.  Nommant  donc  c 
la  virtuelle  ma,  ©'  la  vitesse  virtuelle  m'a',  et  observant 
que  o'  doit  être  prise  avec  le  signe  —,  nous  aurons 
l’équation. 

t>  -j-  cf  = o, 

dans  le  cas  de  la  fig.  3i.  Dans  le  second  cas,  celui  de  la 
fig.  3a,  du  point  o comme  centre  décrivant  (fig.  35) 
les  arcs  na  et  n'a',  ces  arcs  étant  infiniment  petits,  seront 
des  droites  perpendiculaires  ù mm',  et  conséquemment 
ma  et  m'a  seront  les  vitesses  virtuelles  des  points  m et 
m'estimés  suivant  la  droite  mm'.  Or,  no  = ao,  n'o=a'o ; 
donc 

ma  = mo  — no 
m'a1  = on'  — om', 

et,  par  suite, 


ou 


ma  — m'a ' = mo  — #»o  — on' -|-  cm' 
= mm'  — nn', 


ma  — m'a'  = o, 

à cause  de  mm'  — nn'  = o.  Nous  avons  donc  encore 


« -r  v1  = o 

en  désignant,  comme  dans  le  cas  précédent,  par  v "et  v1 
les  vitesses  virtuelles  des  points  m et  m' estimées  suivant 
la  droite  mm'. 

Il  nous  est  facile  maintenant  de  démontrer  le  prin- 
cipe des  vitesses  virtuelles  pour  le  cas  de  plusieurs  forces 
appliquées  à différens  points  m,  m',  m',  ctc.  (PI.  XXII, 
fig.  io),  formant  un  système  inébranlable.  En  effet,  si 
1 on  conçoit  tous  ces  points  liés  deux  à deux  par  des 
droites  inextensibles,  on  pourra  considérer  ces  droites 
comme  autant  de  forces;  de  sorte  que  le  point  m,  par 
exemple,  sera  sollicité  non  seulement  par  la  force  P, 
Biais  par  les  forces  représentées  en  direction  par  les 
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droites  mm',  mnf  , etc. , et  ce  point  pe  poufra  de? 

meurer  en  repos  qu’aulant  que  toutes  les  forces  qui  lui 
•ont  appliquées  se  fassent  équilibre.  La  même  chose 
ayant  lieu  pour  tous  les  autres  points,  si  nous  représen- 
tons par  (mm  ),  (mW),  (m  m '),  etc. , les  forces  agis- 
sant dans  les  directions  mm',  m m",  m m"',  etc.,  il  est 
visible  que  l’équilibre  général  du  système  sera  main- 
tenu, 

au  point  m,  par  les  forces 

(mm'),  (mm"),  (mm")  et  P, 
au  point  m',  par  les  forces 

(m'm),  (m'm"),  (m'm'")  et  P', 
au  point  m",  par  les  forces 

(m'm),  (m'tn'),  (m 'm'")  et  P", 
au  point  m'",  par  les  forces 

(m'"m),  (m'"m’),  ( m"'m' ')  et  P'". 

On  peut  donc  poser  pour  chacun  de  cp*  équilibres 
réquation  (i)  des  vitesses  virtuelles,  démontrée  dans 
le  cas  des  forces  concourantes;  ainsi,  désignant  par 
*V  f,  lcs  vitesses  virtuelles  du  point  m estimeej  res- 
pectivement  dans  les  directions  mm’,  mm",  mm'  par 
v ® v » v*tes*cs  virtuelles  du  point  m'  estimées 
dans  les  directions  m'm.  m m",  m'm  ’,  etc.,  etc.,  nous 
aurons  l’ensemble  des  équations. 

pour  le  point  m. 

P p + r,(mm')  + r,(mm")  -f-  v^mm")  =»  o, 
pour  le  point  m , 

P y 4-  t\ (m'm)  -j-  »'s(m'm")  -j-  = o, 

pour  le  point  m", 

py  -4*  o'^m"»)  -f-  t»"j (m'W)  4"  t>",(m'W")  = o, 
pour  le  point  m"r, 

4-  tj,,,/(m,"m')  4-  = o. 

dont  la  somme  nous  donnera  l'équation  générale  ....  (/j) 

rp+ry-j-rf+ry 

«/(■»'«") -|-«/'(ip''m')-}-»/(m'||t',')-(-«l'’'(gf  "'#»’) 

»l'(f,'W')+tl"'(n‘"m")+t,  (mm 

Pour  réduire  celle  équation,  observons,  j * que  la 
?pmnic  des  vitesses  virtuelles  de$  deux  extrémités  d’une 
n\ême  droite,  estimées  suivant  celte  droite,  est  nulle, 


vn 

d'^é*  ne  que  pans  avoua  prouvé  plu,  haut  et  por- 
tant que 

«,  + »,'  = <>,  «,'  + «/'  = <>> 

».'  + V"  = °>  V+»,'"  = °.  u.  + V-o: 

a*  que  lu  force*  représentée»  par  les  mêmes  lettres  sont 
égales,  c'est-à-dire  qup 

(mra)  = (m'm),  (mm')  = (m'm),  (m'm")  = (m'm'), 

(m'm'")  =(Bi''m'),(m"m'")=(m''m'),  (mm'")  = (*'"*). 

P’pù  résulle 

»,(mm')  -(-«/(m'm)  = o, 

«jfmm")  -j-  »/'(m"m)  = o , 

«/(m'm")  -(-«/'(m'm')  = o, 
e/(m'm "')  + «/''  (m''»»')  = q , 

«/'(»'«•'")  +e/"(m"'m)  = o , 
r,(mm ’)  -(-  p/"(m"'m)  = o ; 

Retranchant  donc  de  l’équation  (4)  les  ternies  qui  se 
détruisent,  H nous  restera  seulement 

PP  + P P + P 'P"  + V" t”  = o, 

c'est-ù-dire  le  principe  en  question.  Si  l'on  avait  un 
plus  grand  nombre  4e  forces,  la  démonstration  serait 
évidemment  I9  même. 

Appliquons  le  principe  des  vitesses  virtuelles  A quel- 
ques questions  de  statique. 

Soit  O le  point  d’appui  d’un  levier  AB  (PI.  KM!  , 
fig.  9)  tenu  en  équilibre  par  les  forces  P et  Pf  appli- 
quées à' ses  extrémités;  il  s’agit  de  déterminer  le  rap- 
port des  forces  P et  Pf.  Supposons  qu’un  petit  mouve- 
ment ait  été  imprimé  au  levier,  et  comme  ce  levier  ne 
peut  se  mouvoir  qu’eu  tournant  autour  de  son  point 
d’appui  Pi  si  A 'B'  représente  sa  nouvelle  position, 
nous  ayons 

A'0=A0,  B'0  = B0,  «ngle  AOA'==  angle  BOB'; 

Du  point  K'  menons  A 'm  perpendiculaire  sur  la  direc- 
tion AP,  et  du  point  Bf  menons  B 'q  perpendiculaire 
sur  BP'  prolongée;  Am  sera  la  vitesse  virtuelle  de  la 
force  P,  et  Bq  la  vitesse  virtuelle  de  la  force  P',  l’une  et 
l’autre  estimées  suivant  la  direction  de  leur  force , et 
nous  aurons,  en  vertu  du  principe  (1) (5) 

P X Ajb  — P'  X Bq  = o , 

car  »?  doit  être  pris  avec  le  signe  — . 

Des  points  A'  et  1'  menons  les  perpendiculaires  A'»» 
et  B'r  sur  AB;  les  deuf  triangles  rectangles  A On  et 
B'Or  seront  semblables  et  donneront 

A'fl  : WQ  ===  À»  : Br. 
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MiiS  A'rt  ss  Afw,  B'r  s=  bq;  ain^i  cette  proportion  est 
la  même  que 

AO  : BO  = Aro  : bq. 

Or,  on  tire  de  l’équation  (5) 

P'  : P = Am  : bq  ; 
donc,  comparant  avec  la  précédente, 

AO  : BO  sa  P'  : P, 

c’est-à-dire  que,  dans  le  cas  d’équilibre,  les  forces  sont 
en  raison  inverse  de  leurs  bras  de  levier. 

Cherchons  encore  les  conditions  d’équilibre  de  deux 
Corps  pesans  attachés  ensemble  par  un  fil  inextensible, 
passant  sur  une  poulie  de  renvoi  E (PI.  XXII,  fig.  la), 
et  placés  sur  deux  plans  inclinés  AB  et  AB  de  même 
hauteur  AC  adossés  l’un  à l’autre.  Désignons  par  P et 
P'  les  poids  de  ces  corps,  qui  sont  des  forces  qu’on  peut 
considérer  comme  appliquées  à leurs  centres  de  gravité 
m et  m' suivant  les  verticales  mP  et  m'P',  et  admettons 
que,  par  suite  d’un  petit  mouvement  imprimé  au  sys- 
tème , le  point  m ait  descendu  d’uue  quantité  «in  sur  le 
premier  plan,  ce  qui  fait  monter  le  point  m’ sur  le  second 
plan  d’une  quantité  mV,  égale  à mn  ù cause  du  fll  inex- 
tensible qui  lie  les  deux  corps.  Abaissons  des  points  n 
et  n'  les  perpendiculaires  naet  n'a'  sur  mP  et  m'P'j  les 
vitesses  virtuelles  estimées  dans  la  direction  des  forces 
P et  P'  seront  respectivement -j-  ma  et — m'a'  ; de  sorte 
que,  dans  l’équation  des  vitesses  virtuelles, 

Vf  + Vf  = « 

il  faudra  faire  p = -j-  ma  et  p'  = — m'a'.  Mais  les 
triangles  semblables  ABC  et  amn  d’une  port,  ACB'et 
a m n'  de  l’autre,  donnent 

ma  : mn  = AC  : AB, 
m'a'  : tn'rt'  = AC  : AB'; 

d’où  l’on  tire 
ma 

Donc 


et  l’équation  des  vitesses  virtuelles  donne,  par  la  sub- 
stitution de  ces  valeurs  et  après  avoir  supprimé  les 
facteurs  égaux  mn  et  m V et  le  facteur  commun  AC, 

P . AB'  ss  P' . AB, 

-ee  qui  est  identique  avec  la  proportion 
P î P'  = AB  : AB , 


AC  AC 

mn  = AB1  ‘ mn‘ 


AC 


AC 
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èt  nous  apprend  que  les  poids  P et  P',  qui  se  font  équi- 
libré, sont  entre  èux  comme  les  longueurs  AB  et  AB' 
des  plans  inclinés  sur  lesquels  ils  sont  posés.  ( Voy.  Isr- 
CLiîié,  tome  II.) 

Les  exemples  précédons,  dont  les  résultats  ont  été 
déjà  obtenus;  dans  lè  cours  de  cet  ouvragé,  par  des 
considérations  plus  directes,  ne  sont  donnés  ici  que 
comme  une  vérification  du  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles. Voyez  ; pour  lés  applications  de  ce  principe, 
Lagrange,  Miednique  analytique  ; Poisson,  Traité  de 
mécanique. 

VOLANT.  (Mic.  ) Roue  pesante  qu’on  adapte  à l’ar- 
bre tournant  d’une  machine  pour  maintenir  l’uniformité 
du  mbutement  lorsque  le  moteur  ou  fti  résistance  est 
sujet  à éprouver  des  variations  momentanées  de  force. 

Les  variations  de  la  vitesse  d’une  machine  peuvent 
provenir  de  deux  espèces  de  causes,  i*  Les  actions 
exercées  par  le  moteur  et  par  la  résistance  sont  tantôt 
pins  grande-,  tantôt  plus  petites  qu’elles  ne  devraient 
être  pour  conserver  un  équilibre  dynamique  constant. 
1*  Une  des  actions  est  dans  le  cas  de  l’emporter  pro- 
gressivement de  plus  en  plus  sur  l’autre  ; de  sorte  que 
la  machine  tend  à s’arrêter  ou  a prendre  une  vitesse 
indéfiniment  croissante.  C’est  seulement  dans  le  pre- 
mier cas  que  l’emploi  des  tolans  est  utile;  dans  le  se- 
cond il  faut  avoir  recours  aux  régulateurs  fondés  sur 
le  principe  du  pendule  conique.  ( Voy.  ce  mot.  ) 

Navier,  dont  le  nom  doit  être  cité  toutes  les  lois  qu’il 
s'agit  de  la  théorie  de?  machines,  a parfaitement  expli- 
qué la  fonction  des  volans  dans  le  passage  suivant , ex- 
trait de  ses  notes  sur  Bélidor. 

• Dans  la  plupart  des  machines,  les  variations  dan? 
la  vitesse  offrent  des  ineonvéniens,  soit  parce  que  la 
nature  du  travail  qu'elles  ont  à faire  comporte  une 
vitçsse  constante  au  point  d’application  de  la  résistance, 
soit  parce  que;  à raison  du  jeu  qu’il  faut  toujours  lais- 
ser dans  les  engrenages,  ou  en  général  dans  les  con- 
tacts de  diverses  pièces,  il  est  impossible  que  les  varia- 
tions de  vitesse  Se  fassent  toujours  rigoureusement  par 
degrés  insensibles,  comme  cela  serait  nécessaire  pour 
qu'elles  ne  fassent  rien  perdre  de  la  quantité  d’action 
fournie  par  le  moteur.  Cependant  il  arrive  très-souvent 
que  l’actittn  du  moteur  est  plus  ou  moins  inégale,  et 
souvent  aussi  que  cette  action,  qui  par  elle-même  pour- 
rait être  égale,  devient  inégale  par  la  manière  dont 
on  la  transmet  ; et  quoique  la  géométrie  appliquée  à 
la  composition  de  machines  fournisse  ordinairement 
des  ressources  pour  y remédier,  les  moyens  qu’on 
peut  employer  à cet  effet  sont  presque  toujours  trop 
compliqués  pour  être  adoptés  avec  avantage,  surtout 
dans  les  grandes  machines  où  il  s'exerce  de  puissans 
efforts.  On  y parvient  beaucoup  mieux  en  donnant 
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aux  parties  de  la  machine,  conformément  aux  principes 
qui  Tiennent  d’être  exposés,  beaucoup  de  masse  et  de 
▼itesse,  de  manière  à y rendre  les  variations  du  mou- 
vement extrêmement  faibles  et  presque  insensibles. 

» Cela  peut  se  faire  de  deux  manières,  soit  en  aug- 
mentant la  masse  et  la  vitesse  des  parties  mobiles 
essentielles  à la  machine,  ce  qui  entraînerait  souvent 
de  grands  inconvéniens,  soit  plutôt  en  ajoutant  à la 
machine  des  parties  mobiles  uniquement  destinées  à 
en  régulariser  le  mouvement,  et  qu’on  nomme  volans. 
Les  considérations  précédentes  conviennent  en  effet 
spécialement  aux  machines  de  rotation,  sur  l’axe  des- 
quelles il  arrive  rarement  que  le  moteur  agisse  d’une 
manière  parfaitement  uniforme.  On  monte  sur  cet  axe 
les  grandes  roues  appelées  volans,  et  on  conçoit,  d’a- 
près  ce  qui  précède,  qu'elles  produiront  d’autant  plus 
d’ effet  i*  que  leur  poids  sera  plus  grand,  et  a°  que  la 
matière  qui  les  forme  sera  plus  rassemblée  près  de  leur 
circonférence  extérieure,  puisque  alors,  à vitesse  de 
rotation  égale,  la  vitesse  effective  de  leurs  parties  sera 
plus  grande. 

> On  parvient,  en  adaptant  ainsi  des  volans  suffisam- 
ment grands  aux  machines,  à rendre  l’action  la  plus 
inégale  aussi  régulière  qu’on  puisse  le  désirer.  Mais  il 
ne  faut  pas  imaginer  que  ces  volans  puissent  augmen- 
ter en  rien  la  quantité  d’action  transmise  par  la  machine. 
Leur  véritable  fonction  est  d’absorber  ou  d’emmaga- 
siner l’excès  de  la  quantité  d’action  fournie  par  le  mo- 
teur dans  le  moment  où  elle  surpasse  celle  que  la  ré- 
si>tance  consomme,  pour  restituer  ensuite  cet  excès 
dans  le  moment  où  la  quantité  d’action  fournie  par  le 
moteur  devient  nu  contraire  plus  petite  que  celle  qui 
est  dépensée  au  point  d’application  de.  la  résistance.  On 
peut  remarquer  que,  si  le  volant  est  destiné  principa- 
lement à régulariser  le  mouvement,  il  est  convenable 
de  le  placer  près  du  point  d’application  de  la  résistance, 
et  que,  s’il  est  destiné  principalement  à régulariser  l’ac- 
tion du  moteur,  il  est  convenable,  au  contraire,  de  le 
placer  près  du  point  d’application  de  ce  dernier.  Il  est 
inutile  de  dire  que  s’il  y a des  axes  dont  la  vitesse  de 
rotation  soit  différente,  on  doit  le  mettre  de  préférence 
sur  celui  des  axes  qui  se  meut  le  plus  vite.  » 

On  voit  que  ce  serait  une  grande  erreur  de  croire 
que  les  volans  puissent  augmenter  l’action  de  la  force 
motrice;  ils  absorbent  toujours,  au  contraire,  une  par- 
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tic  de  celte  force,  d’autant  plus  considérable  que  leur 
poids  est  plus  grand,  ce  qui  est  un  inconvénient  de 
leur  emploi.  Considérons,  en  effet,  un  volant  du  poids 
de  5ooo  kilogrammes,  faisant  a5  révolutions  par  mi- 
nute, et  supposons  que  son  tourillon  ait  i5  centimètres 
de  diamètre,  ou  47  centimètres  de  circonférence.  La 
résistance  due  au  frottement  sur  la  crapaudine  pou- 
vant être  évaluée  moyennement  à 0,16  (roy.  Faov* 
temexs)  de  la  pression,  la  force,  motrice  a donc  à 
mouvoir 

5oook  X o,  1 6 = 8ook, 

et  le  point  résistant  décrivant  47  centimètres  dans  une 
révolution,  parcourt  en  une  minute  a5  fois  47  centi- 
mètres ou  il*  ?5,  c’est-à-dire  ©",196  à très-peu  près 
en  une  seconde.  Ainsi  la  quantité  d’action  dépensée 
par  le  moteur  est  celle  qui  est  capable  d’élever  un 
poids  de  800  kilogrammes  à la  hauteur  de  oa,i96  en 
une  seconde,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  celle  qui  peut 
élever  8ooia  X 0,196  = 1 58  kil.  à un  mètre  dans  une 
seconde  : cette  quantité  d’action  est  un  peu  plus  grande 
que  la  force  de  deux  chevaux-vapeur,  et  il  en  résulte 
que  dans  une  machine  où  l’on  ferait  usage  d'un  tel 
volant.il  y aurait  une  force  de  deux  chevaux-vapeur  au 
moins,  consommée  uniquement  à le  faire  mouvoir. 

L’action  régulatrice  d’un  volant  dépend  évidemment 
de  la  quantité  de  mouvement  dont  il  est  animé,  comme 
cette  quantité  de  mouvement  dépend  elle-même  de 
deux  èlémens,  la  masse  du  volant  et  sa  vitesse  ; il  vaut 
mieux,  lorsque  cela  est  possible,  donner  une  grande  vi- 
tesse au  volant  que  d’augmenter  sa  masse,  puisqu’en 
augmentant  cette  dernière  on  augmente  la  résistance 
du  frottement.  Il  est  visible,  en  outre,  que  la  plus 
grande  partie  de  la  masse  du  volant  doit  être  repor- 
tée à sa  circonférence,  parce  que  cette  masse  a,  de  cette 
manière,  le  plus  grand  bras  de  levier  possible  par  rap- 
port à la  grandeur  de  la  roue. 

Le  problème  de  déterminer  la  grandeur  et  la  masse 
du  volant  dans  un  cas  donné  de  machine,  exige  des 
considérations  théoriques  et  des  détails  de  calcul  pour 
lesquels  la  place  nous  manque  : nous  renverrons  aux 
notes  sur  Bélidor , où  cette  question  a été  traitée  par 
Navier  avec  toute  la  clarté  désirable.  ( Voy.  archit. 
hydraul.  de  Bélidor,  avtc  Us  note»  de  Navier,  tome  I, 
page  391.) 
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TOME  PREMIER. 

au  lieu  fie  en  B,  lisez  en  D. 

au  lieu  de  Whctson,  lisez  Whctstone. 

au  lieu  de  Ougtred,  lisez  Oughtred. 

au  lieu  de  la  distance  AC  = 60  mètres,  lisez  la  distance  AC  — 80  mètres. 

Il  s’est  glissé  dans  cet  article  une  faute  de  calcul  qui  vicie  tous  les  résultats.  Ainsi  on  doit 
le  considérer  seulement  comme  un  exemple  d’application  des  formules. 
au  lien  de  la  droite  AC,  lisez  la  droite  BC. 
au  lieu  de  transversale  BD , lisez  transversale  AC.  ^ 

au  lieu  de  Cos  / = 

au  lieu  de  p.Mv  — 20000,  lisez  {j.Mu  — 20000. 

au  lieu  de  w cette  distance  etc. , lisez  te'  cette  distance  etc. 

au  lieu  de  Comme  en  1700  les  Russes,  elc.jusr/u ’àees mots  ainsi  de  suite,  lisez  Comme 
en  1700  et  1800  les  Russes  ont  eu  deux  années  bissextilesque  nous  avons  fait  communes, 
leur  manière  décompter  les  jours  diffèrede  la  nôtre  de  12  jours  : par  exemple  lorsqu  ils 
datent  du  t nous  datons  du  i3;  et  ainsi  de  suite. 
au  lieu  de  f nj'dx  = lises  Jry'dx  = 2 ïry'2. 

au  lieu  de  la  circonférence  est  égale  à,  lisez  la  demi-circonférence  est  égale  à. 
au  lieu  de  (x*  -j- lisez  (x*-J- 
au  lieu  de  4 = 0,7,  lises  — 0,7. 

milieu  de  A*  (Fx./x)  = Fx.  A“  Fx-l-ctc.,  lisez  A*  (F«r./x)  = Fx.  i"/x  + clc. 

au  lieu  de  A,x*=2 /,  lisez  A’x*  ai*. 

au  lieu  de  A*  x*=  6x/ -f-  6/%  lisez  A’x*  = 6x/‘ 5 -+-  6/- . 

t rtf-'  ZS.tJL  ri  — P 

au  lieu  de  {(«px)7)  = yx  7 , lisez  ~ <px  7 

au  lieu  de  sin  dx  = sin  x,  lisez  sin  dx  = dx. 

au  lieu  de  dl(yx)*  = ‘y——*  lisez  t/‘(oxV=r — - — —• 

au  lieu  de  le  facteur  commun  x = a,  lisez  le  facteur  commun  x — a. 

au  lieu  de  -f-  — — — </*“*M.rf*(x — a)*,  lisez  H d,(x  a)m- 

1.2  ' ‘ 1.2 

au  lieu  île  en  multipliant  les  deux  nombres , lisez  en  multipliant  les  deux  membres. 
au  lieu  de  Vesta ....  1, 2373000 , lisez  Vesta ....  2, 3730000. 
au  lieu  de  c’est-à-dire  90°4o',  lisez  c’est-à-dire  i5o°. 

après  les  mots  numéros  pairs,  ajoutez  dans  les  bandes  horizontales  de  l’ordre  impaii , 
et  le  contraire  aura  lieu  dans  les  bandes  de  l'ordre  pair. 
au  lieu  de  la  génération  du  résultat  est  terminée,  lisez  est  déterminée. 
au  lieu  de  celui  des  lames  et  pilons,  lises  celui  des  cames  et  pilons 
au  lieu  de  les  28  étoiles , lisez  les  20  étoiles. 
au  lieu  de  ainsi  la  racine  35 1 , lisez  ainsi  la  racine  356. 


vÆ 


lisez  Co  s 


,-v/ï 


— I 
*6”* 


TOME  DEUXIÈME. 

au  lieu  de  vT  it  = , lisez  y^rr  =. 

au  lieu  de  ( — a)*.  a"  = ( — a)mt  lisez  ( — 1 )*.«"*  = ( — a'f. 
au  lieu  de  et  les  développements  des  deux  nombres,  lisez  des  deux  membres. 
au  lieu  de  a“v‘  = a1  - f-  ioa4r  -f-  35a’r*  -+■  5o«VJ  -f-  %t\ar'y  lisez 
n5|r  = tOflV  -h  35a,r7  = 5 oaVJ  it\ark. 
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au  liett  de  0,  — H — , lisez  0,=  4 — =-• 

i5a  a52 

au  lieu  de  A = (x  + i)  — ?x,  //ara  A = «p  (x  4-  9)  — çj. 
au  lieu  de  = tang  x.  co$X,  //ses  tang  A.  cos 
au  lieu  de  {PI.  42>  f'K-  3),  üfm  (PI.  42>  fi&-  2)- 
au  lieu  de  (PI.  4^,  fig.  a),  //ses  (PI.  3). 


2e,sin*(  ~ 


au  lieu  de  — , _ 

R’  R1 

au  lieu  de  sera  la  diminution  du  |>etit  cercle,  lisez  sera  le  diamètre  du  petit  cercle. 
au  lieu  de  du  cercle  ou  du  pôle , lisez  du  centre  ou  du  pôle. 
au  lieu  de  xy  — an*,  lisez  xy  = ■ j «*. 

Dans  le  second  paragraphe  de  cette  colonne,  au  lieu  de  yf — î et  de  y+i,  lisez  partout 
>J — i et  y'+i. 

au  lieu  de  — az  (a*  — /),  lisez  = a*  a‘  — i). 


au  lieu  de  — - arc  (tang  = x)  -j-  C , lisez  = - arc  | tang  = - | 

..  . /’Ax’-f-rfx  A ( ..  A I 

au  heu  de  I . — — T {etc.,  lisez  = -j-  {etc. 

J a + bx  b \ ’ b'  \ 

au  lieu  de  A = Axes  A = -*  • 

* 2 

1 AA  i Ai 

au  lieu  de  ax*  dx  — bc*  .x*  dx,  lisez  nxJ  dx  — bc*  .x*  dx. 

.N  j 

au  lieu  de  = | a .y/x‘  -j-  etc.,  lisez  \ a y'x*  — etc. 

> » 

au  lieu  de  ==  i a . ^x*  4-  etc. , //ses  a y'x* — etc. 


+ C. 


az*—bz 4 


I2ns"—  izbz” 


az*—bz'i  i 

f/s,  //scs  — -I2t"tlz— 

* 2*  -4—  C21 


- 1 ibz'‘ 


dz. 


au  lieu  de  dx , //ses  rfs . 

««  //en  f/e  c/x , lisez  dz. 
au  lieu  de  dx , lisez  dz. 
au  lieu  de  b1  4-  \c , //ses  A*  -4-  4«c. 

r (xr  — t)’!'*  ..  [ (2rx  — A)’  1“ 

L i*  -t- 4nc  J L *' 1 •+■  4«c  J 

««  //en  f/e  à la  place  de  z , //ses  à la  place  de  x. 

5 5 

au  lieu  de  = (s’V/x  — az'dx) , //ses  = — (s'V/s  — az*dz). 
au  lieu  de  -h  J etc.,  lisez  — J etc. 

. jf.X* — aim- 
ait heu  de  = - . - — - - - 

b(pn-^m) 

..  . [m  -h  1 )"*— • (*  , (m  -+-  !>■-**  r 

au  heu  de  4-  v — I etc.,  lises  4-  \ j — I etc. 

..  » . xha  ..  _ .rlsr 

nu  oeil  ne  = L.r  4 H etc.,  /««  = Lx  4~  - - 4”  etc. 

1.2  i . i 

au  lieu  île  — j cosn/x-f-  - cos(/« — 2.)x-t-etc. , //ses  = --- 1 cos/«x4- wcos(//i — 2)4-elc 


■r".  X^—  n/«  fx” — dx . X*’-1 

, lisez  =r  - • • 

b f,  pu  4-  ni) 


2-( 


au  lieu  de  rr  ( t — cos’x)- . (cos xjmdx  = (cos  xfdx  — w/(cnsx)"+,f/x 

•4-^— — — (coSx)-+V£* — etc.,  lisez 


= ( » — cos’x)" . (cos  x^dx  — (co%  x'ftlx  — /«(cosx)* +3fir 

i«(m — i ) 


(cos  xy*-*  tic  — etc. 
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nu  lieu  de 


(*  x dyx  x 

I î)  X . dx  = vx . 7— h 

I • • I t. Le  1.2 

/'  x d^x  x1 

**■**■=  Ve 


dx* 

d'fX 


.a. 3 


• — etc. 


r/x>  i . a . 3 

««  lieu  de  dx  au  numérateur  du  premier  membre  de  la  formule, 

au  lieu  de  etx  = fa,  lisez  et  x = {<?. 

au  lieu  de  mais  on  aura  besoin,  lisez  moins  on  aura  besoin. 


au  lieu 


de  (ja)  -4-  t" . liiez  (vVi)  = Z". 


au  lieu  de  f{x — h ) —fx 


h d'fx  h * . 

4-->  , -f-  etc.,  lisez 

dx 1 i.n 


lisez  dz. 


.v  - dfx  h d'fx  h * 

/(,—*)=/*— 

au  lieu  de  f[x — h)  — fx  H — y-y  *+*  ^tc.,  lisez  f{x  h)  — fx  4-  ~J~i  l'*‘  • 

au  lieu  de  i ligne,  -pj  de  pouce  =0,00256,  lisez  = 0,00226. 

au  lieu  de  OE  par  a , lisez  OM  par  a. 

au  lieu  de  2 (a*  — 2)  = 6 , Usez  2(2*  — 1)  = 6. 

au  lieu  de  qui  lésa  produites,  lisez  qui  les  a produits. 

au  lieu  de  POTRA,  lisez  PORTA. 

au  lieu  de  4^7»  Usez  4^7- 

autant  de  fois  la  différence  qu’il  y a de  termes  moins  un  avant  lui,  supprimez  les  mots 
moins  un. 

dernière  formule,  au  lieu  de  n = — it  \J  j^S  4-  ^ — -y — j J , lisez 

2 a, — 9 . / 1 2S  (7. a, — 4\3  I 

"= — sr*:V  Lt+(— ) J- 

au  lieu  de  ÿ:-j  = 7,  lisez  ylÿ  — y. 
au  lieu  de  A,  = -,  lisez  A,  = y* 
au  lieu  de  A*  = , lisez  A«=. 


t Heu  de  - = ■ 

A 


s 

' — etc.,  lisez  A = ~ rt*-'  — etc- 


lieu  de  puis  en  divisant  le  tout  par  m',  lisez  puis  en  multipliant  le  tout  par  ///‘. 
au  lieu  de  24  pieds  en  4 toises , lisez  4 tuites  en  24  pied*» 


au  lieu  de  d*fX  = etc.,  tfxrx  </ryx*=etc. 

au  //Vu  //c  cos p — cos 7 = 2 cos 4-7'. sin  \(p  — 7),  lisez 

cos 7 — cos/»  = 2 sin  J (/»  + 7).siny(/»  — 7). 

.r3  •*' 

au  lieu  <le  cosx  = 1 h etc.,  Usez  cosx  = 1 — — -h  etc. 

I .2  1 *2 

au  //eu  de  et  en  faisant  p = 1 , lisez  et  en  faisant  p = — 1 . 

au  lieu  de  04  = 4-  yjsy  » Usez  = 4-  yyy 

au  lieu  de  la  racine  carrée  de  3, 1 4 > 5ag6,  lisez  3, 1 4 1 5ya6 . 

au  lieu  de  x 4-/»,  mettez  a 4-  p au  dénominateur  du  second  membre  de  laformul*  . 
nlr  _s! 

au  lieu  de  b'**'  , mettez  b • 1 au  numérateur  du  premier  membre  de  la  formule . 
au  lieu  de  x = x'  cos  x 4-  y*  cos  x 4-  a , lisez  x = x'  cos  x 4-  j'  cos  x'  -h  a, 
au  f/eu  de  compl.  log  b = 7,1079054 , Usez  rompt,  log  c = etc. 
au  lieu  de  lang  A = y— -y»  cot 7 C,  lisez  tang  A = 001 T C* 

au  lieu  de  log.  sin  c = 9,81 1 8897,  lisez  log.  sin  C = etc. 
au  lieu  de  cos  a = cos  a.  cds3  b 4-  sin  a • sin  b.  cos  c . cos  C,  lisez 
cos  a = cos  a.  cos’f»  4-  sin  a.  sin  b.  cos  b.  cos  C. 
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au  lieu  de 

au  lieu  dr 
au  lieu  de 
au  lieu  de 


cos  A.  sine  H-  cosC.  sina  = cos«.  cos  A,  lise* 

cos  A.  sinr-f-cosC.  sina.sin£=:  cososin6. 

cos  b,  lisez  cot  b,  au  numérateur  de  la  valeur  de  cotB. 

sin A:ânC"/>:c,  Use t sin AlsinCl'. sin  sine. 

la  demi-ellipse AEB (PI.  22 yfig.  12),  Usez  (PI.  2i,yFg.  9). 
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TOME  TROISIÈME. 


en  remontant , au  lieu  de  10, 102.522  iX5o,  lise*  io,02522iX 5io. 
l'exemple  de  caleul  est  entaché  d’une  erreur  dont  la  cause  est  explii/uée  page  233, 
première  colonne. 

dilatation  linéaire  des  solides,  pour  i°  centigrade,  de  o°  h 100  °\dtes  pour  i°  centigrade. 

dilatation  des  liquides,  pour  i°  centigrade;  Atez  pour  1®  centigrade. 

..  , f>85  k , 685  k « 

au  heu  de  = o^qro,  lisez  =oE,oqTo. 

7000  1 7000 

au  lieu  de  - = ok,8o8,  lisez  — — =ok,o8o8. 

7000  7000 

au  lieu  de  au  moyen  «les  deux  chaînes  bc  et  de,  lisez  au  moyen  des  deux  chaînes  bc 
etrfe(Pl.  VIII,  fig.  i4). 

au  lieu  de  — ae  (fig.  i5,  PI.  VIII),  lisez  — ae.  (fig.  i5  bis,  PI.  VIII). 

au  tien  tir  -PH  = MV’,  Us  ci  PH  = - MV. 

2 2 

au  lieu  de  n"11'  am  r = a ( a — mr  r)®“,,r,  lisez  am|~r  — a ( a — mr-\-  r)în,“,:r. 

au  lieu  de  ( — a)m^T  am  ( — 1}  !•,  lisez  ( — o)“r—r  — an  ( — i)"*!  ». 

au  numérateur  de  la  valeur  de  am{~r,  mettez  [a  -f-  nr)m  à la  place  de  (a  -f-  nr)a . 

au  lieu  de  l'effraction  lisez  l’attraction. 

au  lien  de  ^17  = l,o3o5.  . lisez  ^17  = 2,o3o5.  . . 

. **  x3 

au  lien  de , lisez  — — . 

2 b ’ 

A la  Table  des  hauteurs,  3e  colonne , à côté  de  la  vitesse  im,82,  au  lieu  de  0,1680. 
lisez  0,1688. 

A la  Table  des  logarithmes,  colonne  8,  devant  le  nombre  270,  mettez  2649  à la  place  de 
3649- 

an  lieu  de  stations  où,  lisez  stations  d’où. 

Dans  la  valeur  de  tang  0,  au  lieu  de  cos  (n'  -f-  M — g),  lisez  cos  | J 
en  remontant,  au  lieu  de  a (1  — c’),  lisez  a (1  — e1)  sin  X. 
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